AGRA II: Aritmética, grupos y analisis
An ICTP-CIMPA Research School

EXPANSORES GEOMETRICOS

Mikhail Belolipetsky

Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada (IMPA)
mbel@impa.br

UNIVERSIDAD S. ANTONIO ABAD, CUSCO, PERU, del 8 al 22 de Agosto de
2015






Prefacio

En esta parte vamos a estudiar las propiedades geométricas y topolédgicas de los
espacios asociados a las secuencias de los subgrupos de congruencia. En particular,
consideraremos algunos resultados de P. Buser, P. Sarnak, R. Brooks, M. Lackenby
y M. Gromov en el contexto de expansores geométricos.
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Capitulo 1

Expansores Geométricos

1.1. El plano y el espacio hiperbdlico

1.1.1.

Vamos a usar principalmente el modelo del semiespacio superior para el espacio
hiperbolico. En este modelo tenemos:

H? = {(z,y,t) € B |+ > 0}
con la métrica inducida por

_da® + dy? + dt?

2
ds 2

Con esta métrica, H? se convierte en una variedad riemanniana completa con cur-
vatura constante —1. Tal variedad, que es ademas conexa y simplemente conexa, es
Unica salvo isometrias.

Del mismo modo, el plano hiperbdlico puede ser representado por el semiplano

superior
H? = {(x,t) € R? | ¢t > 0}

con la métrica inducida por ds? = (dx? + dt?)t=2.

Observar que esta métrica en H? es la restriccién de la métrica hiperbélica en H?
al plano y = 0.

El grupo PSLy(C) es el cociente del grupo SLy(C) de todas las matrices 2 x 2 con
entradas complejas y determinante 1 por el centro {£Id}:

PSL,(C) = SLy(C)/{£Id}.

1
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Nosotros vamos a considerar frecuentemente elementos de un subgrupo I' de PSL2(C)
como matrices, e ignorar la diferencia entre PSLa(C) y SLa(C).

Con la accién inducida por la transformaciéon de Mobius

az+b
_>77
cz+d

los elementos v = ( CCL Z

CU {0} y esta accién es biholomorfa.

> de PSLy(C) actiian sobre la esfera de Riemann C =

La accién de cada vy € PSLy(C) se extiende a H? con la extensién de Poincaré:

~ = un producto del nimero par de las inversiones en los circulos y lineas
en C. (Ejercicio: Verificar este hecho.)

Ahora considera C como la frontera ¢t = 0 de H® — la esfera en el infinito.
Podemos extender cada linea/circulo en C a un plano/hemisferio en H?
ortogonal a C. El producto de las correspondientes reflexiones en los
planos y las inversiones en hemisferios da lugar a la extensién de v para
H3.

Podemos verificar que las reflexiones e inversiones son isometrias de la métrica
hiperbélica en H3 y que ellas generan el grupo de isometrias Isom(H3). Por eso con
la extension de Poincaré tenemos

PSLy(C) = Isom™ (H?),

el grupo de isometrias de H? que preservan la orientacién.

Para isometrias del plano hiperbélico H? tenemos también el isomorfismo
PSLy(R) = Isom™ (H?).

Las isometrias de H? actian transitivamente en los hemisferios y planos ortogonales
a C. Asi que podemos enviar H? = {y = 0 en H3} para cualquier otro plano de
este tipo o hemisferio. Por tanto todos los hemisferios y planos en H?, los cuales
son ortogonales a C con la restriccién de la métrica hiperbélica de H?, son modelos
de H2. Ellos dan el conjunto de planos geodésicos en H?. Si dos de estos planos se
cruzan en H3, podemos definir el dngulo dihedral entre ellos. Este dngulo degenera
a cero si los planos son tangentes en la esfera C en el infinito. En otros casos, los
planos tienen un unico perpendicular comin, cuya longitud define la distancia entre
ellos.



Expansores Geométricos 3

Las lineas geodésicas en H? son semicirculos y lineas rectas ortogonales a C. La
geometria de puntos, lineas, planos y sus relaciones de incidencia en el espacio hi-
perbdlico es bien conocida. En particular, tenemos formulas trigonométricas para los
triangulos hiperbdlicos que son muy ttiles. También tenemos férmulas para calcular
longitudes, areas y volumenes que luego usaremos. Los volimenes son calculados
con respecto al elemento de volumen hiperbélico dV' inducido por la métrica. Para
nuestro modelo de H?, tenemos dV = 7%g,alnvdydt.

Ejercicios 1.1.1. 1. Pruebe que PSLs(C) actia transitivamente sobre geodésicas
en H3.
2. Obtener la formula de la distancia entre un punto y un plano hiperbolico en H3.

3. Obtener las formulas trigonométricas para un tridngulo hiperbdlico.

4. Calcular el drea de un tridngulo en H? y el volumen de un simplez ideal (i.e. con
todos los vértices en infinito) en H3.

1.1.2.

Ahora vamos a considerar los subgrupos de PSLo(C) y la geometria relacionada
a ellos.

Para comenzar, para los elementos v # Id tenemos la siguiente clasificacion:

» v es eliptico si tr(y) € Ry [tr(y)] < 2;
» 7 es parabdlico si tr(y) = £2;

» v es lozodrémico (o hiperbdlico) en otro caso.

Tenemos las siguientes propiedades geométricas correspondientes a esta clasifica-
cion:
v es parabdlico <= v tiene un unico punto fijo en C = oH3.

. . . 11 S A
Ejemplo. v : 2 = z+1 tiene matriz ( 01 ) y fija inicamente el punto co € C.
Podemos verificar que todos los otros elementos parabdlicos son conjugados en

PSLy(C) a este 7.

v es eliptico <= ~ tiene dos puntos fijos p,q € C y es una rotacion alrededor de
la geodésica A, = [p, q] C H?.

v es hiperbdlico <= v tiene dos puntos fijos p,q € C y es un movimiento de
tornillo a lo largo de la geodésica A, = [p,q] C H5.
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La geodésica A, es llamada eje de un elemento eliptico o hiperbdlico v. Para
elementos hiperbdlicos tenemos la formula importante para el desplazamiento £ a lo
largo del eje:

cosh(€(7)/2) = | tr(7)]/2. (1.1)
Observe que sélo los elementos elipticos poseen puntos fijos en H?.

El grupo PSLy(C) actia transitivamente en los puntos de H3, de modo que el
estabilizador de cualquier punto en H? es conjugado al estabilizador de (0,0,1), que
es SO3(R) — un subgrupo compacto méximo de PSLs(C). Tenemos que

H? = PSLy(C)/SO3(R),

cOmo un espacto Simétrico.

Igualmente, tenemos una accién transitiva de PSLa(C) en C, entonces los estabi-
lizadores de los puntos en infinito son conjugados a

B:St(oo):{<g ab1>

el subgrupo de Borel de PSLy(C).

Cualquier subgrupo finito de PSLy(C) debe tener un punto fijo en H? y asi ser
conjugado a un subgrupo de SO3(R). Los subgrupos finitos de SO3(R) son bien
conocidos:

a€C”, be(C},

ciclicos (Cy,), dihedrales (D,,) y los grupos de simetrias de poliedros re-
gulares Ay, S4 0 As.

Definicién 1.1.2. Sea I' un subgrupo de PSLy(C):

= " es reducible si todos los elementos v € T' tienen un punto fijo comin en C.
Si I no es reducible, este es llamado irreducible.

» T es elemental si posee una orbita finita en H3 U C.

Observe que reducible implica elemental, pero el reciproco no es cierto. Por ejem-
plo, un subgrupo elemental puede tener elementos parabdlicos y elipticos.

Teorema 1.1.3. Cada subgrupo no elemental de PSLy(C) contiene una infinidad
de elementos loxodrémicos tal que ningun par de estos elementos posee un punto fijo
en comun.

Definicién 1.1.4. Un grupo kleiniano es un subgrupo discreto de PSLa(C).
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Esta condicién es equivalente a exigir que I' actiia discontinuamente en H?, que
significa que para cada compacto K C H? el conjunto {vy € I'|yK N K} es finito.

El estabilizador en I' de un punto £ en infinito puede conjugarse a un subgrupo
de Borel B. Los subgrupos discretos de B son clasificados (Ejercicio: Describelos), el
caso que es particularmente importante para la geometria da la siguiente definicion:

Definicion 1.1.5. El punto £ € C es una cuspide de un grupo kleiniano I' si el
estabilizador T'¢ contiene un grupo abeliano libre de rango 2.

(En este caso 't = (Z® Z) x F, F — un grupo finito.)

1.1.3.

Puesto que un grupo kleiniano actia discontinuamente en H?, podemos construir
un dominio fundamental para esta accién. Por definicién, un dominio fundamental
es un subconjunto cerrado F C H? tal que:

- U'yef‘ fyf = H3;
= F°(7F° =0, para todo v # Id, donde F° denota el interior de F;

» la frontera de F tiene medida cero.

Podemos obtener un dominio fundamental para I usando la construccion de Di-
richlet:

Para P € H? un punto tal que v(P) # P para todo v € '\ {Id}, define
Fp(l) :={Q € B’ | d(Q, P) <d(+(Q), P) ¥y € T'}.

Ejercicio 1.1.6. Muestre que Fp(I') es un dominio fundamental del grupo klei-
niano I'.

Definicion 1.1.7. Un grupo kleiniano es llamado geométricamente finito si €l ad-
mite un dominio de Dirichlet con un nimero finito de lados.

Los grupos geométricamente finitos son finitamente generados.

Un grupo kleiniano tiene covolumen finito si posee dominio fundamental F de
volumen hiperbdlico finito. En este caso, el covolumen de I' es

covol(I") = vol(F) = /}_dV.
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Un grupo es llamado cocompacto si tiene un dominio fundamental compacto.

Proposicion 1.1.8. Sean Fi, Fo dos dominios fundamentales de un grupo kleiniano
I'. Entonces, si f]__l dV es finito, f]__2 dV es también finito y son iguales.

Si ' es cocompacto, su covolumen es finito. En la otra direccién tenemos:

Teorema 1.1.9. Si I tiene covolumen finito, entonces existe P € H® tal que Fp(T)
tiene un numero finito de lados. En particular, I' es geométricamente finito y fini-
tamente generado.

Sea I' conteniendo un elemento parabdlico v. Podemos suponer que el punto fijo
de v es oo € C. En este caso existe una horobola

Hoo(to) = {(z,y,1) € H [ £ > to}
tal que la accién de T en Hy(t9) es la misma que la accién de T'o:
para x,y € Hyo(tp) existe 6 € I' | §(z) =y <= ¢ € I'.

Entonces 'y, actiia sobre Huo(tp), y como I's, C B él actia en la horoesfera, el
borde de la horobola (i.e. {(z,y,t0)}), como un grupo de transformaciones euclidia-
nas. Asi tenemos una descripcion precisa de la accion de un grupo kleiniano en las
cercanias de una cuspide.

Si I' contiene un elemento parabdlico podemos ver que I' no es cocompacto.
Ademas con la condicién de covolumen finito podemos obtener un mejor resultado:

Teorema 1.1.10. Sea I' un grupo kleiniano de covolumen finito. Si I' no es co-
compacto, entonces I' tiene que contener un elemento parabolico . Si & es el punto
fijo de vy, entonces £ es una cuspide. Ademds, existe sélo un numero finito de las
clases de I'-equivalencia de cispides y para esto sus vecindades horobolas pueden ser
disjuntas.

Si empezamos con PSLa(R) en lugar de PSLa(C) buena parte de la discusién
anterior permanece valida. Nos limitaremos a indicar la definicién.

Definicién 1.1.11. Un subgrupo discreto de PSLa(R) es llamado un grupo fuch-
siano.
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1.1.4.

Para dar un ejemplo consideremos el grupo I' = PSLo(Z[v/—3]) < PSLg(C). Este
es un ejemplo de un grupo kleiniano no cocompacto de covolumen finito. El grupo
I' tiene un dominio fundamental

V3

1
F={(lz,y,t) e | 2®+ > +t* > 1, — <w<;, 0<y< )

| =

El covolumen de I" puede ser calculado, y es igual a W# donde k = Q(v/—3), el
discriminante Ap = —3, y (x(2) = 1,28519096 . . . que es la funcién zeta de Dedekind
del cuerpo k.

Ay

Yy

Figura 1.1: Un dominio fundamental de I' = PSLy(Z[v/—3]).

El espacio cociente I'\H? tiene el espacio de cubrimiento de grado 12 que es
homeomorfo al complemento del nudo “figura ocho” en la esfera. Este fue uno de
los primeros ejemplos de motivacién en la geometria hiperbdlica de dimensién 3
estudiados por Riley y Thurston [R75, [Th78]. Para otros ejemplos de dominios fun-
damentales de grupos del tipo PSLs(Z[v/—d]) podemos referir a [EGM].

1.1.5.

Una variedad hiperbdlica (sin borde) de dimension n es una variedad riemanniana
M tal que cada punto en M tiene una vecindad isométrica a un abierto en H”. Si I’
es un grupo kleiniano sin torsién, entonces I' actiia libremente en H? y el cociente
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I'\H? es una 3-variedad hiperbélica orientable. Reciprocamente, cada 3-variedad
hiperbdlica orientable M puede ser obtenida como

M =T\H3,

con I' un grupo kleiniano isomorfo al grupo fundamental 71 (M).

Si I' es un grupo kleiniano que puede tener elementos no triviales de orden finito,
entonces el espacio O = I'\H? es una variedad singular denominada, orbifold.

Otra vez, la misma terminologia aplica para los grupos fuchsianos y variedades
hiperbdlicas de dimensién 2 y también para las dimensiones n > 3.

Por el lema de Selberg cada orbifold hiperbdlico tiene un cubrimiento finito que

es una variedad hiperbdlica:

Lema 1.1.12 (Lema de Selberg). Si I' es un subgrupo finitamente generado de
GL,(C), entonces I' tiene un subgrupo sin torsion de indice finito.

Ejercicio 1.1.13. Dar una prueba del lema.

Referimos a los libros [R06] y [MRO3|] para mas informacién sobre la geometria
hiperbdlica y los grupos kleinianos.

1.2. Sistole y volumen

Sea H" el espacio hiperbdlico de dimensién n (para nosotros principalmente n =
2 0 3), y B} una bola de radio r en H". Como antes, vol(-) denota el volumen
hiperbdlico. La sistole, denotada sysi(-), es la longitud de la geodésica cerrada no
contractil més corta (ver Figura|1.2)).

Debido a la curvatura negativa

vol(By) > Cpef" . para constantes Cy,, kn >0y r>> 0.

Consideramos una variedad hiperbdlica compacta M = I'\H". Si ¢ = sys;(M),
entonces M tiene que contener una bola B de radio r = %. (En general, el méximo
r tal que para cualquier z € M la variedad riemanniana M contiene una bola B, (z)
es llamado el radio de inyectividad de M.)

Por tanto

vol(M) > vol(BP) > C,ef*/2;
sys1 (M) < Clog (vol(M)).
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Figura 1.2: La sistole de la superficie M.

Asi probamos
Lema 1.2.1. La sistole de una variedad hiperbolica compacta M satisface
sys1(M) < Clog (vol(M)),
donde C es una constante positiva que solo depende de la dimension de M.

Ejercicio 1.2.2. Calcula el valor de constante C' en el lema.

La pregunta importante es si esta desigualdad es asintéticamente éptima, i.e. si
existen una constante C’ > 0 y una secuencia de variedades M; tal que

vol(M;) = 00y sys1(M;) > C'log (vol(ML;)).

La respuesta es “si”, pero sélo conocemos una manera de obtener tales secuencias.
Para esto tenemos que utilizar los expansores geométricos.

Un primer ejemplo de una secuencia de expansores geométricos es
M, =T (p)\H? con I'(p) = ker ( PSLs(Z) — PSLy(Z/pZ)), p primo.
Tenemos que M, — M es un cubrimiento de grado | PSLy(Z/pZ)| = ip(p—1)(p+1).

Ejercicio 1.2.3. Calcula el género y el nimero de cuspides de M.
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Vimos que, en particular, M y todos M,, son no compactos. Para tener la imagen
geométrica més clara es mejor tener una secuencia de variedades compactas. Tales
secuencias fueron construidas por Buser y Sarnak en [BS94].

Sean a,b € Z~gy D = (‘f@b) el dlgebra de cuaterniones sobre Q generada por

1,1, 7, k tales que i? = a, j2 =b, ij = —ji=k.
Elegimos a, b tal que la forma cuadrética
N(X) = Norm(zg + x1i + x2j + 23k) = 23 — ax? — bri + abxr’

no representa cero para (xg, 1,79, 23) € Q*, X # 0. Por ejemplo, podemos tomar
a=2,b=3. En este caso D es un algebra de divisién (i.e. cada X € D\ {0} tiene
un inverso X ! € D).

Consideramos subgrupos
IF={XeDZ)|NX)=1} y T(p)={Xel|X=1(p)}).
Tenemos un isomorfismo de I' con un subgrupo de PSLy(R) dado por

. . xg—i—xl\/& wg—i-xg\/&)
X =x9+ x1t + x2) + 3k — .
0 ! 2J 3 < b(xg —ZL‘3\/5) X —1,‘1\/5

Vamos a denotar las imagenes de T, f(p) por I'y I'(p), respectivamente. Entonces
{T'(p) < T'}p primo €s una secuencia de subgrupos de congruencia de I', como antes,
pero ahora I'(p)\H? es compacto para todo p. La tltima afirmacién se deduce del
hecho de que D es un élgebra de division (ver [GGPS69, el apéndice para el capitulo 1]
para una exposicién buena, corta y clara de este material). Ademads, para p > 2
tenemos que I'(p) no tiene torsién (i.e. elementos elipticos de orden finito), entonces
S, = I'(p)\H? son superficies riemannianas compactas.

Por la formula de Riemann—Hurwitz, el género es igual a

D (D\H?)|

1
5 +

9(Sp) = %p(p —L(p+1)

=plp—Dp+1r+1,

donde v = v(a,b) es una constante positiva definida por la caracteristica de Euler
de T'\HZ.

Ahora vamos a estimar la sistole de \S,. Sea p > 0 un nimero primo y

a = 9 + x1i + 225 + w3k € T(p).
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Tenemos que plx; para j =1,2,3,y
1= N(a) =2 — ax} — ba3 + aba?.
Por lo tanto

z = 1(p%);
zo = £1(p?).

Si a # £1, entonces xg # 1 (pues I' no tiene elementos parabdlicos), y por eso
lzo| > p? — 1.
Entonces, si v € I'(p) y v # 1, tenemos que
[tr(9)] > 2p* — 2.

En particular, esto confirma que v € T'(p) son hiperbdlicos y entonces S, = I'(p)\H?
es de hecho una superficie suave.

La férmula implica que
U(v) > 2log (| tr(7)| — 1),
y entonces para 7y € I'(p),
{(v) > 2log(2p* — 3).
Esto implica:

Teorema 1.2.4 (Buser—Sarnak [BS94]). Para la secuencia de variedades Sy, tenemos

4
Sys1 (Sp) > 3 log (Q(Sp)) -C,
donde C' > 0 no depende de p.

Este resultado fue posteriormente generalizado para otras variedades aritméticas
de dimensién 2 y 3 por Katz, Schaps y Vishne [KSV07].

Ejercicios 1.2.5. 1. Calcula la constante C.

2. Generaliza el resultado para variedades no compactas como M.
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Otra mirada a las sistoles de los espacios de recubrimiento proviene de la teoria
geométrica de grupos. Segin Gromov, podemos definir la nocién de una sistole de un
grupo finitamente generado por un conjunto X, de modo que si I' = 71 (M) tenemos
que

sys1 (T, X) ~ sys1(M).

Msés precisamente, sea M una variedad riemanniana compacta aesférica (i.e. el recu-
brimiento universal de M es contréctil) y I' = 71 (M ). Consideramos una secuencia
de recubrimientos:

M; — M de grado d;.

Podemos considerar la secuencia correspondiente de subgrupos I'; = w1 (M;) < T' de
indice d;. Ahora fijemos un conjunto de generadores X C I' y definimos sys; (I';, X)
como la minima longitud de X-palabras de un elemento no trivial de I';.

Propriedades:

= Sil;<aT" es un subgrupo normal, X genera un subgrupo libre de I' y es simétri-
co (i.e. X = X1), entonces tenemos que sys;(I';, X) es igual a la sistole del
grafo de Cayley del grupo I'/T'; con respecto a la proyeccién de los generadores
de X.

» Para cualquier otro conjunto de generadores X’ de I' tenemos

< sys1(I;, X)

C
L= sys1(Ly, X7)

< Oy,

donde C4, C5 > 0 no dependen de i.

Por esta propiedad podemos suprimir X de la notacién de sistole cuando se
estudia su comportamiento asintético.

= Existen también dos constantes positivas Di, Do que no dependen de ¢ tales

que

s 08) _ )
- SySl(Fi,X) - '

Ejemplos:

1) SiI' es un grupo abeliano libre de rango n, entonces sys(I';) < am y esta
( S d;

desigualdad es éptima, i.e. existe una secuencia {I';} con sys;(T';) d,} /m,

(2) SiT es un grupo nilpotente sin torsién de crecimiento polinomial de grado m,

entonces sysy (I';) < dg/ "y esta desigualdad es 6ptima.
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(3) SiT tiene crecimiento exponencial, entonces sysi(I';) < log(d;). Un ejemplo de
I de este tipo es I' = m1 (M) para una variedad riemanniana M de curvatura
estrictamente negativa.

La desigualdad en el ejemplo (3) es asintéticamente éptima gracias al lema si-
guiente:

Lema 1.2.6. Sea I' < SL,(Z) con conjunto de generadores X y sean {I'(p) < T'}
sus subgrupos de congruencia modulo primos p. Entonces

sys1(I'(p), X) > Clogp, con C = C(X) una constante positiva.

(En [G92], Gromov supone que I' no tiene los elementos unipotentes pero esto no es
necesario. )

Ejercicio 1.2.7. Dar una prueba del lema.

Los resultados de Buser—Sarnak y Katz—Schaps—Vishne son casos particulares de
esta lema, pero notar que en estos casos ellos saben también el valor de la constante
C. El lema también se aplica para subgrupos de congruencia de grupos no aritméticos
finitamente generados. Infelizmente, la prueba del lema no da informacién para
calcular C, sélo estimaciones muy aproximadas.

El famoso teorema (lema) de Milnor y Schwartz muestra que si un grupo I' actia
geométricamente en un espacio riemanniano X, entonces I' es finitamente generado
y quasi-isométrico con X, en particular, I' y X tienen el mismo tipo de crecimiento.
Este resultado explica la relacion entre sistoles de espacios y de grupos.

Después de la clase, Andrzej Zuk menciono el siguiente problema interesante:

Problema abierto 1.2.8. ;FEuxisten un espacio métrico M y una secuencia infinita
de cubrimientos {M; — M} tal que sysi(M;) > Clog (vol(M;)) — C" con C > 5%

1.3. Propiedades geométricas de las superficies de con-
gruencia

1.3.1.

En esta seccién vamos a investigar principalmente superficies riemannianas (sin
frontera) de curvatura —1. Sea S una superficie hiperbélica dada por S = I'\H?, con
I' < PSL(R) un subgrupo fuchsiano.
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Sea A el operador de Laplace en S (entonces A(f) = —divgrad(f)), y sean
0= Xy < A1 <...los autovalores de A. El primer autovalor positivo A1 es llamado
el gap espectral de S. Podemos calcular este autovalor por la formula de Rayleigh:

Js llgrad f|[?dV
J g f2av.
donde el infimo es tomado sobre las funciones f con soporte compacto en S y tal

que |, g JdV = 0. Aqui dV, grad, etc. son definidos usando la métrica hiperbdlica que
desciende de H?2.

Es facil ver que A\ se puede hacer arbitrariamente pequeno, incluso para super-
ficies S de un género fijo.

M (8) = inf (1.2)

Ejemplo 1.3.1. Consideremos una secuencia de superficies {S;} de género 2 con
sys1(S;) = £(~i) y tal que ; separa S; en dos partes. En este caso

si £(7y;) = 0 cuando ¢ — oo, tenemos A (.S;) — 0.

Ciertamente, podemos tomar f = f; en (|1.2)) tal que f; = const fuera de una vecindad
del collar de 7;. En este caso [ [|grad fill?dV es proporcional a £(vy;) y al mismo

tiempo podemos tener fSi f2avV =1 (y fSi fidV = 0). Entonces \1(5;) < c¢l(v;) — 0

por (I2).

1.3.2.

Ahora sea M una variedad riemanniana compacta de dimensién n y con curvatura
—1 < k < —a? (“pinched negative”). Tenemos los siguientes resultados:

Teorema 1.3.2 (Cheeger [CT0]).

1
A (M) > Jh(M,
donde h es la constante isoperimétrica de Cheeger definida por
h(M) = inf area(lV)

N min(vol(M), vol(Ms))’

donde la hipersuperficie N tiene dimension n — 1 y divide M en dos partes, M1 y
M.

Teorema 1.3.3 (Buser [B82]).
)\1(M) < Clh(M) + CQh(M)2,

donde c1 y ca son constantes positivas explicitas.
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Observacién 1.3.4. El teorema de Cheeger es verdad para cualquier variedad rie-
manniana compacta y tiene una generalizacion para las variedades no compactas;
la constante i en el teorema es 6ptima. En el teorema de Buser para dimension 2
y curvatura —1 podemos tomar ¢; = 2, ¢ = 10, pero estos valores pueden no ser
Optimos.

Teorema 1.3.5 (Brooks [Br92]).
diam(M) < Cy(h,r)logvol(M) + Ca(h, 1),

donde las constantes Cy(h,r), Co(h,7) > 0 dependen sélo de la constante isope-
rimétrica h(M) y el radio de inyectividad r(M).

La prueba del teorema de Brooks es corta y bonita:

Demostracion. Sea x € M, denotemos por V (¢, x) el volumen de una bola de radio
t y centro z en M.

Si la curvatura de M es < —a? y t < r, el radio de inyectividad, podemos acotar

V(t,x) por debajo por el volumen de una bola de radio ¢ en el espacio hiperbdlico

de curvatura constante = —a?.

Ahora suponga que t > r. En este caso tenemos

V/(t, )
V(t,x)

> h,

mientras que V (¢, z) < $vol(M). (Esto es porque el cambio infinitesimal del volumen
es el drea de la frontera.)

Mediante la integracion obtenemos
1
V(t,z) > "IV (r, ) hasta V (¢, z) = 5 Vol(M),
que ocurre cuando
1
t=ty= E(log (vol(M)) —log(2) — log (V(T))) + 7.

Entonces para cualquier x,y € M tenemos By, (z) N By, (y) # 0, y esto implica
diam(M) < 2t. O

Ejercicio 1.3.6. Investigar h(S) y diam(S) para S en el Ejemplo|(1.3.1]
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1.3.3.

Ahora volvamos a las superficies de congruencia {M, — M} con

M, =T (p)\H? con I'(p) = ker ( PSLs(Z) — PSLy(Z/pZ)).

Un problema fundamental abierto es

Conjetura 1.3.7 (Selberg [Se65]). A (M) > 1.

Si la conjetura es cierta, la estimacién es Optima. Esta conjetura tiene muchas
aplicaciones importantes, ver [S95] y las referencias alli.

Selberg mostré en el mismo articulo el siguiente resultado:

Teorema 1.3.8 (Selberg). Tenemos A\ (M) > <.

Nosotros vamos a probar un resultado un poco méas débil siguiendo a Sarnak y
Xue [SX91] (ver también [S95]).

El grupo de transformaciones de recubrimiento M, — M es G = PSLy(Z/pZ).
Suponga que existe un autovalor A\ excepcional, i.e. 0 < A\ < 1/4. Primero pode-
mos ver que A tiene que tener una multiplicidad alta. Sea V) el espacio propio que
corresponde a A. El laplaciano conmuta con las transformaciones de recubrimien-
to, entonces A actua en V), y por esto V) tiene que contener una representacién
irreducible no trivial de G. Por un teorema de Frobenius, cualquier representacion
irreducible no trivial de PSLy(Z/pZ) tiene dimensién > (p — 1)/2. Llegamos a la
conclusién que dim(Vy) > (p —1)/2. La idea es mostrar que un pequeiio autovalor
no puede tener una multiplicidad m(A, M,,) tan grande.

Sarnak y Xue mostraron que para € > 0 existe C. > 0 tal que
m(\, M) < C. | PSLo(Z/pZ)|* 2T, (1.3)
donde A = 1/4 — 12 (0 < A < 1/4).
Ejercicio 1.3.9 (x). Dar una prueba de (1.3).

La combinacién de (1.3]) con la desigualdad para dim(V)) y la informacién sobre
|G| implica:
p—1< Kp3(1—2u+e)‘

Para p suficientemente grande, eso es posible sélo si 3(1—2v+¢) > 1, lo cual implica
que

5
)\1(Mp) Z % — €.
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Para el tltimo resultado de este tipo que da A;(M),) > % ver [KS03]. Vigneras
en [V83] probd que A;(Sp) > 1—36 para cualquier superficie aritmética de congruencia,
incluidas las superficies compactas de Buser y Sarnak. En [BS91], Burger y Sarnak
probaron un resultado de este tipo para variedades hiperbdlicas de dimensién n >
3, mostrando que )q(M]’D"”) > 2"4_ 3 El caso general de la conjetura de Selberg es
conocido como la conjetura de Ramanujan generalizada.

Ejercicio 1.3.10. Investigar h(Sy) y diam(S,) para las superficies de Buser—Sarnak.

1.3.4.

Una idea de Kazhdan fue que podemos obtener estimaciones no triviales para
A1(Mp) usando solamente las informaciones sobre sys; (M),) y dim(V)), pero Brooks
[Br88] mostrd que sysi(M,) ~ 3log(|G|) no es suficiente para eso. Con cualquier
constante > % se podria dar una prueba completamente geométrica de \j(M,) >
0 > 0.

En su articulo [Br92], Brooks caracteriza superficies de congruencia como:

(a) cortas y gordas;

(b) con simetrias interesantes.

La primera propiedad estd relacionada con el didmetro y el sistole, mientras que
la segunda es sobre el grupo PSLy(Z/pZ). Lo que es interesante aqui no es sélo el
numero de simetrias, sino también las representaciones del grupo.

Problema 1.3.11. Investigar cdmo estas propiedades dependen del espacio simétri-
co X, que en nuestro caso fue el plano hiperbdlico H?.

1.4. La descomposicion de Heegaard de la 3-variedad

En esta seccidon vamos a revisar algunos resultados de topologia en dimensién
3. El objetivo es entender mejor la topologia de 3-variedades de congruencia y por
eso es necesario conocer algunos invariantes topolégicos. Més informacién sobre este
tema se puede encontrar, por ejemplo, en las notas de Scharlemann [Sch03] y Saito—
Scharlemann—Schultens [SSS05]. Un recurso imprescindible para la topologia de 3-
variedades es las notas de Thurston [Th78§].

Vamos asumir en toda la seccién que M es una variedad topoldgica compacta
orientable de dimensién 3 posiblemente con borde.
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1.4.1.

Un teorema fundamental de Moise dice que toda 3-variedad M puede ser trian-
gulada:

Teorema 1.4.1 (Moise, 1952). (1) Cualquier 3-variedad compacta M es homeo-
morfa a un complejo simplicial finito.

(2) Si M es homeomorfa a dos complejos K y L, entonces el homeomorfismo
K — L es isotdpico a un homeomorfismo PL (lineal por partes).

Supongamos que (M,0M) y (N,0N) son variedades compactas. Diremos que la
inclusiéon (N,0ON) — (M,0M) es propia si OM NN = ON.

La topologia PL implica las siguientes propiedades:

1) Un punto en el interior de M posee una vecindad (cerrada) homeomorfa a un
3-bola.

2) Un arco « propiamente encajado en (M,9M) tiene una vecindad homeomorfa
a a x D?, donde D? es un disco.

3) Si M es orientable y ¢ es un circulo en el interior de M, entonces ¢ tiene una
vecindad homeomorfa a ¢ x D?.

4) Si M es orientable y S es una superficie orientable propiamente encajada en
M, entonces S tiene una vecindad homeomorfa a S x I, con I = [0, 1].

Adjuntando una asa: Sea M una 3-variedad con borde.

= Adjuntando una l-asa a M significa la construccién que define una variedad
M Uy, (I x D?), donde D? es un disco y h: (3I) x D? — OM es un encaje.

» Adjuntando una 2-asa a M significa M Uy, (D? x I), donde h : (0D?) x I — OM
es un encaje.

Si h preserva la orientacion, entonces M con un asa es orientable. Un cubo con asas
de género g es una bola B3 con ¢ 1-asas adjuntadas.

Proposicion 1.4.2. Si M es una 3-variedad compacta sin borde y K es una triangu-
lacién de M, entonces una vecindad cerrada n(K*') y su complemento M \int(n(K*1))
son cubos con asas.
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Demostracion. Sea I’ = K, un grafo finito conectado, y I'' un arbol maximo de T
Entonces n(I') puede ser obtenida adjuntando e(K') — e(I”) 1-asas a n(I''), que es
una bola (aqui e(-) denota el nimero de aristas de un grafo).

Para M \int(n(K")) tenemos que usar el mismo argumento para una triangulacién
de M dual a K. O

Ejercicio 1.4.3. Calcular el género de n(K*') en funcién de los niimeros de vértices
y aristas de K'.

Corolario 1.4.4. Sea M una 3-variedad compacta sin borde. Entonces M = Hy Uy,
Hs, donde Hy y Hy son cubos con asas y h: 0H; — OHo es un homeomorfismo.

Definicién 1.4.5. La descomposicion M = Hy Uy Hy (o M = Hy Ug Hy con S =
OH, = 0H3) es llamada la descomposicién de Heegaard y el minimo posible género
de S es llamado el género de Heegaard de M.

La tnica 3-variedad compacta sin borde de género de Heegaard igual a 0 es la
3-esfera, y las variedades de género 1 son los espacios lente. Los espacios hiperbdlicos
tienen el género de Heegaard > 2.

Definicién 1.4.6. Sea F una superficie cerrada no homeomorfa a la esfera S*. Un
cuerpo de compresion H es una 3-variedad obtenida de F' X I adjuntando 2-asas a
F x {1}. Vamos a denotar F' x {0} por O_-H y O0H — F x {0} por 0+H. Sin asas
adjuntadas, F' x I es un cuerpo de compresion trivial.

Observaciones 1.4.7. 1) Sea S una superficie cerrada y M la variedad obtenida
de S x I adjuntando 2-asas y llenando 2-esferas por 3-bolas. Entonces M es
un cubo con asas o un cuerpo de compresion.

2) Una descomposicién de Heegaard Hy Uy, Ho es llamada trivial si Hy o Hs es
un cuerpo de compresion trivial, i.e. homeomorfo a S x I.

3) También puede ser definida la descomposicién de Heegaard de variedades con

borde.

1.4.2.

Vamos a considerar las superficies en 3-variedades.

Definicion 1.4.8. Sea F' una superficie.

= Una curva v simple cerrada en F' es llamada no esencial si ella divide a F' en
dos partes, una de las cuales es un disco; caso contrario v es esencial.



20 Mikhail Belolipetsky

= Un arco a propiamente encajado en F' es llamado no esencial si junto con un
arco en OF delimita un disco, y en el caso contrario o es esencial.

Sea I una 1-variedad propiamente encajada en la superficie F'. Si una componente
de I' es una curva simple no esencial, entonces una componente « de I' encierra un
disco en F' que es disjunto de I'. Esta curva « es llamada un circulo interior de I'.

Definicion 1.4.9. Sea T una superficie encajada en una 3-variedad M . La superficie
T es llamada compresible si T' encierra una 3-bola en M o existe una curva esencial
simple cerrada v C T que encierra un disco D en M tal que int(D)NT = (). En
caso contrario T es llamada no compresible.

El siguiente resultado es el famoso teorema del lazo:

Teorema 1.4.10 (Papakyriakopoulos, 1956). Sean M una 3-variedad, T una super-
ficie propiamente encajada en M e i:T — M la inclusion. Si iy : m(T) — w1 (M)
no es inyectiva, entonces T es compresible.

Corolario 1.4.11. Cualquier superficie propiamente encajada T en S® es compre-
sible.

Demostracion. Si T no es homeomorfa a la esfera S? entonces i, : 71 (T) — m1(S*) no
es inyectiva, y por el teorema T es compresible. Si T es homeomorfa a S?, entonces
T encierra una 3-bola en S? y T es compresible por la definicién. ]

Sea T" una superficie propiamente encajada en una 3-variedad M. Si existe un
disco D en M tal que D N'T = 0D, entonces existe una 3-bola B = D x I tal que
BNT =0D x I. Sea

T :=(T-0D xI)UD x{0,1}.
Esta construccién es llamada 2-cirugia en T a lo largo de D. Tenemos
X(T') = x(T) +2.

Definicion 1.4.12. Una 3-variedad M es llamada reducible si M contiene una
2-esfera no compresible; caso contrario M es irreducible.

Sea M una 3-variedad reducible con esfera P que la reduce y con un disco D tal
que DN P = §D. Podemos considerar superficie P’ obtenida por 2-cirugia en P a lo
largo de D. En este caso P’ tiene dos componentes y una de éstas es también una
esfera que reduce M.
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Suponga que M; y M son dos 3-variedades, y que .S; son 2-esferas que encierran
3-bolas B; en M;, i = 1,2. La variedad (M; — int(B1)) U (M2 — int(Bs)), denotada
por Mi# Ms, es llamada la suma conexa de My y Ms. El siguiente teorema muestra
que cada 3-variedad es una suma conexa de variedades irreducibles.

Teorema 1.4.13 (Kneser, 1929; Milnor, 1957). Sea M wuna 3-variedad compacta,
orientable. Entonces M = My# ... #M,#(S' x S?)... #(S' x S§?), donde cada M;
es irreducible. Ademds, la descomposicion es inica salvo cambios de orden.

1.4.3.

Ahora volvemos a las descomposiciones de Heegaard.

Definicion 1.4.14. Sea M wuna 3-variedad con una descomposicion de Heegaard
M = Hy Ug Ho.

= La descomposicion Hi Ug Ho es llamada estabilizada si tenemos dos discos
propiamente encajados D; C H;, i = 1,2 tales que OD; intersecta 0Dy trans-
versalmente en un punto.

= La descomposicion es llamada reducible si tenemos dos discos propiamente en-
cajados D; C H; tales que 0D, = 0D2; en el caso contrario la descomposicion
es irreducible.

Observacioén 1.4.15. Una definicion equivalente de la descomposicién de Heegaard
reducible dice que existe una 2-esfera P en M tal que PN .S es esencial en S y tiene
s6lo una componente.

Ejercicio 1.4.16. Prueba la equivalencia de las definiciones.

Proposicién 1.4.17. Sea Hi Ug Ho una descomposicion de Heegaard estabilizada.

Entonces ella es reducible o ella es una descomposicion estdndar de género uno de
S3.

Demostracion. Sean D; C H; discos propiamente encajados tales que [0D; NODsy| =
1. Sea B la unién de las vecindades bicollares de Dy en H; y Do en Hs. En este caso
B es una 3-bola con el borde P = dB. Podemos mover un poco P de modo que ella
cruce cada H; en un hemisferio y la curva v = PNS separe de S un toro pinchado. Si
v es esencial en S entonces P es una esfera que reduce la descomposicion. Si y no es
esencial, entonces S es un toro que divide M en dos toros sélidos cuyos meridianos
se cruzan en un solo punto. Esta es una descomposicién de Heegaard de género 1 de

S3. O
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Suponga que M es una 3-variedad con una descomposicién de Heegaard H;Ug Ho
y M’ es otra 3-variedad con una descomposicién Hi Ug: H). Entonces la variedad
M+#M’ tiene una descomposicién de Heegaard natural definida como sigue: Sea D
un disco en Sy D’ un disco en S’. Definimos

1 ! " !
HY =H,Up_p H| y Hy = HyUp_p Hy.
Podemos verificar que H{ y HY son los cuerpos de compresién, y que
1 "
Hy Uy, y—o, my Ha

es una descomposiciéon de Heegaard reducible de la variedad M#M’. La pregunta
natural es si es verdad que cualquier descomposicién de Heegaard de una variedad
reducible es reducible. La respuesta estd dada por el conocido teorema de Haken:

Teorema 1.4.18 (Haken, 1968). Sea M una 3-variedad reducible y M = Hy Ug Ha
una descomposicion de Heegaard. Entonces existe una esfera P que reduce M y tal
que PN S es un circulo, i.e. la descomposicion de Heegaard es reducible.

Idea de la prueba. Podemos suponer que P cruza uno de los cuerpos de compresion
Hi o Hs sélo en discos. La idea es minimizar el nimero de los discos inductivamente
para reducir al caso cuando tenemos sélo uno de ellos.

Sea P tal que cruza Hs sélo en discos y consideremos la superficie P := PN Hj.
Apliquemos todas las posibles compresiones para P; y veamos qué ocurre con P:
ella se convierte en una unién de 2-esferas; por lo menos una de las cuales es una
esfera de compresion. Vamos a denotarla por P». Ahora podemos repetir la misma
operacion con Py, etc. Es posible verificar que en cada paso el ntimero de discos
disminuye. O

Observacion 1.4.19. Otro método para probar el mismo teorema usa grafos (“spi-
ne”) de cuerpos de compresion.

Ejercicio 1.4.20 (x). Dar los detalles de la prueba.

1.5. Los cubrimientos de congruencia de una 3-variedad
aritmética

En esta seccién vamos a investigar el comportamiento del género de Heegaard en
las secuencias de expansores geométricos.

Primero tenemos que definir estos tipos de variedades en dimensién 3. Sea M =
T\H?3, con T' = PSLy(0,) < PSLy(C), donde Oy denota el anillo de los enteros del
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cuerpo Q(v/—d), d € Z~q. Estos grupos I' son llamados los grupos de Bianchi. Por
ejemplo, para d = 1 tenemos Oy = Z][i], los enteros Gaussianos, y I' = PSLy(Z[i]) <
PSLy(C) es el grupo de Picard. Uno de estos grupos fue considerado en el ejemplo

en Seccién [L1.41

Ahora, similarmente a la Seccién [1.2] tomemos una secuencia

Mp =T(P)\H? con
['(P) = ker (PSL(O4) — PSL2(O4/P)), P es un ideal primo en Og.

Esto da una secuencia de cubrimientos Mp — M de grados finitos. Para los ideales
P con la norma suficientemente grande las variedades Mp son suaves. Como en el
caso de PSL9(Z), todas ellas son no compactas pero completas y con volimenes
finitos. Para definir variedades compactas de este tipo necesitamos otra vez usar
algebras de cuaterniones (ver [MRO3]).

Lema implica que para ||P|| > 1,

sys1(Mp) = Clog([[P]]).

En [BCW04], Bachman, Cooper y Whyte probaron un resultado interesante que
da una estimacion del género de Heegaard g de una variedad hiperbédlica compacta
dependiendo de su radio de inyectividad r:

cosh(r)
> .
9=

Ya que en el en caso compacto r(M) = sys; (M)/2, la combinacién de estos resultados
implica que existe una constante v > 0 tal que para P suficiente grande tenemos

g(Mp) > VOI(MP)’Y.

El siguiente resultado muestra que podemos tomar v = 1, que es asintéticamen-
te 6ptima. Este teorema fue probado por Lackenby (2006) e independientemente
por Gromov (2009). Las pruebas usan algunos resultados importantes de geometria
diferencial.

Teorema 1.5.1 ([L06], [G0O9]). El género de Heegaard de variedades compactas
congruencia Mp — M satisface

Clvol(Mp) < g(Mp) < CQVOI(MP),

donde C1, Cy son constantes positivas que dependen solo de M.
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Demostracion. Sea M = M;Ug M, una descomposicion de Heegaard de la 3-variedad
M con género g = g(S) que es igual al género de Heegaard de M. Podemos asumir
que g > 2.

La superficie de Heegaard S define un sweepout Sy, t € [0,1], de M (i.e. una
aplicacién continua f : [0,1] x S — M tal que f(t) = Si, So y S1 son grafos, Sy
es isotdépico a S por todos 0 < t < 1y Im(f) = M). Supongamos que Sy, tiene
area maxima entre las superficies S;, ¢ € (0, 1). El infimo de estas areas entre todos
los posibles sweepoutes S; es llamado drea minmaz de S. Por Pitts y Rubinstein
[IPR85], en este caso existe una superficie minima F en M que tiene area igual al
drea minmax y el género g(F) < ¢(5).

Sean h;; las componentes de la segunda forma fundamental de F' y R;; las compo-
nentes de la curvatura seccional de M. Por el teorema de Gauss—Bonnet y la férmula
de Gauss tenemos

/ Ris + hithay — hiyds = 2mwx(F).
F

Como F' es una superficie minima, hi1 + hoo = 0, y al ser M hiperbdlica, Ris = —1,
entonces:

/F—l — by — hiyds = 2mx (F);

/ lds = / —h3, — hiyds — 2nx(F) < —27x(F) = 4n(g(F) — 1);
F F
area(F) <4m(g(F)—1) <4n(g9(S) —1).
Entonces para cualquier e > 0 existe un sweepout Si tal que el drea maxima de
superficies en S§ es < 4mw(g — 1) +e.

Sea G la superficie de S§ que divide M en dos partes iguales (tal superficie siempre
existe por continuidad). Por la definicién de la constante de Cheeger tenemos:

area(QG) 8m(g—1) 2¢
h(M) < ;
vol(M)/2 vol(M) vol(M)
> h(M)vol(M) e 41
8T 4

Ahora recordamos que para las variedades de congruencia A (Mp) > ¢; (por [BS94])
y entonces por la desigualdad de Buser (ver Teorema |1.3.3)), h(Mp) > co > 0. Esto
implica g > Cyvol(Mp).

<

La desigualdad opuesta es facil: Es suficiente levantar una triangulacién de M
para Mp — M y ver que la descomposicion de Heegaard de Mp definida por es-
ta triangulacién tiene el género < csgrado(Mp — M) = Covol(Mp) (con Cy =
c3vol(M)). O
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Ejercicio 1.5.2. Generalice este resultado para las 3-variedades de congruencia no
compactas.

Ejercicio 1.5.3. Investigue las propiedades de descomposiciones de Heegaard obte-
nidas en la prueba del teorema.

Con las ideas similares Gromov mostro:

Teorema 1.5.4 (|G09]). Para cualquier aplicacion suave genérica F : Mp — R
existe una fibra de F' con suma de nimeros de Betti > Cvol(Mp).

Podemos comparar esta desigualdad de fibra complicada con la definicién de los
grafos expansores. La conclusion es que las secuencias de 3-variedades de congruencia
pueden ser consideradas como expansores geométricos (o topolégicos) de dimensién
tres.

Problema abierto 1.5.5. ;Hay un andlogo de esta propiedad para las variedades
aritméticas en dimensiones superiores?

Agradecimientos. Me gustaria agradecer a Maria Campana Ramia, a Emilio Lau-
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