Algebra Linear e Aplicacoes - Lista 2

Entregar dia 18 de Abril

1. Para as seguintes matrizes, calcula a forma escalonada e encontra uma base para cada um dos
4 espacos fundamentais: o espaco linha, o espaco coluna, o espaco nulo e o espago nulo da
matriz transposta (R(AT), R(A), N(A), N(AT), respetivamente).
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2. Supoe que vy, ..., v, sao elementos de um espaco vetorial V', e considera a funcao 7' : R" — V
definida por
T(ag,...,0n) = avy + -+ apv,

(a) (5 pts) Mostra que 7' é uma transformagao linear.

(b) (9 pts) Mostra que {v1,...,v,} é um conjunto gerador de V se e s6 se T' é uma funcao
sobrejetiva. (Uma funcao f: X — Y é sobrejetiva se para todo o y € Y existe z € X tal
que f(z) =y).

(c) (9 pts) Mostra que {v1,...,v,} é um conjunto linearmente independente se e s6 se T é
uma fungao injetiva (Uma fungdo f : X — Y é injetiva para todo o z,y € X, f(y) =
flz) =z =y)

(d) (2 pts) Mostra que {v1,...v,} é uma base de V se e s6 se T' é uma funcao bijetiva (Uma
funcao f : X — Y é bijetiva se é injetiva e sobrejetiva).

3. Denota o espago de polindmios de grau menor e igual a d por R[z]4. Polindmios sao fungoes de
R — R, onde cada polinémio tem a seguinte expressao:

p(z) = g + aqz + - + agx?,
para certos escalares ao, ..., aq € R. R[z]; é um espago vetorial. Dois polinémios p(z) = ag +
x4 - Fagrt e q(r) = Bo+Bia+- -+ Byt sdo iguaisse e sése ag = By, a1 = B, -+, ag = Ba.
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2 ...,2% sdo uma base de R[z];. Qual é a

(a) (5 pts) Mostra que os polinémios {1,z
dimensao de R[z];?

(b) (10 pts) Mostra que a transformagao T': R[z], — R[z]s, tal que T'(p(x)) = p/(x), é linear.
Qual ¢ a matriz que representa esta transformacao linear nas bases {1, z,z? 23 z*} de
R[z], para {1,z, 2% 23} de R[x]3?

(c) (10 pts) Mostra que a transformagao W : R[z]s — R[z]4, tal que W(p(z)) = (z — 1)*p(x),
é linear. Qual é a matriz que representa esta transformagao linear nas bases {1, x,z?} de
R[z], para {1,z, 2% 23, 2} de R[z]4?

4. (10 pts) Mostra que o espago nulo de A é o mesmo de AT A.

5. (10 pts) Mostra que para quaisquer duas matrizes A € R™*" ¢ B € R"*P,

rank(AB) < min(rank(A), rank(B)).



