Algebra Linear e Aplicacoes - Lista 1

Entregar dia 4 de Abril

1. (10 pts) Supoe que A é uma matriz 4 x 3, B é uma matriz 3 x 2, v € R* e u € R3. Indica qual
destes produtos de matrizes e vectores podem ser calculados e quais nao fazem sentido. Para
os que podem ser calculados, indica a dimensao do resultado.

2. (20 pts) Calcula as decomposi¢oes LU e a PA = LU das seguintes matrizes. Se o sistema for
invertivel, resolve o sistema Ax = b.
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3. (10 pts) Mostra que a multiplicacdo de matrizes é associativa. Isto é, para quaisquer matrizes
Aan7 anl” Cpxq, temOS (AB)C — A(BC).
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4. O objectivo deste problema é demonstrar formalmente que uma matriz é invertivel se e s6 se
na decomposi¢ao PA = LU, os elementos de diagonais de U sao diferentes de 0.

(a) (8 pts) Mostra, usando indugao, que uma matriz quadrada A admite sempre uma decom-
posicao PA = LU, onde P é uma matriz de permutacao, L é triangular inferior, com 1’s
na diagonal, e U é uma matriz triangular superior (possivelmente com zeros na diagonal).

(b) (8 pts) Mostra que uma matriz triangular (superior ou inferior) é invertivel se todos os
elementos da sua diagonal forem diferentes de 0.

(c) (12 pts) Mostra que uma matriz triangular (superior ou inferior) nao é invertivel se algum
de seus elementos da diagonal for igual a 0.

(d) (4 pts) Usa a), b) e ¢) para demonstrar que uma matriz ¢ invertivel se e s6 se na decom-
posicao PA = LU, os elementos de diagonais de U sao diferentes de 0.

5. (10 pts) Nos seguintes problemas, mostra que os espagos descritos sdo espagos vetoriais (verifi-
cam as propriedades de espago vetorial) ou mostra um exemplo que viole uma das propriedades.

(a) Considera o conjunto R (elementos em R? com entradas positivas) com as operagoes
+:R? xRT - R3 e-: R xR3 — R2 definidas por

(21, 22) + (Y1, ¥2) = (T101, 22y2) e a1, 22) = (2, 29)

(b) Considera o conjunto de fungoes [0, 1] — R{ (funcdes nao-negativas), com adigao e mul-
tiplicacao por escalar definida naturalmente.

(f +9)(@) = fl@) +g(x) e (af)(z):=af(z)

6. (18 pts) Quais destes subconjuntos de R3 sao subespagos? Mostra que verificam todas as
propriedades ou mostra um exemplo que viola alguma das propriedades.

(a) O conjunto de vetores (by, b, b3) cujo primeiro componente by é 0.

(b) O conjunto de vetores b tais que b; = 1.

)
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(c¢) O conjunto de vetores b tais que bobsz = 0.
(d) Todas as combinagoes lineares dos vetores (1,1,0) e (=2, 1, 3).
)
)

(e) conjunto de vetores b com entradas nao-negativas (by > 0, by > 0 e bs > 0).
(

f) conjunto de vetores b tais que ou b; = 0 ou Z—f € Q.



