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Resolucdo de equacoes

A resolugdo de equagdes (encontrar o “valor de x") é um dos
problemas mais bésicos e antigos da Matematica, motivado desde
sempre por problemas concretos da vida diaria.

Vamos utilizar este problema como fio condutor de uma digressao
através da Matematica — da Aritmética aos Sistemas Dinamicos,
passando pela Andlise Numérica — e através da Histéria — da
Antiguidade aos dias de hoje.
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Equacao de grau 1

A resolucdo da equagdo polinomial linear
ax=>b

era bem conhecida nas civilizagdes antigas do Egito e da
Mesopotamia, conformam comprovam numerosos documentos
escritos. Convém notar que se consideravam apenas niimeros
positivos.

Em linguagem moderna, a solugdo geral é dada por
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Equacao de grau 2

A civilizacdo mesopotdmica foi muito mais longe: os matematicos
babildnicos do segundo milénio A.C. ja sabiam resolver a equagdo
geral de grau 2

ax’+bx+c=0, a#0

nos casos em que “existe solugdo” (nimero real positivo).

Como sabemos, em geral existem duas solucGes

. —b+Vb? —4ac
- 2a

que podem n3o ser niimeros reais (quando b?> — 4ac < 0).
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Equacoes polinomiais de grau superior

Os matematicos babildnicos sabiam resolver muitas outras
equacgdes mais complicadas. Mas a solugdo completa de equacgdes
polinomiais de grau superior sé seria encontrada na Renascenca
europeia:
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Equacoes polinomiais de grau superior

Os matematicos babildnicos sabiam resolver muitas outras
equacgdes mais complicadas. Mas a solugdo completa de equacgdes
polinomiais de grau superior sé seria encontrada na Renascenca
europeia:

Em 1545 foi publicado o livro Ars Magna de Geronimo Cardano
(1501-1576), com a solugdo geral das equagdes de graus 3 e 4, que
Cardano aprendera de outras pessoas:

@ grau 3: Scipione del Ferro (1465-1526), Niccolo Tartaglia
(1500-1557)

@ grau 4: Ludovico Ferrari (1522-1565)
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Equacoes polinomiais de grau superior

Nos dois séculos seguintes, matematicos profissionais e amadores
buscaram, sem parar, a férmula resolvente da equa¢ao de grau 5,
tal como geragdes anteriores haviam atacado os grandes problemas
geométricos da Grécia cldssica (quadratura do circulo, etc).
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Equacoes polinomiais de grau superior

Nos dois séculos seguintes, matematicos profissionais e amadores
buscaram, sem parar, a férmula resolvente da equa¢ao de grau 5,
tal como geragdes anteriores haviam atacado os grandes problemas
geométricos da Grécia cldssica (quadratura do circulo, etc).

O problema foi resolvido por Niels H. Abel (1802-1829) e por
Evariste Galois (1812-1832), que provaram que tal férmula ndo
existe: as solucbes da equacgao geral de grau n > 5 n3o podem ser
expressas a partir dos coeficientes da equagdo por meio de
operacOes algébricas explicitas.
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Equacoes polinomiais de grau superior

Nos dois séculos seguintes, matematicos profissionais e amadores
buscaram, sem parar, a férmula resolvente da equa¢ao de grau 5,
tal como geragdes anteriores haviam atacado os grandes problemas
geométricos da Grécia cldssica (quadratura do circulo, etc).

O problema foi resolvido por Niels H. Abel (1802-1829) e por
Evariste Galois (1812-1832), que provaram que tal férmula ndo
existe: as solucbes da equacgao geral de grau n > 5 n3o podem ser
expressas a partir dos coeficientes da equagdo por meio de
operacOes algébricas explicitas.

De fato, Galois foi mais longe, caracterizando as equagdes para as
quais essa expressao algébrica existe. Para isso introduziu un novo
objeto matemdtico: o grupo.
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Resolucoes alternativas

A teoria de Abel-Galois estd, sem ddvida, entre as grandes
realizacoes da Matemidtica.

Por outro lado, férmulas explicitas s3o apenas uma de muitas
maneiras de resolver equacgodes.

Para a maioria das equagdes (ndo polinomiais) tais como, por
exemplo,
COSX = X

nao é razodvel esperar que exista uma férmula resolvente do tipo
da resolvente da equacdo de grau 2.
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Métodos numéricos

Po routro lado, muitas vezes é possivel encontrar as solucdes de
tais equagdes muito gerais, com qualquer grau de precisio
desejado, usando outros métodos.

Uma caso importante sdo as equacdes de ponto fixo, ou seja, as

equacgdes da forma
f(x) = x.

Frequentemente, as solugdes da equagcdo podem ser encontradas
simplesmente iterando a funcdo f. Tomemos a equacio

COSX = X

como exemplo:
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A equacdo cosx = x

0.000000000

OO =
OO OO
OO .d
COOOad =
O =
OO =
OO@®mGE =
OO & =
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A equacdo cosx = x
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A equacdo cosx = x

0.540302305
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A equacdo cosx = x

0.857553215
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A equacdo cosx = x

0.654289790
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A equacdo cosx = x

0.793480358
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A equacdo cosx = x

0.701368773
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A equacdo cosx = x

0.763959682
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A equacdo cosx = x

0.722102425

OO =
OO OO
OO .d
COOOad =
O =
OO =
OO@E®mGE =
OO ® =

Marcelo Viana f(x) = x



A equacdo cosx = x

0.750417761
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A equacdo cosx = x

0.731404042
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A equacdo cosx = x

0.744237354
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A equacdo cosx = x

0.735604740
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A equacdo cosx = x

0.741425086
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A equacdo cosx = x

0.737506890
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A equacdo cosx = x

0.740147335
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A equacdo cosx = x

0.738369204
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A equacdo cosx = x

0.739567202
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Resolvendo cos x = x
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Pontos fixos atratores

Em que condicdes este método funciona para encontrar o ponto
fixo 7 A seguinte proposicdo explica:

Teorema

Se |f'(ponto fixo)| < 1 (ou seja, se a inclinagdo do gréfico de f é
menor que 45°, para cima ou para baixo) entdo os iterados
convergem para o ponto fixo, desde que o valor inicial esteja
suficientemente préximo.

Marcelo Viana f(x) = x



Pontos fixos atratores

Em que condicdes este método funciona para encontrar o ponto
fixo 7 A seguinte proposicdo explica:

Teorema

Se |f'(ponto fixo)| < 1 (ou seja, se a inclinagdo do gréfico de f é
menor que 45°, para cima ou para baixo) entdo os iterados
convergem para o ponto fixo, desde que o valor inicial esteja
suficientemente préximo.

Dizemos que se trata de um ponto fixo atrator.

Se o ponto fixo for repulsor, ou seja se a derivada tem valor absoluto > 1,

podemos aplicar o mesmo método, mas iterando a transformacio inversa .
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Método iterativo de Newton

O método de Newton permite reduzir uma equac3do geral

¢(x) =0
a uma equac¢do de ponto fixo: consideramos a fungdo
$(x)
f(x)=x—
)
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Método iterativo de Newton

O método de Newton permite reduzir uma equac3do geral

¢(x) =0
a uma equac¢do de ponto fixo: consideramos a fungdo
$(x)
f(x)=x—
)

Teorema

Qualquer solu¢do da equacdo ¢(x) = 0 é um ponto fixo super
atrator da transformagdo f(x).

Neste caso f’(ponto fixo) = 0, ou seja o grafico de f é horizontal
no ponto fixo. Isto tem a grande vantagem de fazer com que a
convergéncia seja muito rapida.
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Método iterativo de Newton

Exemplo:

No caso da equacdo cos x — x = 0 encontramos a fungdo

COS X — X
f = -
(X) x senx + 1

Vamos iterar f para (re)encontrar a solu¢do da equagdo:
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A equacdo cosx = x

0.000000000
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A equacdo cosx = x
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A equacdo cosx = x
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A equacdo cosx = x
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A equacdo cosx = x
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A equacdo cosx = x

0.739085359
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A equacdo cosx = x
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Escolha do valor inicial

Um problema importante é como escolher o valor inicial da
iteracdo: dependendo da escolha, os iterados de f podem convergir
para solu¢des distintas, ou podem até divergir.

E conveniente analisar esta questdo dentro do conjunto dos
nimeros complexos:

a—+ bi

Y

(a1 + b1i) + (a2 + bpi) = (a1 + a2) + (b1 + bo)i
(31 + bli) . (32 + bzi) = (3132 — b1b2) + (albz + azbl)i
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Escolha do valor inicial

3

Por exemplo, a equagdo ¢(z) = z> — z = 0 tem trés solugdes no

conjunto dos niimeros complexos:
0, +1, -1

Dependendo do valor inicial, o método de Newton pode convergir
para qualquer uma destas solugdes, ou divergir:
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Método de Newton para z> — z = 0
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Divergéncia do método de Newton

Neste exemplo, o conjunto dos valores iniciais para os quais os
iterados ndao convergem é muito pequeno: tem area zero. Dizemos
que a convergéncia é quase certa.

O mesmo acontece para qualquer equacdo polinomial quadratica
#(z) = az? + bz + ¢ = 0: a convergéncia da transformacdo de
Newton correspondente

_azz—i—bz—l—c_ az?— ¢
2az+b  2az+b

f(z) ==z

é quase certa.
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Divergéncia do método de Newton

Mas o mesmo ndo é verdade para equagdes de graus superiores.
Por exemplo, a funcdo de Newton

2-2z4+2 273-2

f — —
@) =z- 755 =375

da equagdo ciibica z3 — 2z 4+ 2 = 0 tem uma 6rbita periddica super
atratora de periodo 2:

f0)=1 e f(1)=0 e f(0)=F(1)=0.
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Método de Newton para z3 —2z+2=0
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Teorema de McMullen

O matemdtico americano Steve Smale (nascido em 1930, ganhador
da Medalha Fields em 1966) perguntou:

Para qualquer grau n > 2 existe algum método de Newton
generalizado tal que a convergéncia é quase certa para (quase)
todas as equagdes polinomiais de grau n ?
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Teorema de McMullen

Outro matematico americano, Curt McMullen (nascido em 1958,
ganhador da Medalha Fields em 1998) mostrou, na sua tese de
doutoramento, que a resposta € negativa para graus maiores que 3:

Para qualquer grau n > 3 e qualquer método de Newton
generalizado, existem polindmios de grau n para os quais a funcdo
de Newton tem orbitas periddicas atratoras de periodo maior que 1.

Para tais polindmios existem conjuntos grandes de valores iniciais
tais que os iterados da fun¢do de Newton generalizada nao
convergem.
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Método de Newton para
z3 — 0.4493762319z + 0.4493762319 = 0




73— 0.1115721958z + 0.1115721958 = 0

Figuras do método de Newton: Hartje Kriete e Tania Garfias.
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