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0.1 Prefacio

O presente livro teve inspiragao longinqua no curso que nos foi ministrado
pelo professor Jacob Palis Jr., em 1992, e baseado em varias vezes que nés
mesmos o ministramos na Universidade Federal do Ceard nos anos de 2000
a 2003 e na Universidade Federal da Bahia de 2003 em diante.

O (primeiro) Curso de Equagoes Diferenciais Ordinarias (E.D.O.) ocupa
uma posicao intermediaria no processo de formacao de um matemaético.
Trata-se de uma posigao estratégica, na qual o estudante ja dispoe do amplo
arsenal apreendido em um curso de Analise no R" e talvez de algum conheci-
mento de Geometria e Analise Complexa. Em um curso de Equacoes Diferen-
ciais Ordinarias, o futuro matematico encontra terreno adequado para a uti-
lizacao dessas ferramentas. Ainda mais interessante, os problemas suscitados
em um curso de Equagoes Diferenciais forcam a busca de mais matematica
para resolveé-los, dando a oportunidade de apresentar precocemente ao leitor
assuntos avancados, até mesmo de Teoria Espectral, com um viés impar de
aplicacgao.

Sendo o tema deste livro demasiado amplo, prendemo-nos menos ao es-
tudo de equagdes particulares (por muito que este também seja importante)
do que as técnicas de Anélise subjacentes a E.D.O. Procuramos incluir temas
e conceitos com ligacao e aplicacoes a outras disciplinas de Andlise e mesmo
Geometria. Por exemplo, teoremas de prova particularmente geométrica
sao ca demonstrados em detalhe, como é o caso do Teorema de Poincaré-
Bendixson. Outro exemplo interessante é o estudo de Teoria Espectral, o
qual é desenvolvido adaptado a diversas aplicacoes, junto com técnicas de
Analise Complexa que lhe sdo necessérias.

Gostarfamos de registrar nossa divida e gratidao para com todos que
tém possibilitado nosso caminho até aqui. Além do nosso professor Jacob
Palis, ao meu querido orientador Marcelo Viana, agradecemos ao saudoso
(e enciclopédico) professor Carlos Isnard, com quem tive tantas demoradas
e calorosas conversas sobre Andlise. E muito especialmente, sou grato ao
professor Elon Lages Lima, um dos maiores autores cientificos brasileiros,
que nao apenas tem formado geracoes de matematicos com seus livros, como
tem inspirado alguns a imita-lo. Agradecemos sobremaneira a oportunidade
que nos foi dada pela Universidade Federal do Ceard, na pessoa do professor
Abdénago Barros, que nos convidou para ministrar esse curso para os 0timos
alunos do mestrado da UFC. Devemos mencionar ainda a ajuda e o incentivo



recebidos dos demais colegas e alunos da Universidade Federal da Bahia, no
sentido da publicacao deste livro e também de artigos especializados.

Finalmente, nossos agradecimentos para a familia e, principalmente, para
a querida esposa, Maria Teresa Gilly. Por ela gesto esta cria, também gesto
de nosso amor.

Augusto Armando de Castro Junior.

Salvador, 15 de abril de 2008.



0.2 Introducao

As Equagoes Diferenciais Ordinérias (E.D.O.’s) surgem naturalmente com a
invencao do Célculo por Newton e Leibniz. Basicamente, tais equacoes sao
uma relagao entre curvas (com dominio em um intervalo na reta) incégnitas
e suas derivadas. Ao contrario das classicas equacoes algébricas, que rela-
cionam um numero incégnito e suas poténcias em um anel, uma solucao de
uma E.D.O. é uma curva com dominio em um intervalo nao degenerado [
e tomando valores em um certo espaco normado E. Em particular, uma
solucao de E.D.O. é uma aplicagao, um objeto composto, e nao apenas um
numero. Isso ressalta o carater e as dificuldades transcendentes deste tipo
de equacgao sobre as anteriores.

Mesmo assim, a experiéncia com equacoes algébricas nos dao uma in-
spiracao de um primeiro caminho de como resolver equacoes diferenciais.
Ingenuamente, poderiamos tentar usar do expediente para resolver todas as
equacgoes facilmente resolviveis: Trazemos para um lado da equacao todas
as parcelas que envolvem a incégnita (e suas derivadas), deixando do outro
lado tudo o que é conhecido. Depois, invertemos a expressao que envolve a
incégnita (passando a inversa em ambos os lados da equagao), isolando-a.
Ora, para o operador de derivagao no espaco de Curvas diferenciaveis, o teo-
rema Fundamental do Célculo nos dé (com o acréscimo de uma informacao
de valor inicial) que o operador integral é uma espécie de inversa.

Porém, mesmo no contexto de equacoes algébricas, sabemos que se a
expressao envolvendo a incognita for muito complicada, nao ha como alge-
bricamente calcular sua inversa. A Analise se impée, via teorema do ponto
fixo para contracoes, no sentido de obter a solucao via uma sequéncia de
aproximagcoes sucessivas. A Algebra, neste caso, ¢ uma coadjuvante para
tentarmos colocar a equagao na forma

F(z) ==,

onde F' : C — C é uma contracao em algum espaco métrico completo C
adequado.

Novamente aqui, o Teorema Fundamental do Calculo joga seu papel: se
considerarmos apenas equacoes do tipo

dx

iy

dt f( Jx)7
com f : U C R x E — F lipschitziana, e perguntarmos se existe uma
curva ¢ : I — F tal que w = f(t, (1)), Vt € I, com ¢(ty) = xo, isso é
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equivalente a que

t
p(t) = xo+/ Fs,(s))ds,Vt € I.
to
Ou seja, o problema diferencial abreviadamente escrito como

Z—f = f(t,x),z(ty) = xo,

é equivalente a encontrar uma curva x que satisfaca:
o) =t [ fsals)ds.
to

Chamando de F(z) := x¢+ fto f(s,x(s))ds, definiremos a seu tempo um op-
erador F' : C — C em um espago adequado de curvas C no qual procuraremos
a solucao, que sera entao um ponto fixo de F.

O estudo do operador F' nos permitira, desse modo, demonstrar os teore-
mas de Existéncia e Unicidade de solucoes que sao a base de E.D.O. Vemos
portanto que o curso de Equacoes Diferenciais Ordinarias é filho legitimo
do Teorema Fundamental do Célculo. A existéncia e unicidade de solugoes
da ao curso de Equagoes Diferenciais Ordinarias uma alma completamente
diversa do de Equagbes Diferenciais Parciais (EDP’s), onde derivadas par-
ciais de uma funcao de varias variaveis sao consideradas. Como o Teorema
Fundamental do Célculo vale apenas para Curvas (aplicagoes cujos dominios
sao intervalos nao degenerados da reta), no caso de EDP’s ndo ha teorema
geral de Existéncia e Unicidade, e portanto, uma teoria geral ainda nao se
mostrou viavel.

Este é um curso que mostra de inicio suas longas pernas, alcando-se além
da dimensao finita a partir dos seus primeiros resultados importantes. Ao
contrario de outros cursos de Anadlise, em que o contexto é escolhido de
modo a que os espacos tenham o maximo de estrutura, em EDO muitas
vezes o problema impoe o contexto, o que faz da matemaética aqui peculiar e
desafiadora.



Capitulo 0

Prolegomenos de Espacos
Meétricos e Analise

Neste capitulo, relembramos alguns conceitos basicos em Topologia e demon-
stramos resultados que serao tteis desde o inicio do curso, mas que nem sem-
pre recebem a énfase devida nos cursos de Analise, dada a carga de assuntos
que ja mune tais cursos. Assim, enunciamos e provamos o Teorema do ponto
fixo para Contragoes, o Teorema de Aproximacao de Weierstrass e o Teorema
de Ascoli-Arzela. Introduzimos também a nocao de Integracao de caminhos
tomando valores em espacos vetoriais normados completos, ou espacos de
Banach.

0.1 Espagos métricos

Definigao 0.1.1. (Métrica e espaco métrico). Uma métrica em um conjunto
Y é uma funcdo d : Y x Y — [0, +00) tal que, dados quaisquer z,y,z € Y,
valem:

d) d(z,y) =0z =y.
d2) d(z,y) = d(y, z).
d3) d(z, z) < d(x,y) + d(y, z) (desigualdade triangular).

O par ordenado (Y, d) é chamado de espa¢o métrico. Em geral, por um
abuso de linguagem, diz-se que Y é um espago métrico, subentendendo-se
uma métrica d a ele associada.
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Definicao 0.1.2. (Bola aberta e conjuntos abertos de um espag¢o métrico.)
Seja (X, d) um espago métrico. Dado 2 € X e r € Rt qualquer definimos a
bola aberta centrada em x e raio r como o conjunto

B(z,r) ={y € X;d(x,y) <r}.

Dizemos que A C X é um conjunto aberto de X se A pode ser escrito como
unido qualquer (inclusive ndo enumeravel) de bolas abertas de X. Dizemos
que um conjunto F' C X é fechado em X se F°:= X \ F' é aberto.

Observacao 0.1.3. Lembramos que a colecao 7 acima definida dos abertos
de um espago métrico (X, d) possui as seguintes propriedades:

1. X e () pertencem a 7.

2. T é fechada para unioes arbitrarias de seus elementos. Em outras
palavras, dada uma familia arbitraria (possivelmente nao enumerével)
(A;)rer de abertos A, € 7, a uniao U,y A, também é um conjunto
aberto.

3. 7 é fechada para interseccoes finitas de seus elementos. Isto é, dados
abertos Ai,..., A, € T, ¢ € N, a intersecgao N_;A; também é um
conjunto aberto.

As trés propriedades acima fazem de 7 uma topologia , e do par (X,7)
um exemplo de espaco topoldgico. FEmbora nao nos alonguemos sobre isso no
presente texto, em algumas proposicoes langaremos mao destas propriedades
da colecao dos abertos de X.

Definigao 0.1.4. (Norma). Seja (E,+,.,R) um espago vetorial real. Uma
norma em FE é uma aplicagao || - || : E — [0,+00) com as seguintes pro-
priedades:

L o] =0 < v=0;
2. M|l = |A] - |lv]l; VA € R, Vo € E.

3. Jv+w| < ||| + |Jw|); Vv, w € E (desigualdade triangular).
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O exemplo mais comum de espaco métrico é dado pelos espagos vetoriais
normados. Se E é um tal espago, dotado de uma norma ||- ||, entao a aplicagao
d: Ex E —|0,+00) dada por

d(v,w) = ||jv —w|,Yv € E,w € E;

define uma distancia em FE.

Outra classe importante de exemplos de espagos métricos é dada quando
tomamos um subconjunto Y C X de um espago métrico (X, d). Nesse caso,
a restrigdo d|y«y define uma métrica em Y.

Definigao 0.1.5. (Sequéncia e subsequéncia). Seja X um conjunto qualquer.
Uma sequéncia em X é uma aplicagdo z : N — X. Denota-se z; := z(j
e (z;) == z. Dada uma sequéncia (z;) : N — X, uma subsequéncia (x;

~— —

k

de (x;) é qualquer restricdo de (x;) a um subconjunto infinito N C N , N
{jl,jQ,---,COHljl <j2 < }

Definigao 0.1.6. (Sequéncia convergente).  Uma sequéncia (z;) em um
espago métrico (Y, d) é dita convergente paray € Y se para toda bola aberta
B tal que y € B, tem-se um numero finito de indices j tais que z; ¢ B. Em
outras palavras, dado uma bola aberta B C Y com y € B, existe jp tal que
x; € B,Vn > np. Escrevemos z; — y quando j — 400, ou simplesmente
x; — y para denotar que a sequéncia (z;) converge a y € Y. Dizemos que
uma subsequéncia (z;,) é convergente se a sequéncia (yx) : N — Y definida
por y = x;,, Vk € N for convergente.

Definicao 0.1.7. (Sequéncia de Cauchy.) Seja (Y,d) um espago métrico.
Uma sequéncia (y,,), com y, € Y,Vn € N é dita sequéncia de Cauchy se dado
um real € > 0, existe ng € N tal que para todos m,j € N, com m > ng e
J > ng temos d(ym, ;) < €.

Intuitivamente, dizer que (y,) é uma sequéncia de Cauchy significa dizer
que seus termos vao ficando mais e mais proximos para indices n suficiente-
mente grandes.

Definicao 0.1.8. (Aplicacdo continua.) Sejam (X, d), (X, d) espacos métricos.
Uma aplicagao f : X — X é dita continua em um ponto x € X se dado e > 0
existe 6 > 0 tal que

y € X,d(z,y) <6 =d(f(z),fy)) <e.

A aplicacao f : X — X é dita continua se é continua em cada ponto
reX.
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Observacao 0.1.9. E imediato da definicao acima que uma aplicacao f :
X — X é continua, se e s6 se, a pré-imagem de qualquer aberto de X é
sempre um subconjunto aberto de X.

Observacao 0.1.10. Ainda em contextos métricos, é possivel provar que
uma aplicagao f : X — X é continuaem z € X se e s6 se f é sequencialmente
continua em x € X. Por definicao, f é dita sequencialmente continua em
x € X se dada uma sequéncia (x,,), =, € X tal que z,, — & quando n — +00
entdo a sequéncia (f(z,)) converge a f(x).

0.2 O Teorema do Ponto Fixo para Contracoes

Definigao 0.2.1. (Espago métrico completo). Um espaco métrico (X, d) é
dito completo se toda sequéncia de Cauchy (z,), com x, € X, converge para
um ponto r € X.

Definigao 0.2.2. (Espaco de Banach). Um espago vetorial normado cuja
métrica oriunda da norma é completa é chamado de espaco de Banach.

Exemplo 0.2.3. Seja X = R¥ e || - || : R¥ — [0, 00) uma norma qualquer.
Entao é possivel provar que X com a métrica dada por d(v,w) = ||v —
w||,Vv,w € R* é um espaco métrico completo, e portanto, um espaco de
Banach. Tal fato segue-se de que toda sequéncia limitada em R¥ possui uma
subsequéncia convergente (teorema de Bolzano-Weierstrass).

Exemplo 0.2.4. Seja X um conjunto qualquer, e seja (Y,d) um espago
métrico. Defina o conjunto

F(X,Y):={f: X =Y, félimitada}.
Entao a aplicacdo dy : F(X,Y) x F(X,Y) — [0, +00) dada por
doo(f,9) = sup{d(f(z),g(x)),z € X}

¢ uma métrica de F(X,Y), chamada de distancia da convergéncia uniforme.
E possivel mostrar (veja o exercicio 3) que quando Y é métrico completo,
F(X,Y) é ele mesmo um espago métrico completo.
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Exemplo 0.2.5. Seja X um conjunto qualquer, e seja (E, || - ||) um espago
de Banach. Defina o conjunto

F=F(X,E):={f: X — E, f ¢ limitada}.
Entao a aplicagdo || - ||« : F — [0, +00) dada por
[flloe = sup{[[f(2)[|, = € X}

¢ uma norma de F, chamada de norma da convergéncia uniforme, ou norma
do sup. E possivel mostrar (veja o exercicio 4) que F é um espago de Banach.

Definigao 0.2.6. (Aplicacio lipschitziana). Sejam (X,d) e (X,d) espacos
métricos. Uma aplicacao F': X — X é dita ser lipschitziana ou simplesmente
Lipschitz se existe 0 < A tal que

d(F(z), F(y)) < A-d(z,y),Vz,y € X.

Dizemos que A é uma constante de Lipschitz de F'. Denotamos o infimo das
constantes de Lipschitz de F' por Lip(F'), o qual é, ele mesmo, uma constante
de Lipschitz.

Observacao 0.2.7. Notamos que as aplicagoes lipschitzianas sao continuas:
Se F' é uma tal aplicacao, supondo sem perda A > 0, dados x € X, € > 0,
tomando 0 = €/, temos

d(z,y) <6 = d(F(z), F(y)) < XA-d(z,y) < A-e/A=e.

Observagao 0.2.8. Se X, Y e Z sao espagos métricos, com f : X — Y
e g : Y — Z ambas lipschitzianas, entao a composta h = go f : X — 7
também é Lipschitz com

Lip(g o f) < Lip(g) - Lip(f).

Uma subclasse relevante de aplicagoes Lipschitz é contituida pelas con-
tracoes de um espaco métrico nele mesmo:

Definigao 0.2.9. (Contragao). Seja (X, d) um espago métrico. Uma aplicacao
F . X — X é dita ser uma contracao se existe 0 < XA < 1 tal que

d(F(x), F(y)) < X-d(z,y),Va,y € X.
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O proximo resultado corresponde a principal ferramenta para construir
objetos em dimensao infinita, onde, ao contrario do que ocorre no R", argu-
mentos de compacidade sao quase sempre inviaveis.

Teorema 0.2.10. (Ponto fixo para contragoes). Sejam (X,d) um espago
métrico completo e F : X — X wuma contracao. Entao existe um unico
ponto fizo p por F, ou seja, existe um unico ponto p € X tal que F(p) = p.
Ademasis, tal ponto fixo p é um atrator de F, isto €, fixado qualquer x € X,
F™(x) — p quando n — +o0. (F"(x) € definido indutivamente por F™(x) :=

F(F™()).)

Prova: Sejam z € X e z,, = F™(x),n € N. Provaremos que x,, ¢ uma
sequéncia de Cauchy. Para tal, primeiro mostremos por inducao que existe
0 < A< 1tal que

d(Tpy1, ) < A" - d(zq,20),Vn € N.
De fato, como F' é contracao, temos que existe A < 1 tal que:
d(l‘n-i-la xn) = d(F(xn)7 F(xn—l)) < A d(xn7 xn—l)a

o que ja implica a férmula de indugao para n = 1 (o caso n = 0 ¢ trivial.
Supondo a féormula valida para um certo n € N, para n + 1, da ultima
desigualdade, temos:

A(Tpyoy Tni1) SN -d(@pir,zn) < XN ANd(zy,m0) = N d(w, 10),
~—
hip. indugao
0 que prova a inducao desejada.
Dados m > n, temos portanto:
)\n
1—A

A(Zyy ) < (A4 X™)-d (2, ) < (Z M)-d(zy, z0) = d(F(z),z),

0 que prova que x, ¢ uma sequéncia de Cauchy, e como X é completo, tal
sequéncia converge, digamos, para p € X. Afirmamos que p é ponto fixo de
F'. Realmente,

F(p)=F( lim z,)= lim F(z,) = lim z,.1 =p.

n—-+o00 n—-—+o0o n—-+o0o
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Notamos que a segunda igualdade acima se da porque toda contracao é
continua, e a ultima desigualdade se da porque em uma sequéncia conver-
gente toda subsequéncia converge para o mesmo limite.

E facil ver que p é o unico ponto fixo de F. De fato, se p,q € X sao
pontos fixos de F', temos:

d(p,q) = d(F(p), F(q)) < X-d(p,q) =
(1—=X)-d(p,q) £0=>d(p,q) =0 p=gq,

findando a prova do teorema.
O

Observacao 0.2.11. Assinalamos que se p é o inico ponto fixo de um iterado
F™ m > 1 de uma aplicacao F': X — X qualquer, entao p é o tinico ponto
fixo de F'. De fato:

F™(p)=p= F"(F(p)) = F(F"(p)) = F(p),

ou seja, se p e F(p) sao pontos fixos de F™(p), logo F(p) = p. Isso é muito
util, pois nem sempre F' é uma contragao, mas muitas vezes um seu iterado
é. Assim, a existéncia e unicidade preconizadas no teorema do ponto fixo
para contracoes continuam validas para F' se apenas um iterado positivo de
F for contracao.

Observacao 0.2.12. Se ' : X — X, com X um espaco métrico completo, é
tal que um iterado positivo F™,m > 1 seu seja uma contragao, entao fixado
x € X, ainda vale que F"(x) — p quando n — oo, onde p é o ponto fixo de
F. De fato, usando o Algoritmo da divisao de Euclides, dado n € N podemos
escrevern=m-j+r,com 0 <r <me j— +oo quando n — oo. Dali,

d(F"(x),p) = d(F™7*" (x),p) = d((F™ ) (F"(2)), p)-
Aplicando o teorema, ja provado, a F™, obtemos:

AF(2),p) _

d(F"(2),p) = d((F") (F"(2)),p) < N === <

)\n/m—l ( w)n

. s < Y77, s
T e {d(F @) p)} < 5y max {d(F(2),p)}
ou seja, F"(z) — p quando n — +o00, ainda que com uma taxa exponencial

mais lenta (pois VA > X, se 0 < A < 1) que F™.
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Entre os iniimeros corolarios do Teorema do Ponto Fixo encontram-se as
versoes nao diferenciaveis do teorema da Funcao Inversa:

Teorema 0.2.13. (Perturbagdo da Identidade). Sejam E um espago vetorial
normado completo (espago de Banach), I : E — E a identidade em E e seja
® : E — FE uma contragao em E. Entao I + ® é um homeomorfismo sobre
E.

Prova: Sejam x, y € Eeh =1+ ®. Seja 0 < A < 1 a constante de
Lipschitz de ®. Entao

[1(z)+®(2)=1(y) =2 = [z =yl +[®(x) =W = [t =yl =z =yl =

(L =A)-[lz =yl = |h(z) = hy)| = 1 = A) - lz =yl # 0 se x #y;
donde obtemos a injetividade de h, e também a continuidade de h~*. Mostremos
agora a sobrejetividade de h. Seja z € E. Queremos ver que existe p € E tal
que h(p) =z < p+ ®(p) = 2z < p =z — &(p). Por conseguinte definamos
f. E — E por f,(r) = z— ®(x). Basta entdo acharmos um ponto fixo p
para f., que teremos h(p) = z. De fato, f, : E — E é contragao:

If=(2) = L)l = Iz = @(z) — 2+ ()| = [[®(y) — P(2)[ < A-[lz -y

Como F é espaco normado completo, segue-se do teorema do ponto fixo para
contragoes (teorema 0.2.10, pagina 10) que existe um unico p € F tal que
h(p) = z, como querfamos. Isso nos dd ao mesmo tempo a sobrejetividade e
uma nova prova da injetividade.

]

Observacao 0.2.14. E possivel melhorar ainda mais a tltima demonstracao:
sea € F e b= h(a), mostremos que dado 6 > 0, entdao h(B(a,d)) D B(b, (1—
A) - 9). De fato, vimos que dado z € B(b, (1 — ) - §), existe um tnico p € F
tal que h(p) = z. Dal,
lp = all = lf=(p) = all = |z = @(p) — a] = [z = ®(p) —a — (a) +P(a)[| <
—b
Iz = bl + [[®(a) = 2(P)[| < lz = bl + A~ [[p — all =
A=A -llp—all <llz=bl <(T=X)-d=|p—af <o

Isso prova novamente a continuidade de A~'. Além do mais, nos d4d um
controle sobre o comportamento local de h.
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i 3 3 2 —

Os grificosdey=x e de y=x & x nos mostram que somando-se uma contragao a
homeomorfismo com inversa nao lipschitziana, o resultado pode nao ser um homeomorfis
Mostra ademais que a soma de homeomorfismos pode nao ser um homeomorfismo.

Lema 0.2.15. Seja E um espa¢o de Banach, L € L(E,E) satisfazendo
IL| <a<1eGeL(E E) isomorfismo com |G| <a < 1. Entdo:

a) (I + L) éisomorfismo e ||(I + L)~ < 1/(1 — a);
b) (I + Q) éisomorfismo e ||(I+G)7| <a/(1—a).

Prova:

a) Seja y € E qualquer fixado. Defina u : £ — FE por

Logo
[u(z1) — u(we)| = [L(zy — 11)| < a-|zo — 4],

o que implica que u : £ — E é uma contragao. Pelo teorema do ponto
fixo para contracoes,

AzeEB/u(z) =z 3zelE/z=y—L(z) & Jze E/y=z+ L(2),

o que implica que (I + L) é isomorfismo.

Sejay € E com |y| =1 esejax € F tal que (L +I)"(y) = 2. Como
x4+ L(x) =y, temos que |z| —a-|z| < 1= |z| < 1/(1 —a), donde se
conclui que ||(I + L)™' <1/(1 — a).
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b) (I+G)=G-(I+G"). Como

G <a<1 = (I+G1) éinversivel.

item a)

Dai, (I +G)™' = (I+G™H™1-G™Y, o que implica que

a
-a = .
1—a 1—a

T+ <IT+GE - IG7Y <

]

Corolério 0.2.16. (Perturbacio de wma aplicacio bilipschitz). Sejam E, E
espacos de Banach e U : E — E uma aplicacdo bilipschitz (sobrejetiva), isto
é, [ € invertivel e lipschitziana com inversa também lipschitziana. Seja P :
E — E Lipschitz tal que sua constante de Lipschitz Lip(®) < Lip(U~1)~1.
Entio U+ & : E — E é um homeomorfismo (sobrejetivo).

Prova: Considere h: E — E dado por
hi=(U+d)Ut=T+doW !
Dados 7,9 € E,
|2(~H(2)) — @(TH(9))]| < Lip(®) - [¥(Z) — T ()| <

Lip(®) - Lip(¥~ )2 — gl = @0 ¥™H(7) — @0 T~ (§)]| < Allz — ],

ou seja, ® o U~ 6 uma A—contracao. Logo, pelo teorema da perturbacao da
identidade, h = (¥ 4+ ®) o W~ = I + ®¥~" é um homeomorfismo (injetivo e
sobre E). Portanto a composi¢ao

(U +®) T ol =T+

¢ um homeomorfismo, como queriamos mostrar.
m

Corolario 0.2.17. (Perturba¢ao do Isomorfismo). Sejam E. E espagos de
Banach e T : E — E wm isomorfismo linear (sobrejetivo). Seja ® 1 E —
E Lipschitz tal que sua constante de Lipschitz Lip(®) < ||[TY|~". Entdo
T+®:E— E ¢é um homeomorfismo (sobrejetivo).
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Prova: O corolario segue imediatamente do corolario anterior. Podemos
ainda dar-lhe outra prova a partir do teorema da perturbacao da identidade,
adaptando a prova do Corolario anterior, conforme fazemos abaixo. A lin-
earidade de T" torna a adaptacao mais simples:

Considere h : E — E dado por

hi=T Y T +®)=1+T'®.
Dados =,y € F,
[T o®(z) =T o @(y)|| = [T~ (2(z) = (W) < IT71] - |2(2) — 2(y)|| <

I77H - Lip(®) - [lv — yll = |77 @(x) = T ' @(y)[| < Allz =y,

ou seja, 7! o ® é uma A\—contracao. Logo, pelo teorema da perturbacao da
identidade, h = T-Y(T + ®) = I + T~'® é um homeomorfismo (injetivo e
sobre). Portanto a composigao

To(T(T+®)=T+®

é um homeomorfismo, como queriamos mostrar.

]

0.3 Espacos de aplicacoes continuas com dominio
compacto

Lembramos a definicao de conjunto compacto:

Definigao 0.3.1. (Conjunto compacto). Seja M um espago métrico. Um
conjunto K C M ¢é dito compacto se para toda uniao de conjuntos aber-
tos UyB), contendo K (também chamada cobertura aberta de K) podemos
extrair uma subcolecao finita B,,,..., By, tal que Ui_1By, D K. Sucinta-
mente, dizemos que um conjunto K ¢é compacto se e s6 se toda cobertura por
abertos de K admite uma subcobertura finita.

Uma caracterizagao muitas vezes tutil dos conjuntos compactos, equiva-
lente a defini¢ao acima, é dada com o auxilio do seguinte conceito:
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Definicao 0.3.2. (Propriedade da intersecgao finita). Uma familia (possivel-
mente nao enumeravel) (Fy), A € A de conjuntos fechados F) de um espago
topolégico X é dita ter a propriedade da intersec¢ao finita (abreviadamente,
p.i.f.) se toda sua subcolecdo finita {F),,..., F)\,} C {F\,A € A} possui
interseccao

F\,N---NFy, #0.

Proposicao 0.3.3. Seja X um espaco topologico. Entao K C X € compacto
& toda familia (Fy),\ € A de fechados F\ C K com a propriedade da
interseccao finita possui interseccao

MaeaFh\ # 0.

Prova: (=) Seja K compacto, e (Fy), A € A uma familia de subconjuntos
fechados de K com a propriedade da interseccao finita. Suponha por absurdo
que NxepF\ = 0. Denotando por F§ o complementar de F) em K, entao

UreaFr® = (MeaF\) = 0° = K,

o que significa que Uycp F\© constitui uma cobertura por abertos de K. Entre-
tanto, tal cobertura nao admite subcobertura finita: dada qualquer colecao
finita

(N BN C{ENL A € AL,

temos
U?:lF)fj = (m?:IF)\j)c 7é (@)C = K7

o que significa que a cobertura {F§, A € A} de K nao admite subcobertura
finita, absurdo, pois K é compacto.

(<) Agora seja UyenAy = K uma cobertura por abertos (em K) e
suponha por absurdo que {A), A € A} ndo admita subcobertura finita. Dali,
familia de fechados {A$, A € A} possui a propriedade da interseccao finita,
pois dada qualquer subcolecao finita

{45, A5} C {AS, A e A,

temos

ﬂ?:lAij = (U?ZIA)\]')C # (K)°=0.

Todavia,
Maeadr® = (Uready)" = K¢

0,
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o que é absurdo, pois por hipdtese toda familia de fechados de K com a
propriedade da interseccao finita possui interseccao nao vazia.

]

Observacgao 0.3.4. E um fato elementar que todo espago métrico compacto
X ¢é limitado. Realmente, para cada x € X tome uma bola B, = B(z,1).
Dai, U,ex B, D X. Como X é compacto, tal cobertura admite uma subcober-
tura finita B, U- - -UB,, D X. Definindo r := max{d(z;, z;),1 < j,l < k}+2,
temos que X C B(x1,r); logo X é limitado.

Proposicao 0.3.5. Sejam X, Y espacos métricos, sendo X compacto. Entao
f(X) CY € compacto. Em particular, f € uma aplicagao limitada.

Prova:

Seja UyBy D f(X) uma cobertura de f(X) por abertos. Como f é
uma aplicagao continua, f~}(B,) C X é aberto, para todo . Ademais,
Unf"HBy) = fHUxBy) D f1f(X) = X, portanto, Uyf~*(By) é uma
cobertura de X por abertos. Como X é compacto, existem Aq,...,\; tal
que Ulef_l(B,\j) O X, donde concluimos que UleBAj D f(U;?:lf‘lBAj) =
f(X), e portanto a cobertura arbitraria UyB, que consideramos de f(X)
admite subcobertura finita. Por conseguinte, f(X) é compacto.

Da tultima observagao segue-se que f(X) é um conjunto limitado, ou seja,
que f é uma aplicagao limitada.

]

Embora, como dissemos, os argumentos de compacidade nao sejam co-
muns em espacos de dimensao infinita, no contexto especifico de espaco de
fungoes continuas com dominio compacto, algumas vezes tais argumentos
sao possiveis. Tal é o conteido do teorema de Ascoli-Arzeld, que classifica
os conjuntos compactos desses espacos.

Definigao 0.3.6. (Sequéncia equicontinua de fungoes). Sejam M, N espagos
métricos. Uma sequéncia de fungoes f,, : M — N, n € N é dita equicontinua
se dados € > 0 e x € M, entao existe 6 > 0 tal que

ye M, dz,y) <d=d(f(z), fy)) <eVneN.

Antes do teorema de Ascoli-Arzeld, vejamos alguns resultados intermedidrios,
porém relevantes em si mesmos:
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Teorema 0.3.7. Seja M um espaco métrico e N um espag¢o métrico com-
pleto. Suponha que f, : M — N seja uma sequéncia equicontinua de fungoes
que conuvirja pontualmente em todo x pertencente a um subconjunto D C M,
denso em M. Entao, f, converge uniformemente em partes compactas de M
a uma funcao continua f : M — N.

Prova: Primeiramente vejamos que f,, converge pontualmente (em todo
ponto de M) para uma funcao f : M — N. Para tanto, basta mostrarmos
que para cada x € M, a sequéncia (f,(x)) é de Cauchy em N. Seja ¢ > 0
dado. Entao, pela equicontinuidade das f,,, existe 6 > 0 tal que

d(z,y) <d=d(fn(x), fuly)) < €/3,¥n € N.

Seja entdao y € D N B(z,d). Dal, existe ng tal que d(f.(y), f»(y)) < €/3,
VYm,n > ng. Temos portanto que, Vm,n > ng, vale:

d(fin(2), fu(®)) < d(fim(x), fn(y) + d(fi(y), fu(y)) + d(fuly), fu(z)) <,

o que implica que f,(z) é de Cauchy e como N é completo, podemos definir

F(2) = Ty oo fol2).
Mostremos que f, assim definida, é continua: De fato, dados € > 0 e
xo € M, existe oy > 0 tal que

d(x,z) < 6o = d(fu(zx), fo(zo)) < €,¥n € N =d(f(x), f(z0)) <e.

Afirmamos agora que se uma sequéncia equicontinua de aplicacoes f,, :
M — N converge pontualmente em M. entao sua convergéncia é uniforme
em cada parte compacta K C M. Com efeito, para cada x € M sejan, € N
tal que
d(fn(x), f(x)) < €/3,Yn > n,.
Ademais, para cada x € M, podemos tomar uma bola aberta B, = B(x,1,)
tal que Vn € N,

y € By = d(fu(2), fu(y)) < ¢/3,d(f(), f(y)) <¢/3.

Tomando K C M um compacto, podemos extrair da cobertura U,cx B, D K
uma subcobertura finita X' C B,, U---UB, . Ponha ng = max{n,,,...,n,,}.
Entao para todo z € K, temos d(f,(z), f(x)) < €, Vn > ny. Realmente, dado
xr € K, entao existe 1 > j > p tal que x € B,,. Portanto,

d(fu), [(2)) < d(fn(2), () +d(fnls), f(25))+d(f(25), F(2)) <€ Vn = ng.
[l
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Observacao 0.3.8. Vale uma espécie de reciproca do teorema 0.3.7 acima.
Isto é, se M e N sao espagos métricos e f, : M — N é uma sequéncia de
funcoes continuas convergindo uniformemente em M para f : M — N, entao
a sequéncia (f,) é equicontinua. De fato, tomando zq € M, dado € > 0 existe
do = 6(xg,€) > 0 tal que

d(z,x0) < 6o = d(f(x), f(z0)) < €/3.

Usando da convergéncia uniforme, podemos tomar ny € N tal que d(f,,(z), f(z)) <
€/2, ¥n > ngp; dai obtemos

d(fu(), fn(20)) < d(fu(2), f(x)) + d(f(x), f(20)) + d(f (20), fn(20)) <€,

Vo € B(xo,d),¥n > ng. Usando da continuidade das f,, para cada n =
1...ng, seja o, > 0 tal que

d(x,z0) < 6, = d(f(x), f(z0)) <e.
Por conseguinte, tomando § := min{dy, 01, . .., 0, }, concluimos que
d(z, o) < § = d(fn(z), fulzo)) < €,Yn > ny.
Como xy € M é arbitrario, temos que f,, é equicontinua.

Uma vez que provamos um resultado em que a convergéncia pontual (ou
simples) implica em convergéncia uniforme em partes compactas, cumpre
agora obter condigoes para a convergencia pontual de subsequéncias de funcoes
continuas.

Teorema 0.3.9. (Cantor-Tychonov). Seja X um conjunto enumerdvel
qualquer. Toda sequéncia pontualmente limitada de funcoes f, : X — R™
possui uma subsequéncia pontualmente convergente.

Prova: Seja X = {z1,29,...}. A sequéncia (f,(z1))nen, sendo uma
sequéncia limitada em R™, possui uma subsequéncia convergente ( f,,(x1))nen,,
N; € N um subconjunto enumerédvel. Igualmente é limitada a sequéncia
(fn(x2))nen, é limitada, logo podemos achar um subconjunto infinito Ny C Ny
tal que (fn(72))nen, seja convergente. Prosseguindo analogamente, con-
seguimos, para cada j € N um subconjunto infinito N; C N, de tal modo
que N; DNy D ---DN; D ... eparacada j € N, a sequéncia (f,(z;))nen,

¢ convergente a um certo a; € R™. Definimos entao um subconjunto N C N
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tomando como j—ésimo elemento de N o j—ésimo elemento de N;. Desta
maneira, fixado z; € X, a sequéncia (f,(x;)),cx ¢, a partir de seu j—ésimo
elemento uma subsequéncia de (f,(7;))nen;, logo converge. Portanto, f,
converge pontualmente em cada x; € X.

]

Observacao 0.3.10. Lembramos que todo espago métrico compacto possui
uma base enumeravel (exercicio 1), o que para espagos métricos é equivalente
a possuir um subconjunto denso enumeravel (exercicio 2).

Usamos a observagao acima na prova do préximo teorema:

Teorema 0.3.11. (Ascoli-Arzeld). Seja K um espago métrico compacto,
e fn: K — R™ wma sequéncia equicontinua de funcdoes pontualmente lim-
itada. Entao (f,) admite uma subsequéncia uniformemente convergente (a
uma fun¢do continua f: K — R™).

Prova: Como K é um espaco métrico compacto, segue-se que existe
um subconjunto D C K denso enumeravel. Por Cantor-Tychonov (teorema
0.3.9), existe uma subsequéncia (f,,) de (f,) convergindo pontualmente em
cada ponto x € D. Pelo teorema 0.3.7, isto implica que f,, converge uni-
formemente em K a uma funcao continua f : K — R™.

]

Teorema 0.3.12. (Dini). Seja f, : K — M uma sequéncia de funcoes
continuas definidas em um espago métrico compacto K, tendo um espaco
métrico M como contradominio. Suponha que f, converge pontualmente para
uma funcgao continua f : K — M e, além disso, Vx € K tem-se

d(f(z), fi(z)) = d(f(2), f2(2)) = - = d(fulz), f(2)) = . ..
Entdao a convergéncia f, — [ € uniforme.

Prova: Dado € > 0, para cada n € N, definimos

F, = {z € Mid(fu(2), f(z)) > e}.

Como d, f, e f sao aplicagoes continuas, o mesmo vale para d(f,, f), o que
implica que os conjuntos F,, acima definidos sao fechados em K. Provar a
convergéncia uniforme é o mesmo que mostrar que existe ng € N tal que
F, = 0,¥n > ng. Ora, como lim, . f.(z) = f(x),Vo € K, segue-se que
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>« F, = 0. Da propriedade da intersec¢ao finita do compacto K, segue-

se que existe ng tal que F,, = 0, o que implica, do fato de que os F,, sdo
encaixantes, que F, = 0,Vn > ny.

m

Uma proposi¢ao muito simples que nos serd ttil diversas vezes ¢ a seguinte:

Proposicao 0.3.13. Sejam M, K e N espacos métricos, e f, - M — K,
gn - K — N sequéncias de aplicagoes continuas convergindo uniformente
para aplicagoes [+ M — K e g : K — N, respectivamente. Suponha
que g seja uniformemente continua (este € o caso, por exemplo de quando
K € compacto). Entio a sequéncia de aplicagées h,, : M — N dada por
hn(Z) := gn o fu(x) converge uniformemente para h = go f.

Prova: Seja € > 0 dado.
Considere § > 0 da continuidade uniforme da g tal que

d(y,z) <d,y,2 € K= d(g(y),9(2)) <e¢/2.
Da convergeéncia uniforme da sequéncia f,, temos que existe n; € N
d(fu(@), f(x)) < 0,Yn =2 ny, Vo € M

Da convergeéncia uniforme da sequéncia g, temos que existe ny € N tal
que
d(gn(y),9(y)) < €/2,¥n > ny,Vy € K.

Tomando ng > max{ny,ns}, obtemos Vn > ng e Vo € M:

d(gn(fu(2)), 9(f(2))) < d(gn(fn(2)), 9(fu(2))) + d(g(fn(2)), ([ (2))) <e.
0

Lema 0.3.14. Seja 0 < ¢ < 1 fizado e seja f : [0,c] — R definida por
f(t) := V/t. Eziste uma sequéncia de polinémios p, : [0,c] — R convergindo
uniformemente a f em todo ponto t € [0, c].

Prova: A prova se baseia em uma aplicacao do teorema do ponto fixo,
para mostrar a convergéncia pontual, seguida de uma aplicacao do teorema
de Dini para garantir a convergéncia uniforme.

Tomemos a sequéncia (p,) de polinémios dada por pg =0 e

Pess(£) = pult) + 5t — (palt))?), ¥t € [0, m € N
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Seja t € [0, ] fixado, e considere a funcao
g(z) ==z + (t —2°)/2.

Como ¢(0) = t/2, ¢'(x) = 1 —2 > 0 e g(v/t) = Vt, o que implica que
g é uma bijecdo crescente de [0,v/t] sobre [t/2,v/t] (note que aqui usamos
que t < 1, o que nos dé /2 < /1), que g é uma contracio (devido ao teo-
rema do valor médio) e que tem /¢ como seu tinico ponto fixo no espaco
métrico compacto [0,v/%]. Como p,11(t) = g(p.(t)) segue-se indutivamente
que p,(t) = g™(po(t)) = ¢™(0), o que implica pelo teorema do ponto fixo
que p,(t) — vVt = g(v/1) e que p,(t) € [0,4/1], t fixado qualquer em
[0,1]. Falta agora vermos que a convergéncia p, — [ é uniforme. Como
ja adiantamos, isso é feito usando o teorema de Dini, mostrando que cada
sequéncia (p,(t)),t € [0,c] é mondtona. De fato, como vimos acima, temos
pa(t)? < t,Vt € [0, c], donde tiramos que

Puea(€) = palt) + 5 = pa(0)?) 2 palt),

implicando a monotonicidade desejada.
O

Corolario 0.3.15. Fizado um intervalo compacto |a,b], a aplica¢io | - | :
la,b] — R € uniformemente aproximada por uma sequéncia de polindmios.

Prova: Sem perda de generalidade, suponha que o intervalo dado é da
forma [—a,a], com a > 0, pois todo intervalo compacto estd contido em
um desse tipo. Tome ¢ = 1/2 no tltimo lema e seja p, : [0,¢] — R uma
sequéncia de polinomios convergindo uniformemente para f = \ﬂ 0.0 Entao,
a sequéncia g, : [—a,a] — R dada por

t? t

4—(12) =2 a'pn((%)Q)

define, pela proposicao 0.3.13, uma sequéncia de polinomios que tende uni-
formemente para V2 = |t| quando t € [—a, a].

Qn<t) =2-a- pn(

O

Lema 0.3.16. Seja K C R™ um conjunto compacto e sejam p : K — R
, p: K — R polinomios. Entao, existe uma sequéncia de polinomios p, :
K — R convergindo uniformemente para h := max{p,p}. (Analogamente,
como min{p(x),p(x)} = —max{—p(z), —p(z)}, temos que também eziste
uma sequéncia de polinémios convergindo uniformemente para min{p, p}).
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Prova: Como p e p sao, em particular, aplicagoes continuas no compacto
K, seus conjuntos-imagem estao contidos em algum intervalo aberto limitado
do tipo (—a, a). Notamos que o maximo de p e p é dado pela férmula:

p(x) + p(x) + [p(x) — Pl
5 :

max{p(z), ()} =

Dai se ¢, : [—a,a] — R é a sequéncia de polinomios obtida no coroldrio
anterior que aproxima a funcao continua médulo, temos que

p(x) + p(@) + ga(p(x) — p(x))
2

pn(T) 1=

é uma sequéncia de polinémios convergindo uniformemente para max{p, p}.

]

Corolario 0.3.17. Sejam K C R™ um conjunto compacto, f : K — R e
f : K — R funcoes que sao limites uniformes de sequéncias de polinomios.
Entio max{f, f} (respectivamente, min{f, f}) € limite uniforme de uma
sequéncia de polinomios.

Prova: De fato, suponha que f, — f e f, — [ sejam sequéncias de
polinémios convergindo uniformemente a f e f, respectivamente. Entao,
para cada n, do lema anterior temos que para cada n existe p, tal que

d(pn (), max{f,(z), fu(x)}) < 1/n,¥n € N,Vz € K.
Pela proposicao 0.3.13, dado € > 0, existe ng tal que

d(max{ f,(z), fu(2)}, max{f(z), f(2)}) < €/2,Yn > ng,Vz € K.

Tomando n; > ng tal que €/2 > 1/ny, ¥n > ny, Vo € K, obtemos
d(p,(z), max{f(z), f(2)}) < d(pu(z), max{ fn(z), fu(z)})+
d(max{f, (), fu(x)}, max{f(z), f()}) <,

implicando que p, — max{f, f } uniformemente.

]

Teorema 0.3.18. (Aprozimacao de Weierstrass). Seja K C R™ um espago
métrico compacto. Entdo, dada uma aplicacao continua f : K — R, existe
uma sequéncia de polinomios p, : K — R convergindo uniformemente para

f.
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Prova: Para provar o teorema, basta mostrar que dado € > 0, existe um
polinomio p tal que
d(f(z),p(z)) < e Vz € K.
Dados z,y € K, existe um polinoémio p,, tal que p,(x) = f(x) e puy(y) =

f(y). Por exemplo, se x # y, existe pelo menos uma coordenada z; # y;.
Basta tomar

ﬂ@%%—%f+ﬂw4%—%)

Tj—Yj Yi —

Day(21, -+ 2m) =

No caso x =y, basta tomar p,, constante igual a f(z). Por continuidade de
Py — f, para cada x € K, cada ponto y € K possui uma vizinhanga V;,, tal
que

2 € Viy = pay(2) > f(2) —€/2.

Sendo K compacto, existem yi,...,y, tais que K = V,,, U---UV,, . Seja

go = max{Pey,. - Dey ). B0tio, g(2) = [(2) € g(2) > f(2) —¢/2. ¥z € K.
Pelo ultimo corolério, existe um polinomio p, tal que

d(pz(2),9.(2)) < €/4,Vz € K.

Entao p.(z) > f(2) — €/2, e sem perda de generalidade, podemos supor
pz(x) = f(z) (Caso nao fosse, bastaria trocar p, por ¢, := p,+(f(z)—p.(x))).
Por continuidade de p, — f, cada ponto x € K possui uma vizinhanga U, tal
que

2 €U, = pa(2) < f(2) +€¢/2.

Novamente, da compacidade de K, existe uma subcobertura finita U,, U- - -U
U,. D K. Como antes, definimos g = min{p,,, ..., ps, }, donde obtemos que

f(2) —€/2 <pe;(2) < g(2) < fl2) +€/2,V2 €K, j=1,...,s.
Pelo ultimo corolério, obtemos que existe um polinémio p tal que
d(p(2), 9(2)) < €/2,¥z € K,
o que implica que
d(p(2), f(2)) < d(p(2),9(2)) + d(9(2), f(2)) < €,Vz € K,

como queriamos mostrar.
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0.4 Integracao de Caminhos em Espacos de
Banach

Definigao 0.4.1. (Particdo de um intervalo).  Uma particao P de um
intervalo [a,b] C R é uma colegao finita P = {I;,...,1;} de intervalos dois
a dois disjuntos tais que Iy = [xo,21),..., -1 = [zj_2,2;-1), [; = [xj_1, 7],
comxy = a,r; = bexg <--- < x;. Note que uma particao P de um intervalo
la,b] fica inteiramente determinada pelo conjunto dos pontos Ap = {a =
Tg,...,x; = b}, o qual designaremos por conjunto dos pontos associados a

P.

Definigao 0.4.2. (Diametro de uma partigdo de um intervalo). O diametro
de uma parti¢io P de um intervalo I é o méximo dos diametros (comprimen-
tos) dos elementos de P.

Definigao 0.4.3. (Integral de Riemann). Seja [ = [a,b] e f : I — E um
caminho limitado tomando valores em um espaco de Banach E. A integral
de Riemann [, f( ; f(x)dr € E, se existir, é o limite

/If(:n)da::: hm Zf z;) - vol (1),

diam (P

onde z; € [ e P ={l;,7 =1,... ,#73}, e vol é o volume (comprimento)
do intervalo. Mais precisamente, dizer que existe o limite “limgjamp)—o”,
quer dizer que, dado € > 0, 36 > 0 tal que, para toda particao de I com
diam(P) < 4, e para todo conjunto finito {x1,..., 247}, com z; € I;, temos

Hfo] -vol(/ /f Ydz|| < e.

Se existir a integral de Riemann de uma aplicacao f, entao dizemos que
f € integrdvel a Riemann, ou simplesmente, integrdvel. Uma soma do tipo
Effl f(x;) - vol(l;), com z; € Pj e P ={Ch,..., I 4p} é chamada de soma
de Riemann de f em relagio a P, e denotada por s(f,P), ou apenas, por
s(P) nos contextos em que f puder ser subentendida sem ambiguidades.

Definigao 0.4.4. (Refinamento de uma parti¢ao). Seja P uma parti¢ao de
um intervalo I C R". Uma particao P de I é dita ser um refinamento de T
se todo elemento de P estiver contido em algum elemento de P. Também
escrevemos que P refina ‘P significando o mesmo que Pé refinamento de P.



Augusto Armando de Castro Junior, Curso de EDO 26

Observacao 0.4.5. Dizer que P é refinamento de P é o mesmo que dizer
que todo elemento de P se escreve como uniao (disjunta) de elementos de P.
De fato, dado I; € P, temos:

[ = Uflellsjl - I] = Uj[Eﬁ,fzﬂ]j#@[l ) [J

Mas como P refina P, temos em particular que fixado I, € P tal que NI i F
(), existe i € N tal que I; C I; € P, implicando que I; N I; # ) e portanto que
I; = I; O I;. Por conseguinte,

Ufleﬁ,fmlﬂé(iljl - '[.77
concluindo a prova da observacao.

Observagio 0.4.6. Dadas duas particdes P ¢ P de um intervalo [a,b] E
facil ver que existe uma particio P refinando P e P. Basta tomarmos o
conjunto dos pontos extremos de todos os intervalos que so elementos de P e
75, ordend-los obtendo um conjunto finito de reais. Dai, basta considerar os
intervalos cujos extremos sao pontos consecutivos desse conjunto, tomando-
se apenas o cuidado para que sejam disjuntos (de acordo com a definigao
0.4.1) e sua uniao seja I.

Proposicao 0.4.7. Sejam I um intervalo compacto E um espaco de Banach
e f: I — E uma aplicagao continua. Entdo EIfI x)dx € E.

Prova: Como f é continua em I compacto, é uniformemente continua.
Seja € > 0 e tome ¢ > 0 tal que

1f () = FW)ll < €/(2vol(D)),Va,y € I, d(x,y) <.

Sejam P e P particoes quaisquer, com diam(P) < d e diam(P) < 4.
Seja P uma partigao que refina tanto P como P (tal particao existe, pela
observagao 0.4.6). Dai, comparando somas de Riemann em P e P, obtemos:

Is(P) — H—HZ]‘% -vol(I Zf% ) - vol(I;)].

Para cada I; € P, tomemos fj,l, 1) € P tais que I; = U r )I Por
conseguinte, reenumerando a soma de Rlemann em P, chegamos a

#P 7(j)

Is(P) — I—HZJ”% -vol(I ZZf%z ~vol(Ij))| <
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r(7) r(Jj
an ol =3 £ (@35} vol( Ty ||—Z||Z £ voll 5| <

#P r(j) #P 7(5)

ZZHf j) = (&) - vol(I;) < 2VO1 ZZVOl ji) = €/2.

Trocando P por P nas contas acima, temos que |[s(P) — s(P)| < €/2,

logo R . ) )
[s(P) = s(P)|| < |Is(P) = s(P)[| + [|s(P) — s(P)|| <,

implicando que f ¢ integravel.

0.5 Exercicios

1. Seja 7 uma topologia de um espacgo topologico X. Dizemos que uma
colegao de abertos B = {B),A € A} é uma base da topologia de X
se todo aberto em 7 pode ser expresso como uniao de abertos em B.
Por exemplo, se X é um espaco métrico, por definicdo o conjunto das
bolas abertas constitui uma base de 7. Mostre que todo espago métrico
compacto possui uma base enumeravel.

2. Seja M um espago métrico. Mostre que sao equivalentes:

(i) M contém um subconjunto enumerdvel denso;
(ii) M possui uma base enumeravel de abertos;

(iii) (Propriedade de Lindel6f). Toda cobertura aberta de M admite
uma subcobertura enumeravel.

3. Seja X um conjunto qualquer, e (Y,d) um espa¢o métrico completo.
Mostre que o conjunto

F(X,)Y):={f: X =Y, f ¢limitada}.
dotado da aplicagdo do, : F(X,Y) X SF(X,Y) — [0, +00) dada por
doo(f, 9) = sup{d(f(z), 9(7)), v € X}

é um espaco métrico completo.
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4. Seja X um conjunto qualquer, e (E, ||-||) um espago de Banach. Mostre
que o conjunto

F=F(X,E):={f: X — E, f élimitada}.

dotado da aplicagao || - || : F — [0, 4+00) dada por

[flloe = sup{[lf(2)[|, z € X}
¢ um espaco de Banach.
5. Seja X um espago métrico qualquer e (E, || - ||) um espago de Banach.

Mostre que o conjunto
CY)=CYX):={f: X — E, f é continua e limitada}.
dotado da aplicagao || - ||oo : Cf — [0, +00) dada por

[flloe = sup{[[f(2)[l, = € X}
é um espaco de Banach.

6. Seja X um espago métrico compacto e (£, || -||) um espago de Banach.
Mostre que o conjunto

C®=C%X):={f: X —R" fécontinua}.
dotado da aplicagio || - [|o : C° — [0, +00) dada por
[flloe = sup{[lf(2)[|, z € X}

¢ um espaco de Banach.

7. Seja E um espaco vetorial. Dizemos que um conjunto C' é convexo se
dados z,y € C, entao t-z+(1—t)-y € C,Vt € [0,1]. Em outras palavras,
C é convexo se dados dois quaisquer de seus pontos, o segmento de
reta que os une esta contido em C. Mostre que em um espaco vetorial
normado, toda bola é convexa.

8. Seja X um espaco métrico, Y um espaco métrico completo, e seja
f X — Y uma aplicagao uniformemente continua. Mostre que f ad-
mite uma tinica extensao continua f a X; ademais, f é uniformemente
continua.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Sejam X e Y espacos métricos e seja f: X — Y uma aplicacao local-
mente lipschitziana. Mostre que para todo conjunto compacto K C X,
f|x € lipschitziana, isto é, existe M > 0 tal que

1f () = f)ll < M - |lz =y, Y,y € K.

Sejam X, Y espacos métricos. Uma aplicagao f: X — Y é dita Holder
continua se existem constantes ¢ > 0 e 0 < vy < 1 tais que

1f(2) = fWll < ez =yl Yo,y € X

Similarmente, f é dita localmente Hoélder continua se dado = € X,
existe uma vizinhanga V,, 3 z, V,, C X tal que f|y, é Holder continua.
Seja f uma aplicacao localmente Holder continua. Mostre que para
todo conjunto compacto K C X, f|x é Holder continua.

O que aconteceria se na definicao de aplicacao Holder continua, a con-
stante v fosse tomada maior que 17

Seja r > 1 fixado e considere a aplicagao f : R — R dada por f(x) :=
x". Mostre que f é localmente lipschitziana, mas nao lipschitziana. f
¢ Holder continua? Se 0 < r < 1, mostre que f nao é lipschitziana.
Nesse caso, f é Holder continua?

Dé exemplos de aplicacoes Holder continuas. Dé exemplos de aplicagoes
lipschitzianas. Dé exemplos de aplicagoes Holder continuas que nao sao
lipschitzianas.

Sejam X, Y espacos métricos e sejam ¢ > 0, 0 < 7 < 1 constantes.
Mostre que os conjuntos

{f: X —Y; f é Lipschitz com constante de Lipschitz c}

{f: X —Y;f éHolder continua com constantes de Holder ¢ e v}

sao exemplos de conjuntos equicontinuos de aplicagdes (uniformemente
continuas).
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15. Sejam E um espaco de Banach e f : [a,b] — E, a < b, uma aplicagao
continua. Mostre que existe uma sequéncia de caminhos poligonais
fn : la,b] — E convergindo uniformemente para f. Lembramos que
um caminho ¢ : [a,b] — E é dito poligonal se existem a = zy < -+ <
x, = b tais que

x

g|[xj,xj+1]($) = 9(%‘) + (9(%‘+1) - 9(%‘)) ) —]aVO <j<k.
Lj+1 = Lj



Capitulo 1

O conceito de EDO

Neste capitulo, ao contrario do restante do nosso texto, faremos uma
discussao mais ou menos informal sobre o conceito de Equacao Diferencial
Ordinaria e os dois tipos de problemas que aparecem precocemente na teoria
classica, quais sejam, problemas de Valor Inicial (ou de Cauchy) e problemas
de Contorno. A despeito da informalidade com que esses conceitos serao
inicialmente introduzidos, procuraremos imediatamente em seguida prover
definicoes rigorosas dos mesmos como ¢é a tonica deste livro.

Considere F um espago vetorial normado completo (espago de Banach),
por exemplo E = R™. Seja Q um aberto conexo em R x E¥1; um ponto em
Q) sera denotado por (t, X), com t real e X = (X, X1, Xj) em EFFL

Definigao 1.0.1. (Solugdo de EDO). Seja F' :  — E uma aplicagao
continua e seja I um intervalo nao degenerado da reta. Uma curva k vezes
diferenciavel ¢ : I — F chama-se solucao da equacao diferencial ordinaria

de ordem k dada formalmente por F(¢,x, ‘fi—’t”, cee ‘g%,f) =0 se e s0 se:

i) O “grafico estendido” de ¢, isto é, o conjunto { (¢, p(t), d‘g—gt), cee %),
com t € I} estd contido em (.

i) F(t, (), dfl—it), e ,d’;f,E”) =0, vVt € I. (No caso de t ser um ponto

extremo do intervalo I, a derivada acima ¢ a derivada lateral respectiva.)

Observagao 1.0.2. Seja F' : 2 — F uma aplicacao continua e seja I um
intervalo nao degenerado da reta. Uma funcao diferencidvel ¢y : I — E é
solucao da equacao diferencial ordinaria de ordem £ dada formalmente por

K )
F(t,x,i—f,--- ,%):Oseesose:

31
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i) Existem funcgoes p; : I — E™ 1 <1 < k, tais que o conjunto

{t,o(t), - ,pr(t), comte I}

esta contido em (2.

i) F(t,eo(t), - ,ek(t)) =0,Vt el
iii) d‘pd;'t(t) = @;y1(t), com 0 < i < k. (No caso de t ser um ponto extremo
do intervalo I, a derivada acima ¢é a derivada lateral respectiva.)

Isso significa que toda EDO de ordem k é equivalente a uma EDO de
ordem 1. Para a equagdo expressa acima, por exemplo, sua correspondente
de ordem 1 é dada pela aplicagao G : Q — E**1 definida como G(t, X) =

(F<t>X>7%_X1>"' 7% X).

A definicao dada de EDO e suas solugoes é contudo excessivamente geral.
No sentido de provar os teoremas fundamentais (por exemplo, de existéncia
e unicidade) de nossa teoria, precisamos nos restringir a classe de equagoes
nas quais a derivada de mais alta ordem aparece isolada em um dos lados da
equacao:

dbz o dx d" 1z
am = G g )

onde G : Q' — E é uma aplicacao (pelo menos) continua e ' C R x E¥ é
um aberto conexo.

Esse tipo de equacao de ordem k, como observamos, é facilmente reduzido
a um sistema de equacoes de ordem 1:

{ % G(t XO:' 7Xk—1)

dﬁl = X1, parat=0---k—2
Fazendo X = (Xy, -, Xx_1), escrevemos sinteticamente:
X1
dX
— = : = H(t, X),
dt X
G(t, X)

isto é, qualquer EDO (de qualquer ordem) da classe que estudaremos pode ser

reduzida a uma equagao de ordem 1 da forma Callf = f(t,z), com f: U — E

continua no aberto U C R x E, onde E é um espacgo de Banach.
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Observagao 1.0.3. (Campos de Vetores). Seja E um espago de Banach e
V C E um aberto. Chamamos de Campo de Vetores em E qualquer aplicacao
continua g : V — FE. E ébvio que se temos um campo de vetores g, podemos
definir uma aplicagao f : R x V' — E dada por f(t,z) := g(z), a qual temos
associada a Equacao Diferencial Ordinaria:

dx

o = Jlt.x) = g(a)

Pela defini¢ao de solucao dada anteriormente, temos que ¢ : I — V é uma
solugdo da equagao acima se, e sé se, p(I) C V e %‘f(t) = g(p(t)), Vt € 1,
onde I é o intervalo (nao degenerado) dominio de ¢. Qualquer equagao
diferencial dada por um campo (cuja expressao, portanto, ndo dependa da
variavel t € R) é chamada de auténoma. Do que acabamos de ver, as equagoes
autonomas sao um tipo de Equagao Diferencial Ordinaria. Notamos que toda
Equacao Diferencial Ordinaria do tipo fli—f = f(t,z) pode também ser reduzida
a uma equagao autonoma. Para tanto, basta usar da substituicao y = (¢, x),
que associa & equagao original uma equagdo autonoma particular (note que
com dimensao mais alta): % = (1,9(y)). Desse modo, nosso modelo geral de
Equacao Ordinaria poderia ser afinal as equacoes autonomas, ja que qualquer
outra pode ser reduzida a uma deste tipo. A razao de nao o adotarmos
como modelo geral logo de inicio é porque a importante classe das Fquagoes
Diferenciais Ordindrias Lineares tem sua forma mais natural como equagoes

dependentes do tempo (vide exemplo 1.3.2 na pagina 37).

Exemplo 1.0.4. Seja U = I x R, onde [ é um intervalo, e f : U — R dada
por f(t,z) = g(t), onde g é uma fungao continua em I. Entao, ¢ é uma
dx

solugao de % = g(t) em I se e s6 se ¢(t) = c + ftz g(s)ds, onde ty € I e ¢ é

uma constante.

Exemplo 1.0.5. Seja U = R?, f(t,z) = 2> + 1. Para todo t € R, a funcao
Ye: (—m/2 —¢,m/2 — ¢) — R dada por p.(t) = tan(t + ¢) é uma solugao da
equacao fl—f = 22+ 1. Note que como tan(t+c) — 400 quando t — +7/2—c,
respectivamente, o dominio de ¢, nao pode ser prolongado, embora o dominio
da equacao seja todo o R%, sem qualquer restricio. Em outras palavras,
embora a equacao esteja globalmente definida, é possivel provar que suas
solucoes nao podem ser estendidas a uma funcgao globalmente definida na
reta.
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Exemplo 1.0.6. Seja U = R?, f(t,x) = 32%3. Para todo ¢ € R a funcdo
v : R — R dada por

Pe(t) = { (t—c), se t>c

0, se t<c

¢ uma solugao da equagao % = 3. 2%3. Note que, nesse caso, dado t; € R
e para zo = 0 existe mais de uma curva solugao x(t) tal que z(ty) = zo = 0.
Observe ainda que f é continua, mas a derivada parcial 0, f (¢, zg) nao esté
definida em nenhum ponto tal que zy = 0.

1.1 O problema de Cauchy

Conforme vimos no exemplo 1.0.4 do final da ultima se¢ao, mesmo quando
a aplicacao f que fornece a expressao da EDO estudada depende apenas de
t, necessitamos acrescentar mais dados ao problema para termos unicidade
das solugoes. Naquele exemplo, era necessario que arbitrassemos o valor da
solucao para algum t = t; fixado, para termos a unicidade. Isso enseja a
seguinte definicao:

Definigao 1.1.1. (Problema de Valor Inicial, ou problema de Cauchy). Seja
U um aberto contido em I x E, onde [ ¢ um intervalo nao degenerado da
reta e E é um espacgo vetorial normado completo (espago de Banach). Seja
f U — E uma aplicac¢do pelo menos continua. Fixado um par (tg, x¢) € U,
chamado de walor inicial para a equagao diferencial ordinaria dada por f,
chamamos de problema de Cauchy associado a f com valor inicial (tg, zg) ao
problema definido formalmente por:

{ & =rt)

ZL‘(to) = Xy,

Em outras palavras, dizemos que uma aplicacao ¢ : [ — E (onde [ é intervalo
nao degenerado da reta contendo t;) é uma solugdo do problema de Cauchy
dado por f, com valor inicial (¢y,zg) se ¢ é solucao da EDO dada por f e
ademais, temos ¢(ty) = xo.

Como mostra o exemplo 1.0.6, mesmo o problema de Cauchy pode nao
ter solucao tunica. No proximo capitulo veremos entretanto que hipoteses
relativamente gerais sobre a aplicacao f darao condigoes suficientes para
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termos existéncia e unicidade de solugoes dos problemas de Cauchy, pelo
menos localmente. Por exemplo, se f é Lipschitz, veremos que tais solugoes
existem e sao unicas localmente.

1.2 Problemas de Contorno

Vimos na secao anterior que o problema de Cauchy diz respeito a existéncia
de uma solucao de uma EDO Cfl—f = f(t,z) que em um momento ¢y, dado tenha
xo (também dado) como valor. Como j& antecipamos, sob hip6teses de regu-
laridade da f bastante gerais, existe e é Uinica a solucao de um problema de
Cauchy. Assim, o problema de Cauchy é um problema (matematicamente)
bem posto. Por outro lado, um problema de Contorno para a mesma EDO
% = f(t,z) é dado quando perguntamos por alguma solugao cujos valores v e
w em dois instantes dados ¢y # ¢; satisfagam a uma dada relagao g(v, w) = 0.
Por ter condicoes tao amplas, um problema de contorno pode ter qualquer
numero de solugbes ou mesmo nenhuma, sendo muitas vezes, (matematica-
mente) mal posto. Relagbes que aparecem com mais frequéncia em problemas
de Contorno estao nos exemplos abaixo:

e Para f:UCRXE — F,

{ Ucll_f = f(t,l‘)
z(to) = x(t1)

e Supondo que E se escreva como a soma direta de dois espagos de Ba-
nach, £ = Ea E com projecoes canonicas P:E—sFEeP:E— E, e
f:UC E @ E — E. Outro exemplo tipico de problema de Contorno

° A% = f(ta SL‘)
{D(l'(to)) = Do
P(z(t1)) = p,

onde py e p; sao pontos de E dados. Outra variagao desse exemplo
podem ser obtida trocando P por P (obviamente, py e p; deverdo ser
dados em P, neste caso).

Note que no ultimo exemplo, buscamos curvas solucoes que tenham algu-
mas de suas entradas em dois tempos diferentes fixadas, ficando as outras,
livres. Mesmo no exemplo mais simples de EDO que vimos, quando f s6
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depende de ¢, fica claro que esse tipo de exigéncia muito provavelmente pode
nao ser satisfeita ou ser satisfeita mesmo por uma infinidade de solugoes. Para
alguém que comega a estudar Equagoes Diferenciais sob um viés matematico,
tal pode parecer estranho. Afinal, em problemas de Contorno, alimentamos a
equagao diferencial com informagoes provavelmente insuficientes para obter-
mos uma solucao tnica ou tao demasiadas que talvez nao haja nenhuma
solucao que realize as condigoes requeridas. Contudo, problemas de Con-
torno afloram naturalmente na Fisica, onde as equagoes sao, em sua maioria,
de segunda ordem. Se lembrarmos que a aceleragao de uma particula, por
exemplo, nada mais é que a derivada segunda de sua posi¢ao e uma vez que
forca é definida como massa vezes aceleracao, fica claro que a condic¢ao inicial
para a equacao de movimento de uma particula na mecanica tem que conter
a informacao de sua posicao e velocidade em um dado instante inicial. To-
davia, em algumas situacoes praticas, como por exemplo, o lancamento de
uma sonda espacial a outro planeta (modelado pela Lei da Gravitagao Uni-
versal de Newton) temos o instante do langamento e aquele em que desejamos
ver a sonda chegar ao outro planeta, bem como as posigoes de partida (Terra)
e de chegada (o outro corpo). Mas o que ndo sabemos é exatamente qual
o vetor velocidade (em mdédulo e dire¢ao) em que devemos lancar a sonda
inicialmente, para que uma tal missao seja bem sucedida. Tal contexto ¢ o
de um problema de Contorno.

Ao contrario do que ocorre com o problema de Cauchy, ndao existe uma
teoria geral sobre problemas de Contorno. Ou seja, cada equacao e prob-
lema de Contorno precisa ser estudado particularmente. Apenas no caso de
Equacoes Diferenciais Lineares, a teoria estda mais desenvolvida.

1.3 Alguns métodos de Solucao de Equacoes
na Reta

Nesta se¢ao, mostraremos alguns exemplos de equagoes na reta, bem como al-
guns dos poucos métodos existentes para explicitarmos suas solu¢oes. Como
ainda nao demonstramos os teoremas de Existéncia e Unicidade (assunto do
proximo capitulo), daremos énfase & procura do candidato a solucdo, ainda
que seja necessaria a adicao de hipdteses fortes para encontra-lo.

Exemplo 1.3.1. (Varidveis separaveis). Seja f : [a,b] X [¢,d] — R dada por
f(t,x) = g(t) - h(z), com g e h continuas e h(z) # 0, Yz € [¢,d]. A equagao
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diferencial ordinaria dada por uma tal f é dita uma equacao a varidveis
separdveis. Para encontrarmos sua solugdo geral (que ainda nao sabemos
sequer se existe) procedamos heuristicamente. Suponha que ¢ : I — R seja
uma tal solugao. Dali, temos:

dp(t) , _ 1 do(t)
= g(t) - h(p(t)); o(to) = z0 & M@ At g(t).

Note que definindo H(x) := f;} ﬁds, pela regra da cadeia, a ultima equacao
acima é o mesmo que:

(Hop)(t) =g(t)
Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo, integrando ambos os lados
da igualdade acima de ty a t, obtemos:

t

H(o ()~ H(p(to)) = / g(s)ds & H(p(t)) = H(zo)+ / 9(s)ds = / g(s)ds.

to to to

Agora, note que como 1/h é a derivada de H, e ndo muda de sinal, segue-
se que H é estritamente mondtono (estritamente crescente ou decrescente,
conforme h(z) seja sempre positivo ou negativo, respectivamente). Portanto,
H ([c,d]) é um intervalo contendo zg e existe a inversa H~! : H([c,d]) — |[c, d].
Compondo H~! com cada lado da tltima igualdade, obtemos:

t

t
p(t) = H™'(H(zo) + / g(s)ds) = H_l(/ g(s)ds). (1.1)
to to
Portanto, se existe uma solucao da equacao a variaveis separaveis, ela possui
a formula acima. Por outro lado, definindo uma aplicacao ¢ pela expressao
1.1, retrocedendo na cadeia de implicagoes acima, vemos que esta é solugao
da correspondente equacao a variaveis separaveis.

Exemplo 1.3.2. (Equagoes lineares na reta). Seja J C R um intervalo
ea:J — R, b:J — R duas funcoes continuas. A equacao linear nao
homogénea dada por a e b é a equagao:

dx
- = a(t) - x + b(t).

Vamos supor que ¢ : I — R, I C J, seja uma solugao (a determinar) da
equagao acima, com ¢(tg) = xo para um certo ty € I dado. Dai, agrupando os
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termos envolvendo ¢ de um lado da equagao, e os demais termos (conhecidos)
do outro, obtemos
dip(t)

S —alt) - olt) = b1).

Para determinarmos ¢, precisamos fazer aparecer no primeiro lado da equagao
a derivada de uma expressao conhecida, para aplicarmos a integragao em am-
bos os lados e eliminarmos a derivada com o uso do teorema Fundamental
do Calculo. Neste exemplo, a expressao em questao sera a da derivada de
um produto de fungoes, uma das quais, ¢. Contudo, para que uma expressao
de derivada de produto de funcoes apareca no primeiro lado da equagao ne-
cessitamos multiplicar ambos os lados por uma funcao que nao se anule h, a
determinar. Dada uma tal funcao, a equagao anterior é equivalente a:
rEY — a(hr) - ott) = o).

Para que o primeiro lado da equagao seja a derivada (h(t) - ¢(t))’, devemos
ter:

K(t) = —a(t)h(t), hlts) # 0.
Como h(tg) # 0, podemos supor, pelo menos préximo a ty, que h(t) nao se
anula. Por conseguinte, ao menos localmente, a ultima equacao equivale a

— - W(t) = —a(t) & (log(h(t)))" = —a(t) =
(integrando de tg a t, e aplicando o Teorema Fundamental do Célculo)

log(h(t)) — log(h(ty)) = / —a(s)ds < h(t) = h(ty) - e~ Jiy a(s)ds.

to

Note que a expressao obtida para h(t) é véalida para todo t € I e possui o
mesmo sinal que h(tp). Chamemos de hy = h(ty) # 0. Nossa equacao linear
original é portanto equivalente a:

(h(t) - ¢(1))" = b(t) - h(2).

Integrando de ty a t ambos os lados da equacao e aplicando mais uma vez o
Teorema Fundamental do Célculo, obtemos:

t

h(t)-p(t)—ho-zo = / b(s)-h(s)ds < p(t) = (h(t))_l-(hg-aso—i-/ b(s)-h(s)ds) =

to to
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(substituindo a expressao de h)

o) =hyt- el @) (ho - o + / b(s) - (ho - /8 —a(u)du)ds) =

to to

elio 2 (0 1 / t b(s) - ( / " a(u)du)ds).

to to

Conforme veremos com mais profundidade no préximo capitulo, embora
com uma hipotese mais forte que os demais, o seguinte é de longe o mais
importante método de solucao de Equacoes Diferenciais Ordindrias na reta:

Exemplo 1.3.3. (Solugao por Séries de Taylor). Seja U = I x J, onde I, J
sao intervalos nao degenerados e seja f : U — R uma fungao tal que para
toda fungao analitica ¢ : I — J, a fungao t — f(t,1(t)) é analitica (ou seja,
¢ dada localmente em torno de cada ponto ty € I por sua série de Taylor em
to). Neste caso, se @ : I — J éuma solucao analitica de

T = f(t,x);z(ty) = xo,
podemos determiné-la facilmente usando da seguinte técnica:

1. Escrevemos formalmente a série de Taylor de ¢ em torno de ¢y por

P =3 tult = 1) = 20 = S0+ Dbt~ )"

onde os coeficientes de Taylor, exceto by = xq ainda estao por determi-
nar (sao incognitos).

2. Escrevemos formalmente a série de Taylor de t — f(¢,¢(t)) em torno
de tg como Y 7 cn(t — to)™, onde cada ¢, é funcdo (conhecida) dos
coeficientes by, . .., b,.

3. A unicidade dos coeficientes de Taylor nos permite transformar nossa
EDO original em uma infinidade enumeravel de equacoes algébricas:

dx
axr f(t,x)
dt - B
{ x(ty) = o bo = xo;bpy1 = cn/(n+1),¥n € N
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Em mais detalhes, descrevamos o caso particular em que f(¢,x) = g(x),
com g(z) =Y o a,x" asérie de Taylor de g em torno da origem, conhecida.
Escrevendo ¢(t) = > 07 1 b,(t — to)" temos que ¢ ¢ solugdo (analitica) de
& = g(z);x(to) = xo se, e s6 se, (localmente, para ¢ suficientemente préximo
a ty) vale

> (At Dby (= to)" :Z (O bt —to)™)",
n=0 n=0 m=0

o qual ocorre se, e somente se

bo = woiby = Y arbl; bns1 = Zak > b b))/ (n41), 0 > 1
k=0

mi+---+mEp=n

1.4 Exercicios

1. Seja V C R", g € Ve g : V — R" uma aplicacao continua, com
g(xo) = 0. Calcule uma solugao para o problema de Cauchy

dx
i g(x); x(ty) = xo.

Dé um exemplo particular mostrando que a solucao apresentada pode
nao ser a unica se g for apenas continua.

2. (Equacao da Gravitagao de Newton). Desprezando as influéncias da
Lua e dos demais planetas, e considerando o Sol como imével na origem
dos eixos cartesianos, uma boa aproximagao para a posi¢ao = (e veloci-
dade) da Terra é dada por:

d2$ o GMTerra —T o _GMTerra x4
dt? ll* =] =l

(Claro, a derivada segunda da posi¢do = é a conhecida aceleracao).
Transforme a equacao de ordem 2 acima na equacao de ordem 1 corre-
spondente. Escreva o dominio da equacao de ordem 1. Note que como
Valor Inicial para esta equacao, devemos dar a posicao e a velocidade
da Terra em um dado instante.
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3. Calcule a solucao das equacoes diferenciais ordindrias na reta:

‘é—f:x”,nEN,nzl
z(0) =1

Mostre que a solugao é tinica. Note que somente para n = 1 a solugao
pode ser definida para todo o tempo, embora o dominio de f(t,z) = 2"
seja todo o R%2. Exatamente para n = 1 o crescimento da derivada ¢é
linear.



Capitulo 2

Teoremas de existéencia e
unicidade de solucoes

Neste capitulo, examinamos a questao da existéncia e unicidade de solugoes
para problemas de Cauchy. Veremos que sob condigoes bastante gerais, tais
problemas possuem uma tunica solucao local. Também examinaremos aqui
a maxima extensao de uma solucao local de um dado problema de Cauchy,
também chamada de solu¢cao maximal.

Seja £ um espaco de Banach. Devido ao Teorema Fundamental do
Célculo, qualquer equacao da forma % = f(t,z);x(ty) = o, com f:U — E
continua no aberto U C R x E. tem uma correspondente equagao integral,

isto é , ¢ é solucao do problema de Cauchy

{ &= f(t,x)

[L’(to) = Xy,

definida em um certo intervalo [ty — a, o + ], se e s6 se o grafico de ¢ estd
contido no dominio de f e

o(t) = xo + /t f(s,p(s))ds,Vt € [to — o, to + .

Como se sabe, ao contrario do operador de derivagao, o operador integral
¢ continuo no espago C° = C°[ty — «, ty + ] das fungoes continuas 1 : [ty —
a,to+a] — E, dotado com a norma uniforme ||| = Supe iy —a.t0+a 11 ()]}-
Assim, tomaremos vantagem da reducao de nosso problema diferencial a um

42
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problema integral, considerando o operador

F6)(t) = o+ / £(s,0(s))ds.

Tal operador terd como dominio um subconjunto fechado do espago das
fungoes continuas. Note que os pontos fixos de F' sao justamente as solugoes
de nossa equacao diferencial ordinaria.

Com hipdteses bastante gerais sobre f, podemos provar que F' ou um seu
iterado é uma contracao. Pelo teorema do ponto fixo em espacos métricos
completos, isso garantira a existéncia de um unico ponto fixo de F', e portanto
de uma tinica solugao (local) para a equagao original. Este é o teor do teorema
de existéncia e unicidade de solucoes de Picard. Tal ponto fixo sera obtido
como o limite (em C°) da sequéncia de fungoes F" (1), onde 1) = .

Quando a funcao f que da a equacao é apenas continua, o teorema de
Picard e o fato de que o operador F' nao piora a regularidade/continuidade
das funcgodes em que é aplicado, nos permitirao usar o teorema de Ascoli-
Arzeld para mostrar que F™ (1) possui subsequéncias convergentes a algum
ponto fixo (Teorema de existéncia de Peano).

Para provarmos os teoremas deste capitulo relembraremos na proxima
secao o teorema do ponto fixo para contracoes e o teorema de aproximagao
de Weierstrass.

2.1 O Teorema de Picard

Definigao 2.1.1. (Aplicacao Lipschitz em relagao a segunda varidvel). Se-
jam FEy, Fy, E3 espacos de Banach. Uma aplicacao f : U C Ey X FEy — E3 (nao
necessariamente continua) é lipschitziana (ou Lipschitz) em relacao a segunda
variavel se 3¢ > 0 tal que |f(z,11)—f(2,92)| < c|ya—v2l, V(z,11), (2,92) € U.
(Observe que ¢ é o mesmo para todo z).

Uma aplicagao f : U C Ey x Ey — Ej (nao necessariamente continua) é
dita localmente lipschitziana (ou localmente Lipschitz) em relagdo a segunda
variavel se todo ponto de U possui uma vizinhanca restrita a qual f é lips-
chitziana com respeito a segunda variavel.

Nosso primeiro objetivo dessa secao é provar o seguinte teorema de ex-
isténcia e unicidade de solugoes:
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Teorema 2.1.2. (Picard). Seja E um espaco de Banach e f : [to—a, to+a]x
B(zo,b) C R x E — E uma aplicagdo limitada, continua, lipschitziana em
relagdo a sequnda varidvel (note que se E tem dimensdo finita, a condi¢ao
de limitada é redundante). Entdo, existe uma tnica solu¢ao do problema
de Cauchy correspondente a f com valores iniciais x(ty) = xo, definida no
intervalo [ty — a, to+al, onde o = min{a,b/M} e M = sup{|f(t,x)|, (t,z) €
[to — a,to + a] X B(xo,b)}.

Prova: Considere o espago vetorial de aplicagoes C° = CO([ty — a, to +
al; E) dotado da norma uniforme (||¢|| := sup{|¢(x)|, = € [ty — a, o + al}).
E fato bem conhecido da andlise que C° é um espaco de Banach (isto &,
normado completo). Seja C o subconjunto de C° dado por C := C°([tg —
a, to + a], B(zo, b)), isto é, o conjunto das aplicagoes continuas cujo dominio
é [ty — o, tg + ] e a imagem estd contida em B(xo,b). E facil ver que C é
um fechado de C°. Em particular, como C? é espaco de Banach, vem que C
é um espaco métrico completo.

Definamos portanto a aplicacao F' : C — C dada por

F)(t) == $0+/t F(s,1p(s))ds.

Temos portanto:

1) F estd bem definida. De fato, F'(¢)) é uma aplicagao continua se ¢ o
é. Além disso, se ¢ € C, |F(¢(t)) —xo| = |ftl; f(s,9(8))ds| < M- |t —to| <D,
o que quer dizer que a imagem da aplicagdo F'() esta contida em B(zo,b),
se ¢ € C. Logo, F leva aplicagoes em C em aplicagoes em C.

2) Os eventuais pontos fixos de F' sao solugoes do problema de Cauchy
com dominio [ty — a, tg + .

3) Existe np € N tal que F™ é contragdo, Ym > ngy. De fato, seja ¢
a constante de Lipschitz de f em relagao a segunda variavel. Por inducao,
provaremos que Vm € N|

cm
[F™ (1) () —F™(p2)(t)] < %\t—tolmd(%w),w € [to—a, tot+al, Vo1, 02 € C.

Realmente, para m = 1, temos:

[F(p1)(1) — Fe2) ()] < /tt £ (s,01(s)) = f(s,02(s))ds <
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t
/ ¢ d(pr, p2)ds < c- |t — told(r, 02).

to

Assumindo a hipétese de inducao valida para um certo m € N, temos:

[F™ (n)(8) — F™ (o) ()] = [F(F™ (91)(1) — F(F™(p2)(1))] <

[ (s, F(01(8))) = £(s, F™(5(s)))ds <

(como f ¢é Lipschitz em relagdo a segunda variavel)

[ P en(s) = Frgaolds < [ s to] - dlr, s <

to to

Cm+1 t
T / |5 —to|™ds - d(ip1, 02) <
m. to
Cm+l t — tOerl Cerl "
m| ) m + 1 d(SOIJ 902> S (m + 1)| ’t - tol +1d(()017 802)7

o que conclui a indugao.
Visto que |t — to| < a, temos que

ca™

d(F"™ (1), F™ (2)) < g d(¢1, 2).

Como o fatorial domina qualquer exponencial, temos que fixado 0 < n < 1,
existe ng tal que Cr:s!m < n,VYm > ny. Portanto, para todo m > ng, F™
¢ uma contragao, como queriamos mostrar. Como C é métrico completo e
F : C — C, segue-se do Teorema do Ponto fixo que F™ possui um tnico
ponto fixo. Mas se p é o tnico ponto fixo de F, ele também é o inico ponto

fixo de F, pois

F™(p)=p= F(F"(p)) = F(p) & F"(F(p)) = F(p),

dai F'(p) é também ponto fixo de F'™ e como este é inico temos de ter F(p) =
p. Como todo ponto fixo de F' é também de F™, segue-se que F' s6 possui
este ponto fixo. Como vimos no inicio desta demonstracao isto equivale a

existéncia de uma tunica solu¢ao para o problema de Cauchy.
O
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Corolario 2.1.3. Seja f : [ x E — E (onde I C R € um intervalo ndo
degenerado, E é um espago de Banach) uma aplica¢do continua, lipschitziana
em relacao a sequnda varidvel. Entao, existe uma unica solucao do problema
de Cauchy correspondente a f com valores iniciais x(ty) = xo, definida no
intervalo I C R.

Prova:

Seja C o espago de Banach de fungoes continuas dado por C := C°(J, E),
onde J 3 ty é um intervalo compacto contido em I. Note que se J C [
¢é compacto arbitrario contendo ¢y, e mostramos que uma tnica solucao ¢
estd definida em J, entao estd provado nosso corolario: como I = Ujcr js4,,
apenas colocamos ¢ : [ — F por p(z) = ¢;(z), para algum J > x.

Definamos portanto a aplicagao F : C — C dada por

F)(t) =0 + / £(s,16(s))ds

E imediato que F : C — C est4 bem definido.

Exatamente como acima, existe ng € N tal que F é contragao, Vm > ny.
De fato, seja ¢ a constante de Lipschitz de f em relagao a segunda variavel
(note que tal constante pode ser restrita a J x E, ndo precisando ser uniforme
em [ X F), S o comprimento de J. Por indugao, provaremos que Ym € N,

cm
‘Fm(gpl)(t) - Fm(§02)(t)‘ < %’t - tolmd(gpla 902)>Vt S J7 VQOl, Y2 € C.

Realmente, para m = 1, temos:

[F (1) () — Flp2)(1)] < /t £ (s,¢1(s5)) = [ (s, p2(s))|ds <

t
/ ¢~ d(pr, a)ds < c- |t — told(pr, p2).

to

Assumindo a hipétese de inducao valida para um certo m € N, temos:

[F™ (n)(8) — F™ (o) ()] = [F(F™ (91)(1) — F(F™(g2)(1))] <

1 16 = s FP ) lds <
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(como f é Lipschitz em relagdo a segunda variavel)

[P ene) = Frtgatslds < [ Shjs —al - dlrpa)ds <

to

Cm+1 t
| / s —to|™ds - d(ip1, p2) <
m/! to
el gt 1
. d < ———— |t —to|™ N
n n+1 (3017902) = (m+1)'| 0’ (9017902)7
o que conclui a indugao.
Visto que |t — to| < .S, temos que
cms™

d(F"™ (1), F™ (p2)) < g d(¢1, p2).

Como o fatorial domina qualquer exponencial, segue-se que para todo m >
ng, F™ é contracao, e portanto o corolario resulta da mesma maneira que no
teorema de Picard.
m
A préxima proposicao nos dd uma condicao suficiente para que uma
aplicacao seja lipschitziana em relacao a segunda varidvel:

Proposicao 2.1.4. Sejam Ei, Es, E5 espacos vetoriais normados e U C
Ey x Ey um aberto convexo. Suponha que f : U — FEs seja uma aplicacao
(nao necessariamente continua) com derivada em relagao a sequnda varidvel
limitada em U. Entao f € lipschitziana em rela¢do a sequnda varidvel.

Prova: Sejam (wy, Z), (wo,Z) € U e seja ¢ > 0 uma cota para a norma
de Oof em U. Lembramos que (O2f)|{weixe, ¢ igual & derivada total de
Flqworxeaynu = ({wo} x E2) NU — Ejs. Desse modo, vale a desigualdade do
Valor Médio (para tal, necessitamos também da convexidade de U):

Hf(w(b‘%) - f(w07j>HE3 <c- ”<w07f> - (wo’i‘)||E1><E2 =C- ||i‘ - jl|E27

resultando em que f é lipschitziana em relacao a segunda variavel.
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2.2 O Teorema de Peano

Teorema 2.2.1. (Peano). Seja E um espaco de Banach de dimensao finita.
Considere f : [to—a,to+a] X B(x,b) C Rx E — E uma aplica¢do continua
(como E neste enunciado tem dimensao finita, a condi¢ao "limitada” pre-
sente no teorema de Picard € redundante). Entdo, existe solugdo do problema
de Cauchy correspondente a f com valores iniciais x(ty) = xg, definida no
intervalo [to — a, to+ |, onde o = min{a,b/M} e M = sup{|f(t,z)], (t,x) €
[to — a,to + a] x B(zo,b)}.

Prova: Pelo teorema de aproximagao de Weierstrass, existe uma sequéncia
de polinémios f; : [to — a,to + a] x B(xy,b) — E convergindo uniformemente
para f. Nao ha perda em supor que

M; = sup {5 2l < M.

(t,x)elto—a,to+a] x B(zo,b)

De fato, defina a sequéncia de polindomios (p;) como p; := ¢; - f;, onde (¢;) é

a sequeéncia de reais dada por ¢; = % se M; > M, c¢j := 1, caso contrério.
J

Dali, temos
Ip; (&, 2) || < ¢ - My < M,V(t,2) € [to — a,to + a] x B(zo, b).

Como f; — f uniformemente, temos que |f;| — |f| também uniformemente,
ou seja, M; — M. Logo o limite uniforme

lim p; = lim ¢;f; = f.
J—+oo Jj—+oo

Por conseguinte, de ora em diante assumiremos sem perda que
115, 2)]| < MV(t, ) € [to — a, to + a] X B(xo, b).

Como cada f; é O ¢é definida em um compacto, é Lipschitz. Assim, pelo
teorema de Picard, existe uma tnica solucao ¢; : [to — oo, to +ag] — B(xg, b)
do problema de Cauchy

{ Ccll_f = fj (tv :C)

]J(to) = Z9-

Lembramos que a familia {¢;} é equicontinua e equilimitada, pois:

t
|05 (t) = w5 (0)] = !/ fi(s,05(s))ds| < M - [t —t],t, 1 € [t — ag, to + al,
t
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o que também implica equilimitacao, porque
|0(£) — wo| = [0;(t) — ;(to)] < M -b/M =b.

Desse modo, temos pelo Teorema de Ascoli-Arzeld que (¢;) possui uma sub-
sequéncia ¢;, uniformemente convergente a uma certa ¢ : [to — o, to + a] —
B(zo,b). Para simplificar a notagao, chamemos ¢, simplesmente de ¢, fj,
de f;. Mostremos que tal ¥ é solucao local do problema

{ & =rft2)

]J(to) = Xy,
De fato,

m+[f@wmw—mm:
|m+[f@wmm—m—[ﬁ@w@Mﬂs
ZWMaww»—ﬂaw@wws

[Wﬂaw@»—ﬂaw@MM+lNﬂaw@»—ﬂawwww

A expressao acima vai a zero uniformemente quando fazemos [ tender a
+00, a primeira parcela porque f; converge uniformente a f e a segunda
porque ¢; converge uniformemente a ¢ e f é uniformemente continua. Em
ambas as parcelas, usamos ainda o fato de que o intervalo de integragao é
limitado. Logo, a sequéncia ¢; que converge a v também converge a xg +
fti f(s,1(s))ds, o que pela unicidade do limite acaba por implicar que 1 (t) =
o + ftz f(s,7%(s))ds e por conseguinte, 1 é solu¢ao de nosso problema de

Cauchy original.
O

2.3 Intervalo maximal

Os teoremas de existéncia e unicidade nos permitem (por continuagao local)
estender solugoes locais até um intervalo maximal de tempo. Mais precisa-
mente:
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Definicao 2.3.1. (Solugao maximal). Dada uma EDO & = f(¢,x), uma
solucao ¢ : J — FE é dita maximal se para toda solucao ¢ : J; — E com
J1 D Je|; =, tem-se J; = J. Nesse caso, J é dito intervalo mazimal de

@Y.

Observacao 2.3.2. Note que a definicao acima permite a existéncia de
duas ou mais solu¢oes maximais (de um mesmo problema de Cauchy) com
dominios distintos, desde que elas nao coincidam em algum ponto da in-
terseccao de seus dominios. Isso realmente pode acontecer no contexto do
Teorema de Peano, em que a unicidade local das solugoes nao é garantida.
Entretanto, a pré xima proposicao nos diz que, se tivermos a Unicidade local
para os problemas de Cauchy, entao duas solugoes maximais que coincidam
em algum ponto, sao a mesma.

Proposicao 2.3.3. Considere E um espaco de Banach. Seja f : U C R x
E — E continua e tal que ¥(ty,xo) € U, existe localmente uma unica solugao
do problema de Cauchy & = f(t,x);x(ty) = w0, definida em um intervalo
Liy v, - Entdo, para todo par (to,zo) € U, existe uma tunica solugdo mazximal
o(t, (to, zo)) do problema de Cauchy acima indicado.

Prova: Definamos o intervalo I"™* = [}>* como a sendo a uniao U, I, ., (¢),
de todos os dominios de solugoes ¢ do problema de Cauchy & = f (¢, z); z(ty) =
xo do enunciado. Pomos entao @umax(t, (to, o)) := ¥(t), se t € I, ., (¥). Pela
hipétese de unicidade local, pnax(, (to, To)) estd bem definida. De fato, sejam
p1 € o duas solugoes do nosso problema de Cauchy, definidas em intervalos
I, e I, respectivamente, e considere Iy := I; N [5. Devemos mostrar que
o(t,to,x0) = @1(t) = pa(t),Vt € Iy. Lembramos que um conjunto na reta
é conexo se e s6 se é um intervalo, portanto convexo. Assim, Iy = [; N I,
é conexo (e intervalo), pois é a interseccao de dois intervalos (portanto con-
vexos) da reta. Como tanto [; como I, contém tg, temos ademais que
Iy © ty é um intervalo nao vazio. Considere o conjunto A C Iy dado por
A ={t € In;p1(t) = p2(t)}. Note que A # (), pois tg € A. Além disso, se
ta € A, entao 1 := ¢1(ta) = wa(ta), o que implica que p; e ¢y sdo solugoes
para o problema de Cauchy & = f(¢,x);z(t4) = 1, existindo uma vizinhanga
V de t4 em I pela hipdtese de unicidade local onde 1|y = ps|y. Isto implica
que A é aberto em Ij. Por outro lado, o conjunto In\ A = {t € Iy; p1(t) # w2}
também é aberto em Iy, pois é a pré-imagem do aberto E'\ {0} pela aplicagao
continua p := ¢ — . Como I, é intervalo, é conexo, s6 admitindo a cisao
trivial. Logo, A = Iy e 1 = @9 em I, como queriamos mostrar.
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Finalmente, como [™** é definida como a uniao de intervalos (conexos,
portanto) com um ponto em comum (%g), segue-se que I™**

De sua defini¢ao, ¢ imediato que . ¢ maximal: se outra solugao ¥
coincidir com @ em I™* ) satisfard ¢ (ty) = x¢ e portanto terd seu dominio
Liy 2y (¥) C 1™ 0 que implicard que Iy, 4, (1) = I™* .

Note ainda mais que qualquer outra solucao i que coincidir com @,y
em um ponto t;, terd seu dominio /(7)) contido em I™** e teremos ¥ (t) =
Ymax(t), Yt € 1(1)). De fato, pelos mesmos argumentos de conexidade acima,
temos que Y(t) = Pmax(t),Vt € I(1p) N 1™, Assim, podemos supor que
to ¢ I1(1)) (caso contrério, nada teremos a mostrar). Também nao ha perda de
generalidade em supormos t; > tg (0 caso t; < tg é andlogo). Se, por absurdo,
I() nao estiver contido em I™* entdo existe ty > t; tal que ty € (1)) \ ™.
Neste caso, podemos definir a aplicacao

T Pmax(t), set e I™X\ (¢, 400)
v = {ww@), se t € [ty 1)),

é conexo.

Note que o dominio de ¢ contém propriamente ™ e que 1;(750) = (ty) = xo.
Ademais, temos que os limites laterais

+ . - - .
Y(ty) = Im p(t) = P (t1) = lim pua(t) = lim ¢ (1),

t—t1 t—t1 t—t1
o que implica a continuidade de zﬂ em t1. Do mesmo modo, prova-se a diferen-
ciabilidade, e que v é solucao do problema de Cauchy fl—f = f(t,z),z(ty) = wo:

lim —-(t) = lim —=(t) = f(t1,¢(t1)) = f(t1, Pmax(t1)) = lim @(t) = lim ¥(2).
t—t1 dt t—tq t—tq
Para os demais valores de t € ™™ U [ty,1s], a continuidade e a diferencia-
bilidade de QZJ sao triviais, assim como o fato de que 1; ¢ solucao da equacgao
diferencial em questao. Portanto, 1; estende propriamente a solu¢ao maximal
Pmax, O que contradiz a a maximalidade desta ultima.
]

Dado um intervalo aberto I diremos que W é uma wizinhanca de seus

extremos se W =1\ J, onde J é um intervalo compacto contido em I.

Proposicao 2.3.4. Suponha E um espaco de Banach de dimensdo finita.
Seja f: U C R x E — E, uma aplicagao continua tendo como dominio um
aberto U e suponha que todo problema de Cauchy definido por f tenha solugao
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local (portanto, mazimal) unica. Seja ¢ : [ — E uma solugdo mazximal de um
problema de Cauchy da forma % = f(t,x), x(ty) = zo com (to,z0) €U eI =
(w_,w;) C R seu intervalo (maximal) de defini¢ao. Entdo o grdfico ® : I —
U dado port — (t,¢(t)) da solugdo mazimal satisfaz a sequinte propriedade
de convergéncia: para todo compacto K C U, existe uma vizinhanca W dos
extremos de I tal quet € W = ®(t) ¢ K. Escrevemos esta condi¢do como
O(t) — U quando t — wy.

Prova: Se um dos extremos de [ for infinito, nada temos a demonstrar.
Assim, vamos supor que w4 sao finitos. Seja K C U um compacto e sem
perda de generalidade suponhamos por absurdo que exista uma sequéncia
tj € I com t; — wy, tal que ®(¢;) € K,Vj € N. Podemos entdao supor que
P(t;) converge em K, digamos ®(t;) — (wi,z1) € K.

Aplicamos o teorema de Peano a & = f(t,x), z(w;) = 1 e obtemos
uma vizinhanca V = [w, — a,wy + «| X B(x1,b), V C U, na qual o gréfico
da solucdo do problema acima estd definido. Restringindo V a V = [wy —
a/3,wy +a/3] x B(z1,b/2), temos que para quaisquer dados iniciais (¢, %) €
V, existe solucio para o problema de Cauchy definida em [f — o /2, + a/2].
De fato, seja o« = b/M, onde |f| < M em V; aplicando-se Peano a valores
iniciais (£,7) € V com o dominio da equacio restrito a vizinhanca V' =
[t —a/2,t+a/2] x B(Z,aM/2), temos que V' C V e que Peano nos garante
uma solucao definida para o min{a/2, (aM/2)/M} = «/2.

Agora, para todo j suficientemente grande, temos (¢;, ¢(t;)) € V, dai, fix-
emos um tal j, assumindo sem perda de generalidade que ¢; > ty,. Temos que
wi —t; < /3. Contudo, vimos que a solugao local ¢ de & = f(t,z); x(t;) =
©(t;) estd definida até t; + /2 > wi — /3 + /2 > wy. Mas ¢ e ¢ sdo
solucoes de um mesmo problema de Cauchy, o que implica que o dominio da
solugdo maximal ¢ precisa englobar o dominio (da solugdo maximal) de 1,
excedendo (w_,w, ), o que é um absurdo. Mais precisamente, definindo-se

- [elt), set € (w_,tj)
Y(t) = {22(07 setc [tj’w+—a/3+@/2)a

Do mesmo modo que no fim da proposicao 2.3.3, temos que 2/; estende pro-
priamente a solu¢ao maximal ¢, o que é absurdo.
O

Corolario 2.3.5. SejaV C R" e f : RxV — R" uma aplica¢ao continua tal
que qualquer problema de Cauchy definido por f possua solucdao unica. Seja
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¢ : I —V a solugao mazimal do problema de Cauchy & = f(t,x), x(to) = xo,
com (tg,x0) € RxV . Se p(I) estd contido em um subconjunto compacto C
de V, entdo I = R.

Prova: Suponha que I = (w_,w;) e sem perda de generalidade, que
tivéssemos w, < +o00. Mas tal implicaria que {(¢,¢(t)),t € (to,w )} estaria
contido no compacto [ty,w;] x C'=: K C R x V. Tal é absurdo, pois vimos
na prova da proposicao que dado um tal compacto K e qualquer sequéncia
(t;), com t; € I e t; — wy, existe jo € N tal que (¢, ¢(t;)) € K,Yj > jo.

m

Proposicao 2.3.6. Suponha E um espaco de Banach com dimensao finita.
Seja f U C Rx E — FE continua e limitada no aberto U. Se w,
(respectivamente, w_) € finito, entao existe limy .., p(t) (respectivamente,

limy ., o(t)).

Prova: Suponha sem perda de generalidade que w, < +o0o. Entao,
Vi, s € (w_,wy) vale

le(t) —w(s)ll = II/ f(u, p(u))dul] < M - [t — s,

onde || f]| < M em U.

Portanto, se t; — w4, temos [|¢(t;) — ¢(ty)|| < M|t; — t,,] — 0, quando
J,m — 00, logo (¢(t;)) é de Cauchy; como t; é arbitraria, segue-se que existe
o limite do enunciado.

]

Corolario 2.3.7. Suponha E um espaco de Banach de dimensao finita. Seja
f R x E — E continua e limitada, tal que qualquer solu¢do de problema
de Cauchy dado por f seja (localmente) inica. Entao, as solugoes mazximais
estao definidas para todo tempo.

Prova: Seja ¢ uma solugao maximal de
T = f(t,.’l]),w(to) = Zo

definida no intervalo maximal (w_,w, ). Suponha sem perda de generalidade
que w4 < +00.
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Seja 1 como a solucao local do problema de Cauchy com valores iniciais
x(wy, limy_,, ¢(t)). Dai, defina ¢ por

A(t) = { wgo(t), set € (w_,wy)

(), set € [wy,wy +a

Da proposicao anterior, ¢ é continua em w, (portanto, é continua). Além
disso, similarmente ao fim da proposicao 2.3.3, temos:

— d"’ — d —
Jim %t) = lim %t) = tim f(t,0(t)) = flwr, Plws)) =
Jim (o) = lim 20 iy 220,

o que implica pelo teorema do valor intermedidrio (para derivadas) que a
derivada de ¢ existe em wy e que ¢ é solucao da EDO, estendendo propria-
mente uma solucao maximal, o que é uma contradicao.
m
O corolario 2.3.7 possui uma prova alternativa, aplicando-se o Teorema
de Peano a caracterizagao de solugoes maximais presente no inicio da demon-
stracao da proposigao 2.3.3. Basicamente, vimos em 2.3.3 que o dominio da
solu¢do maximal do problema de Cauchy & = f(t,z),z(ty) = xo contém o
dominio de qualquer outra solu¢cao do mesmo problema. Como f iimitada,
digamos, por M > 0, se w; < 400, podemos tomar b := M - (|to| + |wy| + 1)
e a:=|tg|+|wy|+ 1. Aplicando o teorema de Peano ao problema de Cauchy

i = f|[t0—a,t0+a]><7B(:co,b) (t,x),z(ty) = xo,

obtemos uma solucao do problema de Cauchy cujo dominio é um intervalo
cujo extremo superior ultrapassa o da solu¢ao maximal, o que é absurdo. Os
detalhes desta prova sao deixados ao leitor (exercicio 2).

2.4 Exercicios

1. Enuncie e prove o teorema Fundamental do Calculo no contexto de
aplicacoes f : I — E de classe C*, onde E/ é um espaco de Banach.

2. Dé uma prova alternativa do corolario 2.3.7 usando do Teorema de
Peano.
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3. Sejam f,g : U C R? — R duas funcoes continuas tais que para qualquer
valor inicial (¢, zg) € U a solugao de cada um dos problemas de Cauchy
& = f(t,x),x(to) = xo, © = g(t,x),2(ty) = ¢ é Unica. Suponha
que g(t,z) > f(t,z), Y(t,x) € U. Mostre que dado (t1,z1) € U, se
W [t ts) — R é solugao de & = g(t,x),x(t1) = 1 e ¢ : [t1,ts] — R
é solugdo maximal de & = f(t,z),z(t1) = x1, entdao ¥ (t) > ¢(t), Vt €
[t1,t5]. Mostre que o mesmo vale se supusermos que g(t,x) > f(t, ).

4. Dizemos que uma aplicagdo ¢ = (¢1,...,¢m) : V. C C — C™ é holo-
morfa no aberto V' se para todo zg € U existe o limite:

dp(20) — lim ©(2) = p(20)
dz = =20  z—2zy

Isto é obviamente equivalente as fungoes componentes 1, . . ., ,,, serem
fungoes holomorfas em U, conceito estudado em cursos elementares de
fungoes analiticas. O conceito de solugoes de EDO pode ser transposto
sem mudanca essencial para o contexto holomorfo, trocando a derivada
ordinaria real por uma derivada holomorfa ordinaria. Seja entao f :
U c C™! — C™, U aberto, tal que para toda aplicacao holomorfa
p:V CcC— C™ com graf(p) C U, a composta

z = f(2,¢(2))

¢é também uma aplicacao holomorfa. Mostre que existe, é tinica e holo-
morfa a solugao local do problema de Cauchy:

dw

i f(z,w)w(z) = wo.

(Sugestao: Seja B(zo, a)x B(wy,b) e a := min{a, b/ (sup, g {1/ (z, w)[})}.
Defina

C :={¢ : B(zy, ) — B(wy,b),1 é holomorfa.}
e o operador F': C — C dado por

1
(FY)(z) :== / flzo+s(z— 20), (20 + s(z — 20))) * (2 — z0)ds,
0
onde * denota o produto por escalar complexo. Mostre que o operador

acima esta bem definido, e que converge uniformemente para um ponto
fixo, o qual é solucao do problema de Cauchy.
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5. (Teorema de Peano usando poligonais). Seja £ = R", dotado com a
norma do maximo (cujas bolas sdo quadrados). Considere f : [ty —
a,to + a] X B(xg,b) C R x E — E uma aplicacao continua. Seja
a =min{a,b/M} e M = sup{|f(t,z)], (t,x) € [to—a,to+a]x B(xg,b)}.
Mostre que:

(a) Dado 0 > 0, seja Y :={[t;,t; +1),j =0...m—1yU{[t;, to+ ]}
uma parti¢ao de Riemann com didmetro < § do intervalo [to, to +

a]. Mostre que a aplicacao poligonal v : [to, to + o] — B(xo,b)
dada por ¢(tg) = x¢ e

90|[tj,tj+1](t) = QO(tj) + f(tj7 Sp(tj)) ' (t - tj)
esta bem definida. Em particular, conclua que
{¢r, T é partigdo de Riemann de [ty,ty + o}

¢ uma colecao equilimitada de curvas poligonais.

(b) Dada uma curva @ definida no item anterior, tome P uma partigao
de Riemann de B(xg,b) com diametro < d, e considere a parti¢ao

o :={l; x Py, I; € 0,P, € P} de [ty,to + a] X B(x,b). Defina

fr : [to, to+a] x B(xg,b) — E, constante em cada elemento [, x P,
da particao g por:

ftox(ty),  se er([to,to+al) NI x P #0;
frlxp, = f(t, z), caso contrario, onde (t, ) é qualquer
ponto escolhido em I; x P.

Mostre que ¢y satisfaz a equagao integral:

to+a
er(t) = zo +/ fr(s,or(s))ds.

to

Conclua, em particular, que a colegao {¢y} é equilipschitz, com
constante de Lipschitz M. Em particular, {¢y} é equicontinua.

(c) Mostre que fyr — f quando 6 — 0. Isso que dizer que, dado € > 0,
existe 0y > 0 tal que se 0 < § < dg é 0 0 que acota o diametro das
partiges dos itens acima, entao || fy(t,z) — f(t,2)| <€, VY(t,x) €
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[to, to + @] X B(xg,b). (Sugestao: use a continuidade uniforme da
f, tomando d; > 0 tal que

I(t,2) = (£, 2)]| < 61 = | f(t,2) = f(E,2)]| <e,

para quaisquer (¢, z), (£, %) € [to, to + a] x B(zo,b).
Depois, tome dy = 61 /(M +1) e verifique que || fr(¢,z)— f(t,z)|| <
e como afirmado.)

(d) Aplique o Teorema de Ascoli-Arzeld a colecao
§ = {¢r; T é partigao de [to, tp + o] com diametro < o}

para obter uma sequéncia uniformemente convergente (¢y), pr =
oy, € §, com diam(Y;) — 0 quando £k — +oo. Seja ¢ =
limg_. o @k, & qual é continua, pois é limite uniforme de curvas
continuas. Seja fr = fr,. Use os itens anteriores para mostrar
que

oult) = 7o+ / fuls, ox(s))ds — 70 + / £ (s, 0(s))ds,

quando k — +oo, uniformemente em ¢ € [tg, ty + . Conclua que
¢ satisfaz a equacao integral

o(t) = xo + /t f(s,0(8))ds, ¥Vt € [to, to + a,

donde obtemos que ¢ : [ty,tg + o] — E é solu¢ao da EDO

{‘Zl—f—f(t,x)

Z(](to) = 2o

Note que apenas por razoes didaticas (simplicidade de notacao)
consideramos [to,typ + «| no lugar de [tp — «,ty + «f. Assim,
acabamos de obter uma nova prova do Teorema de Peano.

Observacao 2.4.1. Por conseguinte, vimos que existe solucao do prob-
lema de Cauchy correspondente a f com valores iniciais z(tg) = wo,
definida no intervalo [ty — a,ty + @], e que esta pode ser obtida pelo
limite de uma sequéncia de poligonais da questao acima. Estas polig-
onais aparecem no conhecido método numérico de Euler de solucao de
EDO’s.



Capitulo 3

Dependéncia das solucoes em
relacao as condicoes iniciais e
parametros.

Consideraremos neste capitulo o problema da dependéncia das solugoes em
relac@o aos valores iniciais (e parametros).

3.1 Dependéncia continua

Lema 3.1.1. Considere f; : U — R" uma sequéncia de aplicag¢oes continuas
no aberto U C R xR", com f; — fo uniformemente em partes compactas de
U. Dada uma sequéncia (tj,z;) € U, com (tj,z;) — (to, o), se o problema

de Cauchy ;
x(ty) =z, k>0

possui solu¢ao maximal unica gy em Jy, entio Y[a,b] C Jy, existe kg =
ko(a,b) > 1 tal que j > ko = J; D [a,b] € @jliap — @oljap uniformemente.

Prova: Sejam {(t,¢o(t)),t € [a,b]} C int(K) ¢ K C int(K) ¢ K C U,
onde K e K sido compactos. Daf, existe constante M tal que |ful < M,k >0
em K, pela convergéncia uniforme de f; em partes compactas.

Por Peano, Ja > 0 tal que para todo (£,%) € K, o problema de Cauchy
i = fi(t,z);z(t) = ¥ possui uma solucio definida em [t — o, + o], com
gréfico contido em K. (Por exemplo, tome o = d(K, K¢) /(M + 1)).

o8
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Seja 6 = /3. Entao, existe ks € N tal que Vj > ks, temos (¢, z;) € Ke
|tj — t0| <0 = Oé/?)

Nao ha perda de generalidade em supor que ¢y € [a,b]. Comecemos entao
por mostrar que a sequéncia (com j > Kks) ©jli,—s0+) converge uniforme-
mente para olft—s to-+)-

De fato, basta ver que a familia de funcoes F = {¢;|iy-st9+4:J = s} €
equicontinua e equilimitada. Ela é equilimitada porque seus graficos estao
todos contidos no compacto K e é equicontinua porque possuem constante
de Lipschitz menor ou igual a M:

os(®) = (6 =1 [ Sitwgstwdad < [ 1w i(w)ldu < M~ o

Por Ascoli-Arzela, toda sequéncia em F possui subsequéncia convergente.
Logo, para mostrar que ¢; |, —s,¢+s converge uniformemente para @o|so—s.t9+4)
basta mostrar que toda subsequéncia convergente ¢;,|1y—s,t0+5) tem como lim-
ite @0][t0_57t0+5]. Como estamos sob a hipdétese de unicidade de solucoes
dos problemas de Cauchy, basta mostrarmos que a aplicacao limite ¢ =
limy .o ©j, [fto—8t0+8) € solugao do problema

{ i—f = fo(t,x)

Qf(to) = 29

Realmente,

0+ [ fols.(s)ds = 4 0)] =
oo+ [ fols s =i = [ Filsvon()as] <

oy =l + [ ol vsllds + [ 1535 045D = fols, w5 s <

to

[ = woll + [t, — tof - M+
[ 1649 = .o Dlds + [ falsria(9) = S, w0 s

Vemos que f! | (s, 9(5))— fols. ;(5))lds vai a zero quando { — oo porque
1

fj, — fo uniformemente, e que fttn | fo(s,¢;,(s)) — fo(s,1(s))|ds vai a zero
porque fo ¢ uniformemente continua e ¢;, — v uniformemente.
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Portanto, ¢;(t) — zo + ftto fo(s,1(s))ds, e como g, (t) — (t) por
hipdtese, segue-se que

77/)(15) =X +/t fo(S,Q/J(S))dS,

sendo entao 1 solu¢ao do problema de Cauchy como dissemos acima. Como
tal problema tem solugao unica, e a subsequéncia convergente tomada é ar-
bitrédria, temos o |i,—st0+6] = ¥ = M0 05 [t0—5,t0+3]-

Isto finda a prova do lema para t; |t — to| < §. Para estender o resultado
ao intervalo [a, b], basta provarmos que [to, b] e [a,ty] estao contidos em Jy,
se k for suficientemente grande e que nesse caso, tanto SOk\[to,b]Z’SOohto,b} como
©k|[a,to] S0l [arte) quando k — +o00. Isso porque se provamos a convergencia
uniforme de uma sequéncia de aplicagoes restritas a cada elemento de uma
particao finita do dominio dessas aplicagoes, entao vale a convergéncia uni-
forme no dominio todo. Provemos entao que vale [tg,b] C Ji para todo k
suficientemente grande e que 90k|[t0,b}3s00\[t0,b] quando £ — 4o00. O enunciado
para o intervalo la, to] tem prova completamente andloga. Seja 5 < 8 tal que
(b—1t9)/d =w € N.

Considere o subconjunto dos naturais dado por:

S = {w e N;yw < i e Tk, tal que I, = [to, to + wd] C Jy,

(t, on(t)) € KVt € Ly, Vk > Ky}

Observe que 1 € S, pela parte do teorema ja provada, e que se max .S = w,
aplicando-se 0 mesmo argumento anterior trocando-se [to—0d, to+0] por [to, b],
resulta o teorema.

Suponha por absurdo que v = max S < w. Dai, temos que existe k, tal
que [to, to+v0] C Ji, e (£, pi(t)) € K,Vt € [to, to+vd], Yk > k,. Aplicando o
mesmo raciocinio anterior trocando-se [t — 8, to + 6] por [to, to +vd], obtemos
que para k > k,, vale a convergéncia uniforme gpk|[t07t0 +u5]:990|[t0,t0 ol Em

particular, existe k, tal que (t, or(t)) € K, Yt € [to, to+v0]. Dai, pelo teorema
de existéncia de solugdes, temos que para k > k,, obtemos uma solucio
local do problema de Cauchy com condicdes iniciais (o + v6, ¢x(to + v9))
com dominio [ty 4 (v — 1)d,te + (v + 1)d] e grafico contido em K. Ora, da
unicidade da solug¢ao maximal ¢y, isso implica que o grafico de g0k|[t07 tot (v+1)3]
esta contido em K, o que nos da v + 1 € S, absurdo, pois v é o maximo de

S.
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[
Usaremos o lema acima para a prova do seguinte

Teorema 3.1.2. (Dependéncia continua com respeito as condi¢oes iniciais

e parametros). Seja f : U C R x R" x R™ — R™ uma aplica¢iao continua

no aberto U. Suponhamos que Y(ty,xo,z) € U, o problema de Cauchy cor-

respondente admita uma tnica solugio ¢ = (t, to, xo, 2), definida em um

intervalo maximal denotado por (w_,w,), onde wy = w(ty, To,2). Entao:
(i) O conjunto

D :={(t, to, xo, 2); (to, xo, 2) € U, t € (w_(to, xo, 2), wy(to, To,2))}

é aberto em R x U.
(ii) ¢ : D — R™ € continua.

Observacao 3.1.3. Note que com a mudanga de varidveis y = (z,z2), o
sistema .
{ d_::t: = f(ta L, Z)

I(to) = 29

fica:

y(to) = (20, 2) = yo

As solugoes do primeiro problema sao a projecao das n primeiras coordenadas
das solucoes do segundo.

{ % = (f(t,),0)

Assim, o teorema 3.1.2 é consequéncia imediata do

Teorema 3.1.4. (Dependéncia continua com respeito as condi¢oes iniciais).
Seja f : U C RxR™ — R™ uma aplicacao continua no aberto U. Suponhamos
que Y(tg,zo) € U, o problema de Cauchy correspondente admita uma unica
solugao p = @(t, to,x0), definida em um intervalo mazximal denotado por
(w_,wy), onde wy = wy(to, zo). Entao:

(i) O conjunto

D = {(t, o, x0); (to, o) € U, t € (w_(to, x0),wy(to, o))}

é aberto em R x U.
(i) p : D — R™ € continua.

Prova:
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(i) Seja (t,to,z0) € D fixado. Dali, existe [a,b] C (w_(to,xo), w4 (to, o)) tal
que t € (a,b). Aplicando o lema com f; = fy = f,Vj € N, obtemos que
existe uma vizinhanca U C U de (to, o) tal que V(to, 7o) € U, temos
[a,b] C (w_(to, To),wy (to, To)). De fato, suponha por absurdo que nao.
Entao para toda vizinhanga U, := B((to, z¢),1/q) N U,q € N existiria
(ty,7q) € U, tal que [a,b] ¢ (w_(tg,3,),wilty,T,)). Mas (t,,z,) —
(to, o) quando ¢ — 400, logo, pelo lema, [a,b] deveria estar contido
no intervalo maximal da solugao com valor inicial (t,,z,) para todo ¢

suficientemente grande. Isso mostra que tal vizinhanga U existe.

Por conseguinte, em particular, temos que o aberto (a,b) x UcD
contém o ponto fixado (arbitrario) (¢, ¢y, zo), donde D é aberto.

(ii) Sejam (t,t9, o) € (s, So,¥o) em D. Temos:
’@(tat07x0)_¢<37$07y0)| < ‘So(tat0>'TO)_SO(S?t0>$0)|+|¢<s7t07$0)_9@(57SOaQO)’

Dado € > 0, pela continuidade de ¢(-, tg, zp), temos que existe oy > 0
tal que |t — s| < 09 = |@(t, to, xo) — @(s,to, x0)| < €/2 . Por outro
lado, novamente do lema, temos que existe d; tal que se |(to,zo) —
(s0,%0)|] < 61, entdo (w_(so,Y0),w+(S0,%)) D [t — do,t + do]. Existe
ainda 0 < 9o < d; tal que, da convergéncia uniforme dada pelo lema,
|(to, z0) — (S0,%0)| < &2 implica que |¢(s,t0,z0) — ©(5, S0, Y0)| < €/2,
Vs € [t—50,t+50].

Seja & = min{dy, d2}, Tomando a norma do maximo em nossos espagos,
temos que, se |(t,to, o) — (8, S0, Yo)| < & entdo |t — s| < g e |(to, o) —
(S0,%0)| < d2, implicando que

‘90<t7 tO? :CO) - @(87 S0, 3/0)’ <

|§0(t,t0,3§'0) - g0<87t07 l'o)' + |90(87t07 :CO) - QD(S, 8073/0)‘ < €,

isto é, ¢ : D — U é continua.

m

Apesar da relevancia de se saber da continuidade das solu¢oes em relacao

as condigoes iniciais e parametros, convém também obter cotas para a ve-
locidade com que duas solugoes possam se separar ao longo do tempo. Isso
¢é obtido através de hipoteses adicionais sobre a aplicacao f que expressa a
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equacao diferencial. Basicamente, é possivel mostrar que se f = f(t, z) é Lip-
schitz em relacao a x, entao para intervalos compactos de tempo, as solugoes
sao Lipschitz em relacao a xy. Para obtermos tal resultado, necessitamos do
seguinte lema:

Lema 3.1.5. (Desigualdade de Gronwall). Sejam o > 0 uma constante,
u,v : I — R duas funcoes positivas continuas tais que

u(t) < a+ /tu(s)v(s)ds,Vt el

to
Entao vale .
u(t) < a- el %,

Em particular, se o =0, u = 0.

Prova: Comecemos com a > 0. Defina ¢ por ¢(t) = a + ftz u(s)v(s)ds.

Dali, pelo teorema fundamental do célculo, idf = u(t)-v(t). Mas por hipétese,
u(t) < p(t), logo ‘fl—f = u(t) - v(t) < @(t)v(t).
Como a > 0 e u, v sao maiores ou iguais a zero, segue-se que ¢ ¢ estrita-

mente maior que zero. Dai, podemos escrever:

(t) d(log o(t)) " d(log ¢(s)) '
o <= TR v = [ R < [ oy

o que implica, pelo teorema fundamental do calculo que

0

log()) ~ loge(t0)) < [ o()ds = o 50 < [ w(s)ds =

o(t) < p(to) effo v(s)ds

Como ¢(ty) = a e u(t) < ¢(t) por hipdtese, segue-se o resultado para a > 0.
Para o caso a = 0, basta considerar & = € > 0 no caso ja provado e tomar
o limite quando ¢ — 0.

]

Proposicao 3.1.6. Seja f : U C RxR" — R" continua, e lipschitziana com
respeito a sequnda varidvel, digamos |f(t,x) — f(t,y)| < K|z —y|. Entao,
Vt € Lty zo N Ity g, temos

’(P(t, th :CO) - @(ta tOv yO)l S eK‘titO“xO - y0|
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Prova: De fato, se ui(t) = p(t, to, xg) € ua(t) = @(t, to, o), temos

Jur (t) = ua(1)] = |0 — yo + /t f(s,ur(s)) = [ (s, ua(s))ds| =

[ur (8) = ua(1)] < [0 — wol +/t K- |(ur — ug)(s)|ds,

o que implica, pela desigualdade de Gronwall (lema 3.1.5) com o = |z — yo|,
u(t) = |ui(t) — ua(t)| e v(t) = K, supondo t > tg, que

|S0(t,t(), ZL'Q) - @(tatm ?JO>| S 6K‘t_to‘|x0 - y0|

Se t < tg, temos que

Wdﬂ—wﬁﬂﬁhm—mkﬁéOK'WM—Wﬂﬁu&

valendo o mesmo resultado.

3.2 Dependéncia diferenciavel

Para a prova do principal resultado dessa secao, necessitamos do seguinte
lema:

Lema 3.2.1. Seja f : (a,b) x A — R", continua, onde A € um aberto convexo
de R™. Se f admite derivada parcial em relacao a seqgunda varidvel Dsf,
continua em (a,b) X A, entao eziste uma fungao g : (a,b) x Ax A — L(R"),
continua, tal que

g(t,x,x) = Daof(t,x),V(t,z) € (a,b) x A e

f(t o) — f(t,21) = g(t, 21, 22) - (22 — 71).

Prova: Simplesmente defina g(t, x1,z5) := fol Dy f(t,szo+ (1 — s)xy)ds.
g € claramente continua.

Aplicando o teorema fundamental do célculo a h(s) := f(t, szo+(1—s)x7),
temos que

fﬂ)-M@zf@wﬁ—fwxg:/)ﬂﬂt”f+@—@%ﬂﬁ‘

0 ds
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Aplicando a regra da cadeia a derivada dentro da integral acima obtemos:

Fta2) — f(t2) :/O Dof(t, sza+ (1 — 8)11) - (2 — 21)ds —

/1 Dof(t,sxo + (1 — s)xy)ds - (xg — 1) = g(t, 1, x2) « (X2 — 7).
0
[

Teorema 3.2.2. (Dependéncia diferencidvel com respeito as condi¢oes ini-
ciais). Seja f: U C R x R™ — R™ uma fun¢ao continua no aberto U, difer-
encidvel com relagao a varidvel x, sendo % continua em U. FEntao, como
consequéncia do teorema de Picard, vimos que Y(to,xo) € U, o problema de
Cauchy correspondente admite uma unica solugao mazimal ¢ = p(t, 1y, o),
com t tomando valores em um intervalo mazimal Iy, ,,. Seja D o aberto dado
no teorema 3.1.4, tal que ¢ : D — U. Entao, existe e é continua a deriwvada
Oy p(t, to, x0), Ouyp : D — L(R™). Além disso, tal derivada € a solug¢ao da
sequinte equacao diferencial ordindria matricial linear:

Z = %(ta @(t,to,l‘o)) -z
Z(ty) = I,, — matriz identidade n x n

Prova: Seja [a,b] C I, .,- Como D é aberto e [a,b] x {(to,x0)} é
compacto, temos que existe vizinhanca convexa Vo C U de (tg, zo) tal que
[a,b] x Vi € D. Em particular, temos (a,b) x V; C D. Ainda estamos
supondo que a distancia entre [a, b] X Ve OU seja maior que uma constante

Restrinjamos entao ¢ a (a,b) x Vy. Para mostrarmos que ¢ tem derivada
continua em relacao a xg, nada mais natural do que considerar os quocientes
de Newton

o(t, to, xo + hex) — p(t,to, o)

zp = zp(t) = ? Jk=1...n,0<|h| < do.

Fixemos k € {1...n}. Cada fun¢do z, acima é continua. Assim, se
provarmos que zj converge uniformemente (em t) para uma aplicagao zo,
esta serd continua. Além disso, se zp(t) converge a z(t), quando h — 0, como
zp, € o quociente de Newton, z(t) ndo passa da k—ésima derivada parcial no
espaco de xg.
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Seja g : (a,b) x Vo x Vo — L(R") tal que g(t, x1, 22)  (x2 —21) = f(t,22) —
f(t,z1), g dada pelo lemma 3.2.1 acima.

Note que zj, é solugao (tnica) da equagao 2 = g(t, p(t, to, xo), p(t, to, xo +
hey) - z, com valor inicial z(tg) = €. Fazendo h — 0, temos da dependéncia
continua em relagao as condicoes iniciais e parametros que as solucoes zj
convergem uniformemente em [a, b] para a solucao zg da equagao limite

2= Dsof(t,p(t, to, x0)) - 2, 2(tg) = ey

Mas como vimos, uma vez que z, converge, por definicao seu limite é a
derivada parcial 0y, , (%, to, 70). Este limite 2o = 2(Z, to, 7o) ¢ continuo (nao
apenas em t) pelo teorema de dependéncia continua em relagdo a condigoes
iniciais e parametros. Variando k, obtemos um sistema de equacoes lineares
que pode ser expresso matricialmente por:

Z = an(t, Sp(t? tO; xO)) ' ZJ Z(t(]) = [n7

cuja solu¢ado é, como mostramos acima, O,,¢(,to,Zo), a qual existe e é
continua, devido & continuidade de 0, , ¢ (t, %o, 79). Observe que esta tltima
equagao matricial encontra-se sob as hipéteses do corolario 2.1.3 na pagina
46, o que implica que sua solucao tem o mesmo intervalo de dominio que
(-, to, o). Isto finda a prova do teorema.

O

3.3 Exercicios

1. Seja U C R™ um aberto e considere f : U — R uma aplicacao de
classe C?. Seja a = (a1, ..., a,) € U tal que f(a) =b, com 0, f(a) # 0.
Comece por considerar a equagao com n— 2 parametros s, ..., xr, dada

por
diIZ’Q

dxy

inicialmente com condigoes iniciais z5(a1) = ag e parametros (x3, ..., z,) =
(as,...,a,). Enuncie e demonstre uma versao C? do teorema da funcao
implicita para f em uma vizinhanca de a, usando os teoremas de Pi-
card e de dependéncia diferencidavel em relacao as condicoes iniciais e
parametros.

= —82f($1, o,y ... ,l'n)/alf(l'l, o, .. .l‘n),
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2. Seja U C R™ um aberto e considere f : U — R uma aplicacao de classe
C'. Seja a = (ay,...,a,) € U tal que f(a) = b, com 9;f(a) # 0.
Mostre, usando compacidade, que existe uma vizinhanca I x W > a,
onde ] C Re W C R" ! sao abertos convexos, tal que existe uma tnica
@ : W — I continua com a propriedade de que

(X1, .. xn) €T X W, f(x1,...,2,) =c& (21,...,2,) € graf(p).

Use esse fato para provar o exercicio anterior com f € C!, agora usando
o teorema de Peano.

3. Seja U C R x R™ um aberto e f : U — R" uma aplicagdo continua.

~ . . ~ dCE . .
Suponha que as solugbes maximais da equacao % = f(t,r) sejam
unicas e que para um determinado valor inicial (tg,x¢) € U a solucao

possua t; em seu intervalo maximal. Mostre que:

a) Mostre que Vi, 4, 1= {z € R™; (to,t1, ) € D} é um aberto contendo
xg, onde ¢ : D — R™ é a aplicagao definida nos teoremas de
dependeéncia continua e diferencidvel.

b) A aplicacdo ¢y, 4, : Viyry, — R”™ dada por

Pto,t1 (ﬂj) = gp(t07 t1> $)a

tem como imagem um aberto de R" (qual?). Além disso, tal
aplicacao é um homeomorfismo sobre sua imagem.

¢) Mostre que se f € C', ¢, 4, é um difeomorfismo sobre sua imagem.
Neste caso, quem vem a ser a derivada de Dy, ¢, (), a luz do
teorema de Dependéncia Diferenciavel em relagao as condigoes
iniciais?

4. Seja U C R x R™ um aberto e f : U — R™ uma aplicacao de classe
C'. Seja I o intervalo maximal da solucao cujos valores iniciais sao
um certo (o, xg) € U. Mostre que 0y, ¢(+, to, ) : I — R™ é solugao do
problema de Cauchy linear, com parametros (tg, zo):

z = agf(t, gO(t,to,I‘o)) - 2 Z(to) = —f(to,[[fo).

(Sugestao: Use a Desigualdade do Valor Médio, em seus Corolérios.)



Capitulo 4

Campos de Vetores

Defini¢ao 4.0.1. (Campo de vetores). Um campo de vetores em um aberto
U C R” é uma aplicagao continua X : U — R". Tal campo define uma EDO
autonoma (isto é, que nao depende de t): & = X (z).

Definigao 4.0.2. (Nomenclatura geral). Seja X : U — R™ um campo
de vetores. Um ponto p € U tal que X(p) = 0 é dito ponto singular ou
singularidade de X. Analogamente, se X (p) # 0, p é dito ponto reqular de
X. As solugoes & = X (z) sao chamadas de solugdes, trajetérias ou curvas
integrais de X. O conjunto imagem de uma solucao maximal ¢ é dito drbita
de ¢ (as vezes denotada com a mesma letra ). Uma érbita ¢ de X é dita
periddica se a solugado p(t) é periddica.

Observacao 4.0.3. Lembramos que qualquer equacao do tipo
&= f(t,x),z(to) = xo

pode ser transformada em uma equagao autonoma pela substituicao

y= () =y = (1 f(y) ylt) = (to, o).

A solucao da equacao autonoma assim obtida é o grafico da solucao da
equagao original. Note que o campo (1, f(y)) é sem singularidades.

Do teorema de Picard, se X é localmente lipschitziano, Vg € X existe
uma tnica solucao da EDO dada por & = X (z), z(ty) = xo, definida em
[to — a, to + .

De ora em diante até o fim do livro, suporemos sempre X de classe C*,
k > 1. Isto nos assegurara nao apenas a existéncia e unicidade de solucoes,

68
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como também a diferenciabilidade em relacao as condigoes iniciais vista na
secao anterior.

O objetivo principal da presente secao é classificar o comportamento local
das solucoes dos campos, préximo a um ponto regular.

Comecemos entretanto com o seguinte resultado:

Teorema 4.0.4. (Teorema do Fluzo Local). Seja X : U — R™ um campo
de vetores C* k > 1 no aberto U. Entao:

(i) Yxo € U, eziste a solugao mazimal p(-,x9) de & = X(x),x(0) = xo,
definida no intervalo mazximal I, .

(ii) O conjunto D = {(t,xz9) € Rx U,t € I,,} é aberto.

(iii) A aplicagio ¢ : D — R", definida por (t,zq) — (t,zo) € de classe
C*. Além disso, temos a relacao

d(Dayp(t, o))
dt

= DX(SO(ta xO)) ’ Doco@(t>$0)v com (DIOSON(O@O) = I,.

() (Propriedade de fluxo). Se yo = ¢(to, x0), com ty € I, entao I, =
Ly — to € o(s,90) = #(s, ¢(to, z0)) = ¢(to + s, 20).

Prova: Apenas (iv) é novidade. (i), (ii), (iii) sao adaptacoes dos resulta-
dos de Picard e de dependéncia continua e diferenciavel para equacoes dadas
por campos de vetores.

Assim, mostremos que ¢(s,yo) = ¢(to + s,20),Vs € I,,. Comegaremos
supondo s € I, N (I, — to) (note que tal intersecgdo é um aberto nao vazio,
porque intervalos maximais sao abertos e porque 0 pertence a tal interseccao).

Para mostrar que as curvas acima sao as mesmas, basta ver que satisfazem
o seguinte problema de Cauchy, que sabemos ter solugao tnica por Picard
(teorema 2.1.2):

&= X(x),z(0) = yp.

De fato, ¢(0,y0) = yo = @(to + 0, z¢) e derivando temos:

1) 2250) — X (ip(s,0))

2) W = X(p(to + s,20)).

Como X ¢é de classe C', segue-se do teorema de Picard que (s, o) e
©(to+s,xp) sao a mesma aplicacdo. Em particular, I, coincide com I, — to:
por um lado, I, contém I, — o, pois p(to+ s, xp) (ou uma sua justaposicao

com ¢(s,yo)) estende ¢(s,yy) como solugao e I, é maximal. Por outro lado,
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estd contida, Para ver essa outra inclusao, defina ¢(t) := ¢(t — to,y0). O
dominio de v é I, + to, e note que tanto ¢ como ¢(-, zg) sao solucoes de

& = X(z),z(t) = o
Como ¢(+, zg) é maximal, concluimos que
Lo O Ly +to = Ly —ty O I,
O

Observagao 4.0.5. Note que os itens (iii) e (iv) do teorema do Fluxo local
implicam que se (t,z9) € D, existe uma vizinhanga V' de zy em U tal que
oy =V — (V) € U é um difeomorfismo. De fato, se t € [, como
D ¢é aberto, temos que existe uma vizinhanca V de xo em U tal que t €
I,,Vo € V. O item (iii) nos diz que ¢; é C¥, e o item (iv) nos diz que
©—tlpvy : (V) — V estd definido, sendo a inversa de ¢y|y.

Definigao 4.0.6. (Fluxo local). O fluzo local ou grupo a wm pardametro
gerado por X é a aplicacao ¢ : D — R™. O campo X é dito completo se
I, =R;Vx € U, ouseja, se D =R x U.

Observacao 4.0.7. Dos teoremas sobre intervalo maximal temos que se
X : R" — R™ ¢ limitado (M > 0 tal que X (z) < M,Vx € R"), entao X é
completo. Outro caso em que um campo X : R” — R™ é completo é se ele
for (globalmente) Lipschitz.

Denotemos por Dif f¥(U) o grupo dos difeomorfismos de classe C* do
aberto U C R", dotado da operacao de composicao.

O préximo corolario justifica a terminologia de grupo a um parametro da
ultima definigao:

Corolario 4.0.8. Seja X : U C R" — R™ um campo de vetores completo de
classe C* k > 1. Entdo o fluzo de X, ¢ : R x U — U satisfaz:

(i) w = X(p(t,x)); p(0,2) = z. Em particular, X (x) = %\(0@).

(ii) p(s,0(t,x)) = (s +t,x).

(iii) Fizado t, a aplicacio pi(x) = p(t,z) define um difeomorfismo C*.
Além disso, a aplicacdo ® : R — Dif f*(U), dada por ®(t) = ¢; define um
homomorfismo de grupos.
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Proposicao 4.0.9. Seja X : U C R® — R"™ um campo de classe C%, k > 1.
Dada uma solugcao mdzrima ¢ de X, definida em I, temos trés alternativas:

(i) ¢ € constante e [ = R;

(i) ¢ € injetiva;

(i) I =R e ¢ é periddica.

Em particular, se v = @(I) é a orbita correspondente, entao temos as
sequintes possibilidades para ~y:

(i) v =A{p}:

(i) v é difeomorfa a reta.

(iii) v € difeomorfa a um circulo.

Prova: Tomamos o caso em que ¢ nao é injetiva. Entao, existe s > ¢;
tais que p(s) = ¢(t1). Podemos supor que t; = 0; caso este nao seja o caso,
basta que provemos a proposigao para @(t) := @(t + t1), pois ¢ e ¢ tém a
mesma imagem e se uma das propriedades ((i),(ii),(iii)) vale para ¢, também
vale para . Assim, suponha que t; = 0. Seja t € I. Entao, existe n € Z tal
que h =t —n-s€[0,s]. Do teorema do fluxo local temos:

©1(T0) = Phin-s(T0) = Prpn-s(T0) = wu(w0),

o que implica que v = ¢(I) C ([0, s]). Como a outra inclusdo é imediata,
segue-se que p(I) = ([0,s]) é compacta, ja que é imagem do compacto
0, s] pela funcdo continua ¢. Da proposicao 2.3.4 e corolérios, acerca de
solugoes maximais, segue-se que I = R. Ademais, seja C' o conjunto dos
periodos de ¢ dado por C := {c € R, ¢(t + ¢) = ¢(t),Vt € R}. Como ¢ é
continua, temos que C ¢é fechado: se C' 3 ¢; — ¢, entao para cada t temos
o(t) = o(t +¢;) — ¢(t+ ¢), o que implica p(t) = p(t + ¢), isto é, ¢ € C.
Finalmente, C' é um subgrupo aditivo da reta: dados dois periodos ¢y, ¢y € C
, ¢1 + co também ¢é periodo de ¢, logo pertence a C'. E resultado de anélise
na reta que os unicos grupos fechados aditivos da reta sao a propria reta ou
grupos da forma 7 - Z, para algum 7 > 0.

Se C' =R, entdo ¢(t) = ¢(t + ¢),Ve € R, o que implica que X (p(t)) =
X(¢(0)) = % =0, isto é, v = {¢(0)} corresponde a uma singularidade de
X.

Se C' é da forma 7 - Z, entdao para 0 <t < 7, ¢ é injetiva (caso contrario,
existiria um periodo de ¢ menor que 7, o que seria comprovavel usando-se a
propriedade de grupo, como ja fizemos mais acima). Em vista do paragrafo
acima, é claro que ¢/(t) ndo pode se anular. Dai, dado = = €™ € S0 <



Augusto Armando de Castro Junior, Curso de EDO 72

6 < 1 defina o difeomorfismo f : S' — ~ por f(z) = ¢(8(x) - 7), f(1) = ¢(0)
. Dai, temos:

1) f ¢ difeomorfismo entre S*\ {1} e v\ ¢(0), j& que 0](0,1) e ¢|(0, 7) sao
difeomorfismos (pois s@o difeomorfismos locais e sdo globalmente injetivos);
f é uma bijecio entre S* e 7.

2) f é continua em 1: se S > x — 1, temos que 6 se aproxima de 0 ou de
1; f(1) =(0-7) = p(1-7), segue-se que f é continua. Em particular, como
é bijecao entre compactos, segue-se que f é homeomorfismo. Para provarmos
com rigor a continuidade da f em 1 € S', tomemos uma parametrizacao h
de uma vizinhanga de 1 em S', por exemplo, h : (=§,d) — S! dada por
h(t) = e®™. Escrevendo

fln(sey = (foh)oh™,

como h~! é continua, vemos que f seré continua em 1 se f o h o for em zero.
Mas temos que:

Como ¢ é periddica de periodo 7, segue-se que p((1+t)-7) = @(7+t-7) =
o(t- ).
Quando t — 07, vale que f(h(t)) = ¢(t-7) — ¢(0) = f(h(0)). Por outro
lado, se t — 07, obtemos f(h(t)) = (1 +1t)-7) — ¢(7) = ¢(0) = f(h(0)).
3) Para ver que f é difeomorfismo, s6 resta mostrar que existe f'(1) e este
¢ nao nulo. De fato,
p(t-7) = ¢(0)

lim Johlt) = J o h{0) = lim =7-¢'(0);

t—0t t t—0t t

por outro lado,

fi SO = SOy oD 7) = £(0)

t—0— t t—0— t

= 7g(r) =7 $(0),

onde usamos a periodicidade de ¢’ na tltima igualdade. Concluimos que
(f o h) é derivdavel em 0, o mesmo valendo (por definigdo de derivadas em
variedades) para f em 1.

E claro que X (p(t)) = ¢/(t) # 0, pois caso contrario, terfamos ¢ = 0
(substituindo na equacao e usando a existéncia e unicidade garantidas por
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Picard), e estamos supondo ¢ nao constante. Também usando a equagao, e
repetindo um raciocinio analogo ao que fizemos acima, é imediato ver que
feCk.

Logo f é difeomorfismo local (entre curvas) de mesma classe que ¢ e como
¢ homeomorfismo, é difeomorfismo.

Para encerrar a prova, mostremos que no caso em que ¢ ¢ injetiva, entao
~v é difeomorfa a reta. Por difeomorfismo, no contexto desta proposicao,
entendemos imersao injetiva (ndo necessariamente um mergulho). Mas se
@ 6 injetiva, Cfl—f(t) =+ 0,Vt € I, pois se existisse ty tal que %‘f(to) = 0, entao
W(t) := p(ty), ¥t € R seria solugdo do mesmo problema de Cauchy que ¢ e aip
nao seria injetiva. Portanto ¢ é uma imersao injetiva do intervalo maximal
(portanto, aberto) I em U. Mas I é difeomorfo a reta, pois é aberto, e
compondo ¢ com tal difeomorfismo, obtemos a imersao desejada.

O

Note que se duas orbitas v, ¥ de um campo X : U — R se intersectam
em um ponto p € U, entdo elas sdo a mesma. De fato, supondo que ¢(+, zg) :
L, — ve () I, — 4, sdo as solucbes maximais cujas imagens sao
respectivamente 7,4 entdo existem to, ty tais que o(to, zo) = p = ¢(to, yo)-
Sem perda de generalidade, suponha ¢, > £, > 0. Usando o teorema do fluxo
local, definimos ¢ : I, —to + to — 4 por

w(t) = (p(t + to — tAo, l’o),

Dai, ¢ e (-, o) sao solu¢oes maximais com a mesma imagem, . Como v e
©(+,9o) sd@o ambas solugdes maximais do problema de Cauchy

Z—j = X(2);2(to) = p,

concluimos por Picard (e a maximalidade das solugoes) que ¥ = ¢(-,y) e
portanto que 7 = 4. Como por cada ponto x € U passa uma érbita de X,
concluimos que a colecao das érbitas de X é uma particao de U. Observe
ainda que nos casos (ii) e (iii), as 6rbitas de X possuem uma orientagao
natural proveniente das solugdes do campo: se v = ¢(I) é uma 6rbita do
campo, para cada x € 7, pondo v(z) := ¢(t)/]|¢(t)||, temos que v é uma
escolha continua de uma base ortonormal em cada espago (reta) tangente
T,v de v. Ou seja, v é uma orientacao de v, dita a orientacao positiva de 7.

Isto nos enseja a fazer a seguinte
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Definicao 4.0.10. (Retrato de fase). O conjunto aberto U, munido da
decomposicao em orbitas de X, chama-se retrato de fase de X. As érbitas sao
orientadas no sentido das curvas integrais do campo X; os pontos singulares
sao munidos da orientacao trivial. A orientacao positiva- sentido positivo do
percurso- ¢ indicada por meio de setas.

]
2
Retrato de fasesdeum campoem R, definido em um aberto U.

4.1 Equivaléncia e conjugacao de campos ve-
toriais

Definigao 4.1.1. (Equivaléncia de campos). Sejam X; e X3 campos vetoriais
de R*, X; : Uy — R" e X5 : Uy — R". Diz-se que X; é topologicamente
equivalente a X, (resp. C*-equivalente) quando existe um homeomorfismo
(resp., um difeomorfismo Ck) h : Uy — U, que leva 6rbita de X, em érbita de
X, preservando orientacdo. Mais precisamente, se p € U; e 1(p) é a 6rbita
orientada de X; passando por p, entao h(7y1(p)) é a 6rbita orientada 2 (h(p))
de X5 passando por h(p).

Definigao 4.1.2. (Conjugacao de campos). Sejam X e Y campos vetoriais
de]R”,X:U—>]R"eX:V—>R”,esejamg0:D—>Uelp:D—>Vosﬁuxos
gerados respectivamente por X e Y. Diz-se que X ¢ topologicamente conju-
gado a Y (resp. C*-conjugado) quando existe um homeomorfismo (resp., um
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difeomorfismo C*) h : U — V tal que h(p(t,z)) = ¥(t, h(x)), V(t,z) € D.
(Em particular, I™**(z) = I"™*(h(x)).) h é dita uma conjugacao topolégica
(resp. C*-conjugacio) entre X e Y.

Observacao 4.1.3. Suponha que o campo X tenha uma orbita periddica -,
de periodo 7. Seja z € . Dai, temos:

hz) = h(p(0,2)) = h(p(7,2)) = (7, h(x)),

portanto, 4 = h(7y) é uma Orbita periddica de Y com mesmo periodo 7. O
conceito de conjugagao de campos é muito forte! Em geral, s6 sao obtidas
conjugagoes locais entre campos por essa razao. Isso explica a existéncia do
conceito (mais fraco) de equivaléncia de campos.

Observagao 4.1.4. Tanto a equivaléncia de campos como a conjugagao sao
relagoes de equivaléncia. Para a equivaléncia de campos, isso ¢é trivial. Para
a conjugacao, também nao ¢é dificil de provar:

1) Todo campo X é conjugado a si mesmo. Basta tomar h = Identidade
(reflexividade da conjugacao).

2) Se um campo Xé conjugado a Y via h, entao Y é conjugado a X via
h~t. De fato, se h(p(t,z)) = (¢, h(x)), V(t,x) € D, entao, dado
y €V, y=nh(z),logo p(t,h ' (y)) = h~ ' o)(t,y), portanto h~' é uma
conjugagao entre Y e X (simetria da conjugagao).

3) Se h conjuga os campos X e Y e h conjuga os campos Y e Z, entao
h = hoh conjuga X e Z. (transitividade da conjugacao).

Exemplo 4.1.5. Seja X : U — E um campo de classe C', completo. Dali,
fixado t € R, o difeomorfismo tempo ¢, dado por h(:) := ¢(-) = @(t,-)
conjuga X com ele mesmo. De fato, pelo teorema do Fluxo Local, vale

h(ps(w)) = pi(ps(®)) = pris(z) =

psri(r) = ps(pi(r)) = @s(h(2)),Vs € R, Vo € U.

No caso em que X nao é completo, tal difeomorfismo tempo t esta definido
somente em um subconjunto aberto V; C U, conjugando entao X |y, e Xy, (v4)-
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Observacao 4.1.6. Podemos usar o exemplo anterior como uma forma de
estender conjugagoes em muitos casos. De fato, suponha X : U — E, Y :
V' — E dois campos de classe C'! e suponha que existam U CUe Vcv (U
V nao precisam ser abertos) e um homeomorfismo h:U—>V conjugando
X|p com Y. Denote por ¢ o fluxo de X e por 4 o fluxo de Y, e suponha
que exista ¢ inR tal que ¢(t, D)NU =0e(t, V)NV = 0. Chamemos de
U = U Ue(t,U) e V := VU( V). Daipodemos definir h : U — V por
h|U = h, enquanto que h| .0 ¢ dado por:

h(z) = ¥(t, h(p(—t,2)) = o hopi(@).
Deixamos ao leitor a tarefa de verificar que h é uma conjugacio entre X 7 e

Y.

O préximo lema estabelece uma caracterizagao 1til e comumente verificavel
de quando um difeomorfismo é ou nao uma conjugacao entre campos vetori-
als.

Lema 4.1.7. Sejam U C E, V C E abertos em espagos de Banach E, E ¢
sejamX:U—>EeY:V—>EAcamposdeclasseck,k21 eh:U—-V
um homeomorfismo de classe C' (com a inversa h™' ndo necessariamente
diferenciavel). Entdo, h é uma conjugacao entre X e Y se e s se

Dhy - X(p) =Y (h(p));Vp € U.

Em particular, se h for um difeomorfismo de classe C* k > 1, entdo h serd
uma C* conjugacdo se e s6 se satisfizer a formula acima.

Prova: (<) Sejam ¢, ¥ respectivamente os fluxos de X e Y. Dadop € U,
defina 1 (t) := h(p1(t,p)). Entdo ¢ é solugao de @ = Y (x),x(0) = h(p), pois

6(t) = Dh(p(t.0) ) = Dh(o(t, )X (o(2.)) = Y (h((t. ) = Y ().

Portanto, h(¢(t,p)) = ¥(t, h(p)) = h é conjugagao.
(=) Se h é conjugagao, dado p € U, tem-se h(p(t,p)) = ¥(t, h(p)),
derivando-se em relagao a t, obtemos:

Dh(e(t,p)) - X(p(t,p)) =Y (¢(t, h(p)))( avaliando-se em |4—¢) =
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Observagao 4.1.8. (Pull-back de um campo). Notamos que o lema 4.1.7
acima tem varias aplicacoes. A mais 6bvia, expressa imediatamente em seu
enunciado, e que sera frequente em nosso texto, é o de estabelecer um critério
necessario e suficiente para que um homeomorfismo seja uma conjugagao
entre dois campos dados. Contudo, hd uma outra aplicacdo, mais sutil.
Caso h : U — U seja um difeomorfismo entre abertos U e U contidos em
espacos de Banach E, E respectivamente e tenhamos definido a priori um
campo Y : U—E, podemos definir de maneira tnica um campo X : U — E
que é conjugado a Y via h. Claramente, pelo lema 4.1.7 um tal campo ha
de satisfazer a férmula Dh(p) - X(p) = Y (h(p)). Uma vez que h seja um
difeomorfismo, para cada p € U, Dh(p) é um isomorfismo linear e portanto
a formula acima determina de maneira tinica um campo X : U — E. Nesse
caso, o campo X é denominado o pull-back de Y wia h.

4.2 O Teorema do Fluxo Tubular

Usaremos o lema 4.1.7 para classificar qualquer campo C* k > 1 na viz-
inhanca de um ponto regular p. Veremos que um tal campo é localmente
(em uma vizinhanga de p) C* conjugado a um campo constante (Teorema
do Fluxo Tubular). Para provar tal resultado central, necessitamos primeira-
mente de uma definicao:

Definigao 4.2.1. (Secgao transversal a um campo). Sejam X : U — R”
um campo de classe C* & > 1, U C R” um aberto e A C R*"! também
aberto. Uma aplicacdo diferencidvel f : A — U de classe C* chama-se
seccao transversal local a X quando Va € A, Df(a) -R"! e X(f(a)) geram
o espaco R™.

Seja ¥ = f(A) munido da topologia induzida por U. Se f : A — 3 for
um homeomorfismo, diz-se que X é uma secao transversal a X.

Exemplo 4.2.2. Seja X : U — R™ um campo C*,k > 1, p € U com
X(p) #0e{vy,...,v,-1,X(p)} uma base de R". Para ¢ > 0 suficientemente
pequeno, devido a continuidade do campo X, a aplicagao f : B(0,0) — U
dada por f(z1,...,2p_1) =p+ Z?:_ll x; - v; € uma seccao transversal de X.

De fato, para ver isso em detalhes basta notar que a matriz Jacobiana J¢
de f é justamente a matriz cujas colunas sao vi,...,v,_1 ou, o que da na
mesma coisa, que vy, ..., 0,1 formam uma base do espago vetorial D f(x) -



Augusto Armando de Castro Junior, Curso de EDO 78

R ! qualquer que seja o ponto x fixado em B(0, ). Considerando a fungao
g : B(0,6) — R dada por

g(x) :=det (Ul, . .vn_l,X(f(x))> = det (Jf(x),X(f(x))>,

temos que g é continua, pois é composta de aplicagoes continuas. Além disso,
temos que g(0) # 0, o que pela continuidade de g implica que existe § > 0
tal que g(z) # 0, Vo € B(0,6). Mas isso implica que para tal 4, os espagos
Df(z)-R" e X(f(x)), x € B(0,0) geram o R™, e logo f é secgao transversal
(uma vez que é imediato de sua defini¢ao que f é um homeomorfismo).

Teorema 4.2.3. (Teorema do Fluzo Tubular). Seja p um ponto nao sin-
qular de um campo X : U — R™ de classe C*. Entado, existe uma vizinhanca
V dep em U e um difeomorfismo C* F : (—e,e) x B—V, ondee >0 e B é
uma bola em R"™! tal que F' é uma C*-conjugacdo entre o campo constante
Y :(—€€) x B— R" dado por Y = (1,0,...,0) € R" e 0 campo X|y.

Prova: Seja ¢ : D — U o fluxo de X, e considere f : A — U uma secgao
transversal local com A um aberto de R"~! contendo a origem, e f(0) = p.
Defina Dy € Rx A C R™ como Dy := {(t,u);(t, f(u)) € D}. Dai, Dy
é aberto de R™, ja que é pré-imagem de um aberto de R™ por uma funcao
continua possuidora de dominio também aberto.

Definamos portanto F : Dy — U por EF(t,u) := ¢(t, f(u)). Note que F
aplica linhas paralelas (de fato, as curvas integrais do campo Y') em curvas
integrais de X.

Vamos mostrar que F' é um difeomorfismo local em uma vizinhanca de
0 = (0,0) € R x R"!. Pelo teorema da fungao inversa, ¢ suficiente provar
que DF(0) é um isomorfismo. De fato,

dp(t, £(0))

li=0 = X ((0,p)) = X(p),

0uF(0) = (Dup(0, f(w)))]u=0 = Duf (w)]u=o = Df(0).
Portanto, a matriz Jacobiana de F' em 0 é
(X(») Df(0))

Como f é seccao transversal local, tal matriz é invertivel, pois suas colunas
geram o R". Portanto, DF(0) é um isomorfismo linear, e pelo teorema
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da funcao inversa, existem ¢ > 0 e uma bola B em R™! com centro na
origem tais que F := F|(,676)XB ¢ um difeomorfismo sobre o aberto V =
F((—€,€) x B).

S6 falta ver que F' é conjugagao entre Y e X|y. Para tal, usaremos do
lema 4.1.7. De fato:

DF(t,u) - Y (t,u) = DF(t,u) - (1,0,...,0) = 0, F(t,u) = —d¢(t;i{<“)> =

X(e(t, f(uw)) = X(F(t,u)) = F éconjugagao de Y e X|y.
lema 4.1.7

]

Observagao 4.2.4. Observamos que restringindo f a B (se necessério) na
ultima demonstracao, temos F'({0} x B) = f(B) =XNV e F(0,0) = p.

Observacao 4.2.5. Note que ¢ também facil provar diretamente que a
aplicacdo F' definida no teorema do fluxo tubular conjuga (localmente) os
campos Y e X. Para tal, chamemos de ¢(t,z) = x + (¢,0,...,0) o fluxo de
Y. Sejam x = (tg,ug) € (—€,¢) x Bet € (—e —tg,e —ty). Dizer que Y e
X |y sdo conjugados significa o mesmo que dizer que para tal par (¢, z) vale

F@(t,x)) = (t, F(x)) & (=1, F(4(t, 7)) = F(z),
ou sinteticamente, F' conjuga Y e X se e s6 se
p_to Foiy(x)=F(z).
Portanto, a verificacao de que F' conjuga Y e X ¢é assaz simples:

-t 0 Foty(x) =p_yoFoth(ty,ug) = p-y o Fol(t+tyu) =
(por defini¢ao de F')

w_t 0 @(t +to, f(uo)) = (o, f(uo)) = F(to, o) = F(x).

Corolario 4.2.6. Seja ¥ uma seccao transversal de um campo X e p € X.
Entao existem uma vizinhan¢a V' de p, € = €(p) > 0 e uma fungio 7 : V —
(—e€,€) tal que T(VNY)=0e

a) Yq € V, a curva integral o(-,q) de X|y € definida e biunivoca em
Jo = (—e+7(q), e +7(q));

b) n(q) == ¢©(7(q),q) € o tinico ponto onde (-, q)|s, intercepta a X;

¢)n:V — X éde classe C* e Dn(q) : R" — T,,)2 € sobrejetiva Vg € V.
Mais ainda, Dn, -v =0 v =aX(q),da € R.
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Prova:

a) Temos que F' : (—€,¢) x B — V dado por F(t,u) = ¢(t, f(u)), é
conjugacao C* de Y e X|y. Chamemos de px = ¢|y e de ¢y o fluxo do
campo Y. Considere entdao a inversa F~! : V — (—¢,¢) x B, onde dado
q € V escrevemos F~1(q) = (=7(q),5(¢q)). Como —7 é funcao coordenada
de F~ ! que é C*, vem que 7 € C*. Note que

F ex(t.q) = oyt Fq) = ey (t, (—7(q), B(q))) =

ey (t, oy (—=7(q), (0, 8(q))) = ¢y (t — 7(q), (0, 8(q)) =
ox(t,q) = F ooy (t,F(q)),

cujo dominio é J,. Esta tltima igualdade, visto que t — oy (t, F7(q)) é
biunivoca e F' é difeomorfismo (portanto, biunivoco) implica que ¢x(¢,q) é
biunivoca em Jj,.

b) Note que n(q) = ¢x(7(q),q),q € V esta portanto bem definida e ¢ C*.
De px(t,q) = Fopy(t—1(q),(0,8(q))), B(q) € B, obtemos que se t = 7(q),
n(q) = ¢x(1(q),q) = Fopy(0,(0,5(q))) = F(0,5(q)) € %, pelo teorema
do fluxo tubular e a observacao acima deste corolario. Note que n(q) é o
tnico ponto da érbita local de ¢ que intercepta a X, pois se t; € J; é tal que
vx(ti,q) € X, terfamos

(0,B) 3 F~' o px(t1,q) = ey (t1, (—7(q), B(q))) =

py (t, v (=7(q), (0, 8(a))) = ¢y (ts — 7(q), (0, 8(a))) = (t: — 7(q), B(q))-

Portanto,
0=1t1—7(q) = t1 =7(q).

c¢) Temos que

onde m : R — R ! é a projecao canonica na segunda coordenada. Por-
tanto, n = F o (0,73) o F~! é submersao de V em X.
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Do lema 4.1.7, da pagina 76, vale:
DF Yq)a-X(q) =a Y(F(q) =a-(1,0,...,0)

De
n(q) = Fo(0,m) 0 F ",

temos

Dn(q) = DF - (0,m) - DF~'(q)

o que implica
Dn(q)a- X(q) = DF - (0,m2) - «(1,0,...0) = 0.

Como o nicleo de Dn(q) tem dimensao 1, segue-se que Dn(q) - v =0 <
v=ua-X(q).

O

Considere agora uma orbita periddica v de um campo X : U — R” de
classe C*, k > 1, e uma seccao transversal ¥ passando por p € v. Sendo T >
0 o periodo de 7y e (t, z) o fluxo de X, podemos definir uma transformagao
de primeiro retorno ou transformacao de Poincaré de uma secgao transversal
contendo p Xy C X em X usando o ultimo corolario da seguinte forma:

1) Em primeiro lugar, tome uma vizinhanga V' de p em que esteja definida
a conjugacao do teorema do fluxo tubular. Em particular, para todo z € V,
estd definido n(zx), onde n : V' — ¥ é a projecao vista no corolario acima. Se
necessario, restrinja >, de modo a que X =X NV.

2) Pela continuidade do fluxo, como (T, p) = p, existe uma vizinhanga
(tomémo-la compacta) W C V de p tal que (T, W) C (VNEF((—€/2,¢/2) x
B)). Ainda pelos teoremas de continuidade, como a trajetéria passando por
p € periddica, seu intervalo maximal é R, logo podemos supor ademais que o
intervalo maximal de toda solu¢do com valores iniciais (0, x),z € W contém
ao menos [—T — e, T + €.

3) Defina ¥y = X N W. A transformacao de Poincaré 7 : ¥y — ¥ é dada
pela expressao:

m(q) :=no(T,q).

Corolario 4.2.7. A transformacao 7 : X9 — X é um difeomorfismo sobre
sua tmagem.
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Prova: De fato, m é claramente continua como composta de aplicacoes
continuas. Além disso, é injetiva, pois se 7(q;) = m(q2) entao

o(T+7(p(T,q1)), 1) = (T + 7(0(T, g2)), ¢2) Ny,

SD(T(SO(Tv QQ))v QQ) = T(Qp(Ta Q1)7 Q1)'

Note que da nossa definigao de W, |7(p(T, q1))| e |7(¢(T, g2))| sdo ambos
menores que €/2 e portanto |7(o(T, q2)) —7(o(T, q1))| < €. Assim, temos que

o((e(T,q2)) — 7((T, q1), q2) = 0(0,q1) = 1 € X =

7(p(T,q2)) = 7(2(T,q1) =0 e ¢2 = qu,

pois o unico tempo ¢ com |t| < € tal que a trajetéria de um ponto ¢ € X
intercepta a X é t = 0.

Nao hé perda alguma em supor que W (respectivamente Yg), é uma vizin-
hanca compacta de p (no caso de ¥y, em X). A injetividade e a continuidade
de 7 implicam que 7 é um homeomorfismo sobre sua imagem.

Para ver que 7 é um difeomorfismo local (portanto global em X, ja que
é injetivo), comegamos por observar que

T - Use(f€,+e)908(W) - Use(fe,Jre)QDT—i-S(W)

¢ uma conjugacao local de X|w e X|,, ). De fato, se s € (—¢,€) e g € W,
do teorema do fluxo local, vale:

o1 0 0s(q) = @s 0 or(q).

Em particular, do lema 4.1.7 vem que

D(er)(q) - X(q) = X(¢r(q))-

Se além do mais q¢ € Yy, por ser ¢ um difeomorfismo local, sua derivada
D(p7)(q) é uma aplicacao linear invertivel, levando a soma direta X (¢) &7, %0
em uma outra soma direta, que de acima vem a ser:

X(pr(q) @ Dler)(q) - Ty2o.

Pelo corolario 4.2.6, X (r(q)) gera o nucleo de Dn(pr(q)), o que implica
que Dn(¢7(q))|pier)(@)-1,5, ¢ injetiva. Mas serd também sobrejetiva, pois as
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dimensoes de dominio e imagem sao a mesma. Por conseguinte, aplicando a
derivada de m = n o 7|y, ao espago tangente 7,3, vem:

Dr(q) - T30 = Dn(er(q)) - D(pr)(q) - 1420 = Tr(g %,

o que implica que D7(q) é invertivel e que 7 é difeomorfismo, pelo teorema
da funcao inversa.

]

Definigao 4.2.8. (Integral primeira.) Uma funcao continua (néo necessari-
amente diferencidvel) f : U C R" — R é dita uma integral primeira de um
campo X de classe C! se f é constante ao longo das érbitas de X, e nao é
constante em nenhum aberto de U.

Temos ainda o seguinte coroldrio do teorema do fluxo tubular:

Corolario 4.2.9. Dado um ponto p regular de um campo X : U C R® — R"
de classe C*, existe uma vizinhanca V' > p onde estdao definidas n—1 integrais
primeiras de classe C% de X|y. Além do mais, tais integrais primeiras sao
funcionalmente independentes, o que quer dizer que seus gradientes em cada
ponto de V' formam um conjunto linearmente independente.

Prova: De fato, temos que

Flox(t,q) = oy (t, F 1 (q)) = (t, F~'(q)).

Denotando F~! por h pelo lema 4.1.7 da pagina 76, temos que isso implica
que
Dh(@X(tv Q)) ’ X(SOX(ZZ Q)) = (17 07 cee 70)7

isto é, se h = (hq, ha, ..., hy,) 0 acima é o mesmo que
Vhi(ex(t,q)) 1
th((p;X(t’ D Xoxlta) - (:)
Vha(ex(t,q)) 0

Em outras palavras temos que

< Vhy(px(t,q), X(px(t,q)) >=0

< th(sf)x(t,Q)),X(sox(m)) >=0
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Portanto . .
hioox(ba) _ o yi— g .,
dt
o que implica que ho, ..., h, sao integrais primeiras de X, uma vez que, do

fato de serem as fungoes coordenadas de um difeomorfismo, sao funcional-
mente independentes, nao se anulando em nenhum aberto.
m
O préximo exemplo nos traz uma versao do principio da conservacao da
Energia. A Fisica, mais particularmente a Mecéanica Classica, esta lotada de
versoes deste principio, que nada mais é do que a existéncia de uma Integral
Primeira natural, chamada Energia Total, nas suas equagoes. Vemos assim
que as Integrais Primeiras jogam um papel eminente nas equagoes da Fisica.

Exemplo 4.2.10. (Energia Total.) Considere a equagao do campo gravita-
cional normalizada dada por:

dx

a2 = —93/||93||37

a qual sabemos ser equivalente ao sistema de primeira ordem:

{dv Z_gtc o 3

=],

Na demonstracao do tdltimo corolério, ficou claro que para se encontrar uma
integral primeira diferencidvel, o que devemos fazer é encontrar uma funcao
cujo gradiente seja ortogonal ao campo em estudo. Ora, um exemplo disso
seria uma funcao F(z,v) cujo gradiente fosse VE(z,v) = (z/||z|]?,v), o que,
a menos da soma de uma constante, nos da:

E(z,v) =<v,v> /2 =1/|[x],

também conhecida como Energia Total do sistema. Conforme dissemos acima,
a checagem de que E é uma integral primeira para a Gravitagao é, neste
ponto, redundante:

dx

d<E(I(Z’”(t))> =<, % >+ < = af |l >=

<v,—z/|z|’ >+ <v,z/||z[ >=0.
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A titulo de curiosidade, a parcela % < v,v > (que em equagoes nao nor-
malizadas, aparece como %m < wv,v >, em que m é uma constante mundial-
mente conhecida como massal!) é chamada de Energia Cinética . Ela aparece
sempre com essa formula em diferentes equacoes da Mecanica. Isso ocorre
porque tais equagoes, geralmente de segunda ordem relacionando forga (isto
é, aceleragao, ou derivada segunda da posi¢ao) com posigao, sdo invariavel-
mente convertidas em sistema de primeira ordem em que uma das equagoes
é expressa como % = v. A outra parcela —1/||z|| é conhecida como Energia
Potencial (sua expressao depende da posigao, nao da velocidade). Embora
este conceito exista na modelagem de outros fenomenos fisicos, a expressao
da Energia Potencial muda se considerarmos diferentes equacoes, o que é
bastante 16gico, ja que depende da férmula da outra equacao do sistema de

primeira ordem que modela o fenomeno, a qual varia.
O préximo exemplo generaliza grandemente o anterior:

Exemplo 4.2.11. (Campos Hamiltonianos em R" x R"™.) Seja U C R" x R"
um aberto e seja H : U — R uma funcao de classe C2. O gradiente
simplético de H, denotado por V¥ H : U — R" x R" ¢ o campo dado por:

V#Iﬂ(101,-~.,1!Jn,111,~.-,tzn) = (atth SR ’aQnH7 _ap1H> R _aan)|(p1,-~-,pn,q1,m,qn)'

Tal campo é também chamado de Campo Hamiltoniano, e H é dita Hamilto-
niana associada. Supondo que H nao seja constante em abertos, temos entao
que H é uma integral primeira para o campo V# H: dada ¢ uma solucio de

d(ph”"pggql"“’q") = V#H<p1, <oy Pnyqiy - - 7Qn)7 temos:

(Ho@)(t) =< VH(p(1)), VFH(p(t)) >= 0,

implicando que H é constante ao longo de 6rbitas de V#H.

4.3 Exercicios

1. Dé exemplo de um campo X : U — R"™ completo em que U seja um
conjunto aberto limitado.

2. Seja X : U C R" — R™ um campo de vetores tal que

< X(p),p >=0,¥p € R" tal que ||p|| =1,
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onde < -,- > designa o produto interno canénico em R™ e || - || =
V< -,- > ¢é anorma euclidiana. Mostre que toda érbita que intersecte
a esfera unitaria

Smti={p e R™ ||p| = 1}

estd contida na mesma. Prove ainda que dado t € R, a aplicagao
;0 S — S dada por

Vi(p) = ¢(t,p),

é um homeomorfismo da esfera sobre ela mesma (onde (-, p) é a solugao
de & = X(z);2(0) = p).

3. Sejam X1, Yo hiperficies transversais a um campo X : U C R" — R”
de classe C* k > 1. Se p; = ¢(t;) € %, com t; < ty, mostre que
existe uma vizinhanga V; de p; e uma funcao 7 : V4, N ¥X; — R tal que
a aplicacdo h : Vi N3 — Vo N Xy dada por h(q) = ¢(7(¢),q) é um
difeomorfismo.

4. Seja f : R™ x R™ — R™ uma aplicacao de classe C, isto é, f é uma
familia continua (na topologia C') de campos também de classe C' da
forma f\(z) = f(z, ). Suponha que

&= f(z,0)

possui uma unica solugao periddica p(t) nao constante. Se w é o periodo
desta solucao, suponhamos ainda que as tnicas solucoes de
s 7 s

y = Dif(p(t),0)-y; y(0)=y(w)

sao as fungoes da forma a - p/(t), com a € R.

Prove que existe § > 0 e uma tnica fung¢ao 7(\) de classe C' em |\ < 1
tal que 7(0) =w e

T = f(xz,\)

tem uma tnica solugao p(t, A) de classe C! periédica de perfodo 7(\)
com p(t,0) = p(t).

(Sugestao: Sem perda de generalidade, suponha p(0) = 0 e p/(0) =
(1,0,...,0). Isto facilitard os calculos de derivadas no final da questao.
Seja H o hiperplano normal & curva p(t) em 0. Construa entdo uma
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transformacao de Poincaré m, : ¥ C H — H, provando ainda que
7(h,\) = my(h),h € ¥ é de classe C'. Para cada A, qualquer ponto
fixo de ) corresponde a uma 6rbita peridédica de & = f(z, A). Para
encontrar tais pontos fixos, unicos para cada A, aplique o teorema da
fungao implicita a 7y (h) — h.)

5. Seja X : U — R™ um campo de vetores, e f : U — R uma integral
primeira (ndo necessariamente diferencidvel) de X. Entao dado ¢ €
R, M. = f~!(c) é invariante por X (isto é, toda 6rbita v de X que
intersecta M, estd contida em M,). No caso particular em que f € C!
e c € f(U) é um valor regular de f, podemos considerar as dérbitas de
M, como um subsistema com dimensao n — 1.

6. Se X : U — R" de classe C*,k > 1 possui r integrais primeiras
(também de classe C*) funcionalmente independentes em um ponto
p € U, entdo existe uma vizinhanca V de p tal que X|y é C*-conjugado
a um campo Y da forma

Y =(Y1,Ya, ..., Y s 0,...,0).

7. Se dois campos sao topologicamente conjugados e um deles possui uma
integral primeira, o mesmo vale para o outro.

8. (Campos Gradientes). Seja U C R"™. Dizemos que um campo de classe
C' X : U — R™ é um campo gradiente se existe uma funcao f: U — R
tal que X (z) =V f(z),Vz € X, ou seja,

df (xz) -v =< X(x),v >,Vr € U, Vv € R".

Mostre que se X é campo gradiente (de f : U — R), entdo a fungao
f é crescente ao longo das trajetérias regulares de X, ou seja, dada
uma solugao nao constante ¢ : I — U de X, a fungdo fop: I — R
é crescente. Conclua dai que todo campo gradiente nao possui 6rbitas
periodicas.

9. Seja X : U — R” um campo. Dados dois pontos x e y € U e 7 :
la,b] — T' C U, uma curva de classe C' tal que y(a) = z,7(b) = v,
definimos a integral de X ao longo de ~ por:

b

/FX ;:/ < X((s)),7/(s) > ds.
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10.

11.

12.

13.

Essa definicao se estende de maneira natural para curvas C! por partes.
Prove que, a menos de sinal (o qual depende apenas da orientagao
fixada da curva ), a integral acima nao depende da parametrizagao de
I' escolhida.

Mostre que se X : U — R" é campo gradiente, e f : U — R uma fungao
C' da qual X ¢ gradiente, entao para todo caminho v : [a,b] — T, C*
por partes unindo x e y, vale:

/F X = fly) - f(x).

Mostre que vale uma reciproca do item anterior. Seja U um aberto
conexo de R" ¢ X : U — R"™ um campo C* tal que para algum z € U,
dado x € U o valor de fF X é o mesmo para qualquer curva [' unindo
7o a o, entdo X é um campo gradiente. Podemos supor X apenas C°?

Mostre que um campo de classe C* X : U — R" é localmente um
campo gradiente (isto é, que dado = € U existe uma vizinhanca B, > x
tal que X|B, ¢ gradiente de alguma funcao C* f : B, — R) se e s6 se,
a matriz Jacobiana de X é auto-adjunta.

(Momento angular.) Sejam wvy,...,v,_1 vetores do R™. O produto
externo vy X - -+ X v,_1 ¢ definido como o unico (devido ao Teorema de
Representagao de Riesz) vetor v € R" tal que:

w
U1
det . =< w,v >,Vw € R".

Un—1

Note que é imediato da definigao que a aplicagdo produto externo A\ :
R" x --- x R" — R™ dada por
—_————

n—1 vezes
/\(Ul,...,vn_l) =U; X o X Upoq

é (n — 1)—linear alternada. No caso n = 3, temos o produto vetorial
(ou exterior, ou externo) de dois vetores de R®, bem conhecido dos
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14.

15.

cursos elementares de Fisica e Algebra Vetorial. Voltemos a equagao
da Gravitacdo (normalizada, ja4 que as constantes que aparecem sao
irrelevantes para a nossa andlise) do exemplo 4.2.10. Definimos entao
o momento angular como A : R® — R? dada por A(z,v) := x X v.
Mostre que A é constante ao longo de érbitas do campo gravitacional
X : (R3\ {0}) x R® — R® dado por X(z,v) := (v,—z/|z|]*). Em
particular, cada uma das fungoes coordenadas de A (restritas a R*\{0})
constituem trés integrais primeiras de X, bem como ||A||. Conclua que
dada uma solucao (Z,9) : I — RS tanto a imagem de # como de ©
encontram-se em um mesmo plano (bidimensional) de R3. Desse modo,
podemos simplificar o estudo da equagao gravitacional, reduzindo-a de
um problema de ordem um em R® para outro em R*.

(Primeira Lei de Kepler.) Use o exercicio anterior para escrever em co-
ordenadas polares z(t) = (x1(t), x2(t)) = (r(t) cos(0(t)), r(t) sin(0(t))).

Conclua dai que o vetor velocidade se expressa como

dr _ de dr . do
v(t) = (v1(t), va(t)) = (% cos(#) — rsm(@)%, Esm(@) + rcos(é’)%),
donde se obtém que
de
Al =r*—.
Al =S
‘ I7,d . 1 1r,.d 1
_ _T 2 2 WY 2 _ - _ = _T' 2 2+
b= 2[(dt) r (dt) } r 2[(dt) 4l ] r
Obtenha dai a equacao
o _ | Al/r*

dr /2B +1/r = [AP/27)

Usando de tabelas de calculo (ou método de integracao via substituigao
trigonométrica) resolva a equagdo acima, obtendo a equacdo de uma
conica. Conclua que se £ < 0 as orbitas correspondentes sao elipses
(primeira lei de Kepler).

(Segunda Lei de Kepler.) Do fato [|A|| ser uma integral primeira, e
seu valor ||A(t)|| representar geometricamente a area do paralelogramo
cujos lados nao paralelos sao dados pelos vetores z(t) e v(t) = %, con-

clua (usando de integracao) a segunda lei de Kepler: dados dois arcos
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de uma solugao da equacgao da gravitacao correspondentes a intervalos
de tempo de mesmo comprimento, as figuras fechadas obtidas unindo
por segmentos de reta os extremos de cada arco com a origem tém a
mesma area.

16. Na equacgao da Gravitagao, analise se a norma (ou a norma ao quadrado,
como queira) do Momento Angular é funcionalmente independente em
relagao a Energia Total.

Observagao 4.3.1. Os tultimos quatro exercicios acima sao exemplo claro
de como as Integrais Primeiras exercem seu papel preponderante no estudo
das equagoes da Mecanica.



Capitulo 5

Os conjuntos de w—limite e
a—limite

Seja X : U C R™ — R™ um campo de classe C*, k > 1. Seja o(t) = o(t, p)
a curva integral passando pelo ponto p em ¢t = 0. Suponha que o intervalo
maximal de ¢ seja a reta. Neste capitulo, examinaremos o conjunto de
acumulacao da érbita de ¢ quando t — +oo (respectivamente, t — —o0).
Mais precisamente, temos a seguinte defini¢ao.

Definigao 5.0.2. (w—limite e a—limite). O conjunto de w—limite de p é
definido por:

w(p) :=={¢ € U,3(t,) com t, — +oo quando n — +00 e ¢(t,) — q}.
Analogamente, definimos o conjunto de a—limite de p por:
a(p) :=={q € U,3(t,) com t,, — —oo quando n — 400 e ¢(t,) — q}.

Proposicao 5.0.3. Seja X : U C R™ — R™ um campo de classe C*, k > 1,
definido em um aberto U C R™, e seja T (p) := {p(t,p),t > 0}. Entao w(p)
¢ fechado em U e invariante por X. Por invariante por X, queremos dizer
que se q € w(p), a drbita de X que passa por q estd contida em w(p). Se,
ademais, v+ (p) esta contida em um compacto K C U, entdo w(p) é compacto
nao vazio € CONexo.

Prova: Comecemos por mostrar que w(p) é fechado em U. Note que é
possivel que w(p) seja vazio, mas nesse caso, o que afirmamos no enunciado ja
estd provado. Assim, suponha que exista ¢, € w(p), com ¢, — ¢ € U quando

91
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n — +o0o0. Como cada ¢, € w(p), para cada ¢, podemos tomar ¢(t,,p) tal
que
d(p(tn,p),qn) < 1/n, com t, — 400 quando n — +o0,

onde d(-, -) designa a distancia em U. Portanto,

d(¢(tn,p),q) < d(p(tn, ), gn) +d(qn, q) =
N—— —

<1l/n

¢(tn, p) — ¢ quando n — +00 = ¢ € w(p),

donde concluimos que w(p) é fechado em U.

Mostremos agora que w(p) é invariante por X. Seja ¢ € w(p) e seja
G0 = ¢(to,q). Como q € w(p), existe p(t,,p) — q quando t, — +oo.
Considere a sequéncia ¢(t,, + tg,p). Dai,

G0 = #lto, q) = ¢(lo, lim (tn,p)) =
(pela continuidade de )

Jm o(to, o(te,p)) = Hm o(t + to, p),
o que implica que gy € w(p), e como ty é arbitrario dentro do intervalo
maximal da érbita de g, segue-se que esta érbita estd contida em w(p).

A partir de agora, acrescentemos a hip6tese de que v (p) esteja contida
em um compacto K C U. Dali, tomando ¢, = n € N, como (¢(n)) € K,
temos que existe uma subsequéncia convergente ¢(n,) — g € K C U, quando
r — 400, 0 que por definigdo, implica que ¢ € w(p) = w(p) # 0. Como
w(p) C v+ (p) C K, e como ja provamos que w(p) é fechado em U (e dai, em
K), isto implica que w(p) é compacto.

Resta apenas ver que y*(p) é conexo. Veremos que tal é consequéncia
do fato de que (conforme provamos acima) w*(p) é compacto. Para tanto,
suponha por absurdo que w(p) nao seja conexo. Entao existe uma cisao por
abertos A; e Ay nao trivial de w(p). Como w(p) é compacto, existe um aberto
limitado B tal que w(p) C B € B C U. Em particular, também A; N B e
Ay N B formam uma cisao nao trivial de w(p). Como esta cisao é néo trivial,
dr; € w(p),z1 € A1 N B e existe x5 € w(p),zo € Ay N B. Dai, podemos
compor uma sequéncia t; < --- < t; < ... tal que p(ts,,p) € A N B,
¢(tany1,p) € Ao N B, Vn € N. Como (A; N B) N (Ay N B) =0, pelo teorema
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da Alfandega, para cada natural n existe ty, < 7, < to,41 tal que p(7,,p) €
J(A;NB). Como O(A;NB) é compacta, In; tal que o(7,,,,p) — q € I(A1NB).
Portanto, ¢ € w(p), o que é absurdo, pois w(p) N (A; N B) U (A2 N B) e logo
J(A; N B) Nw(p) = 0. Donde concluimos que w(p) é conexo.

]

Corolario 5.0.4. Seja X : U — R™ um campo de classe C' definido em
um aberto U C R™. Seja p € U C R™ tal que v (p) esteja contida em um
compacto K C U. Se q € w(p), entao a trajetdria de q estd definida para
todo tempo t € R.

Prova: Pela tltima proposicao, a dérbita de ¢ estd contida em w(p), o
qual é compacto. Dos resultados acerca de intervalos maximais, segue-se que
a trajetéria (t,q) estd definida para todo tempo ¢ € R. (Em particular,
temos ainda que w(q) C w(p)).

m

Para a préxima secao, necessitaremos do seguinte lema de carater geral
acerca de pontos regulares contidos em w(p):

Lema 5.0.5. Seja X : U — R™ um campo de classe C' definido em um
aberto U C R™. Seja v = v(p) uma orbita de X correspondente a uma curva
integral o(-,p) e ¢ € U um ponto regular contido em w(y). Dadas secgoes
transversais Yo C X, com Yo compacta passando por q, entao YT = {t >
0; p(t,p) € Lo} € um congunto nao vazio e discreto de pontos {t, > 0,n € N},
e existe € > 0 tal que que t, +¢€ < t,.1,Vn € N.

Prova: Primeiro mostremos que nao apenas Y+ é nao vazio, como &
ilimitado. Lembramos que por X, passar por ¢ queremos dizer que q €
int(Xy). Usando-se de ¥ NV a secgao transversal a X do enunciado tome
q € V a vizinhanga de ¢ dada pelo teorema do Fluxo Tubular (cf. 4.2.3, 78),
na qual X|y é conjugado a um campo constante Y = (1,0,...,0), definido
em uma vizinhanga (—e¢,€) x B da origem do R™.

Como q € w(y), existe ©(t,,p) — ¢, quando t, — +oo com

olfn,p) € V,Vn € N.

Como t,, — +00, passando a uma subsequeéncia se necessario, podemos supor
tne1 — t, > €. Facamos
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Dali, pelo teorema do Fluxo Local temos

o(tn, ) = @(tn + 7(@(tn, 1)), p) = @(1(@(tn), p), ¢ (tn, D)),

implicando que ¢(f,,p) € %, por definicio de 7. Da continuidade de T,
obtemos que

Jim o(tn,p) = Hm o(7(p(tn, p)), o(ta. ) = ¢(7(9),q) = ¢(0.4) = ¢,
como queriamos provar.

Considere agora YT := {t € R*; p(t,p) € Lo}, que vimos ser nao vazio.
Este conjunto é discreto. De fato, devido ao teorema do Fluxo Tubular,
dado z € X existem €, > 0 e uma vizinhanca V, > z tais que se s € T, e
o(s,p) € Vg, entdo p(t,p) ¢ XNV, Vt € (s —€;,5+¢€) \ {s}. Realmente,
se p(t,p) = p(t — s,(s,p)) pertencesse a 3, entdo t — s = 7(p(s,p)) = 0,
pois ¢(s,p) € Yy. Por conseguinte, cada s € TT é isolado. Como ¥, é
tomada compacta, podemos tomar uma subcobertura finita V,,...,V,. de
Yo, € € = min{e,,, ..., €, }. Dai, dado s € TT, concluimos que ¢(t,p) ¢ X,
Vit € (s —€,s+¢€)\ {s}, e portanto que (s —€,s+¢)NTT = {s}.

Como qualquer conjunto discreto da reta é enumeravel, segue-se que pode-
mos escrever

T+:{t1,t2,t3,..., Comt1<t1—|—e§t2<...},

e que qualquer sequéncia (s,) : N — T de termos dois a dois distintos tende
a +0o quando n — +o0.
m

5.1 O teorema de Poincaré-Bendixson

Comecamos essa secao lembrando a definicao de curva fechada e simples:

Defini¢ao 5.1.1. (Curva fechada e simples). Seja p : [a,b] — v um caminho
continuo. Dizemos que y é uma curva fechada e simples se p|qp) ¢ injetivo e

p(a) = p(b).

Um resultado importante devido a Jordan (Teorema da Curva de Jordan)
afirma que toda curva fechada e simples 7 contida em R? divide o espaco em
duas componentes abertas conexas das quais v é fronteira comum. Uma
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sentenca analoga vale para uma curva fechada e simples contida na esfera
S2. Designamos entdo uma curva fechada e simples nesses espacos como
uma curva de Jordan.

O principal teorema dessa secao é um resultado impar de classificacao
geral de conjuntos de w—limite. Ele possui a limitacao de s6 ser vélido em
contextos bidimensionais onde valha o Teorema da curva de Jordan (basica-
mente, superficies homeomorfas a S? ou a R?).

Teorema 5.1.2. (Poincaré-Bendizson).  Seja X : U — R™ um campo
C* k > 1, definido em um aberto U C R™. Suponha que X possui um
nimero finito de singularidades. Se a semi-érbita positiva v+ (p) de um ponto
p € U esta contida em um compacto K C U, entao temos as sequintes
possibilidades para w(p):

1. w(p) € constituido de uma unica orbita singular.
2. w(p) € constituido de uma unica orbita periddica.

3. w(p) € constituido de um nimero finito de drbitas singulares, e um
numero, talvez infinito, de orbitas requlares. Cada orbita reqular tem
como w e a-limites uma dessas singularidades.

Em dimensao dois, toda seccao transversal é localmente difeomorfa a um
intervalo compacto da reta. Desse modo, podemos muni-la com a ordenacao
oriunda da prépria reta.
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a(c,) =o(t)

9(d,) =o(t,9

Lema 5.1.3. Seja X : U — R? um campo de classe C definido em um
aberto U C R2. Seja v uma orbita de X correspondente a uma curva integral
o(-,p) : I, = U cujo dominio contém R™ e g € U um ponto regular contido
em w(7y). Entao dada uma sec¢do transversal g : [a,b] — X passando por q,
a orbita de ¢ intersecta > em uma sequéncia mondtona de pontos.

Prova: Seja ¢y > 0 dado como no teorema do Fluxo Tubular. Conforme
vimos no lema anterior, v N Y = {p(t,), com t, — 00 ety > t, + €}
Se p(t2,p) = @(t1,p) a orbita serd periddica e nada temos a demonstrar.
Desse modo, sem perda, ordenemos ¥ de maneira a que p(ta) > ¢(t1).
Mostremos que ¢(t,+1,p) > @(t,,p),¥n € N. Bem, o caso n = 1 ja vale
pela ordenacdo escolhida. Mostremos que se @(t,y1,p) > @(t,,p), entdo
O(tnio,p) > @(tni1, ). Seja entdao ¥ : [ty tpy1 + (bnpr — tn)] — T a curva C*
por partes dada por:

77Z)(t) — QO(t,p)7 sete [tnathrl]
g(dn - (t - tn-‘rl) : tfz__c?n% sete [tn-i-la 2fn-i—l + (tn-i-l - tn)]

1

onde g(c,) = ¢(tn) e g(d,) = ¢(tnt1) € d > ¢,. Claramente ¢ é a
parametrizacao de uma curva de Jordan C* por partes I', a qual é fronteira
comum de dois abertos conexos disjuntos C' e C,com CUTUC =R2
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Dado z = g(c), ¢, < ¢ < d,, (trocando os nomes de C' e C' se necessério)
comegcaremos por mostrar que ¢(t,z) € C e p(—t,z) € C, Vt > 0. Depois,
mostraremos que ¢(t, g(d,)) € C e o(—t, g(¢,)) € C, Vt > 0. Para completar
o quadro, mostraremos finalmente que g(d) € C,¥d > d,, e g(c) € CVC < ¢,
Isso nos permitira concluir o lema. Para fins didaticos dividimos a prova

desses fatos nos itens abaixo:
c

|

‘ ¢

1. Tomamos uma vizinhanga V, dada pelo teorema do Fluxo Tubular
em torno de x, de modo a que V; N {g(cn),9(d,)} = 0. Devido ao
difeomorfismo F existente com o cilindro (—e¢,, +€,) x B(0, ), segue-se
que V, pode ser particionada em uma uniao disjunta

V, = A, U (g((cns dn)) N V) UA,,

" S

=Sz
com

A

A, = F((0,+€;) x B(0,r)), A, :=F((—€:0) x B(0,r)).

Note que A, € C' e A, C C. De fato, se existisse ponto de C' em A,,
pelo teorema da Alfandega, haveria também pontos de I' em A,, o que
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¢é absurdo, pelo modo como tomamos a vizinhanca V., de modo que
nenhum ponto de I' esteja em A, (os pontos de I' em V, s@o imagem
por F de {0} x B(0,7)). Por outro lado, se tanto A, C C como A, C C,
2 nao seria um ponto da fronteira comum de C' e C.

2. Também por argumento de conexidade, vé-se que A := Uzeg((c,,dn))Ae C
CeA:= Uweg((cmdn))flx c C. O argumento se d4 da seguinte maneira:
digamos sem perda que para um certo xy € g((cy,dy)), Az, C C. Agora
seja

S:={z € g((cn,dyn)); Ax C C}.
Ora, S é aberto: se x € S, para todo y € V,, temos A, N A, C C, o
que implica (uma vez que ou A, C C ou A, C CeA,N A, # 0) que
A, C C. Por outro lado, o complementar S¢ de S' é expresso por uma
sentenca andloga a de S:

5 ={z € g((cn,dy)); A, C C},

sendo também aberto em ¢((c,, d,)). Desse modo, S é aberto e fechado
no conexo g((c,,d,)) e como g € S, segue-se que g((c,,d,)) = S.

3. Dado z € ¢g((cy,d,)), temos portanto que existe €, > 0 tal que p(t,x) €
C,V0 < t < €. Se tivéssemos o(R*, x) ¢ C, entao pela tricotomia ex-
istiria y = o(f,2) € T', sendo que podemos tomar ¢ > 0 minimo tal
que isso ocorra. Ora, nesse caso, y nao poderia pertencer a g((¢,, d,)),
porque sendo @(y, —s) = @(f — s,2) € C, para s suficientemente pe-
queno, o que é absurdo, pelo primeiro item acima. Outra possibilidade
é que ¢(t,z) € ©([tn, tns1],p). Da minimalidade de ¢, concluimos que
o(t,z) = ¢(t,,p). Mas isso implica que ¢(t, — s,p) € C para todo
valor de s > 0 suficientemente pequeno. Se tal ocorresse, colocando
uma caixa Vi, ) dada pelo teorema do Fluxo Tubular com centro
em @(t,,p), concluirlfamos pelo mesmo argumento do primeiro item
que haveria pontos y € g((cn,d,)) € €, > 0, tal que p(—s,y) € C,
V0 < s < ¢, absurdo.

4. Como ¢(g(d,),R") é acumulado por pontos contidos em C' do tipo
¢(g(c),t),t > 0, concluimos que também o(g(d,),R") C C. Analoga-
mente, ¢(g(c),R™ N 1Iye) C C,Ve, < ¢ < d,. Concluimos entao que

C > Qp(tn+2ap> = Qo(tn—&-Q - tn+1,§0(tn+1,p) nao pertence a g([cnadn))
Colocando uma caixa do Teorema do Fluxo Tubular centrada em g(d,,)
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concluimos ainda que existem ¢, > 0 e d > d, tal que (g(d), s) € C,
VO < s < €, Vd, < d < d. Logo g(d) é acumulado por pontos de
C', donde concluimos (ja que g(d) ¢ 0C que g(d) € C,V¥d,, < d < d.
Usando da conexidade da secgao transversal, concluimos que g(d) €
C,¥d > d,. Um raciocinio anédlogo implica que g(c) € C.Ve < ¢,
Logo, s6 podemos ter ¢(t,12,p) > @(tni1,p), cOmo querfamos provar.

]

Lema 5.1.4. Seja X : U — R? um campo de classe C' definido em um
aberto U C R%. Seja v, uma dérbita de X correspondente a uma curva integral
o(+,p), cuja semi-orbita positiva estd contida em um compacto de U. Seja
ainda g € U um ponto regular contido em w(7,) € v, a orbita de q. Suponha
que exista um ponto reqular § € w(q). Entdo v, € uma orbita periddica, e

w(p) =74 = w(q)-

Prova: Seja g : [a,b] — ¥ uma seccao transversal a X passando por
g (isto é, tal que ¢ é ponto interior de ¥, na topologia induzida). Como
¢ € w(g) C w(p), temos em particular que z,, = @(t,,p), 0 < t, < t,11
é uma sequéncia monétona de 3, onde {¢(t,),p} = ~(p) N 3. Portanto,
esta sequéncia possui um tnico ponto de acumulagao, logo w(p) N X = ¢ =
7 N 2. Também concluimos dai que 7, é periddica, ja que seu tinico ponto
de intersecc@o com a sec¢ao transversal ¥ que passa por § € w(7y,) é . Para
vermos que w(p) = 7, usemos da conexidade de w(p). Basta que mostremos
que 7, ¢ aberta e fechada em w(p) que isto implicara que v, = w(p). Por um
lado, é 6bvio que 7, ¢ fechada, pois ela é uma orbita periédica, homeomorfa
a S que é compacta. Para vermos que 7, é aberta em w(p), basta vermos
que para cada ¢ € 7, existe um aberto V; > ¢ tal que

Vqﬂw(p):Vqﬁ'yq.

Seja entao X; uma secgao transversal passando por ¢ e V; > ¢ uma corre-
spondente caixa dada pelo teorema do Fluxo Tubular. Pelo que vimos no
pardgrafo anterior, § = w(p) N 3, o que também implica que § = Vg N 3.
Ademais, dado algum elemento p € w(p) NV, temos pela invariancia de w(p)
que n(p) € X Nw(p), donde concluimos que n(j) = ¢ e portanto que p € Y-
m
Procedamos agora a prova do Teorema de Poincaré-Bendixson:
Prova: Temos trés casos a considerar:
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1. Se w(p) é constituido apenas de pontos singulares, como ele é conexo
(pois estd contido no compacto K C U, vide a caracterizagao dos con-
juntos de w—limite da segao anterior), e o conjunto das singularidades
de X estd sendo suposto (em particular) enumerdvel, segue-se que w(p)
reduz-se a um tnico ponto singular.

2. Se w(p) é constituido apenas de pontos regulares, entao dado ¢ € w(p),
temos pelo lema 5.1.4 que w(q) = w(p) = 74, € que 7, é uma drbita
periodica.

3. Se w(p) possui tanto pontos regulares como singulares, tomemos entao
q € w(p) um ponto regular. Novamente pelo lema 5.1.4, temos que w(q)
nao pode possuir pontos regulares, pois caso isso ocorresse, w(q) = w(p)
seria uma Orbita periddica, o que contradiz estarmos supondo neste
item que w(p) possui pontos singulares. Portanto, w(q) é constituido
de pontos singulares. Concluimos aplicando o item 1 acima a w(q) que
este é constituido de um tnico ponto singular. O mesmo vale também
para o a-limite da 6rbita de q.

]

Corolario 5.1.5. Seja U um aberto simplesmente conezo de R? e seja X :
U — R? um campo de classe CF, k > 1, exibindo uma orbita periddica
v C U. Entao X possui singularidade p pertencente a componente conexa de
U limitada e com v como fronteira.

Prova: Chamemos de 7" a regiao homeomorfa a um disco que possui v
como sua fronteira. Suponha, por absurdo, que X|,0 nao possua singulari-
dade. Entdo, em 19, escrevendo X () := (X)(x), X2(x)) podemos definir o
campo sem singularidades

X (@) = (X(2))" = (~Xa(x), Xy (), Vo € 0.

Claramente, v é uma seccao transversal para o campo X+, e podemos supor
(trocando X+ por —X*, se necessdrio) que X+ aponta para dentro de .
Essa tultima assertiva significa que para cada x € 7, existe 6 = §, > 0
tal que z + s - Xt(x) € 7°,V0 < s < §,. De fato, se supusermos que
para algum xy € v existirem sequéncias §, — 0,5, — 0 tais que zy +
8, X+ (x0) € 7%, w0 + 5, X1 (o) € (7°)¢, pelo teorema da Alfandega, existird
uma sequéncia (tomemo-la monétona) s, — 0,s, > 0 tal que z, = x¢ +
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5, X1+ (x9) € Oy = 7. Mas nesse caso, tomando uma parametrizacao de
v, por exemplo, uma restricao da propria solucao ¢ que corresponde a 7,
escrevendo ¢(t,) = z, — ¢(ty) = xo, obtemos que t, — to (pois toda
parametriza¢do é homeomorfismo)

lim #ltn) = olto) = lim 4 T — X (),

n—00 Sn, n—00 tn Sn

o que implica que existe lim,, 2—’; e que X+ (o) é um miltiplo de ¢'(ty) =
X (zg), absurdo. Concluimos portanto que para cada = € v, existe d, > 0 tal
que x + sXt(x) ¢ v, V0 < s < §,. S6 falta ver que se para um z, € 7 vale
T+ sX*(z9) € 4%, V0 < s < d,,, 0 mesmo vale para todo z € v. Chamando
de 7! o outro aberto conexo que 7 delimita como fronteira, se supuséssemos
que existem xg, Yo € 7y tais que

2o+ sX T (70) €0, V0 < 8 < 6up; Yo+ 71X (y0) €75, V0 <7 < by,

entdo tomando dy < min{d,,,d,, } e tomando s, — 0, com 0 < s, < o,
concluimos do teorema da Alfandega e da continuidade de x — z + s, X1 ()
que existem sequéncias xz, e ¢, — 0 tais que z,, + ¢, X L(xn) € v,Vn, e
pela compacidade de v podemos supor z, — Z, para algum z € . Mas
novamente usando da parametrizagao de v em torno de & dada por ¢, vemos
que

Ty — & e(tn) — (t) tn

X&) = lim _ fim 2 Z 0 T

implicando (com o uso da Desigualdade do Valor Médio) que existe o limite
lim, o0 2 € que X (&) é um muiltiplo de ¢'(t) = X (&), absurdo.

Agora, precisamos ver que definindo §, := sup{t > 0;x + sX*(z) €
V0 < s <t} ed:=inf,e,{0,}, entdo & > 0. Caso contrario, poderfamos
tomar (usando da compacidade de ) alguma sequéncia x, — zo € 7
com ¢d,, — 0. Note que da definicao de J,, se o mesmo ¢é finito, entao
r+ 6, X(x) € v. Logo, v > 1, + 0., X (x,) — xp e 0 mesmo raciocinio
que usamos no paragrafo anterior nos dd que X*(xq) ¢ miltiplo de X (z),
absurdo. Logo, 6 > 0.

Dado 0 < t < 6, defina f, : 70 — R? por fy(z) := z 4+ tX*(x). Como X+
¢ Lipschitz, vale que t - X+ é uma contracao para t suficientemente pequeno,
segue-se do teorema de perturbacao da identidade que f; é um homeomor-
fismo para todo t pequeno. Em particular, é uma aplicacao aberta, que leva
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fronteira em fronteira, logo, leva v = 97° dentro de 7°. Tal implica que
f:(7°) € A9, para t pequeno. De fato, como f; é uma pequena perturbacio
da identidade, nao hd perda em supor que a intersecg ao de f;(7°) com ~°
é nao vazia. Pelo teorema da Alfandega, como f;(7°) é um conexo que nao
possui pontos de fronteira de 7°, caso possuisse algum ponto de ! = mc,
possuiria pontos de v = 97°, absurdo. Donde conclufmos nossa afirmacao de

que f(7?) C 7P

Como 7 é homeomorfo a um disco, pelo teorema do ponto fixo de Brower,
concluimos que f; possui um ponto fixo p € 4. Logo,

_ 't vl — Lin) —
p=p+t-X—(p)=1t-X"(p) O\i,X (p) =0,
>

absurdo, pois X*(p) = 0 < X (p) = 0, e supusemos X sem singularidades.
]

5.2 Exercicios

1. Seja U C R™ um aberto e X : U — R"™ um campo gradiente de classe
C' com uma quantidade (no méximo enumerével de singularidades).
Dada uma trajetéria ¢(-, p) cujo dominio contém R™, mostre que w(p)
ou é vazio ou é um conjunto unitario.

2. Dois campos completos de classe C* X : U — R* e Y : U — R" sao
chamados de campos comutativos se seus respectivos fluxos, digamos
respectivamente, ¢ e 1, comutam. Isto quer dizer que ¢ (¢s(x)) =
Ys(pi(x)), Vs, t € R,V € U. Mostre o Teorema de Elon: Dois campos
comutativos X : S? — TS%? e Y : §? — T'S? possuem uma singulari-
dade em comum.



Capitulo 6

Equacoes lineares

Seja E um espago de Banach, e L(E) o espago vetorial dos operadores lineares
continuos A: E — FE.

Definigao 6.0.1. (Equagoes lineares homogéneas e nao homogéneas). Seja
A I — L(F) uma aplica¢ao continua com dominio no intervalo nao de-
generado I C R. A equacdo linear homogénea definida por A é a equagao
diferencial ordinaria:

T =A(t) - x.

Dado um caminho continuo b : I — E a equacao linear nao homogénea
definida por A e b é a equacao diferencial ordindria:

&= A(t) - x + b(t).

6.1 Caracterizacao das solucoes

Proposicao 6.1.1. Seja & = A(t) - © + b(t) uma equagdo linear ndo ho-
mogénea, com A : 1 — L(E) eb: 1 — E. Entdo a solugcdo ¢(t,t,xo) do
problema de Cauchy correspondente a equagdo acima com condi¢do x(ty) =
xo estd definida para todo t € 1.

Prova: Para provarmos o resultado em questao, basta mostramos que
(-, to, To) estd definida em qualquer que seja o intervalo compacto J C I.

Basta observar que f(t,x) = A(t) - x 4+ b(t) é de Lipschitz em relagao a
segunda coordenada em J x E, sendo J C I um intervalo compacto qualquer,
fixado.

103
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De fato, como A é continua, sua norma ||A(t)|| atinge um valor maximo
em J compacto, digamos, C'.
Desse modo, temos:

[A(#)-2+0(t) = A(t)-y=b(O)[| < |A®)-(z=y)| < [AD)]-lz =yl < C-lz—y]

Pelo corolario 2.1.3 da pagina 46, segue-se a proposicao.
[

Teorema 6.1.2. Seja A : I — L(E) uma aplica¢ao continua no intervalo
I e considere a equagdo linear homogénea (isto é, b(t) = 0) definida por
A(t): © = A(t) -z (%). Entao, o conjunto S das solugoes de (*) é um
espaco vetorial e, fixado tog € I, a aplicagao @, : E — S dada por @, (o) =
(-, to, xg) € isomorfismo linear. Em particular, se E = R™, § € um espaco
vetorial n—dimensional.

Prova: Pela tltima proposigao, sabemos que todas as solugoes de (*)
tém o intervalo I como dominio. Dessa maneira, faz sentido tentar provar
que S forma um espaco vetorial de fungoes. Em primeiro lugar, é imediato
verificar que ¢ = 0 é solugao de (*). Sejam portanto ¢y : [ — Fepy: [ — E
elementos de S e ¢ € R. Dali, temos

dlc-pr+9s)  dpy | dpy

A(t) - (co1+¢2) = c-p1+p2 €S,

portanto temos que o conjunto S das solugoes de (*) é um espaco vetorial.
Mostremos que a aplicagao ®;, definida no enunciado é isomorfismo.
1) ®,, ¢ homomorfismo de espacos vetoriais.
De fato, dados g e yp em E, e ¢ um escalar temos

Dy (20 + cyo) = (-, to, To + cyo),

isto é, @, (xg+cyo) é asolugao de (*) com valor inicial (em tg) de zg+cyo. Por
outro lado, como S ¢ espago vetorial, temos que @, (x) 4+ cPs,(yo) € S. Mas
Dy, (z0)+cPy, (yo) tem como valor em ¢, justamente zo+cyp, logo pelo teorema
de existéncia e unicidade de solugoes (g + cyo) = Py (z0) + Py (v0), €
portanto ®,, ¢ homomorfismo.

2) Sobrejetividade de @y : £ — S.
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Seja ¢ € §, pela proposicao acima temos que o dominio de ¢ = I.
Portanto, dado t, € I, faz sentido considerar o ponto Tg = @(p). Pela
unicidade de solugoes, vale que @y (Zg) = ¢(+, to, To) = ¢(+). Portanto, &y, é
sobre S.

3) Injetividade de ®,,.

Sejam zg, x1 € E, com @y (z9) = Dy, (z1). Dal, p(t,to, x0) = ¢(t,t0, 1), Vt €
I = xy = ¢(to, to, v0) = @(to, to, ¥1) = x1, 0 que prova a injetividade de Py, .

[

Observacao 6.1.3. Devido ao teorema acima, no caso em que F tem di-
mensao finita, nada mais natural para encontrar uma base do espaco de
solugoes da equagao & = A(t) - z (*) do que escolher uma base § de R" e
resolver a dita equagao n vezes, tomando por valor inicial a cada vez um certo
to fixado e um diferente vetor de 5. Em forma compacta, isso é o mesmo que
resolver a equagao linear matricial (**) dada por

X = A(t) - X, X(to) = Xo;
onde Xj é a matriz n X n cujas colunas sao os vetores da base [3.

Definigao 6.1.4. (Matriz fundamental). Suponha que E seja um espago de
Banach de dimensao finita (ou seja, £ ~ R™). Uma matriz ¢(t) de ordem
n X n cujas colunas formam uma base do espago de solugoes de (*) chama-se
matriz fundamental de (*).

Observagao 6.1.5. Se 9 (t) é matriz fundamental, entao ¢ (t) é solugao de
(**) com Xy = 1(tg), Xo matriz invertivel. Isto porque se aplicamos o iso-
morfismo inverso (®,,)"! : & — R" as colunas ¥1(-),...,1,(-), suas respec-
tivas imagens ¢4 (to), ..., ¥n(ty) constituem uma base de R", logo a matriz
cujas colunas sao esses vetores € invertivel. Além disso, também pelo teo-
rema 6.1.2, se 1(t) é solucao de (**) e é invertivel para algum t; € I, entao
é invertivel para todo ¢t € I. De fato, dada uma coluna ¢;(t) de 9 (t), temos
©i(t) = (D)1 (P, (p;(t1))). Como P, e Py, sdo isomorfismos, levam base em
base, logo (fixado t) os vetores ¢;(t) formam uma base de R", o que implica
que (t) é invertivel.

A definicao de matriz fundamental é caso particular da seguinte:

Definigao 6.1.6. (Solucao fundamental). Seja E um espaco de Banach
de dimensao qualquer (possivelmente infinita). Dada a equagao linear ho-
mogénea & = A(t) -« (x), com A : [ — L(F) continua, podemos definir
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uma nova equagao (**), com espaco de fases em L(FE), dada por:
X =A@l) - X, X(to) = Xo € L(E). (%)

Dizemos que ¢ : I — L(F) é uma solu¢io fundamental (relacionada ao
problema (*)) se ela é solugao de (**), com (tg) = Xy € L(E) a ser um
isomorfismo linear de E (injetivo e sobrejetivo).

Mesmo em dimensao infinita, as solucoes fundamentais sao extremamente
luteis, pois conhecendo uma solucao fundamental, podemos facilmente calcu-
lar qualquer solugao do problema linear homogéneo original (*), ou mesmo
de uma variante nao homogeénea deste problema. Para podermos demon-
strar este fato, precisamos provar a proposicao seguinte que é uma versao em
dimensao qualquer da observacao 6.1.5:

Proposicao 6.1.7. Seja E um espago de Banach qualquer e ¢ : I — L(E)
uma solucao fundamental, isto €, 1 € solugcao da equagao

X =A(t)- X; X(t)) = Xo € L(E),

com X invertivel. Entao, para cada t; € I fixado, a aplicag¢ao linear ¥ (ty) :
E — E ¢ invertivel.

Prova: Comecemos pela injetividade. Seja t; € [ fixado qualquer e
sejam yi, 21 € I tais que

Y(ty) -y = ¥(t) - 21

Defina g(t) := ¢ (t) - y1 e 2(t) :== 1(t) - z;. Dai, afirmamos que tanto y como
z sao solugoes do problema de Cauchy

= A(t) - x(t) = P(t1) -y =v(t) - 21
De fato,

W) _ W 1 By ) (0) - = AW - 300

calculos andlogos aplicam-se a Z. A condigao inicial é imediatamente satis-
feita.
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Entao, pela unicidade de solugoes, segue-se que 4(t) = ¢(t) - y; = 2(t) =
¥(t) - z1, YVt € I. Em particular, para t = t¢, temos:

y(to) = Xo-y1 = Xo - 21 = 2(to) = _y1 = 21,

—1
Xy o

pois por hipétese Xy é invertivel. Isso implica a injetividade de 1 (t;) : E —
E.
Demonstremos agora a sobrejetividade de ¥ (¢;). Tome y; € E. Mostremos
que existe r; € F tal que
Y(ty) 21 = 1.

Seja y : I — E a solucao do problema de Cauchy
T =A(t) z;x(t1) = 1.

Dai, seja yo = y(to). Defina z; := X;' - yo. Afirmamos que y(t) = ¥(t) -
x1,Vt € I. Realmente, tal é obtido pelo mesmo tipo de conta que fizemos no
caso da injetividade. Temos que

dy(t) -z dy(t)

e A(t) - (t) - o1,

com ¥(ty) - 21 = Xo- Xy ' - yo = y(to), o que implica nossa afirmacao, por
unicidade da solucao do problema de Cauchy

&= A(t) - z;2(to) = yo.

Mas entao y; = y(t1) = ¥ (t1) - x1, como queriamos mostrar.
O

Proposicao 6.1.8. Seja E um espago de Banach. Sejam ¢ : I — L(E) e
U o I — L(E) solugoes de X = A(t) - X, sendo ¢ fundamental. Entao,
existe uma unica aplicagcao C € L(E) tal que ¥ (t) = ¢(t) - C.

Prova: Considere

LW ) = jt(w‘l(t))-wl() s o

dt
0 () L) -
07 () A Y0 v
w 1

(1 (1)) =

() - n(t) + 97 () - At) - o (t) =
) - wl(t) () Al) (1) = 0=
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Corolario 6.1.9. C € invertivel se, e somente se, Y1 (t) € fundamental.

Prova: Imediata da proposicao e da definicao de solucao fundamental.
De fato, tomando t = ty, temos que

C = (to) - 1 (ty) é invertivel <

Y (to)é invertivel <
prop.6.1.7

1y é solugao fundamental.

]

Proposicao 6.1.10. (Solucao da EDO (***) dada por & = A(t)-x+0b(t), com
x(ty) = xo, conhecendo-se uma solu¢ao fundamental)). Sejam E um espago
de Banach qualquer, I C R um intervalo nao degenerado, A : I — L(E)
eb: I — FE aplicagoes continuas. Se 1 € uma solucao fundamental de
x = A(t) - x, entao a solu¢ao ¢ de (***) é dada por

ot o, z0) = (1) - [ (to) - 20 + / $Y(s) - b(s)ds]

Prova: O argumento aqui repete tanto quanto possivel o caso particular
da reta. Multiplicando a equacao

&= A(t) -z + b(t)

por uma curva incégnita I' : I — L(FE), em que I'(t) seja uma aplicacao
linear invertivel para cada t € I, obtemos:

D(t) & —D(t) - A(t) -z = T(t) - b(t).

Tentamos escrever o membro esquerdo da equacao acima como a derivada
de um produto. Para tal, é necessario que I'(t) seja solu¢do da equagao em
I X L(E):

Z =—7-Alt),

a qual tem 1! como solucao (aqui é o tinico lugar em que a auséncia de
comutatividade faz alguma diferenga).

A férmula do enunciado é entao obtida com a substituicao ¢ : I — R"
dada por

ot) =97 H(t) - p(t) = clto) = 17" (to) - 7o.
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Temos portanto que
c(t) = ¢~ (t) - b(t),

o que pelo teorema fundamental do calculo implica

c(t) = c(to) + /t Y (s) - b(s)ds = ¥ (tg) - x +/t Y (s) - b(s)ds =

(1) = (1) - eft) = (1) - (0~ (o) -0 + / $1(s) - b(s)ds).
]

Proposigao 6.1.11. (Férmula de Liouwville). ~ Suponha E ~ R" e seja 1
uma matriz solugao de X = A(t) - X. Entao vale

det 1(t) = det th(ty) - el TaselALN s

Prova:

Se 1 ndo é matriz fundamental, a igualdade acima ¢é trivial (det(t) =
0, Vt).Assim, suponha 1 fundamental. Note que a igualdade acima (férmula
de Liouville) nos diz que det ¢(t) é solugao de

{?) = trago(A(1)) - y
y(to) = det(y(to))

Portanto, seja ¢(t) = det(¢)(¢)). Dai, denotando a derivada total de det por
det’, temos

92 (t) = et (1)) - 9() = det(4(1) - (A(D) - (1)) =

det(A(t) - 1 (t) o(t) ... Yn(t)) + det(w1(t) A(t) - o(t) ... Uu(t)) + ...
det(¢1(t) a(t), ... A(t)-Yn(t)) = Zdet(l/}l(t) LA () L ha(t) (%)
= ————

posicao j
Observamos que nem trago nem determinante dependem da base adotada
em R™. Escrevamos A(t) - 1;(t) na base 11(t) ... ¥, (t). Isto é,

A(t) - y(t) = Zaz‘ﬂ/}z‘(t)-
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Substituindo em (*), fica:

]Zldet(wl(t) AW (8 (1)) =

posicao j

Zdet(%(t) o Z%‘ﬂ/h‘(t) (1) =

posicaoj
() det(ii(t) ... cijthi(t) ... (1))

Se 1 # j, temos que
posicaoy

pois o determinante é forma multilinear alternada e portanto

n

;<; det (i (t) ... ayi(t) ... Pa(t))) =

posigaoyj

D gy det(va(t) . (1)) = trago(A(D)) - det (1),

como queriamos demonstrar.

O

6.2 Campos lineares a coeficientes constantes

Seja E um espaco de Banach e A : £ — E um operador linear continuo (£
nao necessariamente de dimensao finita). Estudaremos nessa segao a solugao

explicita da equagao
T=A-x;
z(0) = zo.

Comecamos observando que como A é continua, é automaticamente de classe
C* e mesmo analitica. Como vimos na primeira secao deste capitulo, a



Augusto Armando de Castro Junior, Curso de EDO 111

equacao acima tem solugao unica, definida em toda reta. Pela proposicao
6.1.10 tal solugao ¢é da forma

x(t) = (1) - w0,

onde 9 é a (tinica) solugao fundamental (no caso em que F tem dimensao in-
finita, ¥ ndo é uma matriz, mas um elemento de £(E)), solugao do problema
em L£(E) dado por X = A- X, com ¢(0) = I. Calcularemos explicitamente
essa matriz fundamental. Comecemos por calcular as derivadas de x(t) em
todas as ordens, avaliadas em t = 0:

A ZL‘(O)(O) = Tp;
e =3 = 2W(0) = A - 2;
2@ =i=(A-2)=_A a4+ A i=A A z=290) =A%z
=0
Mostremos por inducdo sobre k que 2 (t) = A* - x(t):

1. J& provamos a validade da férmula para k = 0,1, 2.

2. Supondo a formula vélida para k, temos:

$(k+1):x(k):Akx: Ak x+Ak$:AkAx:Ak+lx
=0

Concluimos, em particular, que z(*(0) = A* - z,.

Note que a série Y .-, |[t"A*||/k! é absolutamente convergente, pois tem
seu termo |t A¥|| /k! < |t|*]| A||*/k!, e converge (uniformemente em intervalos
compactos e absolutamente) a série > oo [t|*||Al|*¥/k! = ellIAlL

Como L(FE) é um espago de Banach se E o é, temos que a série -, t* A* /!
converge a um elemento ¥ (t) € L(F). Mostrando que ¥ ¢é solucao funda-
mental, temos que ¥ = 1. De fato, ¥(0) = I e dos teoremas de derivacao de
séries de poténcias temos que

U(t) =) k-t AR R = Y AEAR (- 1) =
k=1 k=1

A AR = AL W(t).
k=0

Portanto, ¥ = 1 é a solucao fundamental do problema & = A-x. Isso enseja
a proxima definicao:
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Definigao 6.2.1. (Exponencial de um operador linear) Dado um operador
A€ L(E), a exponencial de A é o elemento e € L(E) definido por:

et = Z ARk
k=0

Proposicao 6.2.2. (Propriedades da exponencial). Dados operadores A, B €
L(E), temos as sequintes propriedades da exponencial:

1. Se A é um operador linear equivalente a B, isto é, se existe um iso-
morfismo linear P € L(E) com B = P-A-P~!, entdo e € equivalente
ael, comeP =P.et P71

2. A-B=DB-A= B-e* = e B; em particular, todo operador A comuta
com sua exponencial e

3. efA+B) — gtA  elB oo A. B = B . A; em particular, e * - 4 = eA4 =
ed e = e =1, o que implica que e € sempre um isomorfismo

(sobrejetivo) de E.

Prova: Daremos apenas um esbogo geral da prova da proposicao, que é
assaz simples. Os detalhes sao deixados para o leitor.

1. Se B=P-A- P! entao para qualquer iterado

B"=P-A-P'P-A.-P' P.A-P'P.A.-Pl=p.A". P

'
m vezes

Similarmente, mostra-se que se f ¢ um polinomio, f(B) = P-f(A)-P~L.
Por argumento de passagem ao limite, o mesmo vale para séries de
poténcias absolutamente convergentes, como é o caso da exponencial.

2. O argumento é similar ao do item anterior, mostrando-se que se B
comuta com A, entao comuta com as poténcias e polinomios de A e,
passando-se ao limite, com as séries de poténcias absolutamente con-
vergentes de A.

3. (<) A prova segue o padrdo de demonstragoes similares vistas em
Anélise Complexa. Detalhes sao deixados como exercicio.
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Como A comuta com B, vale a férmula do binomio de Newton. Dal,

+o0
6t(A+B) — Z(tA+tB /nl ZZ < )tn jAn JtJBJ/nl

n=0 n=0 j=0

& (tB)!
ZZ TR

n=0 j=0

(pois a série da exponencial é absolutamente convergente)

=~ (tA)" = (tB
§204 3B ko
~ nl = al
(=) Supondo e/4*B) = ¢t4 . ¢tB derivando-se em ambos os membros

desta equacao em relacao a ¢, obtemos:
(A+B)-et(A+B):A-etA-etB+etA-B-etB<:>

A-eth . etB L B.otA . otB = f.otA . otB 4 otA. B otB o

oe~tB
Bt =¢et. BVt € R.

Derivando-se novamente em relacao a t a equacao acima obtida, encon-
tramos

B-A-et=A-e". B;
avaliando-se a iltima igualdade em t = 0, segue-se que

B-A=A-B.

]

6.3 (C'-Conjugacao de campos lineares a coe-
ficientes constantes

Lema 6.3.1. Seja E um espago de Banach e sejam A € L(E), B € L(E).
Dadas as equagoes & = A-x (1) e & = B-x (2), entio (1) e (2) sdo
linearmente conjugados se e sé se 3C € L(E) tal que C- A= B-C, com C
invertivel.
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Prova: (<)
C-A=B-C=C - tAC'=tB=C -0 "= = C . =¢B.C.

Dado xy € E, os fluxos ¢4 de (1) e pp de (2) tem a forma:

AJ?O
B

9014(7; xO)

ot
op(t,xg) = €'

} = (- @A(t,l’o) = QDB(t7C . l‘o).

.xo

Logo, (1) e (2) sao linearmente conjugados (conjugados por isomorfismo lin-
ear).
(=) Temos que

C-palt,zo) = pp(t,C-x9) < C-et gxyg=e®P.-C 29,V € E &=
C.etA. 071 = ¢tB o etGA-C*1 — B
Derivando a tltima expressao em t e avaliando o resultado em ¢ = 0, vem:
C-A-CCACT = B¢ ()= C-A-C'=B.
O

Proposicao 6.3.2. Os campos lineares © = A-x (1) e & = B-x (2) sdo
C'—conjugados se e s6 se A e B sdo similares; portanto, se e sé se sdo
linearmente conjugados.

Prova: (<) Imediato do lema 6.3.1

(=) Inicialmente, suponha que o difeomorfismo h que conjuga (1) e (2)
seja tal que h(0) = 0. Daf, temos que h(e!-z) = e'-h(z) implica, derivando
em relacao a t:

Dh(ett . 2)-A- e .z =B - e h(x).
Substituindo em ¢ = 0, fica:
Dh(xz)-A-x=B-h(x),Vr € E.
Dado A € R\ {0}, escrevemos:

Dh(Az) - A-dx =B -h(\x) = Dh(Ax)-A-x=B-h(Ax)/\ =
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(fazendo A — 0)

Dh(0)-A-z=B-lim (ho\x)> =
A—0 A
B.limM:B.Dh(O).x’
A—0 A
o que implica que Dh(0) conjuga A e B, e portanto pelo lema 6.3.1, (1) e (2)
sao linearmente conjugados por Dh(0).
Suponha agora que h(0) = ¢ # 0. Defina H(z) := h(z) — c¢. Claramente
H é homeomorfismo como composi¢ao de homeomorfismos. Note que

hie" - ) = e - h(z) = ¢ = h(0) =P - h(0) = e'P - c.
Dessa forma, temos:
H ) =he - z)—c=¢€P hiz) —c=

P oh(z) — P c=eP . (h(zx) —c) =P H(x).

Logo H € C" conjuga (1) e (2), com H(0) = 0, e recaimos no caso j& provado.
0

6.4 Revisao de Algebra Linear

Nesta sec¢ao relembramos muitos dos resultados sobre as representacoes ma-
triciais mais simples que podemos obter para operadores lineares em di-
mensao finita. Como sabemos, tais resultados sao o objetivo principal dos
bons cursos de Algebra Linear. Mais precisamente, dado um operador linear
A E — FE definido em um espaco vetorial de dimensao finita, gostariamos
que fosse sempre possivel encontrar uma base no Espago E na qual A tivesse
uma representagao matricial como matriz diagonal. Ora, escrever um op-
erador A como uma matriz diagonal aplicada aos vetores de E, quer dizer
simplesmente que existe uma decomposicao F := F1@®---® E, de E, em que
a restricao de A a cada Ej,7 = 1,...,s ¢ um multiplo da identidade. Isso,
em geral, nao é verdade, como mostram os préximos exemplos em £ = R%:

Exemplo 6.4.1. Seja A : R? — R? dada por

- (2).()



Augusto Armando de Castro Junior, Curso de EDO 116

Um célculo simples nos dé que se A(z,y) = A (z,y), entdo necessariamente
A = 2e (z,y) é um multiplo de (1,0). Ou seja, o unico espago restrito
ao qual A se comporta como miltiplo é a reta gerada por (1,0), o que é
insuficiente para termos uma decomposiciao de R? do tipo que falamos no
paragrafo anterior.

Exemplo 6.4.2. Seja A : R? — R? dada por

-t 3)-6)

Essa aplicac¢ao corresponde a composi¢ao de uma rotagao (de um certo angulo
maior que zero e menor que 7/2) com um multiplo da identidade. Logo, com
calculos andlogos ao do exemplo anterior, é ficil provar A nao é um multiplo
da identidade, se restrita a qualquer subespaco nao trivial de R?.

Lembramos aqui o elementar Teorema da dimensao do Nicleo e da Im-
agem:

Teorema 6.4.3. (Dimensao do Ntcleo e da Imagem.) Seja E um
espaco vetorial qualquer e A : E — V uma aplicacdo linear entre espa¢os
vetoriais quaisquer E, V. FEntdo a dimensio do Nicleo de A (isto €, a
cole¢do dos vetores v € E tais que A(v) = 0, denotada por ker(A)), somada
a dimensao da Imagem A(FE) de A, € igual a dimensdo de E.

Prova: Seja EC Eum espago complementar a ker(A) em E, isto é, um
espaco tal que ker(A) N E = {0} e ker(A) + E = E. Dai, ker(A|;) = {0}
e portanto Al é um isomorfismo sobre sua imagem. Dado w € A(FE),
existe v = vy + 0 tal que A(v) = w, com vy € ker(A) e » € E. Logo,
A(v) = A(v) + A(v) = A(v), o que implica que a imagem de A é igual
a de A|gz, e portanto, ambas possuem a mesma dimensao de E, o qual é
complementar a ker(A). Donde se segue o teorema.

[

Agora, suponha que A\ seja um autovalor de A : K — E, E um espago
vetorial de dimensao finita e que ker(A — A1) N (A —M\I)(E) = {0}. Entao
pelo teorema acima, temos que E = ker(A — \I) @ (A — MI)(E). Como
E(X\) := ker(A — \;) é deixado invariante tanto por (A — A1) como por A,
ele é deixado invariante por A = (A—X;1)+AI. O mesmo raciocinio se aplica
a By = (A— MI)(E), que também ¢é invariante por A. Se ker(A — X\;1) N
(A= NI)(E)={0},j=1,...,s, podemos aplicar recursivamente o mesmo
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argumento a A|g, , obtendo uma decomposigao invariante E = E(\)BE()\,),
onde {A1,...,As} sao os autovalores de A, e A|g,) = A\jI|g(,), ou seja A é
diagonalizavel.

Mas como vimos nos exemplos mais acima, nem sempre ker(A — X\;I) N
(A—=X;I)(E) = {0}. Desse modo, o resultado que temos em geral é o seguinte

Teorema 6.4.4. (Teorema da decomposi¢io em autoespacos generalizados).
Sejam A : C* — C" um operador linear complezo e Sp(A) o conjunto dos
autovalores de A. Entao existe decomposi¢io C* = ®ycspa)E(N) onde:

e A-E(\) C E(N).

o (A —X)|pw) € nilpotente, isto é, (A — X)¥|gny =0, para algum k <
dim(E(N)).

Para a prova desse teorema, precisamos do seguinte lema:

Lema 6.4.5. Seja E um espago vetorial, dim(F) =n < +oo. Seja T : E —
E um operador linear. FEntao, existe uma decomposicao em soma direta
E = FEy® E; tal que

o T'-Ey C Ey eT|g, ¢ nilpotente, com nulidade menor ou igual a di-
mensao de Ey.

[ ] T'E1:E1.

Prova: Note que se T fosse tal que T'- E N Ker(T') = {0}, nada mais
terfamos a mostrar (bastaria tomar Fy = Ker(T) e £y = T - E). Isso nao
ocorre em geral. Entretanto, podemos mostrar que ocorre para algum 7,
1 < m < n. De fato, as sequéncias abaixo se estabilizam (em certo m < n):

Ker(T) C Ker(T?) C --- C Ker(T") C E,

T-E>T*> E>--->T"-E.

A estabilizacao de tais sequéncias ocorre porque a dimensao de E é finita.
Note que se Ker(T") = Ker(T"™!), entao Ker(T""?) = Ker(T*"'), pois se

veKer(TH) = T2 . v=0=

THYT -v) =TT -v) =0 =

~
T-veKer(Ti*+1)=Ker(T")
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v € Ker(T").

Logo, por indugao, temos nesse caso Ker(T7) = Ker(T"),Vj > i.
De um modo andlogo, se T*(E) = T**}(F) entao

T -TNE)=T-T"E)=T""(E)=T"E)

Logo, T'(E) = T’(E), Vj > i.

Tal implica que as sequéncias acima realmente se estabilizam até, no
méaximo seu n-ésimo termo. Além disso, sao estritamente monétonas (re-
spectivamente, crescente e decrescente) até um indice a partir dos quais elas
se tornam constante.

Mostremos que esse indice é o mesmo para ambas as sequéncias. Suponha
que a sequéncia de imagens de E estabiliza para m < n. Isso implica que

T/ T"(E) = By = T"(E),¥j > 0 = T(Ey) = E.

Dai, pondo FEy := Ker(T™), temos que dado v € Ker(T™"!), como T™**.
v = 0 se por absurdo v & Ker(7T™), entao

" -v#0€ E = T-(T"-v)#£0

T|g, ¢ isomorfismo

(absurdo, pois v € Ker(T™"!)). Observamos ademais que se 1 é o primeiro

indice em que a sequéncia de ntcleos se estabiliza, entao se supusermos 7" -

ED>T™.E=T(T™ F), segue-se que existe 0 # v € T™(E) tal que T-v =
£

0. Seja portanto w tal que T™ - w = v. Entdo w € Ker(T™ )\ Ker(T™),
absurdo. Concluimos dos paragrafos acima que m = m, isto é, ambas as
sequéncias se estabilizam exatamente para um mesmo indice. Até o indice
m, as inclusoes dos espacos dessas sequéncias sao estritas. Em particular,
concluimos que a dimensao de Ey = Ker(7T™) é maior ou igual a m, ou por
outra, que a nulidade (menor nimero de iteragoes que anula um operador
nilpotente) de T'|g, é menor ou igual a dim(FEj).

Pelo teorema do nicleo e da imagem, temos que dim(Ey) + dim(FE;) = n.
Para mostrar que £ = Fy & F, basta ver entao que Ey + E; gera o espago
E. De fato, seja z € E. Tomando T™(z) € E; = T™(E) = T*™(E) =
Jy € E;T™(x) = T*"(y) = T™(x — T"(y)) = 0. Logo

r=(x—-T"(y) +T"(y),
———

eKer(T™)
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o que implica que Fy+ E; geram E e dadas as dimensoes desses espacos, Fy
e F estao em soma direta.
O

Podemos agora proceder a prova do teorema de decomposicao em au-
toespagos generalizados:

Prova: Seja A\; € Sp(A). A existéncia de um tal \; é devida ao teorema
fundamental da algebra aplicado ao polinomio caracteristico de A dado por
p(A) = det(A — X - I) (os autovalores de A sdo as raizes desse polinémio).
Aplicando o lema a T := A — \; - I, obtemos que C" se escreve como C" =
E(M\) @ Ey, com T| g,y nilpotente e T'|g, isomorfismo. Como sabemos que
dado um autovalor (por exemplo, A1), existe pelo menos um autovetor v; que
lhe corresponde, temos que v; € Ker(A—X\;-I) C Ker((A—XA-1)™) = E()\),
o que implica que E();) é nao trivial. Como ja dissemos, (A — A1)|gn,) €
nilpotente, com nulidade k = m < dim(F(A;)). Como (A — X - I)(E(\)) C
E(\y), vale ainda que

A(B(N)) = (A= - DEO)) + A - T(E() € EOw).

Note ainda que T'(E;) = Ej, portanto, (A — A\ - I)(E;) = Ej, e se tomamos
v € Ey, entdao A-v—\-v € F; = A-w € E;. Donde obtemos que A(E;) C Fj.
Observamos ainda que:

o Alg, : Ey — Ey nao contém autovetor de A que nao seja do autovalor
A1. De fato, se A # \; é um autovalor de A, se por absurdo existisse
um autovetor v de A contido em Ej, obteriamos:

(A=X)v=Av-Av=A=A)v=>Tv=A=-\)-v#0VjeN
o que ¢ uma contradi¢do com o fato de que T'|g, é nilpotente.

e Todos os outros possiveis autovetores de A, referentes aos autovalores
distintos de A1 estao contidos em E;. Realmente, suponha por absurdo
que existe um autovetor v € E de um autovalor A € C mas v ¢ F; e
v ¢ Ey = E(\). Entdo podemos escrever v = vy + v1, com vy € Ej
e v; € E7 nao nulos. Supondo que k; seja a nulidade de (A — \)|g,,
obteriamos:

E1 % ()\—Al)kl V= (A—Al)kl U= (A-)q)kl 'U0—|—(A—)\1)k1 U1 =
((A = \p)|g, € nilpotente)
(A — )\1)k1 -V € E17
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absurdo.

Logo, Alg, : E1 — Ej, e podemos reaplicar o lema, dessa vez tomando
um autovalor Ay de A|g,. Af obtemos C" = E(\)® E(\y) @ Es; continuando
Eq
nesse procedimento até que E; = {0} (e por conseguinte, sejam exauridos
todos os autovalores de A, que s@o em numero finito pois o espago tem
dimensao finita) segue-se o teorema.
O

Definigao 6.4.6. (Operador diagonalizavel.) Seja K = R ou K = C e
E ~ K" um espago vetorial de dimensao finita sobre K. Um operador
D : E — E é dito diagonalizavel se existe uma base § = {vq,...,v,} de
autovetores de D. Em particular, a matriz de D na base # é uma matriz
diagonal.

Lema 6.4.7. Seja E ~ C". Dois operadores diagonaliziveis D : E — E
e D : E — E comutam se, e s6 se, possuem uma base comum de autove-
tores, isto €, existe uma base B de E cujos elementos sao simultaneamente
autovetores de D e D’.

Prova: A reciproca é trivial e a deixamos para o leitor como exercicio.
Suponhamos portanto que D e D’ sejam operadores diagonalizaveis que co-
mutem. Sejam E(\;),..., F()\;) os autoespagos associados aos autovalores
{A\, ..., A} = Sp(D). Dado v; € E();), temos:

DD'(vj) = D'D(v;) = D'(Ajv) = A;D'(vy) =
D'(vy) € E(N;) = D'(E(X;)) C E(\)).

Note que como D|g(y,) = A;j - I, a representacao de D em qualquer base que
seja justaposigao de bases de E();) é uma matriz diagonal.

Seja F = @’;/:IE'()\;) a decomposicao em soma direta de E em au-
toespagos de D'. Suponha por absurdo que E(X\)NE'(X)) =0, Vg =1,... k.
Isso implica que E()\;) é um espago nao trivial invariante por D’ sem autove-
tores de D' (ja que qualquer autovetor de D’ pertence a algum E'()))), o que
nao € possivel em um espaco complexo nao trivial. De fato, pelo teorema
6.4.4 aplicado a D := D'|p;), temos que E();) = @ZZIE(/\;-q) ¢ uma de-
composi¢ao de E();) em espacos invariantes por D’ e portanto por D', com

A

E(X, ) = ker((D} — X, )"). Ora, mas

(D; - /\;q)n : U;q = (D, - A;q)n ’ U;q’vv;q < E()\;q)7
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o que implica que se v} € E()\;q), entao vj € ker(D'—\} )" = ker(D' — )‘}q)-
Ou seja, R
E(X,) Cker(D' =X, )N E(\;) = E'(N, ) N E(\));
sendo que claramente vale também a outra inclusao.
Segue-se que

E(Xj) = @y (E'(X;,) N E(N)).

Tomando-se bases de E();) que sejam a unido de bases de (E’()\;-q) NE(X))),
obtemos uma base [ cujos elementos sao simultaneamente autovetores de D
e D

O
Corolario 6.4.8. Todo operador linear A : C* — C" se escreve como A =

D+ N, comD-N = N-D, onde D é um operador diagonalizdvel e N é
nilpotente. Além disso, tal decomposicao € unica.

Prova: Definamos o operador linear D em C™ definindo-o em cada E()\;)
da decomposigao em soma direta C" = Drespa)E(A) = D) E();). De

fato, definimos D|g(x;) := A;j - I|g(y;), 0 que implica definirmos N|g,) :=
(A=X-Dlen)-
Seja
B ={v11, -y Vldys s Urly oy Upd, }s
onde

d; = dim(E();)) e {vj1, ..., vj4;}

constitui uma base de E(\;). Como os E()\;) estdo em soma direta, temos
que ( é base de C". Dal,

A 0 L 0
D A i E(\) o | .
"V = A U1, VU € 1
: ~ Dy— 0 A O
D v, =\ v, Yu. € E()\) 0 0 A
0 ... .0
0 ... 0 A

Portanto, D é diagonalizavel. Que N é nilpotente, j4 mostramos (imedi-
ato do teorema de decomposigao em autoespagos generalizados). Note que

A|E(/\j) = D|E(>\j) + N|E()\j) = A=D+ N.
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Vejamos que vale D - N = N - D. Para tal, basta mostrarmos que, dado
v € E()N), para E(\) qualquer, vale D- N -v = N - D -v. E de fato, neste
caso temos:

CE(X)

Dlgpy - (A=A |pey v =g - (A= A)|gny v =

S6 nos resta agora mostrar que a decomposigao acima (A = D 4+ N, com
D diagonalizavel, N nilpotente e D - N = N - D) é unica.

De fato, se D+N = A = N'4+D’, como sempre, basta que nos restrinjamos
a mostrar que N = N’ e D = D’ se restritos a um FE(\) fixado arbitrario.

Restritos a tal E()\), temos:

M+(A=MN)=N+D =X —D =N —(A— ).

Note que todos os operadores comutam com A, e, do acima, vemos que co-
mutam entre si. Pelo lema 6.4.7 se dois operadores diagonalizaveis comutam,
existe uma base de autovetores comum a ambos, isto €, eles sao simultanea-
mente diagonalizéveis (a reciproca também é obviamente vélida).
Seja k a nulidade de N e k' a nulidade de N’. Considerando que D —
D’ = N’ — N, elevando ambos os membros desta equacao a (k + k'), temos,
usando o binémio de Newton (veja que N’ comuta com N |g(y)) que o segundo
membro é zero. Isto implica que (D — D’ )k““' = 0, o que para um operador
diagonalizavel implica que (D — D’) =0, isto é, D = D', e dai, N = N'.
[

Corolario 6.4.9. (Teorema de Cayley-Hamilton). Existe um polindmio p de
grau menor ou igual a n tal que p(A) =0 € L(C™).

Prova: Tome como polinoémio p(x) = (z—A)* - (z—\,)*. Considere
entdo a matriz Z = p(A) = (A — M\ D)k - ... (A — \.I)* (lembramos que
k; é a nulidade do operador (A — A;)|g(,)). Para mostrar que Z = 0, basta
mostrar que Z|pp) = 0, com A = Ay,..., A, Seja v € E(A). Dai, como A
comuta consigo mesma e com \;/, temos que

Zov=A=-2)" (A= X*N . (A=) e =
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(A—/\l)kl-----(A—AT)kr-<A—/\)k(>‘)-U:O,

pois (A — A\)*™ .y = 0, para todo v € E()).
[

Lema 6.4.10. (A ser usado no Teorema da forma de Jordan). Seja E
um espago vetorial, dim(E) < +oo e seja T : E — E um operador linear
nilpotente, isto é, existe um primeiro k € N tal que T* = 0. Entdo existe
uma base de E formada pela unido de um niumero finito de listas ordenadas
de vetores linearmente independentes {vi1,..., V14 }, .- {Vg1,--.,0q,,} tais
que em cada lista, os vetores sao levados por T sucessivamente no sequinte,
até que o tultimo seja levado no zero: T - v = Vsj,—1...1T -vs1 = 0, com
s=1...q.

Prova: Vimos do lema anterior que

{0} = Ker(T") g Ker(T') g g Ker(T") = E.

Comecemos nosso algoritmo por E*~!, um espaco complementar de Ker(7T%~1)
dentro de Ker(T*) = E. Note que

TSE Y NKer(TV) ={0},V1<s<k—-1eV0<j<k—s—1

Em particular, T(E*~!) é imagem isomorfa de E*~'. Fixe vy g 1 ... 0y 41
uma base de E*~! e considere seus iterados 7" *(v,_1) = v,5, com k >
s>1el<r<¢g,oquejanosdd se nao todas, algumas das sequéncias do
enunciado. De fato, para ver que os espagos

Ek—l T. Ek—l o Tk—l . Ek—l

estao em soma direta, observamos inicialmente que todo vetor nao nulo em
E*=1 precisa ser iterado exatamente (no minimo) k vezes por T para ser
levado no zero. Isso implica que cada vetor nao nulo de T - E*~! precisa ser
iterado k — 1 vezes por T para ser levado no zero, e assim por diante. Vemos
deste raciocinio que os espacos considerados tém inteseccao dois a dois igual a
{0}. Para vermos que estdo em soma direta (embora esta soma nao perfaca
necessariamente o espago FE), seja v, # 0 pertencente a um dos espagos
acima, digamos v, € T*=% . E*=1. Dai, T* - v, = 0, e T?(v,) # 0,V0 < j < s.
Mostremos que v5 nao pode ser expresso como combinacao linear de vetores
nos demais espacos, do tipo:

Vg = E V5,05 € T gkt a; nao todos nulos.
J#s
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Realmente, se pudesse, terfamos, podemos mostrar que todos os «; sao nulos.
Procedamos pelo principio da Boa Ordenagao. Seja B = {j > s;a; # 0}.
Mostremos que B é vazio. De fato, suponha que nao. Seja r o maximo de
B. Dal,

0=T""1o, = ZajTT_lvj = o, T" v, = a, = 0; (absurdo).
s

Assim, todos os «; com j > s sao nulos. Por outro lado, dai obtemos que

0£T v, = Zast_lvj =0,
j<s
o que implica que v, nao pode ser expresso segundo uma tal combinacao de
vetores.

Agora, tome E¥2 O T(E*!) um espaco complementar de Ker(T%2)
dentro de Ker(T*~1). Repetimos o mesmo raciocinio de antes, a E*~2, descar-
tando as sequéncias de vetores j& contidas nas sequéncias de £¥~!. Como
o espaco tem dimensao finita, em um numero finito de passos o lema estéa

provado.
m

Teorema 6.4.11. (Forma de Jordan- caso complexo). Seja A : C" — C"
um operador linear com autovalores complexos distintos A\ ...\, 1 <r <n.
Entao, existe uma base 3 de C"™ na qual o operador é representado pela matriz

AM Ooul 0 ... 0 0
0 ) ) )
0 A0

Ag= |0 0 X Ooul
0 ' 0
0 0 A Ooul
0 0 Ar

Prova: Aplicamos o tltimo lema a (A — A, - I)|g(n,). Pelo lema, existe
uma base 3, de E(A\y) em que (A — Ag - I)|g(,) € representada pela matriz

0 Ooul O ... 0
0 0 oo 0.
0 0 Ooul

0o ... 0
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Note que nessa base, como em qualquer outra base, (A, - I)|g(,) se escreve
COmo:

M O0... 0
o . 0
0 ...0 X\

Como Alging = (A1) o) +(A=Xe-1)|(n,) segue-se que A|g(y,) se escreve
na base 5 como:

A Ooul 0 ...0
0 Ak 0.,
0 . . Ooul
0 e Ak
Tomando a base ordenada [ formada pelos vetores em (,..., 3., da in-

variancia de cada E(\;) obtemos que o operador A na base ( se escreve
como:

A Ooul 0 ...0 0

0 A1 0., :

0 Ooul

0 A1 0

Ag=10 0 0

: A Ooul 0 ...0
0 Ar 0...
0 . Ooul

0 0 Ar

]

Definigao 6.4.12. (Complexificado de um operador real). Considere um
operador linear A : R — R", C" = R*" @ R" = (R"); & (R")q, onde (R"); :=
(R™,0) e (R")y := (0,R™). Se v = (v1,v2) € R* @& R", entdao definimos o
complezificado A : C" — C" o operador estendendo A dado por

Aop= (A-v, A-vy) = A v +iA - v,

Definigao 6.4.13. (A aplicacao conjugagdo — : C" — C"). Dado v € C" =
R™ @ R", v = (v, v9), a aplicagao conjuga¢do — : C* — C™ é o isomorfismo
linear dado por

U = (v1,v9) := (v1, —0v2).
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Proposicao 6.4.14. Seja A : R — R" um operador linear real. Entao o

complexificado A de A comuta com a aplicacdo de conjugacdo, isto é, A-v =
A-v, YveCr.

Prova: A prova é direta:

Aov= (Ao, —Avvy) = (A-v, A —vy) = 4.7,
0

Teorema 6.4.15. (Forma de Jordan- caso real). Seja A : R* — R" um
operador linear com autovalores reais A\ ...\, e autovalores complexos nao
reais a;+1by, . ..as+1ibs . Entao, existe uma base B de R™ na qual o operador
¢ representado pela matriz em blocos na diagonal

J 0 0
. .
P 0 J
a 0 J ol’
J,

onde cada Jp,1 < k <r € da forma:

A Ooul O ... 0
0 . 0oul
0 by

e cada jl, 1 <1< s € da forma:

ap bl C1 0 0... 0

—bl ay 0 C1 . 0
0 R Cq 0
. 0 Cq
0 ay bl
0 Ce 0 —bl ap

onde cada cc =1 ouc,=0,e=1...d.
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Prova: Note que identificamos A com A|gn),. Dividiremos a prova em
varios passos, por razoes didaticas:

1. Como A provem de um operador real, se A é autovalor de A, 0 mesmo
vale para \, e se v é autovetor correspondente a \, T é autovetor as-
sociado a \. De fato, como A é o complexificado de um operador
real, a decomposicio C" = (R"); @ (R"), é invariante por A, isto é,
A‘(Rn)l . (Rn)l C (Rn)l e A’(Rn)2 . (Rn)g - (Rn)g Dali,

Av=Nv=\NT=A-T=\-7.

2. Como A é operador real, se A é um autovalor qualquer de A, entao
E(\) D fl; E(\) = A-E()), o que implica que E()) é deixado invari-
ante por A. Ademais,

(A= N9(EN) =04 (A- NB(EN) =0 & (AN (EN) = 0.

Isso significa que (A — \)| B € (A— X”W sao operadores nilpotentes

de mesma nulidade. Dai, A ¢ o tinico autovalor de A em (A). Além
do mais, lembramos que E(\) = Ker((A — A% D Ker((4A — A\)*),

conforme o lema 6.4.5. Em particular, F(\) C E(X). Trocando A
com ), obtemos que E(A\) C E()), donde tiramos, ja que a conjugacao
é um isomorfismo (sesquilinear), que dim(E(X)) = dim(E()\)) e que

E(\) = E(\).

3. Como j& observamos, A|gny, é (identificado com) nosso A original.
Note que se A; é um autovalor real, do item anterior temos E(\;) =

E(\;) = E();). Tal implica que tomando wy, ..., wy, uma base de
E(A;) e a base formada pelos conjugados wry, ..., Wy, entdo as partes
reais (wi4wn)/2, ..., (wa,+Wg;)/2 e imagindrias (w;—wy)/21, . .., (wg; —

Wgq,)/2i pertencem a E();). Ademais, tais vetores (que sdo reais)
geram FE();) enquanto espaco complexo, ja que por exemplo, geram
wy, ..., wq,. Em particular, do conjunto dessas partes reais e ima-
gindrias, podemos extrair uma base de vetores reais de E()\;). Os
vetores desta base sao linearmente independentes sobre C, o que quer
dizer que sao linearmente independentes enquanto vetores reais, so-
bre R. Isso significa que esses vetores sao uma base do espaco real
E(X\;)N(R™)1, ja que tal espago tem como dimensao real maxima igual
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a dimensdo complexa de E()\;). Pelo teorema da decomposigao em
autoespacos generalizados, 121|E()\j) = Aj - Ilep,) + (fl — A Dlewy)-
Note que tais parcelas deixam invariante (R™);, pois A; € R. Como
(A=) - I)|e(»,) € nilpotente, e deixa E();) N (R™); invariante, pode-
mos aplicar & mesma o lema 6.4.10, obtendo uma base de vetores (reais)
na qual (A — \; - I)|B(xj)nmny, se escreve como

0 Ooul O ... 0
0 .
0 Ooul
0o ... 0

Definindo E := @j_, E();), e justapondo as bases de vetores reais en-
contradas acima para diferentes valores de 7, em uma base v de do
espago F N (R™);, seguindo a prova do teorema da forma de Jordan,
versao complexa, temos que:

A Ooul 0 ...0 0

0 A1 0., :

0 Ooul

0 A 0

(Alpn@ry )y = | 0 0 0

: A Ooul 0 ...0
0 Ar 0...
0 . Ooul

0 0 Ar

4. No caso dos autoespacos generalizados de autovalores complexos com
parte imagindaria nao nula, a situagao é uma pouco diversa. Comecemos
por fixar um autovalor A complexo (e com parte imaginédria nao nula)
de A. Observamos que nesse caso, dim(£(A) N (R,)1) = 0. De fato,

nesse caso A # A, e como vimos E()\) = E()). Logo

E(N)NER) ={0} = E(\) N E\) = {0},

o que significa que F()\) (assim como E()\)) ndo possui vetores reais.
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5. Por outro lado, o espaco E = E()\) @ E(X) possui uma interseccio nio
trivial com (R")!. De fato, dado um vetor v = (vy,vy) = vy +1i - vy €
E()) sua parte real v; pertence a E, bem como sua parte imaginaria
Vg:

v =W+7)/2; vo=(v—71)/(21),
0 que em outras palavras quer dizer que (vy,0) € EN (R™); e que
também (vy,0) € E N (R™);.

6. Observe que se wy,...,wq, constituem uma base que deixa A|g(y) na
forma de Jordan (complexa), o mesmo pode ser dito de wy, . . ., Wg, com

. e ~ . ,
respeito a Am. Dado v € E, designemos sua parte real por v' e sua
parte imaginéria por v” que, como vimos acima, pertencem também a

EnN(R");.
Portanto, dada a base n de E dada por wy,...,wq,,Ws,...,Wq, OS
vetores wy, wy, ..., wy ,wy constituem uma base y5 de £ como espago

complexo, bem como de EnN (R™);, como espago sobre R. De fato,
para ver isso, basta observar que o conjunto {w},wy, ..., w; ,wy } gera
a base 7 acima, e tem a cardinalidade da dimensao (complexa) de
E, logo tais vetores sdo linearmente independentes (olhando-os como
vetores complexos). Ou seja, tais vetores constituem uma base do
espaco complexo E. Mas se sdo linearmente independentes sobre o
corpo dos complexos, (sendo também vetores reais), também o sao
sobre o corpo dos reais. Como a dimenséo real de ENR™ é (no maximo)
2 - dy, isso implica a afirmacio de que {w),wy, ..., wy ,wy } sao uma
base de F N (R™);, como espago real.

7. Agora s6 falta mostrar que na base 7, /Zﬂ Fr(re), tem a forma de J,
do enunciado. Isto é obtido por calculo dlreto pois sabemos qual a

representacio de A na base 1 de E e como ela se relaciona com a base
(como espaco sobre R) v,. Realmente, temos que

A C1 0 0
0 - .

>|

C1 0
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onde ¢y,...,cq,—1 s80 constantes que podem ser igual a zero ou 1. A
j—ésima coluna (1 < j < d,) acima é a representagao de 121|E - wj na
base 1. Do mesmo modo, a (dy + j)- ésima coluna (1 < j < d,) acima
¢é a representacao de fl| 4 - Wj na base 7.

Temos, por exemplo, que:

A‘w,fl-w1+/~lw_1_)\-w1+x-w_1_
! 2 B 2 B

(escrevendo A = a + bi)
(a+bi)- (w)+i-w)+ (a—0bi) (w)—i-w])
2

o / "
=a-w; —b-wj.

Similarmente, calculamos que A - w{ = b-w] + a - w]. S6 com essas
contas, ja obtivemos que

a b ?

- -b a ?
(A‘EO(R”)l)%\ —10 0 7
: ?

Temos, atuando A em wj e wy:

o _Awy+ AWy cwi A A wy e T AT
2 2 2

c1-wy+a-wy—b-wy;

Awg—Aw_g cl-w1+)\-w2—cl-w_1—>\w_2

N
wg\
I

21 21
c1-w) +b-wy +a-ws.

Tais computagoes ja nos dao a forma:

a b ¢ O
b a 0 ¢
(A’Em(Rn)l)w =10 0 a b
o =b «a
0O 0 0 O

Prosseguindo nessas mesmas contas, obtemos a forma desejada, justapondo
as (sub)bases 7 e as diversas 7, de modo a obter uma base de (R");.
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Observacao 6.4.16. Quando tratarmos de operadores reais, designaremos
por E()\) o autoespago generalizado real associado a A, se A for real. Caso
contrario, abusando um pouco da notagao, designaremos por E(\) a soma
dos espacos complexos associados a A e )\, intersectada com (R™); ~ R™.

O

6.5 Aplicacoes da Forma de Jordan

Nesta secao veremos que as matrizes na Forma de Jordan possuem uma ex-
ponencial bastante simples. Usaremos este fato para duas aplicacoes bem
distintas: classificar topologicamente as equacoes lineares a coeficientes con-
stantes e estudar as equacoes lineares de ordem superior a coeficientes con-
stantes.

Comecemos por analisar uma equacao do tipo

j/‘ — A . QZ, tA
t) = e

{x<0> — g A=,
onde A é uma matriz n X n constante, real ou complexa. Vimos que no caso
em que A é uma matriz complexa, A = D + N, com D diagonalizavel e N
nilpotente (digamos, com N™ = 0), D- N = N - D. Tal comutatividade
implica que

2772 m—1 pnTm—1
et = etP+N) :etD~etN:etD~(I+tN+t N —|—-~+i).
2 (m—1)!
No caso de A jé estar na forma de Jordan (complexa), digamos
J 0 ... 0
A=Y ,
0 Jr
onde cada J,, ¢ =1...7 ¢ um bloco do tipo
)\q Cq,1 0... 0
Jg = 0 )
Cq,dqfl
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e as constantes cq ... Cqq,—1 assumem certos valores de zero ou 1. Redividi-
mos cada bloco J, em blocos menores B,;,l =1...1 =1(g), da forma
Ay 1 0... 0
0o . -
By= | ,
: 1
0 ... 0 N
Temos entao que a exponencial de A é:
etBri 0 .. 0
0
oA — 7
0o ... e'Prie)
onde cada eBar g =1...7rb=1...b(¢) é igual a:
tA +2 ()1
e 0 . 0 1 t 5 ... (Z(q)—l)!
. . t2
0 0 t £ -
0 . - N
0 0 . t
0 e’/ \o . 1
thg thy 2 thg -1 45,
e te 5 € ce O]
0 tetha %e”‘l .
0 :
0 tetha
0 etra

O caso da forma de Jordan real é inteiramente andlogo. Neste caso, a forma
de Jordan de A se escreve como

J, 0 0
0 .

0 J.

0 Ji 0l’
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onde cada J,1 < k <r é da forma:

Ae Ooul 0 ...0
0 ... . Ooull
0 ... Ae

e cada jl,l < l~§ s ¢ da forma:

ay bl C1 0 0... 0

—bl ajp 0 C1 0
0 ' Cdq 0
0 0 Cq
0 a b
0 —b
onde cada ¢, = 1 ouc, = 0, e = 1...d. Os blocos correspondentes a

autovalores reais tém a exponencial vista mais acima. Ja os blocos do tipo
J;,1 <1 < s podem ser subdivididos em blocos do tipo

ap bl 1 0 0... 0
—bl ap 0 1 0
3 1
BZ,E = 0 O =
0 0 1
0 a b
0 —bl a;
a b 0 0 0... O 001 0 0...0
b a 0O ’ 0 000 1 0
0 0 0,10 1 0
0 0 0 0 0 1
0 a; bl 0 0 0
0 —bl a; 0 0 0
=D N

1,b
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onde é facil ver que Dz P ]\7“; = Nl P D“; e que N, ; ¢é nilpotente. Exatamente

como antes, a exponencial ¢4 é formada pela matriz constituida pelos blocos

tB,

diagonais da forma etPet e ePii. Como j4 calculamos exponenciais do tipo

etBab  s6 nos resta calcular
etBl,l; — etDl,E . etNl,E —
cos(th)) sin(th;) 0 0 0... 0 1 0t O % .. 0
—sin(tb;) cos(th) 0 0 0 010 ¢ ' 0
etal A O . 0 0 O O
0 0 0 0 0 t
0 cos(tb;)  sin(th) 0 1 0
0 —sin(th;) cos(t) 0 0 1
cos(tb;)  sin(th;) tcos(th) tsin(th) % cos(thy) % sin(tb;)
—sin(th;) cos(tb) —tsin(th) tcos(th) —% sin(th) 5 cos(tb)
0 0
etal .
: tcos(th;)  tsin(th)
0 —tsin(th;) tcos(th)
cos(tb))  sin(tbh;)
0 —sin(th;)  cos(th)

6.5.1 Classificagcao dos campos lineares hiperbdlicos

Comecamos com duas definigoes:

Definicao 6.5.1. (fndice de estabilidade de um campo linear). O indice de
estabilidade de um campo linear £ = A -z é a dimensao da soma dos au-
toespacos generalizados associados a autovalores de A com parte real negativa
(veja observagao 6.4.16, uma vez que A é real).

Definigao 6.5.2. (Campo linear hiperbdlico). O campo linear A : R" — R”
é dito hiperbdlico se os autovalores de A tém parte real nao nula. Nesse caso,
também se diz que a equacao © = A - x é hiperbdlica.

Nesta segao, construiremos conjugacoes topoldgicas entre campos lineares
hiperbélicos em R™ que possuam o mesmo indice de estabilidade. Para tanto
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comecgaremos por estabelecer conjugacoes entre campos onde esse indice é
maximo (campos lineares atratores). Todavia, comegemos com um exemplo
que resolve a questao na reta (m = 1).

Exemplo 6.5.3. (Campos lineares atratores da reta sao conjugados). Sejam
a < 0,b <0, e considere os campos & = ax e © = bx. Mostremos que ambos
os campos sao conjugados, exibindo uma conjugacao entre ambos. Note que
se um campo € conjugado a outro via um homeomorfismo h, e ¢ e ¥ sao seus
respectivos fluxos, entao ho g, =Y, o0h < 1_; 0 ho p; = h,Vt. Essa dltima
férmula nos da uma certa rigidez para que um homeomorfismo seja uma
conjugacao, a qual podemos usar em nosso favor. Note ainda que no caso de
nossos campos lineares da reta, para todo x # 0, existe um tinico tempo 7(x)
tal que |p(7(x),z)| = 1 (respectivamente, existe um tnico 7(x) € R tal que
|Y(7(x),z)| = 1). Se h conjuga os campos acima, necessariamente satisfaz

Y_r(z) 0 hl{1,—13 © Yr) (@) = h(x).

Note que apenas o valor de h|{;, 1} estd livre na expressao acima! Colocando
h|{1,—1} como a identidade em {1, —1}, mostremos que de fato h é conjugacao,
seguindo os passos abaixo:

1. Calculemos 7(x):

p(7(2), )] = 1 & e z| = 1 & 7(2) = log(|z| ™) /a.
2. Explicitemos h. Para que h seja conjugacao, precisa levar singularidade
de um campo em singularidade do outro campo, logo pomos h(0) = 0.

Para x # 0, a rigidez observada acima, aliada a escolha que fizemos de
h|{-1,1y nos da:

h(l‘) — e—bT(:L‘) . ear(x) Cr = |x|b/a . |ZL’|_1 Cp = |l,|b/a—1 . T
Claramente h, assim definido, é um homeomorfismo.
3. E facil verificar diretamente que h é uma conjugacao:
ho eat - 6a(b/a—l)t . |x’b/a—1 . eat - ebt X |x’b/a—1 - ebt i h(lﬂ)

Veremos adiante que a razao para isso decorre de modo simples da
férmula de rigidez e da definicao de 7 acima, desde que h assim obtida
seja continua.
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Observacao 6.5.4. No ultimo exemplo, notamos que a conjugacao h obtida
¢ de classe C' se b > a. Contudo, neste caso, a derivada de h na origem é
obrigatoriamente 0, dada a proposicao 6.3.2.

Com o fim de generalizar para dimensoes mais altas o resultado do ex-
emplo 6.5.3, vamos rever alguns resultados da geometria diferencial.

Definicao 6.5.5. (Hiperficie mergulhada). Um conjunto M C R™, dotado
da topologia de R™ é dito uma hiperficie mergulhada de R™, ou simplesmente,
uma hiperficie de R™ se ele é coberto pela uniao das imagens de uma familia
de aplicagoes {ps}, ps : Us C R™! — R™ tais que

e Cada U é um aberto de R™!.

e A imagem de cada pg estd contida em M.

e Cada ps ¢ um homeomorfismo (sobre um aberto de M na topologia
induzida por R™).

e Cada pg é uma imersao, ou seja, em cada ponto u de Ug, a derivada
Dps(u) possui posto maximo.

Lema 6.5.6. Seja M uma hiperficie conexa merqulhada em R™, dividindo
o espaco ambiente em duas componentes conexas My e M1 que a possuem
como fronteira. Seja N : M — R™ um campo continuo normal a M. Entao
para alguma dessas componentes, digamos M para cada x € M existe €, > 0
tal que x + sN(x) pertence a M,VO < s < €,. Nesse caso, dizemos que N
aponta para M. Se X (z) é um campo de vetores tal que < N(z), X (x) >>

Y
~

0,V € M, entao X também aponta para a mesma componente M que N.

Prova: Seja x € M, e suponha por absurdo que nao existisse o €, do
enunciado. Podemos entao tomar uma sequéncia s,, — 0 tal que z+s,N(z) €
M. Caso nao pudéssemos tomar tal sequéncia, existiriam sequéncias 0 <
9 —>0e0 < st — 0tais que x + s9N(z) € Mo,Vn € Ne x + s.N(z) €
M1, Vn € N. Pelo teorema da Alfandega, existiria 0 < s, — 0 tal que
x+ s, N(z) € M,Vn € N, como querfamos.

Como a hiperficie é mergulhada, podemos tomar uma parametrizacao
p: B(0,r) € R™! — R™ de uma vizinhanga de * em M (a qual serd
uma vizinhanga na topologia de M induzida por R™) e escrever p(0) =
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x, p(h,) = x + s, N(x), com h,, — 0 quando n — 4o00. Sem perda, usando
da compacidade de S™ 2 suponha que h,/||h,| — h € S™ 2. Dali,

S

2+ 5,N(2) = = p(ha) —p(0) = lim IIhnll N(z) =

. p(hn> B p(O) /
lim —————= =9(0)-h € T,M.
n—too ||
7' (0)-h # 0 porque p é parametrizagdo. Mas note que ﬁN(:U) converge para,

algum elemento do espaco normal a M, do que acabamos de ver nao nulo.
Tal é absurdo, porque o 1Unico vetor a pertencer simultaneamente a 1T, M e
a um espaco em soma direta com T, M é o vetor nulo. Sem perda, podemos
entdo considerar que existe €, > 0 tal que x + sN(z) € M, V0 < s < €. Se
existisse outro y € M tal que para 0 < t < ¢, y +tN(y) € M;. Tomando
0 <t < min{e,, €y}, € Yoy C M uma curva compacta unindo z e y, definimos
a aplicacao continua «; : v, — R™ dada por

aj(z) =z +1t-N(2)

Pelo teorema da Alfandega, como «a;(z) € My e a;(y) € My, existe w €
Yoy tal que ap(w) € M. Fazendo t = 1/n, o argumento acima nos dé
uma sequéncia de pontos w, € 7., tais que w, + %N(wn) € M. Dada a
compacidade de v,,, podemos supor sem perda que w, — w € 7, quando
n — 4o00. Dai, passando a uma parametrizagao p de M tal que p(0) = w,
p(hy) = w, + %N(wn), p(l,) = w, com h, — 0,1, — 0 e lim, . (h, —
1)/ |y — 1o|| = h € S™2, obtemos como antes que

0# tim P ZPU) gy gy N0

n—too  ||hy — L] n—+oo 1 th_ln”'

A primeira igualdade decorre de corolario da desigualdade do Valor Médio
quando a aplicacao é de classe C*, que é o caso de p. Observe que como
N(w,) — N(w), necessariamente n - ||k, — [,,|| converge na reta para algum
numero positivo, donde a exemplo do que tivemos acima teriamos N(w) €
T,M, o que é absurdo.

Concluimos portanto que para cada z € M, existe ¢, tal que z + sN(x)
pertence a uma das componentes conexas do enunciado, para todo 0 < s <
€. Sem perda, podemos supor que M é essa componente conexa. Agora
considere um campo X tal que < X (z), N(z) >> 0. Entdo podemos repetir o
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mesmo raciocinio acima e concluir que X aponta para uma das componentes
conexas do enunciado. Mostremos que essa componente é a mesma de N ,
isto é, M. Para provarmos isso, basta nos atermos a olharmos o que ocorre
em um ponto x € M fixado. Procedendo por absurdo, tome entao € > 0 tal
que x+ sN(x) € My,V0 < s <eex+sX(x) € M;,¥0 < s < e. Sem perda,
podemos supor || X (z)|| = 1 (nao ha diferenca substancial na prova em trocar
X (z) por um outro multiplo ndo nulo com mesmo sentido). Novamente para
cada s € (0,¢), podemos definir o caminho continuo «ay : [0, 1] — R™ dado
por
as(t) =z +s((1 —t)N(z) + tX(x)).

Claramente o, é continua, com a4(0) € My e as(1) € M;. Logo, pelo
para cada s € (0,¢), existe t; € (0,1) tal que as(ts) € M. Ademais, pondo
v(ts) := ((1 —ts)N(z) + ts X (x)), do fato que < N(z), X(z) >> 0, existe
¢ > 0 tal que para todo s € (0,¢) temos [[v(ts)|| > 1/2, e < N(x),v(ts) >>
¢ > 0. Passando a uma subsequéncia convergente v, = v(t,, ) de v(ts) com
v, — v quando n — 400, passando a uma parametrizagao tal que p(0) = z,
p(hy,) = T+ spvy,, supondo sem perda que h,/||h,|| — h € S™ 2, como antes
obtemos:

p(hn) B p(O) / . SnUn
0# ——F————p(0)-h= lim —:.
17| n—-+oo |||
Como antes, teriamos que lim,, ., , 2% seria ao mesmo tempo um multiplo

7]
nao nulo de v ¢ T, M e p'(0) - h € T, M. Absurdo.

]

Corolédrio 6.5.7. Seja ¢ : I — R™ wuma curva C' transversal a uma
hiperficie compacta conexa M de classe C' contida em R™. Suponha que
©(0) € M. Considere My e My, respectivamente as regioes abertas limi-
tada e ilimitada que possuem M como fronteira. Se ¢'(0) aponta para Mo,
entdo existe § > 0 tal que (t) € My, Y0 <t < 9.

Prova: Usando o tdltimo lema, temos que existe dy tal que g >t > 0
implica p(0)+¢'(0)t € M,. Suponha por absurdo, que exista uma sequéncia
tn \\ 0,t, < 0 tal que ¢(t,) € (Mp)°. Ora, tal sequéncia nao poderia
pertencer a M, caso contrario, considerando uma parametrizacao p de M
sobre uma vizinhanga de ¢(0), com p(0) = ¢(0), p(x,) = ¢(t,) terfamos

p(tn) —0(0) _ p(za) —p(0) _ plan) — p(0) [lzn — O]

t, —0 th—0 |z, =0 t,—0
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Note que a primeira expressao das igualdades acima converge para ¢'(0) # 0
quando n — oo. Por outro lado, passando a uma subsequéncia se necessario,
podemos supor que z,/ ||z, || converge a v € S™2. Desse modo,

p(xn) —p(0) _ p'(0)(zn —0) 4+ r(zn —0)

lzn =01 [ = O] ’

que converge a p'(0) - v € Ty,)M. Isso implica ainda que ”f:—:oon converge

e a contradicao. Portanto, prosseguindo em nosso argumento por absurdo,
podemos supor que ¢(t,) € My, ¥n € N. Neste caso, pelo teorema da
Alfandega, o segmento de reta que une ¢(t,) € M; a ¢(0) + ¢'(0)t, € M,
necessariamente intersecta M. Ou seja, existe u, € (0,1) tal que

tn - p(tn) + (1 = un) - (p(0) + ¢'(0)tn) € M.
Mas tal implica que:
Un(0(0)+¢"(0)tn+7(tn))+(1=1un)-(£(0)+¢'(0)tn) = £(0)+¢'(0)tn+unr(tn) € M,
com 7(t,)/||t.|| — 0 quando ¢, — 0. Dai, por um lado,

(0) + ¢(0)tn + unr(tn) — ¢(0)
tn

— ¢'(0) # 0,

e por outro, escrevendo p(x,) = ¢(0) + ¢'(0)t,, + u,r(t,), p(0) = »(0) como
fizemos mais acima, supondo sem perda z,/||z,|| — v, temos que

p(xn) — p(0)

TN — p'(0)v € TyyM.

Concluimos com isso que

p(0) + @' (0)tn + wnr(tn) _ plzn) —p0) |z

2 B ||$nH tn

converge simultaneamente a ¢'(0) e a um multiplo de p'(0) - v € T, )M,
absurdo.
[l

Observacao 6.5.8. Observamos que se um campo de vetores X aponta
para M, necessariamente seu simétrico aponta para M;. De fato, como
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a hiperficie é mergulhada, fixado y € M, existe uma bola B(y,r) C R™
tal que M N B(0,7) é o grafico de uma aplicacao C' do plano tangente
y+T,M N B(0,r) em y+ span(N(y)). Claramente um tal grafico divide a
bola B(0,7) em duas componentes conexas, as quais pertencem de maneira
exclusiva a uma das componentes conexas disjuntas, caso contrario M nao
seria fronteira comum a ambas. Se N(y), por exemplo, aponta para Mgy N
B(0,r), obviamente, —N (y) aponta para M; N B(0,r). Do mesmo modo, se
< X(y), N(y) >> 0, temos < —X(y),—N(y) >> 0, donde concluimos que
—X aponta para M;.

Lema 6.5.9. Seja M C R™ uma hiperficie (portanto, com dimensdo m —1)
de classe C', compacta, conexa (no caso m = 1, esta hipdtese deve ser
substituida por M = {p1,p2}). Denote por My a regiao aberta limitada que
M determina como fronteira, e suponha que 0 € My. Sejam X : R™ — R™
eY : R™ — R™ campos completos transversais a M e tais que seus fluxos

Xi(x) — 0, set — 400, VYo eR™
Yi(z) — 0, set — +o0, Ve R"

e todas as trajetorias de X eY, exceto 0, intersectam M. Entao X ¢é con-
jugado a'Y .

Prova: Por razoes didaticas, mais uma vez dividiremos a demonstragao
em varios itens.

1. Tanto X como Y apontam “para dentro” de M. De fato,
suponha por absurdo que X aponte para fora de M. Entao dado
xr € M, existe §, > 0 tal que X;(z) € My, VO < t < §,. Como
Xi(x) - 0 € Mgy, set — +oo, existe ty > 0 tal que Xi(z) € My,
Vit > to. Seja t; = inf{t < tg; Xs(x) € Mo, Vt < s < tg}. E claro que o
conjunto do qual consideramos o infimo na tltima sentenca esta contido
em (0, to] e contém ty. Também é claro que, como infimo, Xy, (z) nao
pode pertencer a M, pois esta é aberta e X;(z) é continua em ¢ (se
Xi, (z) € My, existe uma vizinhanca de ¢; que também pertence). Por
razoes analogas, ndo podemos ter Xy, (z) € M, donde concluimos que
t; € M. Mas como por absurdo supusemos que X aponta para fora,
isto implica que existe (5Xt1(m) > 0 tal que X345 € M1,V0 < s < (5th($),
o que contradiz a definicao de t;. Por conseguinte, X aponta para den-
tro. O mesmo raciocinio aplicado a Y prova que Y também aponta
para dentro.
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2. Definimos h : R™ — R™ como:

h(0) :==0,h|pm =1
h(z) =Y_z@z) 0 ho Xz (x), sex #0,

onde 7 : R™\ {0} — R é o tnico tempo tal que X:, € M.
Para vermos que 7 estd bem definido (é mesmo unico, ji que existe,
por hipétese), comecemos por considerar o caso em x € M,. Neste
caso, como X aponta para dentro e Mg é aberto, segue-se que existe
d; > 0 tal que Vt € (0,4,), vale X;(z) € My. Mostremos que X;(z) €
Mo, ¥t > 0. Para tal seja t; = sup{t > 0; Xs(z) € My, Vs € (0,t)}.
Note que o conjunto cujo sup consideramos nao € vazio, e que t; > 6, >
0. Se t; = +00, nada temos a provar. Suponha que t; < +o00. Neste
caso, como M, é aberto e X;(x) é continuo, temos que Xy, () =: y
necessariamente pertence a M. Mas como —X aponta para fora (vide
observacao 6.5.8), segue-se que existe §, > 0 tal que X_;(y) € M;,V —
dy, < —t < 0. Ora, mas isso é o mesmo que dizer que X, (x) € My,
vV -4, < —t <0, o que contradiz a definicao de ¢;, a qual implica que
Xy, (x) é acumulado por pontos X, (z) € Mg, com s 7 t;.

Um raciocinio inteiramente analogo prova que
r € My = Xy(x) € My, Vt <0,

ou seja, se r € M1, nao existe tempo negativo ¢ tal que X(z) € M.

Concluimos entao que:

e Se x € M, vale que X;(x) € My, Vt > 0 e Xi(x) € My, Vt <O.
Nesse caso, 7(z) = 0 é o tinico tempo que a 6rbita de x intersecta

M.

e Se x € My, defina 7(x) := sup{t < 0; X;(z) € M}. Claramente
Xi@(x) € M, e em particular 7(z) < 0. Chamando y = X;,),
temos do item anterior aplicado a y que X;i+p)(2) = Xi(y) ¢
MVt # 0, logo —7(x) é novamente o tnico tempo em que a
6rbita de x intersecta M.

e Sex € My, definindo 7(x) := inf{t > 0; X;(z) € M}, pelo mesmo
argumento do item acima, vemos que neste ultimo caso também
vale que se Xy (z) e M &t =17(z).
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3. 7 é C' devido ao teorema da funcgdo implicita (ver resultados
acerca de transformagao de Poincaré, no capitulo sobre campos). Para
vermos isso, fixado z € R™ \ 0 seja T' = 7(x). Seja ainda V uma
vizinhanga em torno de ypp(x) dada pelo teorema do fluxo tubular, e
consideremos 7 : V' — (—¢,€) definida no contexto de coroldrio do
Teorema do Fluxo Tubular. Da continuidade de o7, temos que existe
uma vizinhanga W > z tal que ¢r(W) C V. Por conseguinte, da
unicidade de 7 provada no item anterior, é imediato que 7|y =T + T,
concluindo que 7 é de classe C*.

4. Seja t; > ty. Mostremos que Xy, (M) C Xy, (My). Ora, mas
X, (HO) C Xy, (MO) < Xty (MO) C Mo,

o que ¢ verdade como vimos nos primeiros itens, pois se z € M, entao

Xt<.'L') € Mo,Vt > 0.

Concluimos que X;, (My) C X,(My), se t; > t,. Resultado idéntico
vale para Y; no lugar de Xj.

5. Pelo item 3, o problema de continuidade de h é apenas na origem.

Demonstremos esta continuidade. Seja z,, — 0. Primeiramente, mostremos
que —7(x,) — 4o00. Como M é compacta e X; é continua, e 0 ¢
X;(M), para cada j € N, existe ¢; > 0 tal que d(X;(M),0) > ¢;, com
€5 \ 0.
Afirmamos que temos também que d(X;(M),0) > ¢;,Vt < j. De fato,
visto que X; e X sao difeomorfismos, levam abertos em abertos e fron-
teiras em fronteiras. Como pelo item 2 X;(My) C X;(My) se t < 7,
segue-se que 0X;(My) = X;(M) tem intersecgio vazia com X;(Mo).
Considere entao = € X;(z) tal que d(z,0) = inf ey {d(X;(2),0)}.
Escrevendo [0,Z] para o segmento de reta unindo 0 e &, como 0 €
X;(My) e & € (X;(Mp))° o teorema da Alfandega implica que existe
T € X;(M)n(0,z). Logo

inf {d(Xi(2),0)} = d(#,0) > d(7,0) = inf {d(X;(2),0)} > ¢

0 que prova nossa afirmacao.

Para ver que —7(z,) — +oo quando x, — 0, seja j € N dado. Por-
tanto, como z, — 0, dado ¢; da sequéncia acima, existe n; tal que para
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todo n > n;, |z,| < €;, o que implica que —7(x,) > j, Vn > n;. Ou
seja, temos que —7(x,) — +00 se n — +00.

Note que {0} = NjenY;(Mo) = Nier+Yi(Mo) e que V(M) — 0 uni-
formemente quando t — oco. De fato, se y € NjenY;(Mp) # 0, tal
implica que existe (y;),y; € My tal que Y;(y;) = v,Vj € N & y; =
Y_j(y) € My,Vj € N. Mas definindo yo := Yz, (y) € M, da unici-
dade de 7(y) como tnico tempo em que a trajetéria de Y com valor
inicial em y intersecta a M, temos que Y_.(y) € My, Vt > —7(y).
Em particular, y; ¢ Mo, Vj > —7(y), absurdo. Donde concluimos que
y = 0. Agora, para cada j € N, seja y; € Y;(M,) um ponto de maior
distancia a zero. Como tais Y;(M,) sdo encaixantes, segue-se que a
sequéncia de |y;| é monétona e converge. Se converge para zero, isto
equivale a que Y;(M,) — 0 uniformemente quando ¢ — co. Sem perda
de generalidade, podemos, passando a uma subsequéncia se necessario,
supor que y; — y € My, Como y; € Y;(My),Vj > j, segue-se que
y € Y;(My), Vj. Portanto,

y € NjenY;(Mo) = Nyer+ = {0},
isto é, y = 0.
Em resumo, se z,, — 0, temos que —7(x,,) — 400 0 que implica:
[h(@n)| = [Yot(za) © h o Xi,) (@) | < diam(Yos(z,) (M) — 0,
—— ———
eM

pois vimos que Y;(M) — 0 uniformemente, se t — +o00. Isso prova a
continuidade de h na origem.

6. h é conjugacao. De fato, dados t € R e x € R™, temos:
YiohoX_ 4(z) =YioY_ s(x_,a)hXsx_, () 0 Xt(x) =
Y;o Y—‘i‘(m)—thXt-‘rf'(x) © X—t(x) =
Vit oY s)hX iy 0 Xso)(z) =
Y_f—(l-) oho Xf-(x) (1‘) = h(x)

Note que usamos nas igualdades intermediarias acima o fato de que
7(X_¢(x)) = 7(x) + t, além da propriedade de grupo dos fluxos. Por-
tanto A é uma semiconjugacao. Com uma férmula similar a de h,
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definimos uma aplicacao H : R™ — R™, que mostraremos ser igual a
h=1, o que implica que h~! é continua:

H(y) == X_z¢) 0o h™" o Yy (y),

onde 7(y) é o unico tempo tal que Yz (y) € M. E simples ver que
H = h~!. Por exemplo, vejamos que H o h(z) = z,Vx € R™:

Hoh(x) = X sy 0h™" o Ve 0 YVorg 0 ho Xo () =,

Y

pois h o Xy (x) € M, implicando que 7(y) = 7(x).

Logo, h é um homeomorfismo e conjuga os fluxos de Y e X.

]

O escélio (consequéncia da demonstragao) a seguir nos diz que podemos

enfraquecer a hipdtese de que ambos os campos (X e Y) tenham de ter o
mesmo dominio e serem transversais a mesma hiperficie:

Escélio 6.5.10. Sejam E,E dois espacos de Banach reais de mesma di-
mensao finitam, e X : E— FE, Y : E — E dois campos completos. Suponha
que existam M C E, McCE hiperficies (portanto, com dimensdao m — 1),
compactas, coneras (no caso m = 1, esta hipotese deve ser substituida por
M, M da forma {p1,p2}) e homeomorfas Denote por My, My as regides
abertas limitadas que M e M respectivamente determinam como fronteira,
e suponha que existam p € Mg, p € My tais que:

1.
Xi(x) = p, set — 400, VreE

Yi(y) = p, set — +oo, Vy€ E;
2. X € transversal a M e Y € tranversal a M;

3. Todas as drbitas de X, exceto p intersectam M e todas as orbitas de
Y, exceto p, intersectam M.

Entao os campos X e 'Y sao topologicamente conjugados.

Prova: Simples adaptacao da prova do ultimo lema, em que a conjugagao
hlpm em vez de ser a identidade em M, é substituida pelo homeomorfismo
que leva M em M.

m
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Observacao 6.5.11. Lembramos que em qualquer espaco E de dimensao
finita m, o espaco das funcoes m—Ilineares alternadas em E é um espaco ve-
torial de dimensao 1. Por conseguinte, dois geradores quaisquer sao multiplos
nao nulos um do outro. Seja det um tal gerador. Dada uma aplicacao linear
A: E — F, esta induz uma forma m—Ilinear dada por:

AR vy, vy) = dét(A vy A og), Yo, o) € E™.

Dado A € L(E), definimos entao o determinante de A como o unico escalar
det(A) tal que: R
A" = det(A) - det;

em outras palavras,
det(A) = det(A - vy, ..., A-vy)/det(vr, . .., vp),

onde (vy,...,v,) é uma base qualquer de E. Note que se fixarmos uma
base qualquer de E, e escrevermos a matriz de A nessa base, a nogao acima
coincide com a nocgao tradicional de determinante. Vemos assim que a nogao
de determinante, bem como de polinomio caracteristico independe de base
ou do isomorfismo que consideremos em um dado espagco F ~ R™.

Proposigao 6.5.12. Seja & = A-x um campo linear a coeficientes constantes
de E ~ R™ tal que a parte real de todos os autovalores de A € negativa. Entdao
= A-x € topologicamente conjugado a & = —x.

Prova: Pela observacao anterior, basta considerarmos £ = R™. 'E facil
de constatar que et -2z — 0, e* -2 — 0 quando ¢t — +o0. Além disso,
quando t — —oo, tais valores tendem a oco. Deste modo, toda érbita (a
excegao de {0}) destes campos intersectara uma hiperficie M (de codimensao
1) compacta que contenha 0 na regiao aberta limitada cuja fronteira é M.
Encontremos uma tal hiperficie M que seja transversal a ambos os campos
lineares do enunciado.

Tome q(z) := 0+°° < ez, et x > ds. Tal integral converge, porque
les4]]? — 0 exponencialmente rdpido quando s — +oo (deixamos ao leitor
os detalhes). Portanto, ¢(x) ¢é positiva definida. Além disso,

d tA |
—(Q(edt ©) __ <ezeton >,

pois

“+o0o
q(e(z)) = / <eoxett x> do.
0



Augusto Armando de Castro Junior, Curso de EDO 146

Em particular, como

d(q(e - ) d(ett - z)
dt dt

avaliando a expressao acima em t = 0, obtemos

0> = Dg(e" - 2) - = Dq(e - x) - A x,

Dq(z) - (A-x) =< Dq(x), Az ><0,
o que implica que A - x é transversal a qualquer elipsdide

{z;q(x) = ¢; ¢ é constante positiva.},

pois Dq(x) é ortogonal ao espago tangente a esse elipséide, que é pré-imagem
por g do valor regular c.
Do mesmo modo, vemos que

—t —2t +00
d(q(e™t-z)) _ d(e™) / <zt n>ds <0,
0

dt dt

implicando que o campo —zx é transversal a qualquer elipséide
{z;q(x) = ¢; ¢ é constante positiva. }

Fixando uma constante ¢ positiva qualquer e tomando M := {z;¢(z) = c},
segue-se do lema 6.5.9 que os campos © = A-x e £ = —x sao conjugados.
O

Corolario 6.5.13. Dois campos lineares t = A-x e & = B-x, hiperbdlicos a
coeficientes constantes de R™ com o mesmo indice de estabilidade sao topo-
logicamente conjugados.

Prova: Seja s o indice de estabilidade de A. Nao ha perda de generali-
dade em considerar B : R” — R" como o campo linear cuja matriz é diagonal
com —1 nas primeiras s entradas de sua diagonal principal e 1 nas demais.
A ultima proposigao implica que -z = A|gsx é conjugado ao campo & = —x
em R* x {(0,...,0)}. Analogamente, é ficil adaptar a tltima proposicao de

——
(m—s)x
modo a provar que & = A|gux é conjugada ao campo em {(0,...,0)} x R™*
——

sX
dado por & = x. Estendemos h® e h* ao R™ da seguinte forma:

H*(z) = h® o my(x);
H"(z) = h* o 7, (),
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onde 7, : R — E" e m, : R™ — E? sao as projecoes naturais associadas a
decomposicao R™ = E* @ E".
Seja portanto g : R™ — R™ definida por

g(x) = H*(x) + H"(x).

E facil ver que g é um homeomorfismo, pois suas restricoes as componentes
E® e E" sao respectivamente, homeomorfismos sobre R* x {(0,...,0)} e sobre
——

(m—s)x

{(0,...,0)} x R™*. Dai, dado = = =5 + x, € R™, com z, € E® e x,, € E",
——

sX
temos:

goetA(x) =h* oetA(x) +h%o etA(x) =h%o etA(mS +xy)+h"o em(:zcS +z,) =

hs OGtA(ZL‘S) +hE oetA(xu) e oetA(xS) LR OGtA(ZEu) —
N—— —— —— ——
€ks €k cEs €EERY
he o etA(l’s) +h%o €tA(:Eu) — etB o hs(xs) + etB o hu<l’u) — €tB(g(:E)),

donde concluimos que g conjuga A e B em R™.

6.5.2 Equacoes lineares de ordem superior na Reta

Podemos aplicar a teoria vista anteriormente na resolucao de equacgoes lin-
eares de ordem superior a coeficientes constantes na reta:

Definicao 6.5.14. (Equacao linear de ordem superior a coeficientes con-
stantes na reta). Uma equagao linear de ordem n a coeficientes constantes
na reta é uma equacao do tipo

3;-( — f(t,.iE, L. 73:-(”_1)) — _ao L — e — an_l .. m(n_l)’

ondex(j):%x,f:R"HReaO,...,an,leR.

Como ¢é bem sabido, utilizando-nos de variaveis auxiliares

Y =T, = jj7y2 = :E(2)7 sy Yn—1 = x(n—l)’
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podemos transformar a equagao de ordem superior da definicao acima na
seguinte equacao linear de ordem 1 no R™:

Yo % 0 1 0... 0 %o
Y1 Y2
. _ . . : 0 : n
Y ' Y ' 0 0 1 :
n—2 n—1
—a Ay —
Yn—1 —Qo Yo — ° — Ap—-1 * Yn-1 0 ! n-1

g

Nosso objetivo aqui serd encontrar uma base do espacgo de solucoes da equacao
linear de ordem superior a coeficientes constantes. Como vimos acima, para
tal basta que encontremos uma matriz fundamental de seu sistema equiva-
lente. De fato, basta que encontremos a primeira linha de uma matriz fun-
damental do sistema equivalente, ja que as demais linhas serao simplesmente
as derivadas de ordem superior (até ordem n — 1) desta primeira linha.
Sabemos (da proposigao 6.1.8) que qualquer matriz fundamental do sis-
tema em questdo é da forma e - P, com P invertivel. Por outro lado, se J é
a forma de Jordan (real) de A, entao existe uma matriz invertivel P tal que

J=P 1. A P=e/=pPl.ed. PPt/ = eh.p

matriz fundamental

Sendo A a transposta de uma matriz companheira, seu polinomio carac-
teristico sera igual ao minimal, sendo dado por:

pA) = A"+ A" Fag

O fato de que os polinomios minimal e caracteristico de A coincidem implica
que a parte nilpotente da forma de Jordan de A sera maxima. Ou seja, se
A : R™ — R”™ possui autovalores reais A; ...\, e autovalores complexos nao
reais a; + by, ...as + ibs, entao sua forma de Jordan real é do tipo

Ji 0 0
0 .
0 J.
J: =~ )
0 J1 0
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onde cada J,1 < k <r é da forma:

AMi 10 ...0

0 ... Ak

e cada jl,l <[ < s é da forma:

a; bl 1 0 0... 0
—bl a; 0 1 . 0
0 ' 1 0
0 0 1
0 a; b
0 —b @

é

e 0 0
P11 N plml N Pim 0 .
b1 ... Pam 0 et
tJ . .
Prev= 0 o 0
Pm1 - Pmm -
6t‘]5

Como ja dissemos, para obtermos uma base de solucoes da equacao linear de
ordem superior, basta calcularmos a primeira linha da matriz fundamental
acima. E esta é obtida pelo produto da primeira linha de P pelos blocos
diagonais de e/ acima. Note que a primeira linha de P estd dividida em
vérias partes pi,...p,, D1, ..,Ps compostas de componentes contiguas, cada
qual atuando em seu respectivo bloco e* k = 1...r ou e, = 1...s,
resultando na parte correspondente da primeira linha da matriz fundamental.
Assim, podemos tomar sem perda de generalidade um desses produtos, por
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exemplo, no caso dos blocos correspondentes aos autovalores reais

tA\k tA\k ﬁ tAk tmE 1 tAg
e te 7€ .. Tme=i¢
2
0 e Cethe
tJ
pk'ek:(chw"aqu)' 0 —
0 tethx
0 et
A 2} A —1tA 2}
(qle Fogite™™ + qoetr oo it e - g, € k)

Temos que ¢; # 0 (caso contrario, teriamos uma coluna nula na matriz
fundamental, o que é absurdo). Portanto, podemos dividir a matriz fun-
damental por ¢; (obtendo uma outra matriz fundamental). Além disso,
note que e, ... ™ letM s30 my funcoes que geram o mesmo espaco que
ek tet 4 Lothe o gme—lothe 4oLy q:;—l’“et)‘k, implicando que sao linear-
mente independentes e constituem parte da base do espaco de solugoes que
procuramos.

Analogamente, o caso dos blocos correspondentes aos autovalores com-
plexos nao reais fica:

bi - etjl = ((jl) s 7le)’
cos(tb;)  sin(th;) tcos(th) tsin(th) % cos(thy)

2

t— sin(tbl)

—sin(th) cos(tb;) —tsin(th) tcos(th) —% sin(tb;) é cos(thy)
0 0
etal
; tcos(tb;)  tsin(tb;)
0 —tsin(th;) tcos(th)
cos(th))  sin(th;)
0 —sin(tb;)  cos(tb;)

(qre™ cos(th) — Goe™™ sin(tb;)
Gie'™ sin(th;) + Goe'™ cos(th;)
Gite™ cos(tb;) — Gote™ sin(th;) + Gze'™ cos(tb;) — que'™ sin(th;)

qite' ™ sin(thy) + Gote'™ cos(thy) + gze™™ sin(tby) + Gae'™ cos(th;) .. ) )

Aqui, pode ocorrer que ¢; = 0, mas entao devemos ter ¢ # 0 e similar-
mente ao caso real, o par e cos(th;), '™ sin(th;) gera o mesmo que as duas
componentes acima.
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Portanto, podemos dividir a matriz fundamental por ¢; (obtendo uma

outra matriz fundamental). Além disso, note que e+, ... t™ " let s30 k
funcoes que geram o mesmo espaco que e tetMk 4 Letre o gmae—lothe

q1

-+ qm—l’“et’\’“, implicando que sao linearmente independentes e constituem
parte da base do espago de solugoes que procuramos.

6.6 Exercicios

1. Seja X : U — R™ um campo completo de classe C*, associado a

um fluxo p(t,z) = ¢i(x). Prove que para todo aberto limitado B,
v(t) := volume[y;(B)] satisfaz a equagao

d
D) = / divX.
dt wi(B)

Em particular, conclua que se div X nao muda de sinal, entao ¢; diminui,
preserva ou expande o volume, conforme respectivamente divX < 0,
divX =0 ou divX > 0. Lembramos que divX é definido como o traco
de DX.

. Seja X : U — R™ um campo completo de classe C!, associado a um
fluxo p(t,z) = @i(x). Suponha que divX = 0, e que U é limitado.
Mostre que dado um aberto B C U, existe t € R, com |t| > 17 tal que
eu(B) N B # 0.

. Seja E um espaco vetorial dotado de produto interno < -,- >. Uma
aplicagao linear A : F — FE é dita auto-adjunta se < A(v),w >=<
v, A(w) >, Yv,w € E. Note que os multiplos da identidade, assim
como a combinagao linear de auto-adjuntas é adjunta. Seja E = R"
dotado de algum produto interno e A : R” — R” uma aplicacao linear
auto-adjunta. Mostre que:

(a) ker(A) = A(E)*.

(b) Considere um vetor unitdrio v tal que ||A(v)||* = ||Al|*>. Mostre
que v é autovetor do autovalor A = ||A||. Aplique o item anterior

para concluir que Ker(A — \I) e (A — AI)(F) sao disjuntos.

(c) Use indutivamente os itens anteriores para mostrar que A é diag-
onalizavel.
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4. Sejam & = A-x e £ = B - x dois campos lineares a coeficientes con-
stantes em R", bilipschitz-conjugados entre si (isto é, tal que existe
um homeomofismo h que os conjuga, e tal que tanto h como h~! sao
Lipschitz). Mostre que A e B possuem autovalores com a mesma parte
real.



Capitulo 7

Nocoes de Teoria Espectral

Neste capitulo, em continuacao ao que ja fizemos no capitulo anterior acerca
de operadores lineares em dimensao finita, nos aprofundaremos no estudo
de operadores lineares em dimensao qualquer. Aplicaremos este estudo a
dois alvos. O primeiro, a caracterizagao espectral dos chamados isomorfis-
mos lineares hiperbélicos, que sao operadores que aparecem no enunciado do
Teorema de Grobman-Hartman (no préximo capitulo) e em outros impor-
tantes teoremas da area de Sistemas Dinamicos. A segunda aplicacao deste
estudo ¢é a caracterizacao do conjunto das solugoes de problemas de Contorno
lineares.

Demo-nos o trabalho de ser minuciosos, especialmente nos conceitos de
adjunto de um operador. A razao disso é que a maior parte dos livros de
Analise Funcional nao se prolonga em maiores comentarios acerca da razao
pela qual tal operador adjunto estd bem definido. A falta de familiaridade
com o conceito de operador adjunto torna-se ainda mais critica nestes tex-
tos quando se trabalha posteriormente com o conceito de adjunto para op-
eradores descontinuos. Ademais, os textos classicos de Analise Funcional
nem sempre se aplicam diretamente a EDO. Isto porque l4 os operadores
lineares (pelo menos, os continuos) atuam invariavelmente em espagos com-
pletos (de Banach ou de Hilbert). Em EDO, nem sempre temos essa escolha:
o espaco que nos é dado para buscarmos a solucao de uma equacao nem
sempre ¢ completo, sendo necessario adaptar alguns aspectos da teoria de
Anélise Funcional.

Ainda assim, estruturamos este capitulo e os posteriores de modo a que
se possa fazer uma leitura quase independente dos proximos capitulos em
relacao a este. Desse modo, algumas definicbes poderao aparecer em re-

153
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dundancia nos capitulos ulteriores.
Como ¢é de praxe, comecemos com uma definicao:

Definicao 7.0.1. (Espectro de um operador linear). Seja E um espago
vetorial normado complexo e seja A : E — E um operador linear. O espectro
de A é o conjunto

sp(A) :={\ € C, (A — A) nao é invertivel.}

Note que a definicao do espectro de A nao depende de qualquer métrica
ou norma da qual E seja munido, mas apenas de A; se A — A\ é ou nao
sobrejetiva e injetiva.

Observagao 7.0.2. Quando um operador linear A atuar em um espaco ve-
torial real F, consideraremos o espectro de A como sendo o espectro de seu
complezificado A. Do mesmo modo que em dimensao finita, o complexificado
de A é o operador A : E x E — E x E definido por:

A(v,w) = (Av, Aw).

Ademais, enxergamos E X E como um espago complexo, em que (v,0) -7 =
(0,v). Note que identificamos A com A|gy ;. Em alguns momentos do
texto, quando nao houver possibilidade de confusao, designaremos A e seu
complexificado pela mesma letra.

No contexto em que A € L(E), é muito natural considerar o conjunto
resolvente de A, dado por

res(A) :=C\ sp(4),

no qual estd definida a aplicac¢ao (também chamada de resolvente) p : res(A) —
L(E) dada por:
p(A) =M — A7

Usando das versoes Lipschitz do Teorema da Funcao Inversa (Perturbagao
do Isomorfismo), provaremos na préxima secao que res(A) é um aberto de
C. Também ¢é possivel verificar diretamente que p é uma funcao analitica
cuja série de Laurent converge fora do disco de raio r(A) = limsup {/||A"||.
Prova-se ainda que r(A) = sup |sp(A)|.

Ora, esse simples fato ja nos fornece uma conclusao surpreendente: se o
espectro sp(A) estiver contido na bola aberta de raio 1, entao é claro que o
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espectro é compacto e sup |sp(A)| = r(A) < 1, o que implica que todo iterado
A™ de A é uma contragao, para m suficientemente grande. A surpresa aqui
é que isso ocorrerd, nao importa que norma coloquemos em E (note que
diferentes normas de E podem nao ser equivalentes, caso F possua dimensao
infinita). Todos os resultados de que acabamos de falar, e as nogoes de
Anélise Complexa em Espacos de Banach que o cerca, serao alvo de estudo
detalhado da préxima secao.

Mas o melhor ainda esta por vir. Para explicd-lo, consideremos o seguinte
exemplo com E = R?. Seja A : R? — R? o operador linear dado por

o= 1))

E claro que sp(A) = {3,1/2} Note que associados aos elementos de (A),
sabemos da revisao de Algebra linear do Capitulo anterior que temos dois
espacos invariantes por A, neste caso os autoespacos relativos a cada aulto-
valor de A. (escrevemos os vetores como linha por comodidade de edi¢ao).
Nestes espacos, A age respectivamente como o produto pelos escalares 3 e

1/2. Como isolar, por exemplo o espaco associado a 1/2? Ora, considerando
(z—3)
1/2-3
entre aplicagdes lineares e matrizes na base canonica):

0 )6 -6 )
(2=3)
1/2-3

o polinoémio -z avaliado em A, obtemos (usando do isomorfismo que hé

zeraem x =3 e é 1 em 1/2. Sua avaliagdo em A

0 —2/5
1_[1/2 = (0 1/ ) )

chamada projecao espectral. Ela de fato é uma projecao sobre o espaco
associado ao autovalor 1/2 (pode-se ver facilmente que (—2/5, 1) é autovetor
associado a 1/2). Para vermos que ela é uma projecao basta observar que

-0 1)< 1) 1) e

Como II; /5 é obtida como um polinémio avaliado em A (a identidade é o
mesmo que AO), ela comuta com A. Desta comutatividade, segue-se que

Note que o polindmio
nos da a matriz

H1/2(R2) ) Hl/Q(A(RQ)) = A(H1/2(R2))7
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ou seja, que A(IL; 2(R?)) C II(R?), que é o mesmo que dizer que a imagem
IT; »(R?) := E(1/2) é um espago invariante por A. Mais adiante (e de modo
muito geral), veremos como consequéncia que sp(A|g(1/2)) é realmente igual
a {1/2}. Do que vimos em pardgrafos anteriores, descobrimos que iterados
suficientemente grandes de A| E(1/2) Sa0 contragoes.

Em resumo: se o espectro puder ser particionado em componentes aber-
tas e fechadas nele mesmo (as chamadas componentes espectrais), cada uma
dessas componentes possui associada a si um subespacgo invariante pelo op-
erador. A restricao do operador a um desses subespacos tem seu comporta-
mento assintético grandemente governado pelo supremos dos valores absolu-
tos dos niimeros constantes na componente associada.

Para um operador A : C* — C™ qualquer, a projegao espectral associada
a um determinado autovalor \ serd a aplicacao linear que se anula quando
restrita a cada um dos autoespacos generalizados associados a autovalores
diferentes de 5\, e que ¢ a identidade retrita ao autoespaco generalizado E (5\)
associado a \. Tal aplicacao é obtida substituindo A em um polinémio p :
C — C com as seguintes propriedades:

e p se anula em todos os autovalores de A diferentes de A, e é igual a 1
em \;

e Para cada autovalor A € sp(A) (inclusive \), as derivadas de p avaliadas
em A\ se anulam desde a ordem 1 até a ordem igual a nulidade de

(A=A

Esses fatos, nada triviais, serao consequéncia simples da teoria desen-
volvida na segunda secao deste capitulo. Tal se¢ao sera dedicada ao estudo
de componentes espectrais de operadores em dimensao qualquer. Quando
se considera espacgos de dimensao infinita, o espectro nao consiste na maior
parte das vezes em um numero finito de pontos. Assim precisamos considerar
a avaliacao de A em funcgoes mais complicadas que polinomios, que zerem em
todas as componentes espectrais menos naquela em que estejamos interessa-
dos (e sejam flat, ou seja, “chapadas”, com derivadas degeneradas em todas
as componentes). Para tal, precisamos avaliar A em fungoes holomorfas cujo
dominio seja desconexo. O que é possivel adaptando a teoria de Anélise Com-
plexa de Cauchy para o contexto de aplicagoes com dominio em um aberto
em C e tomando valores em espacos de Banach.

Finalmente, a ultima secao do capitulo serd dedicada a aplicar a teoria
vista a problemas de Contorno, na qual estudaremos o espectro de Oper-
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adores Diferenciais em espagos normados (de modo geral, descontinuos) a
partir do espectro de seus operadores inversos, os quais se mostrarao super-
continuos.

7.1 A aplicacao Resolvente

Estudaremos nessa se¢cdo uma caracterizagdo do espectro de A : £ — FE
quando A € L(F), com E um espago de Banach complexo e L(FE) sendo o
espaco de aplicagoes lineares continuas de £ em E. Primeiramente, estamos
interessados em obter cotas para a norma de qualquer elemento em sp(A).

A idéia para isso serd estudarmos res(A) := sp(A)¢, também conhecido
como o conjunto resolvente de A. Ora, para z € res(A), sabemos que é um
isomorfismo linear (continuo) o operador (2 —A). Lembramos que se E é um
espago de Banach, £(F) também é um espago de Banach com a conhecida
norma do Operador. Para 7' € L(F), sua norma ¢é:

ITllop = sup {|T(v)|[} = Lip(T).

vEE;||v||=1

Consideraremos entao a aplicacao resolvente p : res(A) — L(E) dada por
p(2) := (21 — A)~!. Mostraremos que esta aplicagao é analitica, e adaptare-
mos o que conhecemos sobre raio de convergéncia de série de poténcias para
obter a cota desejada para sp(A).

Antes de tudo, observemos que se A é continuo, o conjunto resolvente de
A é nao vazio, e que o espectro ¢ limitado. Se |z| > ||Al|,p, entao (21 — A) =
z2(I — A/z) é invertivel, se e s6 se, (I — A/z) é invertivel. Mas (I — A/z) é
invertivel pelo Teorema da Perturbacao da Identidade, ja que

Lip(—=A/z) = || — A/ZHOP = ||AH0p/|Z| <L

Isto implica que sp(A) C B(0, ||Allop) € que res(A) # 0.

Portanto, faz sentido considerarmos a aplicagao resolvente p : res(A) —
L(E) definida acima. Também do que vimos acima, estd claro que para
z # 0 para que (z/ — A) seja invertivel é necessério e suficiente que (I — A/z)
seja invertivel. Inspirados na série geométrica, para z, |z| > 0, estudemos a
convergéncia absoluta da série > .,(A/2)", a qual esperamos que convirja
a (I — A/z)7t. Ora, tal série converge absolutamente se, e s6 se, a série
Y oo 1AM op/|2|" converge na reta. Chamando de a,, = ||A"||,, do critério
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de comparacao (com a série geométrica) que esta ultima série converge para
z tal que

limsup a,/|z| < 1= |z| > limsup a, = limsup /|| A"|.

Notamos que a composic¢ao de aplicagoes lineares com A é continua em L(F).
Por exemplo, para a composicao com A & esquerda, temos:

[AoB—=AoClop=[[Ao(B—=C)llop < [[Allop - [B = Cllop, VB, C € L(E),
mostrando que tal aplicacao de composicao é Lipschitz. Temos assim da
continuidade da composi¢ao que para |z| > limsup {/|| A", vale

(I—A/z)(lim Y (A/2)" = lim (I — A/2)> (A/2)" =

n—oo & n—00 -
Jj=0 j=0

(os limites acima sdo na norma do operador em L)

n n+1
lim Z(A/z)” - Z(A/z)” = lim [ — (A/z)" = 1.

Efetuando contas similares, s6 que com a composi¢ao & direita com (I —
A/z), concluimos que para |z| > limsup {/||A"[|, existe (2] — A)™! = 2 -
Yo o(A/z)™. Isso nos dd uma cota mais fina para o raio da bola fechada
onde se encontra sp(A).

Para mostrarmos que sup{|z|;x € sp(A)} = limsup {/| A", basta que
adaptemos a teoria de Func¢oes Holomorfas de C em C, para curvas holo-
morfas em espacgos de Banach. Mais particularmente, basta que adaptemos
a teoria de Cauchy-Goursat para este contexto.

Defini¢ao 7.1.1. (Aplicacao Holomorfa). Seja U C C um conjunto aberto
e f:U — E, onde E é um espago de Banach. Dizemos que f é holomorfa
em zy € U se existe o limite

lim f(z) = f(20)

z2—20 zZ— 20

= f'(20)-

Neste caso, f'(z9) é chamada de derivada holomorfa de f em zy. Se f é
holomorfa em cada ponto de U, dizemos que f é holomorfa em U ou, sim-
plesmente, que f é holomorfa.
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Lembramos aqui a prova do Teorema de Cauchy-Goursat para regioes
triangulares, adaptando-o ao contexto de espacos de Banach.

Teorema 7.1.2. (Teorema de Cauchy-Goursat para regioes triangulares).
Sejam U C C um aberto, E um espaco de Banach, f : U — E uma aplica¢ao
holomorfa e seja A um triangulo compacto contido (inclusive o seu interior)

em U. Entao
/ f(z)dz = 0.
A

Prova: Realizemos uma construcao indutiva para a prova do teorema.
Escrevamos A = Ay e subdividamos este triangulo em quatro triangulos
(AL, A2, A3, A}) a ele semelhantes, cujos lados tém metade do comprimento
de seus correspondentes no triangulo original. Ademais, orientamos os bordos
de cada um dos triangulos no sentido horario. Dali,

f(z)dz = f()dz+ | f(z)dz+ [ f(2)dz+ | f(2)dz.
Ag A} A2 A3 Al

Otriangulo A subdividido em quatro triangul os semel hantes, com metade
do lado e 1/4 de sua area.
Vejamos como se da o passo de inducao: supondo que temos construido
um triangulo A,, para um certo n € N (por exemplo, ja definimos, paran = 0,
Ap := A). Dai, dividimos A,, em 4 triangulos Al A2 A3 A? semelhantes
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como explicado acima. Definimos A, := A/, onde

| /A | F(2)de] = ma| /A RECN /A REZEN /A REZN /A REZ)
Dai

| n ) <4 /. RCE

Ademais, se d,, ¢ o comprimento do maior lado do triangulo A,,, é claro que
Ont1 = 0n/2 = 09/(27),
UBuin) = £(A0)/2 = ((B0)/(27)

Como os triangulos A,,,n € N formam uma familia encaixante de compactos
nao vazios, podemos tomar zy € N,en4Q,,. Como f é holomorfa, dado € > 0,
dr > 0 tal que

|2 — 20| <7 = |f(2) = f(20) — ['(20) * (2 — 20)| < |z — 2ol

do - L(A)
Dali,
. f(2)=f(z0)—f'(20)%(2—20)dz = . f(z)d=—( . f(z0)+f'(20)*(2—20)dz) =

(pois 0 Teorema de Cauchy-Goursat claramente vale para aplicagoes holo-
morfas afins)

f(z)dz.
An

Por conseguinte,
| / f(2)dz < 47 / )z =47 [ F(z) = F(0) — f(z0) * (2 — z0)de] <
A An Ap

(Supondo n suficientemente grande de modo a que §,, < 7)

€ € do L(A)
qr . — — . — (AL < 4. L2 < e

Como € > 0 é arbitrario, segue-se que

/A f(=)dz = 0.
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m
A partir da versao acima, é bastante facil de provar uma versao similar
para circulos (e curvas convexas) no lugar de triangulo.
Usando da defini¢ao de integral curvilinea complexa, sabemos que , Z_lzo dz =
2mi, para qualquer curva fechada de simples v contendo zy na regiao aberta
limitada de C que possui v como fronteira. O resultado mais importante na

teoria de aplicacao analiticas é o seguinte:

Teorema 7.1.3. (Fdérmula Integral de Cauchy). Seja E um espago de Ba-
nach sobre C, U C C um aberto simplesmente conexo e f : U — E uma
aplicacao holomorfa. Seja v9 C U uma regiao compacta cuja fronteira é uma
curva de Jordan . Entdo, dado zy € int(7y), vale:

1 f(z)
f(z0) = 5 - Zodz.

Prova: Dado € > 0, seja § > 0 da continuidade uniforme de f em 7, tal
que

Iz = 20l < 8= 1£(z) = F0)ll < 5=

Obviamente, podemos supor § > 0 suficientemente pequeno de modo a que
B(0,6) C int(yp). Chamemos de 75 a curva qu é o circulo de centro zy e raio

&
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Justapondo as curvds -y ,-T,y , € aplicando o Teorema de Cauchy—Goursat, obte

a integral no circulo de raio delta em torno ge z  e” zero.
Ligando 7 a 5 por meio de uma curva auxiliar I" difeomorfa a um intervalo
compacto, conforme mostra a figura, usando da propriedade de que uma
integral de linha muda de sinal se trocamos a orientacao e aplicando o teorema

de Cauchy-Goursat, obtemos que

O

,YZ_ZO ’76’2_Z0

Mas
1(2) N fz) . 1 B
||[Y5Z_Zodz—f(20)27ﬂ|| = ||/%Z_Zodz f(zo)/%z_zodzu -
JECECP
Vs £ =20

Como para z sobre a curva s, temos || f(z) — f(20)]| < €/2m e ||z — 20]| = 0,
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obtemos e
| [ FE Ly < et =

Concluimos que

||/f dz — 2mif(zo ||/f dz||<e‘v’e>()

logo
f(z)

zZ— 20

=2mif(20)-
.

]
Dizemos que N C C é um anel centrado em a € C, se N é da forma

N =N(a,ri,m3) :={z€C,r; <|z—a|l <ry, com ry,r > 0,a € C}.

Isto nos permite demonstrar o seguinte teorema sobre aplicacoes Holo-
morfas em um anel:

Teorema 7.1.4. (Séries de Laurent em Espacos de Banach). Sejam N C C
um anel centrado em a € C, V C C uma vizinhanca de N, e f : V — E uma
aplicacao holomorfa tomando valores em um espaco de Banach E. FEntao
existem unicos A, € E,n € Z tais que

+oo
= g A(z—a)",Vz €N,
n=—oo
a convergéncia do limite acima sendo absoluta e uniforme em N .

Sendo N um anel centrado em a € Ce f : V — E, e orientando a
fronteira de N conforme a figura, dado z € N\ N, pela férmula integral
de Cauchy, temos:

J

Y, Y,
2
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QLM(/72 w—(beiuz)z—a)duH—/71 z—aJi(l(Uzu—a)dw) -

1 f(w) " f(w) w) —
27m'(/72 (w—a)*(l—z_a)d +[ﬂ (Z—a)*(l_u)d )

w—a zZ—a

(note que para w € 7y, vale lw — a| > |z — a|, Vz € N; ja para w € 7 vale
jw —af <z —ad)

(et [ 15 ),

7=0

As somas geométricas dentro das integrais convergem absolutamente e uni-
formemente em partes compactas de int(N), logo podemos permutar seus
limites com as integrais, e usando a linearidade das integrais, obtemos:

T omi Z/ —a) g+1 (z—a)j—i—zl . fw)(w—a)’tdw*(z—a) ™ dw,

também chamada de Série de Laurent de f no anel N.
Para vermos a unicidade dos coeficientes de Laurent, basta notarmos que
se f(z) = :io_oo An(z —a)", entao dado k € Z, e para qualquer circulo ga

com centro em a e contido em N, temos

57 /f a)ftldy = — —a)"* Ty = Ay,
i

2me ’Yn——oo

uma vez que fv(z —a)"""ldz = 0,se n+k+1 # —1, e é igual a 2mi, se
n+k+1=-1

O

Voltemos agora a aplicagao resolvente p : res(A) C C — L(F). E muito

facil ver que res(A) é aberto, e que ela é analitica (holomorfa) em res(A).

Realmente, pelo Teorema da Perturbagao do Isomorfismo (veja corolario

0.2.17, na pdgina 14), se A € res(A) e p tal que |u| < ||p(N)] ™!, entdo
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(M — A) + ul é invertivel. Isso implica que B(\, |[p(A)]|7!) C res(A) e, por
conseguinte, que res(A) C C é aberto. Ademais,

(NI = A=l + M- A (M- (M- A) =

(M =A) (I XN FA)T M =A) " = (uI- (M =A)+D) (A —-A)~L

Por analogia com a série geométrica vemos que a inversa de (A + u)l — A
deve ser dada formalmente pela série:

S() = S (=1 (A =AY = ST (1))

Por tomarmos ||up(N)|| < 1, a série acima converge absolutamente, e uni-
formemente em partes compactas de B(0, ||p(\)||~!). Em particular, segue-se
(da teoria de séries de poténcias) que p é holomorfa, com derivada holomorfa
em ) igual a —p(\)2.

Note que a série de Laurent de p em torno de zero é

—+00

p(z) = 3 (Af2)"

J=0

Concluimos entao a partir do teorema 7.1.4 que tal série converge para todo
z € C tal que |z| > supsp(A) e, é claro, ndo converge para |z| < sup sp(A).
Logo, sup sp(A) = limsup {/||A"||. Uma consequéncia imediata, e bastante
importante disso, é que se o espectro de A estda contido na bola unitaria
aberta B(0, 1), automaticamente todo iterado suficientemente grande de A
sera uma contracao.

Veremos na proxima secao algo mais: que se o espectro de A nao intersecta
S1, entao o espacgE admite uma decomposicao em soma direta £ = E* @ E*
tal que A(E®) C £, A(E") = E“, sendo A|gs e [A|g«]™! contragoes.

7.2 Funcoes de um Operador

Na sec¢ao anterior, adaptamos a Teoria classica de Analise Complexa com a
finalidade de estudar a aplicagao resolvente p de um operador linear A : £ —
E fixado, onde F é um espago de Banach. Usamos o fato de que p é uma
aplica¢ao holomorfa de um aberto de C em L(F). A idéia desta nova secao é
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estudar o espectro sob um foco diferente, cuja motivacao é a seguinte. Dado
um polinémio p(z) = Y " ¢,2", com ¢, € C,Vn € {0,...,m}, podemos
avalid-lo em L£(F) (no lugar de avalid-lo em C) pela férmula:

L(E) 3 p(A) =D e, A™.

Dizemos que p(A) é uma fungao polinomial do operador A. Como as fungoes
holomorfas sao localmente limite uniforme de polinomiais, claro esta que
dada uma funcao f : U C C — C deve ser possivel estender o conceito de
fungao de operador para fungdes analiticas quaisquer, obtendo-se f(A).
Uma questao natural é saber que relagao existe entre o espectro de f(A)
e o espectro de A (veremos mais adiante que essa relagdo é: sp(f(A)) =
f(sp(A))). A definigao precisa de f(A), das relagoes entre seu espectro e o
espectro de A e suas consequéncias sao o objetivo da presente secao.

Definigao 7.2.1. (Fungao de operador). Seja A € L(E) um operador linear
em um espago de Banach F' e f : U — C uma fungao holomorfa definida
uma vizinhanga (fechada) U nao necessariamente conexa de sp(A). Suponha
que OU = C é composta de curvas fechadas, C* por partes, orientadas com
a orientacao induzida no bordo. Definimos a fun¢ao do operador A dada por
f como

1

1(4) = o [ FN)p(Nax

™ Jo
Observagao 7.2.2. Denotamos por §(A) a colegao de todas as fungoes holo-
morfas em alguma vizinhanca com fronteira C'! por partes de sp(A). Note que
se duas dessas fungoes coincidem em uma tal vizinhanca, automaticamente
(mesmo que possuam dominios diferentes) a mesma funcao de operador. De
fato, suponha que f : U — C, f : U — C pertencam a §(A), e coincidem
em uma vizinhanca de sp(A4). Sem perda de generalidade, suponha que tal
vizinhanca seja U, e que flg = f. Como f - p é holomorfa em V := U\ U,
segue-se que

FA)p(A)dA =0,
oV
o que implica que
1 1

3 [ FOar = 5 [ spvar = 5 [ fenin
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Teorema 7.2.3. (Cadlculo Funcional). Dadas f,g € F(A), ¢ € C, valem:
Loc f+ged(A)elc f+g)(A)=c-f(A)+g(A).
2. f-9€eB(A) e(f-9)(A) = [f(A)-g(A).

3. Se [ possui expansao em série de Taylor f(N) = Y po,anA", abso-
lutamente convergente em uma vizinhan¢a de sp(A), entao f(A) =

Yoo g an A"

Prova:

Para o item 1, devemos esclarecer que por h = ¢ - f 4+ g entendemos a
funcao obtida somando-se na interseccao dos dominios de f e g. consequéncia
obvia da linearidade da integral.

Para mostrarmos o item 2, observamos que vale a seguinte identidade,
também conhecida com equacao do resolvente:

p(A) = p(u) = (1 — A)p(AN)p()
De fato,
p(A) = p(p) = p(N)p(p) (ul — AYA — A)(p(N) — p(p)) =
p(N)p(p)(ul — A)(I — Ap(p) + Ap(p)) =
p(N)p(p)(pl — A=A+ A) =
(1= A)p(N)p(p).

P o) = =5 [ F0ear [ gwotndn =

s [ ] rgmepmdmir =

C1 JCy

(aplicando a equagao de resolvente e lembrando que Cy e C; sao disjuntos)

g L st P in
1 9(n) 1 ) B
~g L 10 2ampir+ o [ ([ T v
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(pois tomamos Cy exterior a Cf)

1
27TZ C1

FNgN)p(N)dr = (f - g)(A),

Quanto ao item 3, sabemos do curso elementar de Anélise Complexa que
qualquer série de poténcias converge absolutamente em bolas abertas em
torno de um centro, logo, se a série Y a, A" converge em uma vizinhanga
de sp(A), est@o existe € tal que existe o limite (uniforme) > ja,\,, VA <
sup sp(A) + ¢o = r. Em particular, denotando por S} a esfera unitdria de
centro 0 e raio r, obtemos:

1 e}
T m/ SMERICIEED> [ ammotir =
n=0 n=0 r
LS [ - S

m

O préximo teorema (junto com o anterior) pode ser considerado o proto-

teorema Espectral, isto é, uma versao nao lapidada (e portanto, mais geral)
do teorema Espectral.

Teorema 7.2.4. (Mapeamento espectral). Se f € F(A), entao sp(f(A)) =
f(sp(A)). Em particular, se A € invertivel, entao sp(A~1) = (sp(A))~! =
{0t e sp(A)}.

Prova:
(=) Seja A € sp(A). A idéia é tentar escrever

I = f(A) = (AT — A) - g(A),

com g € F(A). Dai, como os operadores de A comutam, fica claro que se
f(N\) nao estivesse em sp(f(A)), entao g(A) - (f(N) — f(A))~! seria inversa
de (M — A), absurdo. A prépria férmula acima nos indica como definir g em
uma vizinhanca de sp(A):

g(z) = (g\ﬁ(,sez#)\
f'(N), caso z = .
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Como g ¢é holomorfa em um disco furado com centro em A e é continua
em A (pois f é holomorfa em )), segue-se que g é holomorfa inclusive em A,
possuindo assim o mesmo dominio que f. Do Teorema do Calculo Funcional,
segue-se que g(A) satisfaz a férmula desejada relacionando A\l — A e f(\)I —
7).

(«=) Agora seja u € sp(f(A)) e suponha por absurdo que p ¢ f((A)).
Neste caso, f(A) — u # 0,V\ € sp(A) e portanto h(z) = (f(z) — pu)~' estéd
definida (e é holomorfa) em uma vizinhanca de sp(A). Ora, do Teorema do
Célculo Funcional, segue-se que

hA) - (f(A) = pl) = 1,

o que implica que p ¢ sp(f(A)), absurdo.

Se A é invertivel, entdo 0 ¢ sp(A), logo f(z) = 1/z é uma fungao holo-
morfa definida na vizinhanga C\ {0} de sp(A). Ora, do teorema do Célculo
Funcional, de f(z)-z = z- f(z) = 1, concluimos que f(A)-A=A-f(A) =1,
ou seja, que f(A) = A™!. Da parte provada acima do Mapeamento Espectral,
conclufmos que sp(A~1) = sp(f(4)) = f(sp(A)) = (sp(A))~".

L

Definigao 7.2.5. (Conjunto espectral). Seja A : E — E um operador linear
definido em um espago de Banach £. Um conjunto X C sp(A) é dito ser um
conjunto espectral se ele é aberto e fechado em sp(A).

Note que como sp(A) é compacto, todo conjunto espectral também o
é. Note ainda que se X é um conjunto espectral, o mesmo vale para X¢
(=complementar de X em sp(A)).

Definigao 7.2.6. (Projecao espectral) Seja X um conjunto espectral do es-
pectro de um operador linear A. Seja Px : V — C definida em uma vizin-
hanga nao conexa V = Vx U Vxe de sp(A), onde Vx DO X (respectivamente,
Vxe D X°), tal que

Px(z) =1,Yz € Vx; Px(z) = 0,Vz € Vxe.

Entao a aplicacao [Ix := Px(A) € L(FE) é dita projecio espectral associada
aX.

Teorema 7.2.7. Seja A € L(E) um operador linear em um espago de Ba-
nach, e seja X C sp(/}) um conjunto espectral. Entao existe uma decom-
posicao A—invariante E @ E = E tal que sp(Alz) = X e sp(A|z) = X°.
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Prova: Pelo teorema do Célculo Funcional, vale que Il x e ITx. comutam
com A e entre si (todos os operadores de A comutam entre si), que I =
Iy 4 [Ixe, e 0 = IIx - IIxe (pois Px(z) - Pxc(z) = 0. Ademais, notamos
que Px(z) = Px(2) - Px(z) (resp. Pxc(z) = Pxc(z) - Px<(z)) vale que IIx =
Iy - My (resp. Mye = Ixe - Mxe.

Em particular, vale ainda que A = IIx-A+Ily.-A. Definindo E := [y (E)
e B :=Tlx(E), temos que £+ E = I(E) = E ese v € EN E, entdo

Ix(v) =v=1xe(v) = x - lxe(v) =v=0v=0,
o que implica que E e F estdo em soma direta.

Finalmente, da comutatividade existente entre A e as projecoes espectrais,
concluimos abaixo a A—invariancia dos espacos F e F:

A(B) = A(TLx (E)) = Tk (A(E)) € TIx(E) = E:
A(E) = A(Tllxe(E)) = Hx(A(E)) C Iix.(E) = E.
Agora, mostremos que sp(A|z) = X e que sp(4|z) = X°
Primeiramente, observe que como E e E sao invariantes por A, também
0 sao por A — AI. Desse modo,
A — M é invertivel &
(A — AI)|z é invertivel e (A — AI)|j é invertivel.
Em outras palavras, res(A) = res(A|z) Nres(A|z), o que equivale a dizer
que
sp(A) = sp(Al) Usp(Alg)-
Seja r ¢ sp(A), e defina g : Vx UVye — C por g(z) = Px(z) * z 4+ 1 % Pxe.
Isso implica que g(A) = IIx - A+ rllx.. Ou seja, g(A) = (Al I|z)
Ora, o mapeamento espectral, junto com o0 mesmo raciocinio acima (baseado
na invariancia dos espagos £, E) aplicado a g no lugar de A nos dao:

X U{r} = sp(g(A)) = sp(Alg) U {r};

e analogamente, poderi amos concluir que

XeU{r} = sp(Alg) U{r}.

Como r nao pertence a sp(A4), ndo pertence a nenhum dos subconjuntos
sp(Alg), sp(Alz), X e X¢, donde concluimos que sp(A|z) = X e sp(Al;) =
Xe.

[
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Definicao 7.2.8. (Automorfismo linear hiperbélico). Um operador (ou au-
tomorsfismo) linear A € L(FE) é dito hiperbdlico se o espectro de A nao
intersecta a esfera S'. Se E tem dimensao finita, isso é o mesmo que dizer
que nenhum autovalor de A tem norma 1.

Corolario 7.2.9. Seja E um espago de Banach (complexo), e A € L(E) um
automorfismo linear hiperbolico. Entao existem C' > 1, 0 < A < 1 e uma
decomposicao ' = E°* & E" tal que

o A decomposi¢ao é A—invariante, isto é, A(E®) C E® e A(E") C E".
o ||A™

<CA e ||AMgu 0] > C7IA™ |||, Vn €N, Vv € E.

Es
Prova: Dado um automorfismo linear hiperbdlico A, vemos que seu es-

pectro se decompoe em sp(A) = X*UXY onde X* X" sdo os conjuntos
espectrais definidos por:

X = {p € sp(A); |ul < 1} X" :={p € sp(A); |u] > 1}.

Note como X* e X* sao fechados no compacto sp(A), eles também sao com-
pactos. Devido ao fato de A ser hiperbdlico, nem X?® nem X“ intersectam
S1. Portanto, existe 0 < A < 1 tal que

X* C B(0,\) e X* c B(0, A1)
Pelo teorema 7.2.7, existem espacos A—invariantes FE® e E" tais que
sp(Algs) = X® e sp(A|pu) = X
Como consequéncia do final da tltima secao, temos que o raio espectral

de A|gs = limsup {/||A%|| = sup{|p|,x € X*°} < A. Por conseguinte, existe
no € N tal que

| A% || < A, Vi > ny.
Tomando C; > max{1, ||A|g’||/M,j =1,...,n9 — 1}, obtemos que
1A e ]| < CA™.

Por outro lado, como sp(A|g«) = X", em particular, 0 ¢ sp(A|g.), e por
conseguinte, A|g. é invertivel. Do teorema do mapeamento espectral, temos
que sp([Alz] 1) = (sp(Al)) " = (X*)".

Em particular, temos que o raio espectral de [A|g«| ™" = limsup /|| A%.|| =
sup{|p|~t, u € X*} < A, o que, como antes, implica que existe n; € N tal
que

|Aze]| < A", Vn > ny.
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Tomando C,, > max{1, ||A|g«""||/M,j =1,...,n; — 1}, obtemos que
AT [ pul| < CuA™

Definindo C' := max{Cj, C,}, segue-se o resultado.

7.3 O Operador Adjunto e seu espectro

Seja I/ um espaco vetorial normado. O espaco dual de E, denotado por E*,
é o espago vetorial dado por

R, . : )
E*:={1: E — ;1 é funcional linear continuo.}

E claro que devido as completudes de R e C, E* é sempre um espago de
Banach com a norma do operador:

[ellop :=" sup  {|u(z)[}
z€E,||z||=1

Se E é um outro espaco normado, e A € E(E,E), entdao dado j € E*,
podemos definir um funcional linear A*(y) € E* por:

A*(9)(x) = g0 A(z),Vz € E.

Note que a aplicacdo A* : £* — E* dada por j — A*(y) é, ela mesma, linear,
denominada a adjunta de A.

Embora a definicao acima seja bastante geral, nos restringiremos nessa
secao a estudar operdores definidos em espagcos vetoriais normados cuja norma
| - || provém de um produto interno < -,- >, via a férmula usual ||v| =
V<v,v>Vv € E. Lembramos a seguir algumas definicoes e fatos refer-
entes a tais espacos:

Definigao 7.3.1. (Espago de Hilbert). Um espago vetorial normado F é
dito um espaco de Hilbert se sua norma provém de um produto interno e se
ele é completo (o que quer dizer que toda sequéncia de Cauchy na norma de
E possui limite em F).
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Definigao 7.3.2. (Espaco Ortogonal) Seja E' um espaco dotado de um pro-
duto interno e E um subespaco vetorial de E. O espago ortogonal a FE,
denotado por E+ é definido como:

Et = {veFE;<iv >:O,V§0€E}.

Claramente E+ é um subespaco vetorial fechado de E e temos E = E®
Bt

Definigao 7.3.3. (Base Ortonormal) Seja E um espacgo vetorial dotado de
produto interno. Uma base ortonormal é um conjunto # C E tal que valem
Ilv]| = 1,Vv € B, < v,w >= 0,Vv,w € 3, com v # w e finalmente, dado = €
E existem escalares nao nulos aq, ..., ,, ... evy,...,0,, - € F satisfazendo

9
r = E O{j/Uj.
Jj=1

Observamos que uma base ortonormal nao precisa ser enumeravel. Por
outro lado, dado = € E, e § uma base ortonormal de E, os escalares nao
nulos o, e os vetores v; que entram na expressao de z da definicao acima
sdo (a menos de reenumeracao dos pares (o, v;)) unicamente determinados
por x e (3. Para vermos isso, basta tomarmos o produto interno de x com um
elemento arbitrario v € 3 e usarmos da continuidade do produto interno:

(0.9] o0
<z, >=< Y a0 >= Y 0y <vpv >=

{ aj, Se vj = ;
Jj=1 Jj=1

0, caso contrario.
Outra definicao util em espacos dotados de produto interno é a de sube-
spaco ortogonal:

Definicao 7.3.4. (Subespago Qrtogonal). Seja /. um espaco vetorial mu-
nido de um produto interno e ' C E um seu subespago vetorial. O espago
ortogonal de E é o conjunto:

Et = {re B, <x,0>=0,Y0 € E},
o qual claramente é um subespago vetorial de E.

O préoximo exemplo mostra que em um espaco vetorial dotado com um
produto interno, mas nao completo, podemos ter um subespaco fechado cujo
espago ortogonal é trivial.
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Exemplo 7.3.5. Seja E = (CY([0,1];R),< -,- >) o espago das fungoes
continuas com dominio no intervalo [0,1], dotado do produto interno <
frg >= fol f(t) - g(t)dt. Seja (gn), g, € E uma sequéncia de Cauchy em
FE sem limite em E. Por exemplo, tome

0, parat €[0,1/2—1/(n+1)];
gn =R 124+ (t—=1/2)-(n+1)/2, sete (1/2—1/(n+1),1/2+1/(n+1));
1, parat € [1/241/(n+1),1].

Dai, defina o funcional linear ¢ : £ — R por:
§(f) = lim < f.g. >V € E.
E facil de verificar que g é continuo. De fato, se f; € F, f; — 0, temos:
i [90£)] < Tim T (151 ga] < T 55 =0,

sendo a primeira desigualdade devido a Cauchy-Schwarz, e a seguinte porque
a sequéncia (g,) é limitada (com norma menor do que 1, em nosso caso
especifico). Considere £ = ker(§). Como § é continuo, segue-se que E é
fechado em FE. Note que qualquer fungao continua f : [0,1] — R que se
anule em [1/2,1] pertence a E , 0 que mostra que esse espaco nao € trivial.
Por outro lado, E # E, uma vez que qualquer fungao continua f : LO, 1] —-R
tal que f(t) > 0,Vt € (1/2,1) nao estd contida em F. Contudo, £+ = {0}.
Tal é demonstrado, em grande generalidade, na proxima proposigao.

Proposicao 7.3.6. Seja E um espaco vetorial dotado de um produto interno,
(gn), gn € E uma sequéncia de Cauchy nao convergente em E e §: E — R o
funcional linear dado por

A

g(x) = lim <=x,g,>.

Entao
e § ¢ continuo,
o £ = ker(g) € um subespago fechado (em E) proprio de E;
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Prova: A prova dos dois primeiros itens é andloga aos argumentos ja
vistos no exemplo 7.3.5 acima. Para o ultimo item, procedamos por absurdo.
De fato, se um vetor w # 0 pertencesse a B, poderfamos escrever qual-
quer vetor v em E como v = v— < v,w > w/l|w|*+ < v,w > w/|w|?>

Ora,

<v,w > <v,w >
<V — —————w,w >=<v,w > -——— < w,w >=0,
|w]| <w,w >

o que implica que v— < v,w > w/||w|? € (E+)* = E, pois E ¢ fechado em
E. Nao hé perda em normalizar w, isto é, supor que ||w|| = 1. Afirmamos
que w realiza a norma de §. De fato, se v € FE é outro vetor de norma 1, nao
colinear a w, vimos acima que v = v — 0+ < v,w > w, com v € ker(g). Dai,

9(0)] = 19(0)+ < v,w > g(w)| = [ <v,w > [[|g(w)]| <
(aplicando Cauchy-Schwarz em sua forma estrita, e supondo sem perda g #

0)
[oll[[wlllg(w)l] = {lg(w)l,

o que implica que ||g]| = ||g(w)]|, como afirmamos. Observe ainda que ||g|| =
lim,, o ||gn||- De fato,

< nyJIn . n
In- 9 = lim < J  Gn >

© V< GnyGn > 1m0 V<9n,9n > N

(novamente, por Cauchy-Schwarz)

hm llgnll = hm

Tim < w, g, >= [§(w)] = [|9]-
Para a outra desigualdade, comecamos por observar que para cada j € N,
vale §(g;/llg;|l) = imy—oo < g;/1l9;lls gn >< ||g]|. Por outro lado, como g, é
de Cauchy, ela é limitada, digamos, com norma acotada por M > 0 e ainda
como g, / 0, dado € > 0, existe ng € N tal que

== — ol < €/M, Vi, = no.
||gg|| ||gn||

Isso implica que
|< Ji T 9n =< i 9n ‘_H ||M<€Vj,n>no,
1951l ||gn|| ||gg|| ||gn||
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e por conseguinte, lim, oo /< Gn, gn > = lim;_o §(g;) < ||9]|-
Desse modo,

, < Gy w > < G, w >
n—o [[wll |

lim < gp,— < gn,w >w, g, > = lim < g,,q, > — << gn,W > W, g, > =
n—oo

n—oo

lim < gy, gn > — < gn,w >* = [|g[I* = [|g(w)[|* =0.

n—oo

Dai, concluimos que existe lim,, ., g,, € este seria um multiplo nao nulo
de w, o que contradiz a hipdtese de que a sequéncia g, nao converge em F.

]

Lema 7.3.7. Seja E um espaco com produto interno e seja E c E um
subespago completo préprio. Entao, dado v ¢ E, eziste v € E tal que

inf {{|v — 2[|} = [jv — |
zel

Ademais, v — o = w € E*+, o que implica que E+ # {0}.
Prova: Seja § = inf@eE{HUf Z||}. Seja (#;),4; € E uma sequéncia que
minimiza a distancia entre v e E. Mostremos que (z;) é de Cauchy. De fato,

0< ||:1:]~—xm||2 =< X = Ty, Tj — Ly >=<Tj—V+V— Ty, Tj —V+V — Ty >=

<Zj=0, ;=0 > + < V=T, V=Tp, > + < Tj—V,V—Tpp, > + < V=T, Tj—V >=
2 — v|* + |zm — v — < 2j — 0,2 —V > — < Ty, — v, T, — ¥ >

(pela desigualdade de Cauchy-Schwarz)
2 = v + |2 = vl* = 2]|z; — v]||lzm — v,

que converge a zero, uma vez que |lz; — v|| — 6, ||z, — v|| — 6, quando
j — 00, m — oo. Concluimos que (z;) é de Cauchy, e como a sequéncia
minimizante tomada é arbitraria, concluimos (por argumento canoénico de
Anélise) toda sequéncia minimizante possui o mesmo limite, digamos v € E.
Como v ¢ E, segue-se que w = v\ & # 0. Mostremos que w € E+. Para
ieFeacR (ou C, se o espago for complexo), temos:

82 <<v—04at,v—10+ai >

=w =w
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S <<w,w >+ <w,ai >+ < ad,w>+d?| < i,i >
0<a<wi>+a<iw>+a?<ii>.

Agora, fazendo @ = r < w, T >, onde r € R é qualquer, obtemos:
N 2 2 A 2114112
0<2r|<w,z>"+r* <w,z> | z]|*,Vr € R,

o que s6 é possivel se < w,z >= 0. Como = € F é arbitrario, segue-se que
we Bt
[

Observacao 7.3.8. Note que ¢é imediato do lema acima que se E é um
espaco de Hilbert e E é um seu subespaco fechado, entao F = Ea Bt A
mesma prova serve para mostrar que se £ é um espaco vetorial dotado de
produto interno (nao necessariamente completo) e E éum subespago vetorial
completo de F/, entao também vale E = Ea EL.

Note que segue-se do ultimo lema que dado um espago vetorial £ munido
com um produto interno e um seu subespago vetorial completo £ C FE,
temos F = E @ E*. Usaremos esse fato no préximo

Lema 7.3.9. (Versao fraca da Identidade de Parseval, ou Teorema de Pitdgoras).
Seja E um espago vetorial com produto interno e seja E C E um subespaco
vetorial de dimensao finita, o qual dotamos do produo interno oriundo de E.

Suponha que 3 = {v1,...,0,} seja uma base ortonormal de E. Entao, dado
v € E, este se escreve de maneira unica como v = 101 + - - + a0y + 0,
onde &y =< v,0, >,...,0, =< v,0, > e 0" € B+, valendo

n
ol = (3 layl?) + [0+
j=1

Em particular, vale [[vl]* > 3772, |og .

Prova: Como FE tem dimensao finita, em particular é fechado em F|,
implicando que £ = F @ E+. Assim, dado v € E, podemos escrever v =
O+ 0, com ¥ € E e 0t € B Ademais, 0 = Y7, a;0;, com

P O N ST N B A
a; =< 0,0; >=< UV +07,0; >=<0,0; >,

devido & ortogonalidade existente entre 9+ e v;.
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Finalmente, temos
n n
<v,v>=< Y a0 + 0y a0+ 0t >=
) = iVj ) iVj =
Jj=1 Jj=1

(devido as relagoes de ortogonalidade existentes entre os diversos vetores

Oy, ... 0 € 0F)
n n
Dol <0y > 4+ <ot ot >= () o) + (107
j=1 j=1

]

Teorema 7.3.10. (Representacao de Riesz). Seja E um espago de Hilbert.
Entao, dado um funcional linear continuo f € E*, existe um unico w € E
tal que f(x) =< z,w >, Vx € E.

Prova: R
Suponha que f # 0, pois este caso é imediato. Seja E = ker(f). Como
f é continuo, E é fechado em E. Pelo lema anterior, ker(f)* # {0}. Seja
W # 0 um vetor em ker(f)* tal que f(w) = 1, e seja w := w/ < w,w >. Dali,
dado v € E, escrevendo
<0, > <v,w >
v=(v - ———W) + ———
<, W > <, W >

é claro que 0 := (v— < v, > w/ < W, w >) € ker(f), temos:

<v,w >

Finalmente, para vermos a unicidade, basta aplicarmos mais uma vez o
lema: w e z sdo tais que f(v) =< v,w >=< v,z >,Yv € E, entdo vale:
<v,w>=<v,z2>YVWwEE&<v,z—w>=0Yv € E & z—we B+ ={0},

implicando que z = w.

]

Corolario 7.3.11. Seja E um espago de Hilbert. Entdao a aplicacio F': E —
E* dada por
F(w) =< -,w >,

¢ um isomorfismo (sesqui)linear isométrico de E em E*.
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Prova:

Da proposicao anterior, fica claro que F' é sobrejetivo: se f € E*, vimos
que existe w tal que f(-) =< -, w >= F(w). Também é 6bvia a injetividade,
pela unicidade vista no teorema de Representacao de Riesz. Se o espaco for
real, o isomorfismo acima é claramente linear. No caso complexo, é sesquilin-
ear.

Mostremos que ||F(w)|| = ||w||,Vw € E.

De fato,

[1F(w)]| = sup | <v,w >,
[vl=1
supremo que sabemos, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, ser atingido para
v = w/||wl|]. Por conseguinte, |F(w)|| =| < w,w > /||w||| = ||w], ou seja,
F' ¢ isometria.
m

Observagao 7.3.12. (Representacao dos funcionais lineares em E*, quando
E é espago vetorial com produto interno, nao necessariamente completo).

Seja E' um espaco vetorial dotado de um produto interno, e f : F — 5 um
funcional linear continuo. Entao, pelo teorema de extensao de operadores
lineares (o conhecido B.L.T.), o funcional linear f possui uma tinica extensao
continua f . E — %, onde E é o completamento de E. Analogamente, dado
f ) . % um funcional linear continuo, sua restricao a E determina um
tinico funcional continuo f : £ — &. Em ambos os casos, como E é denso em
E, obtemos que ||f|| = ||f]|. Isso implica que E* é isometricamente isomorfo
a E*, via aplicacdo F : E* — E* dada por F(f) f, em que f é a tnica
extensdo continua de um funcional f com dominio em E ao completamento E.
Ora, do Teorema de Representacao de Riesz, temos que qualquer funcional
linear continuo f (definido no espaco de Hilbert F, completamento de E) é
da forma:
f(z) =< &, >,Vi € E,

onde @ € E é um vetor constante, unicamente determinado por f' . Ora,
se f = ﬁ’*l(f), entao f = f|E Em particular, tomando-se uma sequéncia
w, — w, onde w,, € E, é claro que para x € F vale

f(@) = f(z) =< z,0 >= nh_)rglo < x,wp >,
o que nos fornece uma representagdo (nao unica) para os funcionais lineares
em F, simplesmente em termos de sequéncias em FE.



Augusto Armando de Castro Junior, Curso de EDO 180

A mais importante conclusao a que chegamos a partir da observacao acima
é que embora nem todo funcional linear em E* (quando E nao é completo)
possa ter uma representacao do tipo f(z) =< z,w >,V € E, com w € E,
vetor constante, mesmo assim, os funcionais desse tipo podem ser usados para
aproximar qualquer funcional em E*, pois formam um subconjunto denso de
E*. Desse modo, estamos aptos a fazer a seguinte:

Definigao 7.3.13. (Operador Adjunto em Espagos vetoriais com produto
interno). Seja A : E — E um operador linear continuo, definido no espago
vetorial F/, dotado de produto interno < -,- >. O adjunto de A é o unico
operador linear A* : E — E dado por:

<A -z,y>=<uz,A"-y>Vr,ye k.

Compare a definicao acima com a definicao de operador adjunto em
espacos normados. Claro esta que no caso de espagos vetoriais dotados com
produto interno, identificamos E com seu mergulho em E*. Com isso, temos
que em espacos dotados de produto interno, tanto o operador como seu ad-
junto atuam no mesmo dominio, E.

Uma proposi¢ao basica sobre adjuntos de um operador é a seguinte:

Proposicao 7.3.14. Seja E um espago de Hilbert e A € L(E). Entao
ker(A)t = A*(E) e A(E)" = ker(A").

Prova:
Note que o espaco ortogonal a qualquer subespago é sempre fechado,

devido a continuidade do produto interno. Seja v € ker(A), e w = A(w) €
A*(E). Dali,

< v, >=< v, AM(w) >=< A(v),w >=< 0,w >= 0,

o que quer dizer que A*(E) C ker(A)*t. Por outro lado, se A*(FE) # ker(A)*

—
entdo existiria um vetor niao nulo o € A*(E)  Nker(A)*. Dai,

< 0, >= 0,V € ker(A) + A*(E) =
(em particular, para w € A*(F))

<0, A%(w) >=0,Yw € E =< A(0),w >=0,Yw € £ =
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A() = 0,

o que é absurdo, pois ¥ foi suposto nao nulo e pertencente ao ker(A)*. Isso

mostra que A*(E) = ker(A)*.
Isso também implica que A*(E)* D (ker(A)4)* = ker(A).
[

Proposicao 7.3.15. Seja E um espaco dotado de produto interno e A : E —
E um operador linear auto-adjunto continuo. Entdao

1A} = HSWQI{HA(%')H} = ”81”191{| < A(v),v> [}
Prova: Em primeiro lugar, se v € E com ||v|| = 1, claramente
| < A(v),v > | < [[AQ)|[[o]] < [JA]l
[sso mostra que

sup {| < A(v),v > [} < [[A].

f[oll=1

Para a desigualdade oposta, por um lado, note que
JA@) | =< A(x), A@)/ | A2)] > .
Por outro lado temos, no caso em que E é um espaco real, que
4 < Alx),y>=<Alz+y),a+y>—<Alx—y),x—y>,
e no caso em que E é complexo
4 < Alx),y>=<Alz+y),z+y>—<Alx—y),r—y >+

i <Az +iy), v +iy > —1i < Alx —iy),x — iy > .

Em qualquer dos casos, temos que
4|Re(< Azyy >)| = | < Alz+y)o+y>—<Alzr—y),z—y>|<

sup {1 <A@, 0 > e+l +lle = yl) =
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(pela conhecida identidade do paralelogramo)

sup {| < A(v),v > [}2([lz]* + [ly]1*).

Se [|z]| = [[y[| = 1, segue-se que Re(< Az,y >) < sup,—1{| < A(v),v > |}
Fazendo ainda y = A(x)/||A(z)||, obtemos que

[A(2)|| < sup {| < A(v),v > [}, Va, [[zf] = 1,

[[of=1

e portanto
[A] < sup {| < A(v),v > |}.

[[oll=1

O

Observagao 7.3.16. Seja E um espago vetorial com produto interno e A :
E — FE um operador auto-adjunto. Entao < A -wv,v > é real, para todo
v € E. De fato, isso é imediato quando F é um espaco real, e quando ele é
complexo, temos:

<v,Av>=<A-v,v>=<v,A-v >,

a primeira igualdade porque A é auto-adjunto e a segunda pela sesquilineari-
dade do produto interno complexo. Portanto < v, A -v >=< A-v,v > é
igual a seu conjugado, ou seja, ¢ um numero real como afirmamos.

Outras propriedades importantes acerca do espectro de operadores auto-
adjuntos sao assinaladas na préxima proposicao:

Proposicao 7.3.17. Seja E um espago dotado de produto interno e seja
A E — E um operador auto-adjunto. Entdo qualquer (possivel) autovalor
de A pertence a R. Ademais, se v1 e vy sao autovetores correspondentes a
autovalores Ay # Ao, entdo sao ortogonais.

Prova: Suponha que A € C seja um autovalor de A. Isso quer dizer que,
tomando-se o complexificado (vide 7.0.2, na pagina 154) A:ExE — EXE,
existe ¥ = v + iw, com v,w € E tal que A(?) = \o. Em E x E adotamos
o produto interno natural, definido com a partir do produto em E, o qual
aparece no segundo membro da equagao abaixo:

< V1w, Vo Hiwe >1=< U1,V > +1i < Wi, U > —1 < U1, Wy > + < Wi, Wy >,
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onde vy, vy, Wy, we € .
Temos, portanto:

A< 0,0 >=< VA0 >=< 0, AD >=
(pois A é auto-adjunta)
<AD, 0 >=< A0, 0 >= A< 0,0 > .

Como ¥ # 0, segue-se que A = \, ou seja, A € R.
Finalmente,

A < V1,V >=< AUl,Ug >=< Ul,A’Ug >= )\ < V1,V > =, < V1,02 >= 0,
A1# A2

ou seja, v e vy sao ortogonais se sao autovetores associados a autovalores
distintos.

]

Observagao 7.3.18. Embora fuja ao escopo deste livro, é fato que se A é
um operador linear auto adjunto, entao seu espectro esta contido em R.

Estamos particularmente interessados em estudar operadores definidos
em um espago normado separavel E cuja norma provém de um produto in-
terno < -, - >. Por E ser separdvel entendemos que E possui um subconjunto
enumeravel denso. Conforme nos assevera a préxima proposicao, isso equiv-
ale a existéncia de uma base ortonormal enumeravel:

Proposicao 7.3.19. Seja E um espago vetorial com produto interno separdvel.
Entao E possui uma base (analitica) de vetores ortogonais enumerdvel. Isso

quer dizer que existem vi,...,U,,--- € FE, wvetores nao nulos tais que <

vj,vp >= 0,Vj # k e dado v € E este se escreve de maneira inica como
=y = ! Reci t Eé

V=) 7 Qplp, COM O, ...,0n,... escalares. Reciprocamente, se £ € um

espaco com produto interno exibindo uma base ortogonal enumerdvel, entao
E ¢ separdvel.

Prova:

(=) Seja D := {w,;,j € N} um subconjunto denso enumerdvel de E.
Definamos indutivamente uma sequéncia de subconjuntos (3, encaixantes de
D. Sem perda, podemos supor que w; # 0. Desse modo, definimos (3 :=
{wy/]|wq]|}. Suponha que para n € N, obtivemos uma base ortonormal de
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span({wy,...,w,}) := E,. Entdo colocamos f,y1 = (3, se span(B,) =
span({wy, ..., wy41}) := Eny1. Caso contrario, se k, = #03,, escrevemos

kTL
. W1 — Zj:l < Wn+1, V5 > Uj
kn +—

! |wns1 — Zfll < Wp41,V5 > UjH,

e pomos fn1 = B U{vk, } (veja que a cardinalidade &, de (3, pode nao ser
n). Tomando § = U,enfn, é imediato que 8 € um conjunto ortonormal e que
D C span(f). Em particular, span(8) D D = E. Seja v € E. Mostremos

que
S
v = E < U, VUp > Up
n=1

Para tal, tome w; — v, tal que w; € E;, Vj € N (para obter w; com essas
propriedades, alguns desses w; talvez tenham de ser tomados repetidos, e
tenhamos de lancar mao de que E; C Ej4q). Como w; € Ej, temos que

J 00
wj; = E < Wj, Up > Up = E < Wj, Up > Up,
n=1 n=1

o que por Pitagoras nos da

n] (o.]
lwil> =Y < wjv, >*=Y " <wjv, >
n=1 n=1

Prosseguindo, vale que

J J J
lo =3 <voon> I < llo—wl + 1 < 0o > =7 < wyy w0 >)el
n=1 n=1 n=1

Note que tendo em vista os ultimos paragrafos, a primeira parcela vai a zero
quando 7 — oco. Ja para a ultima parcela, temos:

J J
I Z <w; —v,0, > v, = Z < w; —v,v, >°< |lw; — vl?
n=1

n=1

implicando na ida da proposicao.
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(<) A prova da reciproca é muito simples. Basta tomar
n
D = {Z a;v;;n € N o, € QF,
j=1

onde {v;,j € N} é base ortogonal enumeravel de E. Claramente, D é um
subconjunto denso e enumravel de F.
O

7.4 Operadores Compactos e Problemas de
Contorno

E um fato bem conhecido em cursos bésicos de Anélise (vide o apéndice em
[8]) que um operador linear, ou é Lipschitz, ou é descontinuo em todos os
pontos de seu dominio. De maneira intuitiva, isso quer dizer que em qualquer
vizinhanga de qualquer ponto de seu dominio, existem pontos que sao levados
em pontos distantes na imagem. Ora, se um operador linear A descontinuo
e invertivel leva pontos proximos em pontos distantes, é de se esperar que
sua inversa precise ser supercontinua, para tomar tais pontos distantes e
aproximéa-los novamente.

Essa é mais ou menos a idéia desta secao: em geral, operadores que en-
volvem a derivacao em dimensao infinita sao descontinuos. Contudo, em
muitos casos tais operadores possuem como inversa operadores lineares su-
percontinuos (tecnicamente conhecidos como operadores compactos). Desse
modo, podemos resolver problemas associados a operadores de Derivacao
simplesmente estudando suas inversas.

Definigao 7.4.1. (Operador Compacto). Seja E um espago vetorial nor-
mado. Um operador linear A : E — FE é dito compacto se dada z,, € E
limitada, entdao A(z,) possui subsequéncia convergente.

Claramente todo operador compacto é continuo. De fato, se (x,,), ||z,| =
1 étal que [[A(z,)|| — sup)=1{[|A(z)[|} quando n — +o0, entdo ||A(z,)[| #
+00, ja que da compacidade de A, tal sequéncia possui subsequéncia conver-
gente. Também é facil ver que o conjunto dos operadores compactos forma
um subespago vetorial fechado de L(F) que também é um ideal em relagao
a esse espago: o produto (composi¢ao) de um operador compacto qualquer
por um operador continuo é um operador compacto.
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Para operadores compactos auto-adjuntos em espacgos dotados com pro-
duto interno, valem os seguintes resultados:

Lema 7.4.2. Seja E um espaco dotado de produto interno e seja A: E — E
um operador compacto auto-adjunto. Entao existe um autovalor A € R tal
que |A| = [|A]].

Prova: Vimos na proposicao 7.3.15 que para um operador auto-adjunto

qualquer vale
[All = sup {| < Av,v > [}.
flvfl=1

Tomemos entdo uma sequéncia (v,),v, € E, tal que ||v,]| = 1,Yn € N e
lim, 40| < Avp,v, > | = ||A]]. Como A é compacto, e (v,) ¢é limitada,
existe (vp,) tal que Flimy_, o Av,, =y, e sem perda, ainda podemos supor
que limg_ 4o < Avy,,,v,, >=: A. Pela observacao 7.3.16, A é real; temos
assim:

| Avp, =My, || =< Avy,, Av,, > =2 < Av,,, v, > +A? — 0 quando k — 400,

donde concluimos que y = limy_, {0 AU,,. Supondo sem perda A # 0 (pois se
A =0, temos A = 0), isso implica que existe lim;_,~ v,, = y/A. Veja que
y # 0, pois limy_ o < Avy,,v,, >=< y,y/A >= X # 0. Temos portanto
que y = A(y/)\), ou seja, y é autovetor do autovalor A.

O

Lema 7.4.3. Seja E um espaco vetorial dotado de produto interno e seja
A E — E um operador compacto auto-adjunto. Se A\ # 0 é um autovalor

de A, entdo dim(ker(A — \I)) < 4o00.

Prova: A prova é decorrente do fato de que nenhum multiplo da identi-
dade em dimensao infinita é compacto. De fato,

A‘ker(Af/\I) = )\[|ker(Af)\I)-

Se dim(ker(A — AI)) fosse infinita, tomando-se um conjunto ortonormal
enumeravel (portanto, limitado) {ej,es,...} de ker(A — AI) terfamos que
Ae; = Xej, V5 € N. Contudo, para j # k valeria:

[Aej — Aerll> = N2 < ej,ej > =202 < ej,ex > +A < e, e >= 20> > 0,

o que em particular implica que a sequéncia (Ae;) ndo possui subsequéncia
convergente, o que contradiz o fato de A ser um operador compacto.
m
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Lema 7.4.4. Seja E um espaco vetorial dotado de produto interno e seja
A E — E um operador compacto auto-adjunto. Entao os autovalores de A
ou sao em numero finito ou formam uma sequéncia que tem zero como Unico
ponto de acumulacao.

Prova: Suponha por absurdo que exista ¢ > 0 e uma sequéncia (\;) de
autovalores distintos de A tal que |\;| > ¢,Vj € N. Tomando (e;) a sequéncia
ortonormal de autovetores associados, temos:

[A(e;)—Aler)|? = Alle; 1P —2X0Mk < €5, ex > +A%lexl|* = AJ4+A7 > 2-¢ > 0,

o que, a exemplo do lema anterior, é absurdo, pois contradiz o fato de que A
¢é compacto. Note que isso implica que o conjunto formado pelos autovalores
nao nulos é portanto enumerével (se fosse ndo enumerdvel, possuiria alguma
sequéncia com termos distintos convergindo a um valor diferente de zero).

]

Teorema 7.4.5. Seja E um espago vetorial dotado de produto interno e seja
A E — E um operador compacto auto-adjunto, e sejam Ay, Ao, ..., Ag,... 08
autovalores nao nulos dois a dois distintos de A. Seja E o subespaco fechado
de E gerado pelos espacgos dois a dois ortogonais ker(A — M), ... ker(A —
NI, ... Entio temos E+ = ker(A) e E = A(E). Em particular, A(E)
admite uma base ortonormal formada por autovetores de A correspondentes
a autovalores nao nulos.

Prova: Suponha sem perda A # 0, caso em que a proposicao esta triv-
ialmente demonstrada. Assim, pelo lema 7.4.2, E éum subespagco nao trivial
de E. Observe que E é invariante por A; o mesmo entao valendo para EL
pois A é auto-adjunto:

< A(D),wt >=0=< 0, A(w') >=0,¥0 € E,Yuw' € B+

Considerando A|z, : EX — EL, como este é também compacto, segue-
se novamente pelo lema 7.4.2 que se este operador fosse nao nulo, entao
possuiria autovalor A # 0 tal que |A| = ||A|z.]|. O que é absurdo, pois A
seria também autovalor nao nulo de A, e seu autoespaco, por definicao de
E, estd contido neste ultimo. Concluimos que Al = 0, o que implica que
E* C ker(A). Como ker(A) L ker(A—\,1),Vj € N, temos que ker(A) € EL.

Mostremos agora que E = A(E). Claramente, como ker(A — \;I) C

A(E),Vj € N, o que implica que £ C A(E). Seja {e} uma base ortonormal
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de vetores de E , obtida a partir da uniao de bases ortonormais dos subespacos
ker(A — A\;I). Seja A(x) € A(E) e considere

m
= E <z, e > €.
k=0

Temos entdo que ||z,,[|? < [|z]|?>,Vm € N e

Az Z<mek>Aek Z<x)\ ek > e =

k=0 k=0

Z<£L‘A6k > e = Z<A , €L > €.

k=0
Visto que A é um operador compacto, existe uma subsequéncia z,,, tal que
A(z,,,) é convergente a y € E. Todavia,

< A(z) —y,er, >=< A(z), e, > — lim < A(zp,), ex >=

l—400

my

< A(x), ek>—l11? < < A(z),eq > eq, e, >= 0.
00 poar

Isto implica que A(x) —y € EL = ker(A) = ML; mas isso é absurdo,
pois A(x) —y € A(E). Portanto, A(E) = E, e concluimos que A(E) possui
uma base ortonormal formada por autovetores de A correspondentes aos
autovalores nao nulos de A.

[
Para o nosso objetivo de estudo, o proximo coroldrio sera suficiente.

Corolério 7.4.6. Seja E um espago vetorial dotado de produto interno, e A :
E — E um operador compacto auto-adjunto. Se dim(E) = +oo e A(FE) =F
entao os autovalores de A constituem uma sequéncia Ay, ..., \;,... de reais
nao nulos, exriste uma base ortonormal de E formada por autovetores de F.

Prova: L

Como ker(A) = A(E)*, e A(E) = E, segue-se que ker(A) = {0}, e logo 0
nao é autovalor de A. Como a dimensao de cada autoespaco correspondente
a cada autovalor nao nulo é finita e dim(E) = +o00, segue-se que a sequéncia
dos autovalores é infinita.
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[
Embora nao o utilizemos neste curso, outro arremate importante do
ultimo teorema é:

Corolario 7.4.7. (Teorema espectral para operadores compactos). Seja E
um espaco de Hilbert, e A : E — E um operador compacto auto-adjunto.

Entao E = A(E) @ ker(A), e A(E) admite uma base enumerdvel formada de
autovetores de A correspondentes a autovalores nao nulos.

Prova: Imediato, do fato de que, sendo E completo, temos E = ker(A)®
A(FE), e do dltimo corolério, aplicado a A(FE).

O
Vejamos agora as consequéncias do estudo do espectro de operadores
compactos auto-adjuntos em espacos dotados de produto interno para a com-
preensao de problemas de contorno lineares.
Considere o problema de contorno referente a seguinte familia de equagoes
a um parametro real pu:

d*x
i —q(t)x + px;x(a) = x(b) = 0.

onde ¢ : [a,b] — R é continua.
Seja F := {f € C*([a,b];R), f(a) = f(b) = 0}, dotado do produto interno

< fig>= / £(s) - g(s)ds.

Escrevendo L : E — C°([a, b]; R) como

nosso problema de contorno fica
Lx)=p zx € E,

ou seja, nosso problema de contorno tera solugao se u for autovalor do oper-
ador L.
Note que L é formalmente auto-adjunto:

< L(f).g >= / £()g(s)ds + / 0(3)£(5)g(s)ds =
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gf/lZ—/ f’(S)g’(S)ds—i—/ q(s)f(s)g(s)ds =
_/ f’(S)g’(S)ds+/ q(s)f(s)g(s)ds =

/ £(5)g"()ds + / 4()/(8)g(s) =< f.L(g) > .

Se L fosse invertivel, poderiamos estudar seus autovalores a partir dos
autovalores de sua inversa, que teria tudo para ser compacta. Todavia, L
nao serd, em geral, invertivel. Contudo para i real adequado, veremos que
L — i é invertivel e sua inversa é um operador compacto. Nessa diregao,
comecemos com o

Lema 7.4.8. Seja L : E — C°([a,b];R) e suponha 1 > 1+ SUDge(a) [9(5)]-
Entao

1< (@l = L)f, f>>(If'IP+ I Vf € E.
2. (L —jl) : E — C%[a,b];R) € bijetiva.
Prova:

1. Temos:

b b
<@ = Dff 5= [ 656+ [ als) f(5)ds =

b b
/ f’(8)2d8+/ (e = q(s)) f(s)*ds > [LF'II* + || F11*

2. Do item anterior, temos que se (L — i) f =0, ||f|| = 0, ou seja ker(L —
pl) = {0} e portanto (L—/l) é injetiva. Quanto a sobrejetividade, note
que se atudssemos (L — i) em C?([a, b]; R) pelo teorema de existéncia
de solugoes, a imagem seria igual a C%([a, b];R), e seu niicleo N teria
dimenséo 2. Como E tem codimensio 2 e N N E = {0} segue-se que
(L —j1): E — C°[a,b];R) é sobrejetora.

O

Note que pelo fato de L ser formalmente auto-adjunto, o mesmo ocorre

com L — ji e sua inversa. O préoximo lema nos diz que esta inversa é um
operador compacto:
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Lema 7.4.9. Sejam ji > 14sup i, yila(s)l}, e A= (L—)~" - C%([a, b; R) —
E C C%[a,b];R). Entdo A é um operador compacto.

Seja g, € C%([a,b];R) tal que ||g.|| < 1 e seja f, a tnica funcio em E
tal que (L — 1) f, = g,. Para mostrarmos que A é compacto, basta vermos
que f, admite uma subsequéncia convergente em E. Como a convergéncia
uniforme implica a convergéncia na norma adotada, faremos isso mostrando
que f, possui uma sequéncia que converge uniformemente. Ademais, E é
fechado para a convergéncia uniforme.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz e o lema anterior segue-se que

£l = Ngallll full = 1 < (L = @) foas fo > | 2 Nl + (1 £ull;

o que implica que tanto f,, como f; possuem norma menor ou igual a 1.
Dai, dados t, s € [a, b], temos do Teorema Fundamental do Célculo:

|mm—ﬁ@ns/Wﬂwas¢/mewm¢/dusu—¢@

ou seja a sequéncia (f,) é equicontinua, alids, equi-Holder continua. Isso,
junto com o fato de que f,(a) = 0,¥n € N, implica que f,, é também equi-
limitada. Pelo Teorema de Ascoli-Arzeld, isso implica que f,, possui uma
subsequéncia uniformemente convergente, concluindo a demonstracao, con-
forme explanamos mais acima.

m
Concluimos o capitulo com um tltimo teorema:

Teorema 7.4.10. Seja E = {f € C*([a,b];R), f(a) = f(b) = 0}, dotado do
produto interno

<ﬂg>=/f@%ﬂﬁ%-

Seja L : E — C°([a,b];R) definido como

d’x
L(x) = — x
(0) = 5 +lt)
Entao os autovalores de L formam uma sequéncia fiy, ..., fy,... que tende

a infinito. Ademais, existe uma base ortonormal de C°([a,b],R) formada por
autovetores de L.



Augusto Armando de Castro Junior, Curso de EDO 192

Prova: Tomando A = (L — iI)~' : C%([a,b]; R) — E como nos tltimos
lemas, temos que A é operador compacto auto-adjunto e sua imagem, E é
densa em C°([a, b]; R). Logo, pelo corolério 7.4.6, existe uma base ortonormal
f1, f2, ... formada de autovetores de A e uma correspondente sequéncia de
autovalores i, Ag,... tendendo a zero, com \; # 0,Vj € N. Como (L —
L) fe = Njky fr, segue-se que L(f) = (+1/Xjk)) fr, 0 que mostra que os
[r sdo autovetores de L, com autovalores ji; = i) == (ft + 1/Ajw))-

O

7.5 Exercicios

Os primeiros 3 exercicios abaixo dao idéia em dimensao finita do uso dos
Teoremas de Célculo Funcional/Mapeamento Espectral. Também nos fazem
entender porque em dimensao infinita ha necessidade de considerar fungoes
holomorfas flat (”chapadas”, ou melhor, funcées com dominios desconexos,
constantes em vizinhancas de diferentes conjuntos espectrais) para obter as
projecoes espectrais, essenciais ao estudo do espectro.

1. Seja A : R> — R5 o operador cuja matriz (também denotada por A)
na base canonica é dada por

A2 3 1 4
0O A 1 0 5
A=10 0 X 2 11,
0 0 0 X O
0 0 0 0 X

com Aj, Ao e A3 reais distintos. Encontre um polinomio p que zere em
Ao e A3, que assuma o valor de 1 em A, e cuja derivada se anule em
A1 e Ag. Mostre que p(A) é a projegao espectral sobre o autoespago
generalizado associado a A;.

2. Seja J uma matriz de Jordan k£ por k na forma

A1 0.0
0O N 0
Lo
0o ... 0 N\

J =
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Seja f: C — C uma fungao holomorfa. Mostre que

FOw) Fon) L L

f(J) = 0 f(M) % |
: #0)
0 0 FOu)

onde f)(\;) designa a derivada de ordem s de f, avaliada no ponto
Al

(Sugestao: da Teoria de Cauchy-Goursat, vista neste capiulo, é sabido
que qualquer série de Taylor de f tem raio de convergéencia infinito.
Use isso e o Célculo Funcional para concluir o exercicio.)

3. Dado n € N, dé exemplo de um operador A : R® — R" com dois
autovalores distintos A\; e Ay, tal que a projecao espectral associada a
A1 seja dada por p(A), onde p é um polindémio de grau necessariamente
maior ou igual a n, e tal que as derivadas de p avaliadas em A, da
ordem 1 até n — 1 sejam todas nulas.

4. Seja A : R" — R" (ou A : C* — C", tanto faz) uma aplicacao linear
com autovalores distintos Ay, ..., A;. Seja p um polindmio que zera nos
autovalores A, ..., As, € 1 em \q, e tal que as derivadas de p avaliadas
em cada autovalor A\; se anulam em todas as ordens até a nulidade
de (A — AjI)|E(;). Mostre que p(A) é a projecao espectral associada
ao conjunto espectral {\;}. E que tal é a projegdo que zera nos au-
toespacos generalizados associados aos autovalores diferentes de A, e
cuja imagem é o autoespago generalizado associado a A;. (Sugestao:
use o exercicio 2, e observe que p(MJM ™) = Mp(J)M ™!, para quais-
quer aplicagdes lineares J e M, com M invertivel.)

5. Sejam A, A dois operadores lineares continuos definidos respectiva-
mente em espacgos de Banach F, E. Suponha que A e A sejam bilipschitz-
conjugados entre si, isto é, tal que existe um homeomorfismo h : £ — E
tal que

hoA=Aoh,

e tanto h como h™! sdo Lipschitz. Suponha que sp(4) = X UY, tal
que existe @ > 0 onde |z| < a,Vz € X e |y| > a, Yy € Y. Mostre
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que sp(A) = X UY, com |#| < a,Vi € X e |j| > o, ¥ € Y. Mostre
ainda que h leva o espago invariante por A associado a X (resp., a Y)
no espago invariante por A associado a X (resp. a Y).

6. Use o item anterior para dar outra prova do exercicio 4 da pagina 152.



Capitulo 8

O Teorema de
Grobman-Hartman

Neste capitulo, demonstraremos o resultado mais geral de classificagao topologica
de campos em vizinhanca de singularidades.

Embora tenhamos tentado manter a originalidade, rendemo-nos a abor-
dagem cléssica (e a nosso ver, indefectivel) presente no texto de Introdugao
aos Sistemas Dinamicos de Jacob Palis e Welington Melo [4]. Mesmo que
com uma ordem um pouco diferente, este capitulo segue as mesmas linhas
de demonstracao daquele livro.

O seguinte lema serd importante por toda essa secao:

Lema 8.0.1. Seja E um espaco de Banach, f : N C E — E uma aplicagdo
Ck, k> 1 de um aberto N C E contendo 0, com f(0) =0 e seja A = Dfy.
Dado € > 0, eziste uma vizinhanga U = U(0) e eziste uma extensao de f|y
da forma (A+ @), onde ¢ € CY(E) € lipschitziana com constante de Lipschitz
limitada por €.

Prova: Seja f : R — [0,1] uma fungdo C*° com as seguintes pro-
priedades:
B(t)=0 se t>1
Bt) =1 se t<1/2
B/t <K, VteR, K >2.
Seja f = A+ ¢, com p(0) =0 e Dyy = 0. Considere B, uma bola de centro
na origem e raio r > 0 tal que ||[Dy,| < €¢/2K, Yz € B,. (Para a existéncia

de tal bola, usamos apenas a continuidade de Dy, decorrente do fato de f
ser C1).

195
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Tomemos

o) = 8(1) - o).

,
Dai, ¢(x) = 0 se |z| > r, o que implica que ¢ é limitada em E, visto que
|6| < |p|, e devido a desigualdade do valor médio, a constante de Lipschitz
de ¢|p, é¢ menor que €/(2K). Em resumo:

|J;—O|_— r,Vo € B,.

()] < (@) = le(z) = »(0) 5K

< 2K
Temos ainda que ¢(z) = ¢(z) se |z| < r/2, donde concluimos que A + ¢ é
extensao de f|p, .

Mostremos que ¢ € lipschitziana e sua constante de Lipschitz pode ser
tomada como menor ou igual a €.

Realmente, se z; e x5 pertencem a B,, temos:

o) — o) = [3(220) o) — 5(12)) - otan)| =
(s —5("”72')) o) = B2 - (o) — e <
(020) (20 st + () 10 - e

i (R <

Ty — @I € €
’170—2"5‘7“+§"351—952’:e'm_m?l'

Se x1 € B, e x5 ¢ B,, obtemos, a partir das mesmas contas:

‘¢($1) — ¢(x2)| = ‘5(@) (@) — ﬂ(@) p(x2)| <
(30D~ (D)) pten| + | B2 (otea) — ole)| <
=0, pois |za|/r>1
. —|:L’1|;|:L‘2| %| 1| < _|£(:1_—:E2| .g.r§6-|x1—x2|.
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Finalmente, se x; ¢ B, e x5 ¢ B,, temos que

|p(x1) — Pp(z2)| =0 < € |z — 4.
O

Observacao 8.0.2. Apenas para titulo de informagao, observamos que no
caso em que E é um espaco de Hilbert (isto é, um espaco de Banach cuja
norma provém de um produto interno), a aplicacdo ¢ é de classe C*. Em
tal contexto, a norma é C*°, exceto na origem, mas em torno da origem, (3 é
constante, implicando que Fo |- | é C* e consequentemente ¢ tem a mesma
classe de diferenciabilidade que f.

8.1 O teorema de Grobman-Hartman para
difeomorfismos

Definigao 8.1.1. (Ponto fixo hiperbdlico). Seja E um espago de Banach.
Um isomorfismo linear A € L(E) é dito hiperbdlico se o espectro de A nao
intersecta a esfera S'. Se E tem dimensao finita, isso é o mesmo que dizer
que nenhum autovalor de A tem norma 1. Dado um difeomorfismo C* f :
U C E — E, um ponto fixo p € U de f é dito hiperbolico se Df(p) é um
isomorfismo hiperbdlico.

No texto abaixo, M designa uma variedade diferenciavel (incluindo a
possibilidade de ser um espago de Banach), em dimensao qualquer.

Teorema 8.1.2. (Grobman-Hartman para difeomorfismos) Sejam f € Dif f&(M)
ep € M um ponto fixo hiperbolico de f. Seja A = Df, : TM, — TM,.
Entdo existem vizinhangas V = V(p) C M e U = U(0) de TM, e um
homeomorfismo h : U(0) — V(p) tais que

hoA=foh

Se A: F — E é um isomorfismo linear hiperbdlico do espago de Banach
E nele mesmo, existe uma decomposigao invariante (por A) £ = E* @ E" e
uma norma (equivalente a norma original de E) | - | em E segundo a qual

A% <a <1, onde A* := A|gs : B* — E?
(A Y| <a<1, onde A*:= A|gu: E* — E"
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Seja CY(F) o espago de aplicagoes continuas e limitadas de F em F com a
norma uniforme: |v| := sup{|v(z)|,z € E},Vv € C)(F). Como F = E*&E",
temos uma decomposicao em soma direta

CI?(E) = C’I?(E,Es) fa CI?(E,E“), com v = vy P vy, YU € C’I?(E),

onde vs :=Ts0v e v, :=m0v (mg: EE@®FE" — Efem,: E°® E" — E" sao
as projegoes naturais).

O Teorema de Grobman-Hartman para difeomorfismos sera consequéncia
do seguinte lema, que pode ser entendido como um proto-teorema de Grobman-
Hartman:

Lema 8.1.3. Se A : E — E ¢é um isomorfismo hiperbolico do espaco de
Banach E, entao existe € > 0 tal que se ¢1 e ¢o € CP(E) tém constante de
Lipschitz menor ou igual a €, entdo (A+ ¢1) e (A+ ¢2) sao conjugados.

Prova: Estamos a cata de um homeomorfismo h : £ — E tal que
ho(A+¢1)=(A+ ¢2)oh.

Procuremos uma solucao desta equacao funcional da forma h = I + w, com
w € CP(E) (isto é, h estd a distancia finita da identidade).
Manipulando nossa equagao funcional, obtemos:

(I +w)o(A+¢1)=(A+¢)o(l+w) =

A+ +wo(A+¢))=A+Aocw+¢gyo(l +w) <
Aow—wo (A4 ¢1) =¢1 — a0 (I +w). (8.1)

Mostremos que 3w € CP(FE) satisfazendo a tilima expressao acima. Para
tal, consideremos o operador linear no espago de Banach C?(E) dado por

L(y) == Aoy —yo (A+ ).

Provemos que L é inversivel com

-1
iy < 1A
(1—-a)
De fato, L = AL L, onde L : CY(E) — CJ(E) é dado por L(y) ==y — A~ o
yo(A+¢1) e A: CQ(E) — CP(FE) é dada simplesmente por A(y) = Aoy.
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Portanto, com Aé inversivel, basta provarmos que L também o é, que teremos
L inversivel, com Lt=L"1 A1
Observamos que CP(E, E¥) e CP(E,E") sao invariantes por L, pois E*
e E* sao invariantes por A~'. Se y, € CP(E, E*) (resp. y, € C{(E, EY)),
claramente L(ys) = ys — A" oy, 0 (A + ¢1) é uma aplicagao com imagem
contida em E* (resp. em E), logo pertence a CP(E, E®) (resp. CP(E, E%)).
Dai, podemos escrever L = L° + L", onde

Ls = L|CO(E,ES)7 Ls . OI?(E,ES) — CZ?(E7ES)7
v = L|CO(E,E“)7 LY - CE(E7EU) — CI?(E,E“)

Se € é suficientemente pequeno, temos do lema de perturbacao de iso-
morfismo, que (A + ¢;) é um homeomorfismo. Logo, o operador ys —
A7l oy, 0 (A + ¢1) é inversivel, e sua inversa (que corresponde a compor
a esquerda com A® e a direita com (A + ¢1)7!)

ys = A*oyso (A+ 1)

é uma contragao com norma limitada por a < 1. Pelo lema 0.2.15, parte b),
temos que L* ¢ inversivel e ||(L*)7Y| < a/(1 — a). Pela parte a) do mesmo
lema, L* é inversivel com ||(L*)"!|| < 1/(1 — a). Portanto, L é inversivel,
com norma

N R A_l
1 =A< A
1—a

Temos portanto que a equacao 8.1 é equivalente a
w=L"(¢y — pp0 (I +w)) (8.2)

Mas w satisfard a equagao 8.2 se e s6 se for ponto fixo do operador T :
CP(E) — CY(E), cuja férmula é dada por:

T(y) = L™ (¢1 = da o (I +)),
Dados y; e yo pertencentes a CP(F), temos:
1T () =T (g2) | = 117" (¢1) =L~ (da0(I+31)) = L7 (1) +L 7 ($o0(I+12)) || =

12 (G20 +10)) = L (@po (T+ya) | < LI [6r0 (T +11)— a0 (T+1)] <
A
1—

€ ‘yl - Z/2|-
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Novamente, se € é pequeno, T é contragao e possui um unico ponto fixo w
que satisfaz 8.2 e logo

(I +w)o(A+¢1) = (A4 ¢2) o (I +w).

S6 nos resta mostrar que (I + w) é um homeomorfismo. Para tal, basta
ver que com 0 mesmo raciocinio acima (permutando os papéis de ¢1 e ¢s),
obtemos um tnico v € CP(E) tal que

(I +v)o(A+¢o) = (A+dr)o (I +v).
Mostremos que (I +w) o (I +v) = (I +v)o (I +w) = I. Realmente,
(I+w)o(I4v)o(A+¢ps) = (I+w)o(A+¢1)o(I+v) = (A+¢e)o(I+w)o(I+v).

Temos por conseguinte que (I + w) o (I + v) semiconjuga (A + ¢2) com ele
mesmo. Mas (I +w) o (I 4+ v) estd a uma distancia finita da identidade:

(I+w)o(I+v)=1T+v+wo(l+v)

€C(E)

Como a identidade I também semiconjuga (A + ¢) consigo mesmo, da uni-
cidade da construcao feita, segue-se que I = (I + w) o (I + v). Da mesma
maneira, prova-se que (I 4+ v)o (I +w) semiconjuga (A + ¢1) consigo mesmo;
o que implica que h = (I + w) é homeomorfismo conjugando (A + ¢;) e
(A + 2).

O

Prova: (Teorema de Grobman-Hartman para difeomorfismos)

Por tratar-se de resultado local, podemos, sem perda de generalidade,
(usando cartas locais) supor f um difeomorfismo definido de uma vizinhanga
W para outra N de zero em E = T,M, com f(0) = 0. Seja ¢ > 0 tal
que A + ¢ é globalmente conjugado a A em FE, para todo ¢ limitado com
constante de Lipschitz limitada por €y, conforme o lema 8.1.3. Para tal
€0, pelo lema 8.0.1, podemos tomar uma vizinhanca B, C W N N tal que
(A+ 9B, = flB, o (A+ d)|pe = A, ¢ ¢ limitada e tem constante de
Lipschitz menor ou igual a €. Pelo lema 8.1.3, vale que (A+¢) é globalmente
conjugado a A em E: existe um homeomorfismo h : E — E a distancia finita
da identidade tal que ho A = (A + ¢) o h.

Note que como A é isomorfismo hiperbdlico, ndo possui outro ponto fixo
exceto o zero (pois outro ponto fixo diferente de zero seria um autovetor do
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autovalor 1). Tal implica que (A + ¢) possui um tnico ponto fixo, pois se p
é ponto fixo de (A + ¢) temos

ho A(h™ (p)) = (A+ ¢) o h(h™!(p)) =

hoAoh™(p) = (A+¢)(p) =p= Aoh ' (p) =h~'(p),

o que significa que h~'(p) é o tinico ponto fixo de A, e portanto é zero. No
nosso contexto, temos que (A + ¢)(0) = 0, portanto temos de ter 2(0) = 0.

Por conseguinte, podemos restringir A a uma vizinhanga U := U(0) C
B, s tal que V := h(U(0)) C W. Temos entao que para todo z € UNA~(U)
vale

findando a prova do teorema.
m
Note que pelo teorema de Grobman-Hartman para difeomorfismos, obte-
mos como Corolario que todo ponto fixo hiperbédlico de um difeomorfismo é
isolado. A préxima proposi¢ao mostra que tal fato vale para pontos fixos um
pouco mais gerais que os hiperbdlicos:

Proposigao 8.1.4. Seja f : U C E — E uma aplicagdio de classe C* limi-
tada e com deriwada limitada no aberto U contido em um espaco de Banach
E. Sep=p;eU éum ponto fizo de f (isto €, se f(p) =p) el & Sp(Df,),
entio toda g C'—prézima a f possui um ponto fizo p,. Além disso, existe
uma vizinhanga V' C U de p tal que py € o tinico ponto fizo de g em V.

Prova: Comegamos por considerar o espago vetorial Cf (U, F) das aplicagoes
de classe C' com dominio em U e imagem contida em E, limitadas e com
respectivas derivadas limitadas. Tal espago, dotado da norma | - |; definida
por

9|1 = max{igg{!g(mﬂ},ilég{HDg(:v)ll}},Vg € G (U, E),

é um espaco de Banach. Duas aplicagoes em C} (U, E) estdao préximas (na
norma | - |1) se elas mesmas e suas derivadas sao uniformemente préximas
ponto a ponto.

Seja 6 > 0 por fixar mais adiante. Defina o operador

F: B(f.5) x B(p,0) — E,
—— N —
CCLU,E) cU
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dado por

F(g,z) == g(z) — =
Dotaremos B(f,d) x B(p,d) da topologia produto. Nesta topologia, F' é
continua. De fato, dados (g,z) € B(f,0) x B(p,d) e (h,y) € B(f,d)x B(p,0)

temos
[F(g,z) — F(h,y)l = |g(x) — 2 — h(y) +y| <
l9(z) —g(W)| + lg(y) = h(y)| + |z —y| <
sup {||D(g(2)|I}x —yl+1g —hli + ]z —y| <

z€B(p,9)

(pois g1 < |f]1 +9)
I+ flh+0)|z =yl + g —hly < (1 + [f1 + ) max{[g — k1, [z — y|} =

(1 + |fl +0)d((g, ), (h, y))

implicando que F é lipschitziana e portanto continua.
Observe que

Flg+w,z) = (g+w)(z) -z =g(x) -z +w(x) = Fg,z) + w(z).

Note que a aplicagao C} (U, F) 2 w — w(z) € E ¢é uma aplicacao linear
continua.

Portanto, dado (g,z) € B(f,0) x B(p,d), F tem derivada parcial dada
por 01 F(g,x) - w = w(x). Ademais, essa aplicacao derivada parcial (g, x) —
01F(g,x) é continua. Realmente

sup [(O1F (g, x) = 01F (9, 2)) - w| = |w(z) —w(@)| < |wh - |z — 2] = o — 2| <

|w1=1

maX{|g - g|17 |ZL' - i‘|} = d((g7x)7 (gvi'))
Ja a derivada parcial em relacio a z em cada par (g,z) é a aplicagdo
linear continua de E em E dada por

O F(g,z) = Dg(x) — I.

Como fungao de g e z, tal derivada ¢ claramente continua. De fato, seja fixado
(9,7) €€ B(f,0)x B(p,0). Dado € > 0 sejad > 0 tal que || Dg(z)—Dg(2)[| <
€/2 para todo & com |z — x| < J. Dal,

[1Dg(x)—1=(Dg(&)=I|| < [|Dg(x)=Dg(2)[+|Dg(2)-Dg(2)[| < e/2+[lg—gl1 <,
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desde que tomemos d((g, ), (¢, #)) < min{d, e/2}. Isto mostra nossa afirmacao
de que L F (g, x) é continua.

Como ambas as derivadas parciais 01 F' e 05 F' sdo continuas, segue-se que
F ¢ de classe C!.

Note que F(f,p) =0e WF(f,p)=Df,—1I: E — E é invertivel porque
1 nao pertence ao espectro de D f,.

Pelo teorema da fung¢ao implicita, para § > &y > 0 pequeno, 0 é valor
regular de F', e dado g € B(f,dp), existe um unico p = p, € B(p, ) tal que

F(g,py) =0= g(py) —py =0 = p, é ponto fixo de g.
O

Observacao 8.1.5. Note que nao ha grande perda em se supor no resultado
acima f limitada e com derivada limitada em U, ja que toda aplicacao C* ¢
localmente limitada (bem como sua derivada), ou seja, devido a continuidade
de f e sua derivada sempre podemos restringir o aberto U a um aberto UcU
contendo p onde f| : U — FE satisfaz as hipteses da proposicao.

8.2 O teorema de Grobman-Hartman para
campos

Lema 8.2.1. Seja X : V C R™ — R™ um campo de vetores de classe C¥,
(k> 1) com X(0) = 0. Seja L = (DX)o. Dado € > 0, existe um campo
Y :R™ — R™ com as sequintes propriedades:

1. O campo Y tem constante de Lipschitz limitada por K e, portanto, o
fluxo induzido por'Y estd definido em R x R™;

2. Y =L fora de uma bola B(0,r);
3. Existe um aberto U C V' contendo zero tal que Y = X em U,

4. Escrevendo Yy = Ly + ¢y, existe M > 0 tal que |¢¢] < M para todo
t € [=2,2] e ¢y tem constante de Lipschitz menor ou igual a €.

Prova: Como L = (DX)g, temos que X = L+, onde ¢ : V — R™ é
C* tal que ¥(0) = 0 e DYy = 0. Seja 3 : R — R uma fungao C* tal que
B(R) C [0,1), B(t) =1set <r/2e[(t) =0set>r. Seja¥:R™ — R™
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definida por ¥(z) = B(|z|) - ¢¥(z) se x € V e U(x) =0 se z € R™\ V. Dado
§ > 0, pelo lema 8.0.1 podemos escolher r > 0 de tal forma que ¥ seja C* e
seja 0—Lipschitz. Dai, da defini¢ao de ¥, ¥ = ¢ em B(0,7/2) e ¥ = 0 fora
de B(0,7). Seja Y : R™ — R™ o campo de vetores definido por Y := L + V.
Daf, Y = X em B(0,7/2), Y = L fora de B(0,1) ¢ Y satisfaz (1).

S6 falta verificar (4). De fato, como consequéncia da desigualdade de
Gronwall, ja4 vimos (dependéncia Lipschitz em relacao as condigoes iniciais)

que:
Yi(z) = Yi(y)| < |z —y x —yl.

Seja ¢y := Y, — L;; entao

t

o1(2) — dnly) = / W(Y(2) — W(Ya(y))lds + / L(6s(x) — 64(y))ds =

6u() — buly) <5 - x—y| -2+ / L(6u(x) — 6u(y))ds| <

t
3 o —yl-2t [ Lol — o] s
~ "2 =

Usando a desigualdade de Gronwall, obtemos
60(2) — du(y)| < 62K |z —y| 2. ellfods < 5. 2K gz — gy 2. €L,

Pelo lema 8.0.1, podemos tomar W de modo que sua constante de Lipschitz
§ > 0 seja menor ou igual a €/(e?-2-ellXl12) Tal implica, em particular, que
¢1 tem constante de Lipschitz < e. Finalmente, |¢|,t € [—2,2] é limitada:
se x € B(0,r)
|¢e(2)] = [dr(x) — o(0)] < €.

Se x ¢ B(0,r), entdo

6u(2)] = |4(2)—4(0)] = | / (Y, ()~ W(Yi(0)))ds+ / L(6u(2)—6.(0))ds] <

(Note que ¥(Y;s(z)) =0, se Ys(z) &€ B(0,r))

/ - rds+ | / (6u(x) — Gu(0))ds| < 2-c v+ |IL] - / 164(2) — Bu(0)|ds,
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o que implica novamente pela desigualdade de Gronwall que existe M > 0
tal que |¢(z)] < M, Vo € R™ e Vt € [-2,2].
m

Definigao 8.2.2. (Singularidade hiperbdlica). Dado um campo de vetores
C* X : U — R™, uma singularidade p € U de X ¢ dita hiperbélica se a
equagao determinada pela sua parte linear DX (p) € L(R™) é hiperbdlica
(isto é, se os autovalores de DX (p) tém parte real ndao nula).

O préximo lema relaciona as singularidades hiperbdlicas de campos e
pontos fixos hiperbodlicos.

Lema 8.2.3. Seja X : U — R™ um campo de vetores, e ¢; o seu fluxo.
Entdao p ¢ singularidade hiperbolica de X < p € ponto fizo hiperbolico do
difeomorfismo 1, tempo 1 de X.

Prova: (<) Se p é ponto fixo do tempo 1 de X e é hiperbdlico, em
particular, pela proposicao 8.1, é isolado. Note que p nao pode pertencer a
uma 6rbita periédica de periodo 1, pois em tal situacao, os outros pontos da
orbita periddica seriam pontos fixos para f, e p nao seria ponto fixo isolado.
Logo, como ¢(n,p) = p,Vn € N e ¢(-,p) ndo é periédica regular, segue-se
da classificagdo das trajetérias de um campo que ¢(t,p) = p,Vt € R = p é
singularidade (isolada) de X.

Mostremos que p é singularidade hiperbdlica, ou seja, que os elementos de
Sp(DX (p)) tém parte real ndo nula. Da dependéncia diferencidvel em relacao
as condicdes iniciais, temos que O, é solucdo de Z = DX (p) - Z; Zy = 1.
Portanto, 0,p(t, p) = ePX®) o que nos da

Df, = 0,p(1,p) = PX®),

e portanto o espectro Sp(Df,) = ePPXP) implicando que |A| # 1,V €
Sp(D fp)-

(=) Se p é singularidade hiperbdlica de X, é imediato que p é ponto fixo
de f = ;. Como vimos acima, da dependéncia diferenciavel em relagao
as condicoes iniciais, temos que 8, é solucio de Z = DX (p)-Z; Zy = 1.
Portanto, 0,p(t, p) = ePX®) o que nos da

Dfp = x§0<1ap> = eDX(p))

e portanto o espectro Sp(Df,) = e5P(PX®) implicando que |\| # 1, VA €
Sp(Df,), isto é, p é ponto fixo hiperbdlico de f.
]
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Teorema 8.2.4. (Grobman-Hartman para campos) Seja X : V C R™ — R™
um campo C* (k > 1) e p uma singularidade hiperbélica de X. Seja L =
DX,. Entio X € localmente (topologicamente) conjugado (via um homeo-
morfismo h) a L, em vizinhangas de p e zero.

Prova: Seja Y : R™ — R™ um campo C* como no lema 8.2.1. Como
Y = X em U, vizinhanca de zero, temos que a aplicagao identidade conjuga
localmente Y e X em U. Como a conjugacao é uma relagao de equivaléncia,
portanto transitiva, sé nos resta mostrar que (os fluxos) Y; e L; sdo conju-
gados, Vt € R. singularidade de Y, como (DY), = L, da dependéncia difer-
encidavel em relagao as condigoes iniciais, temos que a derivada (DY;)o do
difeomorfismo Y; na origem é el = L;. De fato, escrevendo ¢(t,r) = Y;(x),
temos que (DY;)(x) = % é solugao de

Z = DY (p(t,x)) 2
Z(0) = I,,, < matriz identidade m x m

Por ser x = 0 uma singularidade, ¢(t,0) = 0, e a equacao acima fica:

Z=DY(0)-Z=L-Z
Z(0) = I,,, «— matriz identidade m x m,

o que implica que (DY;)(0) = et =, (DY1)(0) = eF = L.

Logo, o difeomorfismo Y; = L; + ¢; tem a origem como ponto fixo
hiperbdlico e ¢, como o resto de sua derivada (L;) na origem. Pelo lema
8.1.3 do teorema de Grobman-Hartman para difeomorfismos, existe um tnico
homeomorfismo h : R™ — R™ a uma distancia finita da identidade que satis-
faz hoY) = Lioh. Mostraremos que este mesmo h também conjuga todos os
outros tempos de Y; e Ly, isto é, que hoY;(x) = Lyo h(z), Vt € R, Vo € R™,
o que significa, por definicao, Y ser topologicamente conjugado a L.

Definimos H : R™ — R™ (que, no final, veremos ser igual a h) por

H(x) = /01 L_; o hoY(x)dt.

Da expressao acima, H é obviamente continua e da condi¢do (4) do lema
8.2.1, temos que H esta a distancia finita da identidade. Mostremos agora
que para todo s € R vale

HoY,=L,0H.
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Para vermos isso, afimamos que basta mostrarmos que H é homeomorfismo
e que a expressao acima vale Vs € [0, 1], pois dado ¢ € R, podemos escrever
g=n+s,comn€Nesel01]. Dai,

nx
A

Hqu:HoifloYlo«qu;oYs:

n—1
PN
LioHoY o0---0oYi0Yy =L, ,0H = LsoH.

Se ¢ < 0 (e H é inversivel), entao
HoY,= (Y ,oH )Y '=(H"oL ) '=L,0H,

0 que comprova nossa afirmacao.
Seja portanto s € [0, 1]. Temos:

1
LSoHoYS:Lso</ L,tohoY;dt)OYS:
0

1 1
/ LsoLtohoY;oY;dt:/ L_(styyohoY, . dt.
0 0

Note que para escrevermos a pentltima igualdade, precisamos usar a lin-
earidade de L_g (s fixado), e que se estivéssemos compondo Y; a direita e
nao a esquerda, nao o poderiamos colocar “para dentro” da integral. Us-
amos ainda a continuidade de Y. Ja na ultima igualdade usamos somente a
propriedade de grupo dos fluxos de Y e L.

Tomando u =t + s — 1, obtemos:

1 s
/ L_(sqpyohoY dt = / L_(uyryohoYyi1du=
0

—14s

0 s
/ L_(uyryohoY,i1du+ / L_(yy1yohoY, i du.
—1+s 0

Fazendo v = v + 1 na primeira parcela vem que:

1 s
L_SoHoY;:/L_vohoYvdij/ L_,o(L_1ohoY])oY, du=
S 0 h\/_/

=h
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1
/ L,ohoY,du=H.
0

Temos portanto que H é continua, e semiconjuga Y; e L. H estd a distancia
finita da identidade: dado t € [0, 1],

L_;0hoY; = L_jo(I+w)o(Ly+¢y) = [+L_y0¢+ L_yowo L+ L _yowo ¢y =

=1, AM >0/ |y ()| <M Vt€[0,1] Vo eR™

1 1 1
H(x) = / L_yohoYi(x)dt = / I+ wdt =1+ / Wydt,
0 0 0

com | [ i, (x)dt| < fol Mdt = M.
Da unicidade da tese do lema 8.1.3, segue-se que H = h, que é homeo-

morfismo. Como vimos acima, isto implica que h conjuga Y; e L,, Vs € R.
O

8.3 Apéndice: Classificacao dos isomorfismos
hiperbdlicos

O teorema de Grobman-Hartman reduz o problema de classificar as con-
jugagoes locais de difeomorfismos em torno de pontos fixos hiperbdlicos e
de campos em torno de singularidades hiperbdlicas ao de classificar as con-
jugacoes, respectivamente, de isomorfismos hiperbdlicos e de campos lineares
com singularidades hiperbdlicas. Portanto, nesta secao, classificaremos os
isomorfismos lineares de R segundo suas classes de conjugacao via home-
omorfismo. Na se¢ao seguinte, obteremos resultados andlogos para campos
lineares.

Proposicao 8.3.1. Seja A € L(R™) um isomorfismo linear hiperbdlico. Fz-
iste € > 0 tal que, se B € L(R™) e satisfaz ||A— B|| < ¢, entdo B é conjugado
a A.

Prova:

1. Pelo teorema de Grobman-Hartman para difeomorfismos, B ¢é local-
mente conjugado a A, isto ¢, existe um homeomorfismo % tal que
ho A= Boh em vizinhangas (V e V) de 0.
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2. Considere os espacos vetoriais estaveis E® e E° respectivamente de A
e B e também espacos instaveis £E* e E* dados por:

E* = @< E(N;), A é autovalor de A; [\;] <1
Er = @|L\<1E(5\i), S\i ¢é autovalor de B; |5\Z| <1
Bt = ®|)‘j|>1E()\j); A; é autovalor de A;|\;| > 1
Ev = EB|Z\]-|>1E(5\;-), S\j ¢ autovalor de B:; |5\Jy > 1.

Note que por serem definidos como soma direta de autoespacos gener-
alizados, F* e E" sdo invariantes por A; E* e E* sdo invariantes por
B.

Como A e B estao proximos e os autovalores variam continuamente com
a matriz, tomando € > 0 pequeno podemos supor dim E* = dim E*,
dim F* = dim E*.

Se Aly é conjugado a By, como vimos, definamos

VE=VNEs Vi=VNE*
Ve.=VNE" V*=VnNE"

3. Mostremos que

reb’s  A'(x)— 0, sen— o0
reb's A7(x) — 0, se n — 0.

De fato, basta mostrar que vale o comportamento acima para x €
E(\;) C E°. Paratal z vale que A™(z) = ((A=XI)|po)+(NI) | Bon))" ().
Sendo k a nulidade de (A — \;)|g(n,), temos que para n > k

n

= [[AnRFL.
D (R

A= NI N <

A" B

AR (n— k) - k- max {[[(A = XD)'|| 1A}

Como A\; < 1 e a exponencial domina qualquer polinomio, a ultima
expressao converge a zero quando n — 4o00. (Mutatis Mutandis para
Para ver que se A"(x) converge a zero quando n — +00, entao x € E*,
basta escrever x = x5 + x,, com z, € E° e x, € E" e observar que
A™(x,) — oo, quando n — +oo. Esta iltima observagao é verdadeira
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porque se x,, € E%, entao x, pertence ao espaco estdvel de A=!. Como
vimos, isto implica que A™"(x,) = (A71)"(x,) — 0, ou ainda, que
|A~"|gu|| — 0, quando n — +o0. Dali,

|u| = |AT" - A" ()| < [|ARE] - [A™ (2)| =

|A™(2,)| > |:13_un| — +00, quando n — 400,
| Azl
logo se A"(z) — 0,n — 400, com z = z, + =, como acima, entao

z, = 0.

4. Note que o ultimo item implica que existe ng € N tal que A™|gs é con-
tragao (ajustando ng, é contragao tao forte quanto se queira) para todo
n > ng. Em particular, podemos tomar ng tal que A"(V N E*) =
A(V#) C V* ¥n > ng. Chamando W* := A™(V?®) temos que
AI(W*®) € V*, Vj € N. Definimos ainda W* := h(W?). Note que
se z € W*, existe y € V* tal que h(y) = z, logo

hoAl(y)=hoAo A7 y) = BohA ™ (y) = B o h(y) € V,

——
2%

isto 6 BI(h(y)) = B/(2) €,¥j € N, se z € W. Ademais, fazendo

j — 00, vemos que Bi(z) — 0, logo W* C E*.

5. Note que
h(0) = ho A(0) = B - h(0) = h(0) = 0.

Se x € W?, entao

ho A"(x) — h(0) =0

|
B™-h(x) = B"-h(z) -0 = h(z) e W*C E".

EseB

6. Definimos uma conjugacao h® de A ;s dada por:
h(x) == B™™@ o ho A™@ . g,

onde n,(z) é o primeiro iterado nao negativo de x € E* tal que A" ¢

ws.
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Tanto faz ns(z) ser o “primeiro” ou nao, pois h* é 0 mesmo se tomamos
qualquer ny(x) > ng(z) na sua defini¢ao. Realmente, seja H*(z) =
B™@ o ho A" .z com ny(z) > ne(r). Entdo

HS(ZE) _ B—ns(:c) OB—nl(x)+ns(x) oho An1(r)—n5(x)loAns(r) _
=h

B7@ o ho A™@) = p3(z).

Vejamos que h® estd bem definida e é continua. Se x € E?® é tal que
ns(x) = n,, entdo como A" é uma aplicacdo continua, existe uma
vizinhanga V, de x em E* tal que A" (V,) C W?*. Isto quer dizer que
ns(y) > ng, Yy € V,.. Do paragrafo anterior, temos que

W(y) = B o ho A™(y),Vy € V,,

o que implica que h®|y, é continua e portanto, h® é continua. Note que
o acima mostra ainda que h® é localmente aberta, portanto aberta, pois
h®|y, é expressa como composta de aplicagoes abertas.

7. Mostremos que h® é injetiva. De fato, se B~™(®) o h o A% (z) =
B7W o h o A™W)(y), supondo sem perda de generalidade, n,(y) >
ns(x), temos que

B™@ o ho A" (z) = B W o ho AW (z) = B W o ho A ®) (y).

Aplicando & esquerda A=™® o b= 0 B»®) em ambos os termos da
ultima igualdade, obtemos x = y.

8. h':E* — E5é sobrejetiva. De fato, basta definir he . E5 — E° por
hi(z) = AE o 7l o B . 5

onde 7,(z) é o primeiro natural tal que B™® .z € Ws. Como h* é
definida de maneira andloga a h*, segue-se que h* é continua e injetiva.
Mostremos que Igs = h* o h* e que Iz = h* o h*. De fato, se tomamos
por exemplo

Bs o hS = Afﬁs(z) o hfl o Bﬁs(z) O\Bfns(x) oho Ans(x) T

z

Y
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10.

considerando 7 = max{ng(zr), ns(2)}, temos que a expressao acima é o
mesmo que

A_ﬁoh_loBﬁoB_ﬁohoAﬁ(l‘)-:L‘:x.
Similarmente, mostra-se que h* o h*(z) = z,Vz € E¥.

h® conjuga A|gs e B|zs. Realmente, se z € E°\ W?* (o caso x € W* é
trivial), temos que ng(z) > ns(A(x)), logo

hooA|ps(x) = B~=A@)opo AnA@)o A(z) = B~ @oho A" @o A(z) =
B™®oho Ao A (z) = B7®@ o Boho A" (z) = Bo h¥(x).
———

ewscvs

Definindo h* : E* — E* de maneira simétrica a h® como

h(z) = B"™®@ o ho A7) . g
onde —n,(x) é o primeiro iterado negativo tal que A™"«(®) ¢ W* C
Ve C E* sendo W*" definido de modo analogo a W*.

Fazendo para h" o mesmo que fizemos para h®, temos que h* conjuga

Estendemos h® e h* ao R™ da seguinte forma, dotando as extensoes
com a mesma notagao:

h*(z) = h® o ms(x);

h'(x) = h" o my(z),
onde 7, : R — E" e m, : R™ — E? sao as projecoes naturais associ-
adas a decomposicao R™ = E* @ E".
Seja portanto g : R™ — R™ definida por

g(x) :== h®(x) + h*(x).

E facil ver que g ¢ um homeomorfismo. Dai, dado x = zx + z, € R™,
com zs € F° e x, € E*, temos:

goA(x)=h'oA(x)+h" o A(x) = h’o A(xs+x,) + h" 0 A(xs + 1) =
h? o A(zs) +h° o A(zy,) +h" o A(xs) +h" o A(z,) =
—— —— —— ——
ek eEu ek eEw
h? o A(zg) + h* o A(x,) = B o h*(zs) + B o h*(z,) = B(g(x)),

donde concluimos que g conjuga A e B em R™.
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]

Corolario 8.3.2. Se A e B sao isomorfismos hiperbolicos de R™, entao A
e B sao conjugados se e so se Al € conjugado a Blgs e Al}, € conjugado a
Blgu-

Prova: Deixamos como exercicio a prova deste corolario.
m

Lema 8.3.3. Se dois isomorfismos lineares hiperbélicos Ay e Ay estao na
mesma componente conexa do conjunto dos isomorfismos hiperbdlicos (que é
um aberto de L(R™)), entdo Ay e Ay sao (topologicamente) conjugados.

Prova: De fato, uma tal componente conexa é aberta, portanto, é conexa
por caminhos. Seja v : [0,1] — L(R™) um caminho continuo com 7(0) =
Ao, 7(1) = Ay e com ~(t) sendo isomorfismo hiperbdlico para todo t €
[0,1]. Como ([0, 1]) é compacto, existe uma cobertura finita B = U,_, B; de
bolas abertas B; contidas no conjunto dos isomorfismos lineares hiperbdlicos,
onde dois quaisquer isomorfismos contidos em uma mesma bola pertencem a
mesma classe de conjugacao topoldgica, segundo a proposicao 8.3.1. Seja ¢
o numero de Lebesgue da cobertura B; isto ¢ se dois elementos distam menos
que €, entao eles pertencem a uma mesma bola da cobertura. Como [0, 1]
é compacto, v é uniformemente continuo, o que implica que existe d > 0 tal
que

[t —s| <= ||v(t) —v(s)|| < eo,Vt,s€[0,1].

Dividamos portanto o intervalo [0,1] em um ntumero finito de intervalos
[tistiv1],i=0...k, com tg =0,t =1 e |t;y1 — t;| <. Segue-se que y(t;11)
é conjugado a v(t;) e dai, pela transitividade da conjugacao, Ay = (o) é
conjugado a y(t) = A;.

O

Definigao 8.3.4. (Indice de um isomorfismo linear). O indice de um iso-
morfismo linear A € L(R™) é a dimensao do espago estavel de A. Tal espago
estavel ¢ a soma dos autoespacos generalizados com autovalores contrativos
(de médulo menor que 1).
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Proposicao 8.3.5. Sejam Ay e Ay isomorfismos de R™ com indice m que
na base canonica sao representados pelas sequintes matrizes:

~1/2 0

1/2 0 1/2

Al ey c . i ’ A2 =
0 1/2 . /2

Se A € L(R™) tem indice m e det(A) > 0, entdo A € conjugado a A;. Se A

tem indice m e det(A) < 0, entao A é conjugado a A,.

Prova: Temos que A = P-J-P~! onde J estd na forma de Jordan (real).
Logo A é topologicamente (de fato, C°°—, linearmente conjugado) conjugado
a J. Como a conjugacao topoldgica é uma relacao de equivaléncia, isso reduz
o nosso problema a mostrar que J é conjugado topologicamente a A; (se
det(A) = det(J) > 0) ou a Ay (se det(A) = det(J) < 0). Nossa estratégia
sera construir um caminho continuo com imagem contida no conjunto dos iso-
morfismos hiperbélicos unindo J ao isomorfismo que lhe corresponde (A4; ou
Aj). Pelo lema 8.3.3, J e seu correspondente serao conjugados. Escrevamos

portanto

/\1 lou0 0
As/
M1
J = ,
/_1,8//
B, C;

0 Bs///
—1<)\j<0, 7= .8
0<p; <1, j= .8
L Clj bj - "

B]—(_bj aj), j=1...5
com b; # 0, a§+b§<l

:(Cj 0>, com ¢; =0ou l.

0 Cj
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Denominemos H C L(R™) o conjunto dos isomorfismos hiperbélicos. Seja

B :10,1] = H o caminho continuo dado por:

A 1—tou
Ayt
H1
B(t) =
0
—1<)\j<0,
0<p; <1,

I[LS//

By Ciy

BSHI

/

j=1...5
j=1...4¢"

j=1...8"
2, 12
aj—l—bj<1

c¢;j=0oul,

portanto, J é equivalente a sua parte diagonal (eliminamos a parte nilpo-

tente).

Seja agora v : [0,1] — H, dada por

(L—t)A + 3

(1 —t)m +%

t
(1 —t)usr + )

By

le//




Augusto Armando de Castro Junior, Curso de EDO 216

—1 <) <0, j=1...¢
O<,Uj<1, j:1...8”

[ % bj - 1"
B]—(_bj aj)’ j=1...5
com b; # 0, a?—i—b? <1,

o que implica que J é topologicamente conjugado (justapondo-se os caminhos
Ben)a:

—1/2 0

~1/2
1/2

1/2
By

O BS///
Defina agora o caminho w : [0,1] — H dado por

—1/2 0

~1/2
1/2

1/2
B

O BS//l7t

onde cada B;; é definida para t € [0, 1/2] como

B cos(6;t)  sin(0;t)\ ([ a; b
T\ —sin(@5t) cos(8;t)) \~b; a;)’
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com cos(#;/2) = a;/(y/a +3) e sin(0;/2) = —b;/(y/a5 +b3). Parat €
[1/2,1] definimos
1/2(2t — 1) + 2(1 — t)4/a? + b? 0
Bj,t = ! ! 5 5
0 1/2(2t = 1) + 2(1 — ), fa? + 12

Dai, justapondo os caminhos 3, 7 e w, temos novamente pelo lema 8.3.3 que
J é topologicamente conjugado a

—1/2 0

~1/2
1/2

1/2
1/2

0 1/2

onde as primeiras s’ linhas possuem —1/2 em sua tinica componente nao nula
e as demais linhas possuem 1/2 em sua tnica componente nao nula. Note que
det(J) < 0, s’ é impar, caso contrario, s’ é par. Sem perda de generalidade,
vamos supor que det(J) < 0 (o outro caso ¢ andlogo). A ultima curva
o :[0,1] — H fica entao:

~1/2 0
Dy,

Ds—1)/2,¢

1/2

0 1/2

D, = ( cos(t) sm(m)) =

—sin(mt) cos(mt) 2’

onde
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o que conclui a prova. Il

Corolario 8.3.6. Sejam Ay e Ay isomorfismos hiperbolicos de R™ com indice
0 que na base canonica sao representados pelas sequintes matrizes:

1211: ;o Ay =

Se A € L(R™) € isomorfismo hiperbdlico com indice 0 e det(A) > 0, entdo A

€ conjugado a Ay. Se A € isomorfismo hiperbdlico de indice 0 e det(A) <0,
entao A € conjugado a As.

Prova: Inteiramente analoga a proposicao anterior.
O

Teorema 8.3.7. Seja A um isomorfismo linear hiperbdolico qualquer de indice
s. Entao A € topologicamente conjugado a um dos sequintes isomorfismos
hiperbaolicos:

1/2 0
o 0 1/2
Al,l T ) 0 )
0 2

1/2 0

0 1/2

ALQ = —2 0 5
2
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—1/2 0
1/2
A271 = 0 1/2 )
2 0
0 2
—1/2 0
1/2
0 1/2
Az,z = / _9 0
2
0 2

Prova: A exemplo da demonstracao da proposicao 8.3.5, nao ha perda
de generalidade em supor que A esteja na forma de Jordan. Nesse caso, 0s
espacos estaveis de A e dos isomorfismos do enunciado coincidem. O mesmo
vale para os espagos instaveis. Da proposicao 8.3.5, aplicada a A|gs : E* —
E*, obtemos que existe h® : E* — E* um homeomorfismo conjugando A|gs
e Aj|gs, sendo A;; um isomorfismo dos acima que inverte ou mantém a ori-
entagao nos espagos estavel e instavel da mesma maneira que A o faz. Usando
o corolario 8.3.6 em A|g. : E* — E", obtemos h" : E* — E" conjugando
A|gu € Ajj|pe. Do mesmo modo que na proposicao 8.3.1, estendemos h® e h*
ao R™ da seguinte forma, dotando as extensoes com a mesma notagao:

h*(z) = h® o ms(x);
h'(x) = h* o m,(z),
onde 7, : R — E" e 7w, : R™ — E? sao as projecoes naturais associadas a
decomposicao R™ = E* ¢ E".
Seja portanto h : R™ — R™ definida por
h(z) := h*(z) + h*(x).
E facil ver que h é um homeomorfismo. Dai, dado x = z, + z, € R™, com

rs € B®ex, € E* temos:

hoA(x) =h*o A(x) + h" o A(x) = h° o A(zs + ) + h" 0 A(zs + ) =
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h? o A(zg) +h° o A(zy,) +h" o A(xs) +h" o A(z,) =
S~—— S—— S~—— S——
o €Eu €Rs €Eu
h®o A(xs) + h" o A(zy,) = Ajy o h*(zs) + Ajy o h(zy) = Aji(h(2)),

donde concluimos que h conjuga A e A;; em R™.

O
Corolario 8.3.8. Seja f : U — ﬂi: um difeomorfismo C' de um aberto
U de R™ ( ou de uma variedade m—dimensional M ). Entdo, eziste uma
vizinhanga W de f em Dif fY(U) tal que todo g € W possui ponto fixo
hiperbdlico p, tal que g é conjugado a f em uma vizinhanca de f.

Prova: Consequéncia imediata do teorema de Grobman-Hartman para
difeomorfismos e o tltimo teorema. m

8.4 Exercicios

1. Dé exemplo de dois campos X e Y e um homeomorfismo que conjuga
seus respectivos difeomorfismos tempo 1, mas nao conjuga os demais
tempos de seus fluxos.

2. Seja X : U — R™ um campo de classe C' Lipschitz-conjugado (isto
é, admitindo uma conjugacao que é um homeomorfismo h Lipschitz-
continuo com inversa também Lipschitz) a um campo Y : V — R"
também de classe C'. Mostre que se X possui uma singularidade
hiperbdlica p € U, entao Y também possui uma outra, ¢ € V', a qual é
hiperbdlica e de mesmo indice de estabilidade que p.

3. No exercicio anterior, verifique qual a relacao existente entre os auto-
valores de DX (p) e os de DY (q).

4. Seja X : U — R™ um campo de classe C'! Holder-conjugado (isto &,
admitindo uma conjugacao que é um homeomorfismo h Holder continuo
com inversa também Holder) a um campo Y : V. — R"™ também de
classe C'. Mostre que se X possui uma singularidade hiperbélica p € U,
entao Y também possui uma outra, ¢ € V', a qual é hiperbdlica e de
mesmo indice de estabilidade que p. Compare a dificuldade deste com
a do exercicio 2.
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5. No exercicio anterior, verifique qual a relagao existente entre os auto-
valores de DX (p) e os de DY (q).



Capitulo 9

O Teorema da Variedade
Estavel

Durante esse capitulo, consideraremos £ um espag¢o de Banach.

Vimos no capitulo anterior que se f : W C E — E é um difeomorfismo
com p € W como ponto fixo hiperbdlico, entao f é localmente conjugado a
A=Df,: E — E em vizinhancas de 0 e p. Em particular, vimos que existe
um homeomorfismo h : U(0) C W — V(p), tal que h(0) = p e que

h(A(@)) = f(h(x)), para = € A~ (U(0)) N B(0, 6).

Vimos ainda que existe um aberto de £ denotado por Uc(Un E?) tal que

A™U) € U, Vm € N. Se consideramos a variedade topolégica V' = h(U),
entao para y € V tal que y = h(x) podemos escrever

f"™(y) = " (Mz)) = h(A™(x)) — h(0) = p, quando m — +o0,

ou seja, f™(y) — p quando m — +oo. Portanto, concluimos que se z €
UjeNf_j(V), entao f™(z) — p quando m — +oo. Além do mais, se z € E
é tal que f™(z) — p, entdao para m grande vale h='(f™(z)) — 0 quando
m — oo, o que implica que h~'(f™(z)) € U para m grande, ou seja que
2 € Ujenf (V). Em resumo,

f™(2) = pquando m — +o0 & z € UjeNf_j(f/).

Note que Ujenf™7 (f/) ¢ uma variedade topoldgica. Em outras palavras, o
teorema de Grobman-Hartman tem como consequéncia que o conjunto dos

222
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pontos de E cujo w—limite é o ponto fixo hiperbdlico p constitui uma var-
iedade topoldgica, a chamada variedade estavel de p.

No presente capitulo, daremos uma prova da existéncia da variedade
estavel que independe inteiramente do teorema de Grobman-Hartman. Ade-
mais, provaremos que a variedade estavel é, de fato, uma variedade difer-
enciavel, da mesma classe de diferenciabilidade que o difeomorfismo f. Final-
mente, demonstraremos resultados analogos para singularidades hiperbdlicas
de campos.

9.1 O Teorema da Variedade Estavel para difeo-
morfismos

Comecemos com algumas definicoes.

Definigao 9.1.1. (Conjunto estével de um ponto.) Seja f: W C M — M
um homeomorfismo de um subconjunto aberto W de um espago métrico M
(dotado da métrica d(-,-)). Dado p € W, o conjunto estdvel de p é definido
como

We(p) :={xz e W,d(f"(x), f*(p)) — 0, quando n — +o0}.

Se p é um ponto fixo de f, entao seu conjunto estavel é constituido dos pontos
x € W tais que f"(x) — p, quando n — +00.

Definicao 9.1.2. Sejap € Feseja f: U C E — V um difeomorfismo, onde
U,V sao subconjuntos abertos de um espago de Banach FE.

Fixada uma vizinhanga B da érbita de p, com B C U NV, definimos o
conjunto estavel local (a depender de B) de p como

Wie(p) :={q € B, ["(¢) € B,¥n > 0 e d(f"(q), ["(p)) = 0, se n — +o00}
Analogamente, definimos o conjunto instéavel local (a depender de B) de p
Wice(p) :=={q € B, ["(q) € B,Vn = 0 e d(f"(q), [ "(p)) — 0 se n — 400}

Definigao 9.1.3. (Conjuntos maximais invariantes de uma vizinhanga.) Seja
f U — V um difeomorfismo e B C U uma vizinhanca. O conjunto maximal
negativamente invariante em B é definido por:

A (B) = M2 f"(B);
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Figura 9.1: Fazendo a dinamica trabalhar por nds: a iteracao por f~! de

variedades proximas a variedade estavel converge para a variedade estavel
de f.

ou seja, A* é formado por aqueles pontos pertencentes a B tais que todas as
suas pré-imagens também estao em B.
Simetricamente o conjunto maximal positivamente invariante em B é
definido como
AY(B) =2 f™(B).

n=0

Lembramos que se p é um ponto fixo hiperbdlico, entao existe E =
E* @ E* uma unica decomposicao em soma direta do espago E em espacos
D f(p)—invariantes E® e E", tais que o espectro Df|gs : E®* — E* esta con-
tido em B(0,1) C C e o espectro de Df|gu : E* — E" estd contido em

C\ B(0,1). Em tal contexto, sempre é possivel substituir a norma em FE por
uma norma equivalente do tipo adaptada, na qual

[o]] = llvs + vull = max{[[os]], [[vull},

com vy € E* v, € E*, e tal que Df|gs e Df!|g. sao ambas A-contragoes,
para um certo 0 < A < 1. De ora em diante, adotaremos em F a dita métrica
adaptada, sendo as bolas consideradas nessa métrica.
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Teorema 9.1.4. (Variedade Estdvel.) Sejam U e V' abertos contidos em um
espaco de Banach E e f : U — V um difeomorfismo de classe C*, k > 1. Se
p € E € um ponto fixo hiperbdlico de f, entdo o conjunto estavel W*(p) de p
¢ uma variedade 1mersa de mesma dimensao que E®, chamada a variedade
estével (global) de p. Ademais, existem r > 0 e bolas B> = B(p,r) N E*
e B = B(p,r) N E" tais que o conjunto estavel Wg (p) em B(p,r), neste
caso chamado de variedade estavel local, se escreve como o grifico de uma
aplicacio g : B* — B* de classe C* com as sequintes propriedades:

1. O grdfico de g é igual ao mazimal (positivamente) invariante
Ni%fI(B" X BY),

sendo portanto invariante por iterados positivos de f.

We(p) = 2o f T (Wike(p))-

g possui deriwada tal que Lip(g) = sup,cp:{||Dg(x)|} < 1.

A restricao de f ao grdfico de g € uma contracao.
5. O grdfico de g ¢é tangente a E° em p.

A parte crucial no enunciado do teorema é construir a variedade estavel
local, dada pelo grafico de g. As propriedades da variedade estéavel global
sao obtidas iterando-se para tras a variedade estavel local, conforme sugere
o item 2 do teorema.

Como ¢é usual em enunciados deste tipo, provaremos primeiro uma versao
Lipschitz (e global) do Teorema, com f : E — E simplesmente suposta
lipschitziana e com Lip(f — T) suficientemente pequena. Neste caso, a var-
iedade estavel global sera obtida como um grafico de uma aplicagao Lipschitz
g : BF®* — E" sendo portanto uma variedade mergulhada, e nao apenas im-
ersa (veja mais adiante a observac¢ao 9.1.12). O enunciado preciso da versao
Lipschitz do Teorema da Variedade Estavel é o seguinte:

Teorema 9.1.5. (Variedade Estdvel- versao Lipschitz.) Seja E um espago
de Banach e T um isomorfismo hiperbdlico, e seja 0 < X\ < 1 tal que os raios
espectrais de T|gs e [T|ga]™" sejam ambos menores que . Entao para toda
aplicagao f : E — E lipschitziana tal que Lip(f —T') < min{(1 — \)/2, (1 —
A) /2 max{Lip(T~1)2, Lip(T~1)} valem:
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1. f possui um unico ponto fixro p € F;

2. Exziste uma unica aplicacao g : E* — E"Y, cujo grdfico € invariante por
f, tal que W#(p) = graf(g).

3. Lip(g) < 1.

4. Dada qualquer bola B = B® x B* centrada em p,

graf(g) N B = ﬂjzof_j(BS x B");

5. A restricio de f ao grifico de g € uma contracdo. Em particular, o
ponto fixo p atrai todos os pontos no grafico de g.

A idéia da prova da versao Lipschitz é a seguinte, bastante simples. Do
fato de que Lip(f — T') é pequena, segue-se que qualquer variedade mergul-
hada « préxima a E* serd por f~! fundamentalmente “expandida” na direcao
estavel e “contraida” na direcao instavel. Iterando-se uma tal variedade ~
por f=1 f7"(v) deverd convergir para a variedade estavel de f. Mas aqui
temos um problema: dar um sentido preciso a proximidade entre v e E® e
também a convergéncia f~"(y) — W_.(p). A idéia ingénua para definir tal
sentido de convergéncia de sequéncia de variedades é o estabelecimento de
uma distancia (do tipo norma uniforme) entre as parametrizacoes de v e de
suas pré-imagens. Entretanto, o proximo exemplo muito simples nos mostra
que mesmo duas parametrizacoes de uma mesma variedade, com mesmos
dominio e imagem, podem estar distantes na métrica uniforme:

Exemplo 9.1.6. Sejam f : (0,21) — S*\ {(1,0)}, f : (0,27) — S*\ {(1,0)}
as parametrizacoes bijetivas de S\ {(1,0)} dadas por

f(8) = (cos(9),sin(0));  f(6) = (cos(—0),sin(—0)).
Dai, é fécil ver que supyegan {[|£ () — f(0)[|} = sin(7/2) — sin(—/2) = 2.

Como duas parametrizacoes quaisquer de uma variedade podem estar,
enquanto aplicagoes, distantes na norma uniforme, vé-se claramente que pre-
cisamos escolher um tipo particular, canonico, de parametrizacao para com-
pararmos sua proximidade. Ora, sabemos que toda variedade mergulhada é
localmente um grafico de alguma aplicacao. No nosso caso, esperamos que
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v e suas (pré-)imagens possam ser expressas como graficos de aplicagoes
definidas em abertos de E® com contradominio em E". Desse modo, a
representagao de 7 (e suas pré-imagens) é localmente tnica como grafico,
uma vez que fixemos a decomposicao £ = E* @& E*, onde E® conterd o
dominio e E* serd o contradominio. Fixemos portanto r > 0, e tomemos
bolas B® = B*(p,,r) C E*, B* = B%(p,,r) C E*, com p = ps + p,, € uma
o : B® — B" tal que Lip(¢) < 1 (o que fard com que o nao esteja muito longe
da aplicagdo 6 = 0, cuja aplicagao gréfico parametriza E* N B(p,r) = B?).
Seja v = graf(c). Ao aplicarmos f~! a ~y, precisamos entdao encontrar uma
aplicagdo ['j-10 : B* — B" cujo gréifico parametrize f~!(y) N (B* & BY).
Procedamos primeiro formalmente, supondo que possamos mesmo escrever
f~Y(v) N B(p,r) como o grafico de uma aplicacao Lipschitziana de B* em
E*. Escrevendo um ponto (zs,z,) € f~1(y) por (zs, 2,) = (x5, (Ly-10)(xs)),
escrevendo (zs,7,) = [~ (ys,o(ys)), obtemos que =, = 7, 0 f(ys, o(ys)),
ou seja, ys = (w5 0 f71(id, o))" (x,). Donde concluimos que

Ff—l(x8> = Ty © f71<3187 o(ys)) = [(mu 0 fﬁl) o (id, o)](ys) =

[(my 0 f7Y) o (id,0)] o (ms 0 f1(id, o)) (zs).

Claro esta que boa parte do trabalho inicial consiste em mostrar que
a aplicagao acima, também conhecida como transformacao de grdfico, esta
bem definida. Para isso, necessitamos de ser mais precisos, estabelecendo
claramente o dominio e o contradominio desta transformacao. Note que a
variedade estavel da transformacao 1" é justamente E*, que é parametrizada
como a aplicagao grafico de gr : E* — E", dada por gr(zs) = 0, Vo, € E*.
Como se espera que a variedade estavel de f seja mesmo tangente a £° em
p (no caso f € C'), é razodvel supor que, ao menos localmente, a variedade
estavel deve ser dada como o Lipschitz pequena. Assim, mostraremos que
I'¢-1 : Lip,(B®, B*) — Lip,(B*, B*). Desse modo, teremos que mostrar que
quando tomamos a pré-imagem de uma v, f~!(vy) N B(p,r) possa mesmo
ser expressa como um tal grafico de uma aplicacdo em Lip,(B*, B"). Sera
extremamente conveniente termos dotado E com a norma do méaximo dada
por:

|v| := max{]|vs|, ||vu]|}, onde v =vs v, com vs € E® e v, € E*.

A conveniéncia desta norma é que dada qualquer o € Lip,(B?®, B*), a projecao
natural 7, : £ — E*, restrita ao grafico de o, é uma isometria entre o gréafico
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A

de o e B*. De fato, tomando dois pontos ¢ = (xs,0(xs)) e § = (T, 0(Zy))
quaisquer no grafico de o temos:

(g, Q) = |[(xs, 0(2s)) = (&5, 0(2:))|| = max{|[zs — @], o (zs) — o ()]} <
(como o tem 1 como constante de Lipschitz)
max{||z; — L[|, ||z — Ls[|} = [|zs — Ls]| = d(ms(q), 75(q))-

Note que 7|graf() € a inversa da aplicacao grafico de o dada por z; —
(xs,0(xs)), a qual parametriza o grafico de . Devido ao pardgrafo anterior,
isto quer dizer que na norma que fixamos em B, para toda o € Lip,(B?®, B%),
a aplicagao de gréfico de o é uma isometria entre B® e graf(o).

Note que Lip, (B*, B*) é um subconjunto fechado do espago de Banach das
fungoes limitadas de B* em E", dotado da norma do sup (norma uniforme).
Portanto, Lip, (B*, B*) é um espago métrico completo. Uma vez demonstrado
que a aplicagao de gréafico esta bem definida , usaremos da hiperbolicidade
para mostrar que ela é uma contragdo em Lip,(B*, B*), e se unico ponto fixo
nos dara a aplicacao cujo grafico é a variedade estavel local.

Os proximos trés lemas nos dao conta de que a transformacgao de grafico
estd bem definida, se Lip(f — T') for suficientemente pequena:

Lema 9.1.7. Seja T : E — E um isomorfismo hiperbolico em um espago de
Banach E, com ||T|gs||, ||[T|g] || ambos menores que A < 1. Se f: E — E
¢ tal que Lip(f —T) < (1 — X), entdo f possui um unico ponto fixzo p € E.

Prova: A primeira parte do lema é uma espécie de versao Lipschitz da
proposicao 8.1 da pagina 201. Ora, para que f possua um unico ponto fixo,
é suficiente que F' := f — I seja um homeomorfismo sobre £ (I : E — E é
a identidade). Temos entao:

f-I=(f-T)+ (T'—1)
——
isomorfismo, pois 1¢sp(T)

Pelo Teorema da perturbacao do isomorfismo (Corolédrio 0.2.17 na pagina 14)
aplicado a T'—1I, se Lip(f —T) < [[(T—1I)7!||7! entao f— I é homeomorfismo
sobre E. Em particular, como (1—\) < ||(T'—1I)~!||7!, temos que se Lip(f —
T) < (1—=M\), entao f—1I é homeomorfismo sobre E, e por conseguinte existe
um tnico p € E tal que f(p) —p=0.

[
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Lembramos que se (f —T) < ||T7'|™! = infj, =1 [|T(v)|, ainda pelo
Teorema da perturbacao do Isomorfismo, vale que f =T + (f —T) é um
homeomorfismo sobre F.

Lema 9.1.8. Seja T : E — E um isomorfismo hiperbolico em um espaco
de Banach E = E* & E*, com ||T|gs||, |[T]g]7'|| < A < 1. FEntao dado
0 <e< A\t existe § = §(T,€) > 0 tal que se Lip(f —T) < § entdo existe
Y E — E, etemos que Lip(f ' —=T7') < e e quensof~'(id,o) : E* — E*
¢ um homeomorfismo bilipschitz, cuja inversa possui constante de Lipschitz

Lip((r. o /=" (id, 0)]") < s
Em particular, tomando e < \™'—1, dador > 0 se Lip(f—T) < min{d, 1-\},
onde p € o ponto fizo de f, entdo para toda o € Lip,(B*(ps, ), B*(py,)) vale
que ms o f7(id, o) (B*(ps,r)) D B*(ps, ).

Prova:

Ainda sem fixar § = §(7T'), vamos sup6-lo menor ou igual a ||T7!||7!. Isso
ja implica a existéncia de f~!, como vimos no pardgrafo que antecede este
lema.

Como T deixa E° invariante, podemos considerar a aplicagao T :=
E® — E?. Como T ¢ invertivel, o mesmo ocorre com 7. Pelo teorema da
pertubagao da aplicagao bilipschitz (coroldrio 0.2.16 da pagina 14), para que
7, 0 f71(id, o) seja invertivel, basta que tenhamos

Lip(m, o f'(id, o) — [T*]7') < Lip(T%)!
Ora, como A™! < Lip(T%)™!, é suficiente mostrarmos que
Lip(ms o f~1(id, o) — [T°]7") < A1
Observe que como T deixa E? invariante, de fato vale
s o [ (@, o(wy))) = [T7) 7 (as) =

(Mo f~Hws,0(2)) = T s (s) =m0 (f71 = T71) o (25, 0(25));
logo

Lip(msof~*(id,0)—T!|ps) < Lip(m,)-Lip(f ' =T 1)-Lip(id, o) = Lip(f '—=T71).
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Portanto, dado 0 < € < A™1, tudo que temos de fazer é obter uma cota para
Lip(f — T) de modo a que Lip(f~!' = T71) < \71
Ora,

T = (T (= T) T =T = (T ([ + T (f = T) ™ =T =
T+T(f =D 0T =T = ([+T(f=T)] ' = D)oT ' =
I=[I+THf=T))oI+T(f=T) " oT ™" =
(=T (f=T)oI+T7(f=T)] 0T

Por conseguinte,
Lip(f~™' = T7") < Lip(T™)* - Lip(f = T) - Lip([I + T7'(f = T)|7}) <
1
1 — Lip(T—1) Lip((f = T))
Fazendo § := ¢/2max{Lip(T') Lip(T~")}, e Lip(f — T) < 4, segue-se a

primeira parte do enunciado.
No caso em que € < A\~! — 1, entdo

Lip(T™")* - Lip(f = T) -

1
Al —€

o que implica que 7,0 f~1(id, o) expande uniformemente em todas as diregoes
(mais precisamente, é a inversa de uma contragao) e logo, como p é fixo, vale

ms o f7H(id, 0)(B*(ps, 1)) D B*(ps, 7).

Lip([r, o /' (id, 0)] ") < <1,

]

Lema 9.1.9. Seja T : E — E um isomorfismo hiperbdlico em um espago de
Banach E = E* & E*, com ||T|gs|| < A < 1, |[T|g] || < A < 1. Suponha
e < 1— X e considere o correspondente 6 = 0(T,€) dado no lema anterior.
Se Lip(f —T) < min{d, 1 — A}, entdo para qualquer r > 0, a transformagdo
de grdfico I'y-1 : Lip,(B*(r), B¥(r)) — Lip,(B*(r), B“(r)) estd bem definida.

Prova: Note que se 0 < A < 1, entao (1 — ) < A™' — 1, logo estamos
sob as hipdteses dos ultimos lemas. Pelo lema anterior, ja obtivemos que a
férmula abaixo (que define a transformacgao de grafico avaliada em x;)

Ly-1(0)(ws) = [(muo f71) o (id,0)] o (ms 0 f~(id, 0)) " (),

faz sentido para z; € B*(p,r) se o € Lip,(B*(p,r), B*(p,r)), nos dando
um valor em E*. Para provarmos que I'y-1(0) estd bem definida, resta-nos
verificar duas coisas:
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b Ff71 (0-> € Llpl(BS(p7 r))Eu)) se o € Llpl(BS(p) r)7Bu(p7T))' De fato,

Lip(I'4-1 (o)) < Lip((my, 0 fYol(id, o)) - Lip((ms 0 f1(id, o)) <

Lip((m, o f ) o (id,0) - 31— <

Lip((my 0 ) o (id, o)) < Lip((m, o f1) - Lip((id, o)) <
Lip(my 0 f1) < Lip(m, T~ + (mf ' =7, T71)) <
Lip([T*] ™) + Lip(f ' =T ) <A+e< 1.

o I's-1(0)(zs) € BY(py, 1), se x5 € B*(ps,r) e o € Lip,(B*(ps,7), B4(pu,T)
. Vimos no lema anterior que [mr; 0 f~!(id,o)]™' : B(ps,r) — B(ps,T).
Portanto para mostrarmos o atual item basta mostramos que se x, €
B(p57 T): entao <7Tu o f_l) © (ISa U(xs)) S B(pu, T)v onde p = p, + py, com
ps € E® e p, € E*. Ora, no final do tdltimo item concluimos que

Lip(m, o f71) < A+ e
Por conseguinte, como f~(ps, pu) = (ps, Pu), temos:
||7Tuf_1($5, o(zs)) — pull = ||7Tuf_1(x57 o(xs)) — Wuf_l(ps,pu)ﬂ <

Lip(m, o f71) - [(zs, 0(5)) = (pss pa) || <
(A + ) max{[lzs — psl, [lo(2s) = pull} < (A +€)r,

pois (xs,0(xs)) foi assumido como pertencente a B(p, ).

O
De ora em diante, consideraremo-nos sob as hipdteses nas quais I'j-1 estd
bem definida, fixando 0 < e < 1—Xe d > 0, de modo a que se Lip(f—T') < ¢,
entao as teses dos lemas deste capitulo sejam todas satisfeitas.
Nosso préximo passo é mostrar que I'y-1 : Lip, (B*(ps, ), B(ps, 7)) é uma
contracao.

Lema 9.1.10. Seja (x4, x,) € B(p,r) tal que 7o f ~ (x4, x,) € B(ps, 7). Entdo
para toda o € Lip,(B(ps,7), B(py,r)) vale a sequinte desigualdade:

||7Tuf_1(xsva) - (Ff*m')(ﬂ—s(f_l(xsv zu))|| < (A + 2€) ||z, — o(z,)]]-
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Figura 9.1: Transformacao de grafico.

Prova: A demonstragao é bastante direta. O primeiro membro da in-
equacao do enunciado é o mesmo que:

17uf (@5, 2u) = [(mu 0 f71) 0 (id, 0)] 0 (w50 fH(id, 0) 7 (ms (f (s, )| <
17 f (s, 2u) = [(mu 0 f71) 0 (id, 0)] ()| +
H(Ff*lo-)(ﬂ—é’(f_l(xsv o(zs)) — (Fffla)(WS(f_l(J/’&xu»” <

(somando e subtraindo (I'j-10)(ms(f (25, 0(x5)) e aplicando a desigualdade
triangular)

Lip(ry o f )| (s, ) — (25, 0(2)) |+
Lip(rf*10)||778(f_1<xsv o(rs)) — Ws(f_l(zsv )| <
(pois vimos no lema anterior que Lip(m, o f~') < A+e€ e que Lip(T'j-10) < 1)
A+ ll(@s, z) = (@s, o (@) + 7 (f 7 (25, 0(2)) = m(f (@, 2| =

(observando que 7, T (x,, z,) = 7,7 (x,, 0(zs) € com mais um argumento
de soma e subtragao)

A+ Oll(zs, 7u) — (w5, 0(25)) ||+



Augusto Armando de Castro Junior, Curso de EDO 233

||7T5(f_1(x5, J(IS)) - WST_I(ZE& J(xS)) - Ws(f_l(xs’ $U) + 7T5T_1($S, Iu)” <
(A+€)[|zy —o(z,)]] —l—Lip(?TSf_l _WST_I)H:EU_U(‘IS)H < (A +26)|[zy —o(x4)]-
O

Lema 9.1.11. Seja r > 0 qualquer, tome € < (1 — X\)/2 arbitrdario e § =
d(e,T) > 0 correspondente (nos lemas anteriores) de modo a que Lip(f—T) <
§ implique em que I'y—1 : Lip, (B*(ps, ), B“(py, 7)) — Lip, (B*(ps, ), B*(pu, 7))
esteja bem definida e que Lip(f~'—T"') < €. Considere ainda Lip,(B*(ps, 1),
B¥(py,r)) dotada da métrica uniforme. Entdo I'p-1 € uma X + 2e-contracio
em Lip,(B*(ps,7), BY(pu,7)). Em particular, T'y-1 possui wm tnico ponto
fixo.

Prova:
Sejam o, 6 € Lip,(B*(ps, ), B4(pu,7)). Dado x; € B(ps, 1), pela segunda

parte do enunciado do lema 9.1.8, existe y; € B(ps,r) tal que xy = 75 0

f=H(id, o) (ys)

[(C-10)(zs) = (T=10) ()]l =

(a0 f =) (id, o)o(mso f (id, o)~ (ms(f ™ (ys, 0 (ys))) = (L p-10) (m(f (s, o ()| =
(w0 f7) (Ysy 0 (ys)) = (Cp16) (ma(f (g, o ()] <

(pelo lema anterior)

(A+2€) - flo(ys) —o(ys)l < A+ ) - ;:1(13 )||0(95)—[7(m)||.

Tomando o supremo em x, na expressao acima, comcluimos que
[Pp-10 =Ty16| < (A+2¢) - [lo — 5],

ou seja, I'y-1 é uma contracao para a métrica uniforme em Lip, (B*(ps, 1),
Be(pu.r).

Como Lip, (B*(ps,r), B*(py,r)) é um subconjunto fechado do espago de
Banach C(B#(ps, ), B*(py, 7)) das aplicagdes continuas e limitadas de B*(ps, )
em B%(p,,T), segue-se que é um espago métrico completo. Desse modo, o
Teorema do Ponto Fixo para Contracoes (teorema 0.2.10) implica que I'p-1

possui um unico ponto fixo g, € Lip,(B*(ps, ), BY(pu, 1))
]
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Podemos agora arrematar a prova do Teorema da Variedade Estével, em
sua versao Lipschitz:

Prova:

Fixemos € > 0, ¢ < 1 — . Para cada r > 0, aplicamos os lemas acima de
modo a obter I'y-1 e seu correspondente (e tinico em Lip, (B*(ps, r), B*(pu,7)))
ponto fixo g.. Definimos ¢ : E* — E* como

g(xs) := gr(x5), se xs € B*(ps, 7).

Pela unicidade local de cada g,, segue-se que g esta bem definida, e pertence
a Lip,(E®, E*): dados xg,ys € E®, existe 7 > 0 tal que xg,ys € B*(ps, 7).
Portanto,

d(g(zs), 9(ys)) = d(g:(xs), 97+ (ys)) < Lip(gs)d(xs,ys) = d(ws, ys)-

e o item 3 do enunciado estda demonstrado.

O item 1 (existéncia e unicidade de ponto fixo de f) do teorema jai foi
provado no lema 9.1.7.

Por construcao, dados r > 0, e o € Lip,(B*(ps,r), B*(pu, 7)) temos que
graf(I'y-1(0)) C f~!(graf(o)). Como g, é ponto fixo de I'y-1 temos entdo que
graf(g,) C f~Y(graf(g,)), e logo f(graf(g,)) C graf(g,), o que em particular
nos d4 a invariancia do gréfico de g por f (o que é parte do item 2).

Note que ja provamos no pardgrafo anterior que fixado r > 0, entao
graf(g)N B(p,r) = graf(g,) C N2, f~7(B*x B*). Mostremos reciprocamente
que, fixado 7 > 0 se um ponto x possui todas as suas imagens em B(p,r),
entao r € graf(g,). De fato, se * = (z5,7,) = f~(y), com (ys,9.) =y €
B(p,r), pelo lema 9.1.10, temos que

17t ™ Wy Yu) — e (T (F 7 (W v < X+ 26) 1y — 90 (5)]]-

Usando de indugao, temos que se y = (y, yu) é tal quey, f 1 (y), ..., f"(y) =
x = (xg,x,) pertencem a B(p,r), temos que

||7Tuf_n<ysa yu) - gr(ﬂ—s(f_n(y& yu)))” <

(caso n = 1, provado acima)

A+ 26) 1 f " (Wss yu) — gr (T f Ty, )| <

(hipdtese de indugao)

(A +26) - (A +26)" Iy — g ().
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Em particular, vale que ||z, — g.(zs)| < (A + 2€)" - r. Por conseguinte, se
(xs,2,) = x € B(p,r) possui toda a sua semi-érbita positiva contida em
B(p,r), entao z, = gr(zs), ou seja, x € graf(g,). Isso é o mesmo que dizer
que '

NiZof 7 (B* x B") C graf(g,).

Isso conclui o item 4.

Observe que dado r > 0, se z € W#(p), existe jo € N tal que f/(z) €
B(p,r),Yj > jo. Ou seja, f(z) € N2 f7(B* x B*) = graf(g,). Mas
isso quer dizer que z € f~9(graf(g,)). Note que f(graf(g)) = graf(g), logo
x € graf(g). Por conseguinte, graf(g) = W*(p).

Mostremos que f|gas() ¢ uma contragao. Para isso basta vermos que
[lgrat(g,) ¢ uma contragao, para r > 0 arbitrario. Lembramos que pelo item 2,
f(graf(g,)) C graf(g,). Ora, vimos em nossa digressao anterior aos lemas que
a norma adotada faz da projecao m|grai(g,) : graf(gr) — B*(ps, r) uma isome-
tria, cuja inversa ¢ simplesmente a aplicagao grafico x5 — (x5, g,(x;)). Esta
ultima aplicagdo é a nossa parametrizacao canoénica de graf(g,), dai temos
(pelo fato de 7, |grat(g) € SUa inversa serem isometrias) que tanto f|gar(g,) cOmo
sua expressao em carta bilipschitz 74| graf(g,) © flerat(g,) © (1d, g) : B*(ps, 1) —
B*(ps, ) possuem a mesma constante de Lipschitz.

Ora, mas como o grafico de g, é f—invariante,

7T8|graf(gr)ofo(id7 gr) = (id, gr)ilo[fil]ilo[ﬂ's,graf(gr)]il = [ﬂ'sofilgda gr‘)]il-

Portanto, segue-se que

Lip(f'graf(gr)) = Lip<7rs o f o (Zda gr)) ==
(pelo lema 9.1.8)

1
Al —¢

Lip([r, o f(id, g,)] ") < <1

Veja que a constante de Lipschitz acima nao depende de r. Concluimos
que nesse caso Lipschitz global, f|gaf(g) € uma contracao, concluindo o item
5 que restava.

]

Observagao 9.1.12. Note que, em geral, a hipdtese global Lip(f — T') su-
ficientemente pequeno é forte. Comumente tal s6 ocorre para restricoes de
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p+E"Y

p+ES®

Figura 9.1: Representacao de uma variedade estavel global. Note que a
variedade estavel global pode exibir auto-acumulacao. Em particular, a
interseccao da variedade estavel global com qualquer vizinhanca B do
ponto fixo hiperbédlico p pode ser diferente da variedade estavel local
W .(p) correspondente.
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uma aplicagdo a vizinhanga de algum ponto fixo hiperbdlico p = f(p). Em
tal situacao, Lip([f — D f(p)]|@r)) pode ser tomado (positivo) tao pequeno
quanto se queira, bastando para tal tomar » > 0 adequadamente. Por esta
razao a Variedade Estével Global no contexto diferencidvel (com hipéteses
locais) geralmente nao é mergulhada, mas apenas injetivamente imersa, como
ilustra a figura 9.1.

Para o caso diferenciavel, lancaremos mao da versao Lipschitz ja provada,
e usaremos das mesmas idéias e técnicas que no caso Lipschitz, ou seja,
transformacao de grafico.

O esquema da prova, supondo-se f € C' é o seguinte. A versao Lips-
chitz ja nos garante a existéncia de uma variedade estavel local dada pelo
grafico de g, : B*(ps,r) — B"(pu,r), para um certo r > 0. Por simplici-
dade, denotemos por W := W; (p) = graf(g,). Como Lip(g,) < 1, veja
que se a variedade estdvel local W for diferencidvel (C'), entao em cada
(z5,9-(zs)) € W, o correspondente espago vetorial tangente T(,, g, (z,))W
também é parametrizado de maneira canonica (e nesse sentido, inica) como
um grafico de uma aplicagao de E* em E", mais precisamente, a aplicagao
vs = (vs, Dgp(xg)) - s,

Ainda sob a hipétese de g, ser de classe C'', uma vez que a variedade W ¢é
invariante, em cada ponto x5 € B*(ps, 1), chamando ys = 7s(f(zs, g-(xs))temos

D~ (ys: 9r(¥)) Ty o)W = DF 7 ((Ys 90 (4:)))- (i, D (s, 90 (y1:))))- B° =
(usando da regra da cadeia)
D(f" o (id, g,))

(pois f~1o(id, g,) : (750 f)(graf(g,)) — graf(g,) é, assim como (id, g,), uma
parametrizacao de graf(g,) = W)

.E° =

(Ys,9r(ys))

Tr-1(ys,9-w )W = Tag g0 () W-

Como dissemos mais acima, usaremos das mesmas idéias e técnicas que
no caso Lipschitz, mas isso nao quer dizer que a transformacao de gréafico cé
venha a ter a mesma féormula que antes. No caso Lipschitz ja provado, a idéia
era, grosso modo, tomar uma candidata genérica a variedade estavel que fosse
parametrizada pela aplicacao grafico de uma certa o € Lip,(B*(ps, ), B*(pu,T)-
[terdvamos a variedade por f~! para obter uma nova (e em geral mais
proxima de W .(p)) candidata, observando o que ocorria com a parametrizagao
canonica dessas variedades iteradas.

Para provar a diferenciabilidade, as idéias que empregaremos sao as seguintes:
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e Para cada xs € B*(ps,7), atribuimos um candidato (ou aproximagao)
E(x,) a espaco tangente T(,, 42,)W. Para tal, consideraremos em
cada x; uma aplicagao linear 7(z;) : E* — E", 7(xs) € Lip,(E°, E*)
cujo gréafico parametriza E(x). Cada 7(x,) serd entdo uma candidata
a derivada de g, em z4. Logicamente, tomaremos 7 : B*(ps,17) —
(L(E*, E") N Lip,(E*, E*)) continua. Por simplicidade, escreveremos
Bi(E*, E*) .= L(E°, E*) N Lip, (E*, E*). Essa notagao faz todo o sen-
tido, ja que Bi(FE*, E*) nada mais é que a bola fechada unitaria em
L(E*, EY).

e Faremos atuar Df~! & colegao de espacos F(z,), definindo um novo
tipo de transformacao de grafico. Como qualquer derivada pode ser
pensada como uma colecao de aplicagoes lineares, nada mais natural
que a transformacao de grafico que vamos definir seja, no intimo, uma
colecao de transformagoes de grafico. Para cada xs € B*(ps,r), iter-
aremos E(y,), onde y, = 7, f(zs,9-(xs)), por Df1(ys), de forma a
obter o novo E(x,). Como Df~!(y,) estd, pela continuidade de Df,
bem préxima de Df~!(p), onde p = f(p) é ponto fixo hiperbdlico, é
esperado que D f~!(y,) contraia vetores préximos a E* e expanda ve-
tores préximos a E". Veremos que isso garantird a convergéencia das
iteragoes dos espagos F(zy).

e Em resumo, e mais precisamente, procuraremos a derivada de g, no
espago (métrico, mas nao vetorial) de aplicagoes continuas

C = C%B*(ps,r); Bi(E*, E*)) :=

{7 é continua; 7 : B*(ps,r) — L(E®, E*) N Lip, (E®, E*)},

o qual é um subconjunto fechado do espago de Banach C(B*(ps, ), L(E®, E*))
dotado da norma uniforme. Dada uma 7 € C, definiremos I'ps-1 : C —
C por:

(Tpp17)(75) := Tpp1(f((warge (@) T(Ts © f (25, 9r(25))),

onde I'p p—1(f((zy,g.(2,))) tem a mesma férmula da transformagao de grafico
usual (do caso Lipschitz), sé que (logicamente) com D f~1(f((xs, g,(25))))
no lugar de f~'. Ademais, ' p -1 (f((@o,gr(z0))) © BL(E*, E*) — Bi(E*, E").
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e Mais uma vez, boa parte do trabalho consistira em provar que I'ps—
estd bem definida e é uma contracao. Para este ultimo fato, precisare-

mos provar uma uniformidade na contracao de cada I'pg—1(¢((zs,g,(xs)))

que entra na definicao de I'py-1. Uma vez que tivermos provado que
I'ps-1 possui um ponto fixo, ainda precisaremos verificar que este ¢ a
derivada de g,.

Lema 9.1.13. Seja T : E — E um isomorfismo hiperbolico sobre um espaco
de Banach E = E* @ E*, com ||T|gs|]| < A < 1 e ||[Te] || < A < 1.
Entao, dado 0 < e < 1— A\, existe § > 0 tal que S € L(E), com ||S —T| =
Lip(S—T) < & implica em que 3S™!, |[ST1—=T7|| < e eTg-1 : By(E*, E*) —
Bi(E®, E*) estd bem definida. Ademais, I's-1 € uma (X + 2¢)—contragao.

Prova: Observe que a composicao de aplicagoes lineares nos da uma
aplicacao linear. Além disso, as cotas para constantes de Lipschitz obtidas
nos lemas 9.1.8 e 9.1.9 independem de r > 0 no enunciado daqueles lemas, e
perduram no contexto do atual lema, donde concluimos que I'g-1 estd bem
definida. Também nao usam do valor de r > 0 as contas do lema 9.1.10, o
que nos permite concluir que se |[|[S — T'|| < §, 6 > 0 como nos lemas supra
citados, entao

7S g, 1) —(Tg-16) (ms (S Hzs, 20)) || < (AM26)||T0—rK-24|, Vi € By(E*, E*).

Ora, tomando entao x,k € Bi(E*, E*), temos que dado v, € E* existe um
tinico w, € E* tal que v, = 7, 0 S~ (ws, Kk - ws). Dali,

[(Cs-1k) - vs = (Ts1R) - vs]| =
|70 S~ (id, k) o [ms 0 ST (id, k)] (vs) — (Dg-1R) - vs|| =
|70 S~ (ws, K - ws) — (Tg-17&) - 75 0 ST Hws, k- wy)|| <
A+ 26) |5 - we = K- wal| < (A +26)[[r = & - [Jws]| <
(pois ms 0 S™1 o (id, k) expande vetores de E*)
(At 20) s &l o]
Tomando o sup para vs € E* com ||vg|| = 1, obtemos que

|(Ts-15) = (Csm1m)[| < (A +2¢)[r — A
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Lema 9.1.14. Seja E um espago de Banach, B(T, ) uma vizinhan¢a de um
isomorfismo hiperbdlico T € L(E) em que vale o lema anterior. Entao, a
aplicagao ' : B(T,0)x By (E*®, E*) — By(E*, E*) dada por T'(S, k) := ('s-1k)
é continua.

Prova: Note que
(S, k) = 1,8~ o (id, k) o [1,5 ™" o (id, k)] Y,

como a composicao, inversao de aplicacoes lineares sao continuas, [' também
o é.

]
Lema 9.1.15. Seja E um espago de Banach, e f : U — E de classe
O, admitindo um ponto fixo hiperbdlico p € U. Para todo r > 0 sufi-

cientemente pequeno, I'pp-1 € uma contracao do espago métrico completo
C = C%B*(ps,7); Bi(E*, E")) nele mesmo.

Prova: Tomemos r > 0 suficientemente pequeno para que || D f~(z, x,)—
Df~'(p)|| <€, com A+ 2¢ < 1. Os lemas anteriores ja nos dao que I'pp—
estd bem definido. Além disso, dados 7 e 7 € C, temos:

I(Cpg-17)(@s) = (Cpp7) ()l =

”FDf”(f((xs,gr(a:s)))T(ﬂ-sof((xs,gr(xs»)_FDf”(f((ws,gr(ms)))%(ﬂsof((xsvgr(IS)))” <

(A +2¢)[|7(ms o f (25, 9r () = T(ms © f (2, gr (@) <
(A +2¢) ysggs{HT(ys) =7} = A+ 2¢)[|7 — 7|

Tomando-se o sup em z, concluimos que f‘fol é uma contracao em C =
CY(B*(ps,r); B1(E*, E*)) nele mesmo. Como C é subconjunto fechado do
espaco de Banach CP(B*(ps,r); L(E*, E*)) das aplicagdes continuas e limi-
tadas com dominio B*(ps,r) e contradominio em L(E*® E*). Portanto C é
fechado, e I'p #-1 possui um tnico ponto fixo, que chamaremos de g.
O
No préximo teorema, no mesmo contexto do lema 9.1.15, verificamos que
realmente g = Dg,..

Teorema 9.1.16. Se f € C', o ponto firo g, de I'y—1 também € de classe
C*, com derivada G, a qual € o tnico ponto fizo de I'pp-1.
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Prova:
Seja ys = w5 o f o (xg,g,(xs)), xs € B® fixado. Temos que

”gr(xs + h) - gr(xs) - g(xs) ' h’” =

I(Cy-1g:)(xs + ) = gr(2s) =T (9(ys))) - bl <

-1
Df(?/sﬂr(?!s)

1T gr9)(@s + 1) = gr(ws) = (Tpyer - (gr(ys +) = g-(ys))) (B[ +(9.1)

Ys,9r(ys))

ITps (90 (ys +) = 9 ())) () = (T G(ys)) (R (9-2)

Ys.9r(Ys)) (ys))

Note que em 9.2, estamos considerando Ffo—(l e Lip,(B*(0,7), B*(0,1)) —
Ys,9r \Ys
Lip,(B*(0,7), B*(0,7)) e que como HDf(;i’gr(ys)) — Df ' < € tomando

h=[rs0 Df (Yo gr(ys)) - (- 9(ys + ) — g(ys))] " (h), vale:

(T (9r(ys + ) — 9r(ys)))(h) — (I 9y M/ 1Al <

-1 -1
Df(ys 297 (ys)) Df(ysﬂr(ys))

(A+26) 197 (ys 1) =90 (9) = (ys) W) /11 < (A+2€) 19, (g5 ) =90 () =9 () (W /12

pois ||h|| < |||, pela constante de Lipschitz de [my o Df~(ys, gr(ys)) -

((¢d, gr(ys + ) — 9r(ys)))] " ser menor que 1.
Em relagao a 9.1, vamos demonstrar que

lllfiljélp ||(Ff—lgrxxs‘i‘h)_gT(xs)_(F (gr(ys+')_gr(ys)))(h)||/Hh|| =0.

—1
Df(ys 297 (ys))

Realmente, seja h tal que z,+h = 7,0 f~ (ys + h, g, (ys + h)). Dai, podemos
escrever

(Ti-19,) (x5 + h) =m0 f 1o (id, g.) o [ms 0 f1(id, g.)]  (xs + h) =

Tu 0 f7h o (ys + hy gr(ys + 1))

Escrevendo ainda g¢,(z,) = 7, o f~(ys, 9-(ys)), em relacao a 9.1 obtemos:

I(Cy-2gr) (x5 + h) = gr(2s) = (T (gr(ys + ) = gr(ys))) (W) || =

-1
Df(?JSagr(ys))

||7Tuo(f_1o(y5—|—ﬁ, gr(ys—{—ﬁ))—f_l(ys, gr(ys»_Df(;igr(ys))(i% gr(ys+ﬁ)_gr<ys»> | =
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(usando da defini¢ao da derivada aplicada a f~! em torno de (ys, g,(vs)))

17mu © DFGL oy - (B g (s + 1) = 60(55)) = (B, 9 (ys + h) = g, (y5)))+

R(h, gr(ys + FL) — 9r(ys))ll,

onde

R(h, go(ys + 1) — g0(ys)) . R(h, gr(ys +h) — g:(s))

lim E J = = lim =
=0 [ (R, gr(ys + 1) — gr(ys))|| R0 ||l

:(:]7

sendo a pentiltima igualdade valida porque max{||A[, || g (ys+h) —gr (ys)||} =
|A]], visto que Lip(g,) < 1.

Como a constante de Lipschitz de [r, 0 f~! o (id, g,)]”
temos

1'¢ menor que 1,

2l = ll[ws o £~ o (id, g:)) " o [ms o f 4 o (id, g:))(ys + h)—

[ © fil o (id, gT)]il om0 fil o (id, g,)|(ys)|| <
Hﬂ's o fil © (ys + ﬁagr(?/s + iL) — Ts O fil © (ymgT(yS))H = HhH,

o que implica que

lim R<h7 gr<ys + il) - gr(ys)>

=0.
h—0 7]

Portanto,

I(Cy=19r) (x5 + h) = gr(2s) = (T (9r(ys + ) = g (W) D (WI/[[B]] <

-1
Df(ysﬂr(ys))

W“ODf(;sl,gr(ys)) : (B_Bagr(ys"i_ﬁ) _gT(ys+il))“ "R(ﬁagr(ys"i_il) _gT<yS))” <
2] 17| B
;L — iL R(iL, gr(ys + iL) — gr<ys))
i ,
LT ] ”

sendo que a segunda parcela, referente a R, ja vimos acima que converge a
zero. Portanto, basta mostrarmos que

Hﬂu © D‘f(:_l/sl:g'r(ys))

~ ~

h—h
“TH — 0, quando h — 0.
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Para tanto, lembramos das relagoes entre h, h e h dadas pelas defini¢oes
destes ultimos:

h = Wsofil(ys+}~l7gr<ys+7l))_xs = Wsonil(ySagr(?/S))'(&g(ys+ﬁ)_g<ys»-

Aplicando a definicao de derivada a 7, o f~! no tltimo membro da equacao
acima, obtemos:

h = Ts © Df_l(ysagr(ys)) ) (ilvg(ys + ]Al) - g(yS)) -

s © fﬁl(ys + }Ala gr(ys + il)) - ZTS ° fﬁl(ysvgr(ys)l_R(;La gr(?/s + ]Al) - gr(ys))a

~~
=T

com

~ ~

lim R(h, gr(ys + 1) = 9r(ys) _ o B gr(ys + 1) — 9:(ys))
- 17| h—0 11|

=0.

Como também temos do primeiro membro que h = w0 f~*(y, + h, gr(ys +
h)) — xs, somando com a equacao anterior, vemos que:

750 f T (Ys+h, gr(Ys+R)) =m0 f 7 (ys+h, g (ys+h)) = R(B, 6o (ys+1) — g0 (ys))-

Como Lip([rs 0 f1 0 (-, g,())] ") < 1, segue-se que

1A = hll < | R(R, g, (ys + 1) — g (y:))

Por conseguinte,

~ A~

h—h
HTH — 0, quando h — 0.

Isso mostra que

limsup [(Uy-19-)(ys +7) = g:(ys) = Tpyr - (3(25))) - All/|[A]] <

h—0 Ys,9r(Ys)
lim sup(X +26)lg, (e, + 1) = g:(z.) = §(z.) - hll/Ih]

Ora, repetindo a estimativa, e chamando de 2 = (75 0 f o (id, g,))"(xs)
temos por um lado que dado x, € B?, vale

lim sup [lg, (25 +h) — gr(5) = 9 - R/[IR] =
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i sup(\ -+ 26) g + ) = gr(e2) = ) - /]

Portanto, se para algum z; € B® valesse

hI’IZlS(l)lp gr(7s + h) — g:(x5) — g(xs) - b/ R]] >0,

entao existiria uma sequéncia z, € B® tal que

lim lims(l)lp 9 (2n + 1) — gr(2) — G(2n) - h||/||1]] — 400,

n—+oo

0 que nao é possivel, pois as constantes de Lipschitz de g, e §(x5) sao acotadas
(menores ou igual a 1). Donde concluimos que

fim sup lgr (s + ) = g, (2s) = g(xs) - bl /|[2]| = 0,V € B,

e portanto g, é de classe C*, com Dg, = .
m
Temos portanto provado que a variedade estavel é C!, caso f seja C!.
Para vermos que tal variedade é de classe C*, k > 1, se f o for, basta
considerarmos a aplicagao Ty : B(p,r) x E — E x E dada por

Ty(z,v) = (f(x), Df(x) - v).
Note que T4 (p,0) = (p,0), e que
D(Ty(x,v)) - (ha, ho) = (Df () - b, (D* f(2) - hy) - v + Df(2) - hy) =

D(Tf<x>v))|(a:,v)=(p,0) : (hl’a hv) = (Df(p) . hxa Df(p) : hv);

por conseguinte, (p, 0) é ponto fixo hiperbélico de T's. Suponha como hipdtese
de inducao que ja mostramos que para um certo k € N, qualquer aplicacao
C*, k > 1, dotada de ponto fixo hiperbélico exibe uma correspondente var-
iedade estével de classe C*. De fato, j4 o provamos para k = 1. Mostremos
entao que se f € C*! e exibe um ponto fixo hiperbélico sua variedade estével
também é C**1. Aplicando a hipdtese de indugao a T, concluimos que a
variedade estdvel de (p,0) possui classe C* (como f é suposta C**1 T} ¢é
C*). Ora, da férmula de T segue-se que qualquer ponto em sua variedade
estavel é da forma

((xsng(x8>)7 (Us,g(l's, US))); com T, Vs € E°.

Devido a unicidade da variedade estdvel, tal implica (pelo caso C') que
(vs, G5, v5)) = (x5, Dgp(5) - v5), € portanto Dg, é de classe C*. Donde con-
cluimos que a variedade estavel de f, parametrizada pela aplicacao grafico
de g,, é de classe C*+1.



Augusto Armando de Castro Junior, Curso de EDO 245

9.2 O Teorema da Variedade estavel para cam-
pos

Vimos em capitulos anteriores que difeomorfismos e campos se relacionam
principalmente de duas maneiras:

e Se X : U — R" é um campo de classe C* com fluxo ¢ : D — U,
eV :={z e U;(1,x) € D}, entdo ¢, : V — U dada por ¢i(x) :=
©(1, z) é um difeomorfismo sobre sua imagem, chamado de tempo 1 do
campo X. Usamos deste difeomorfismo para provarmos o Teorema de
Grobman-Hartman em sua versao para singularidades hiperbdlicas de
campos. Naquela ocasiao, em particular, observamos que p € U é uma
singularidade hiperbdlica de X se e s6 se, p é um ponto fixo hiperbdlico

para ;.

e Se X : U — R"™ é um campo de classe C! exibindo uma 6rbita periddica
v, dado p € v e uma sec¢ao transversal a X ¥ 5 p, a transformacao de
Poincaré 7 : ¥y — X é um difeomorfismo de uma vizinhanca Yy de p
em 3, sobre sua imagem 7(%g). Neste caso, p é um ponto fixo de 7.

Desse modo, o Teorema da Variedade Estavel para difeomorfismos da
origem a duas versoes para campos:

Teorema 9.2.1. (Variedade Estdvel para Singularidades Hiperbolicas.) Seja
X : U — R™ um campo de classe O exibindo uma singularidade hiperbélica
p € U. Designemos por ¢ o fluro de X. Entao o conjunto estdvel de p

Wi(p) :={x € U;p(t,x) — p, quando t — +o0}

¢ uma variedade de classe C* de dimensdo igual ao indice de p, e injetiva-
mente imersa em R™.

Prova:

Conforme vimos no lema 8.2.3 da pagina 205, uma vez que p é uma sin-
gularidade hiperbélica, é também ponto fixo hiperbdlico para ¢;. Mostremos
que o conjunto estavel supra definido coincide com a variedade estavel W*(p)
do ponto fixo p do difeomorfismo ¢, tempo 1 do campo X. Ora, pelo Teo-
rema de Grobman-Hartman para campos, ja sabemos que existe uma viz-
inhanca V' de p tal que o conjunto W; (p) dos pontos x tais que p(t,z) €
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V¥Vt > 0 e lim;_., o ¢(t,z) = p coincide com uma variedade topolégica mer-
gulhada (imagem da intersecgdo de E* com uma vizinhanca de 0 pelo homeo-
morfismo que conjuga localmente DX (p) e X). Em particular, tal variedade
coincide com a variedade estével local W (p) do difeomorfismo tempo 1 do
campo X, que como vimos, é de classe C*. Ademais, se x € W*(p), entao
existe tog > 0 tal que ¢(t,x) € V.Vt > tg. Concluimos que existe t; € N
tal que ¢4, () € Wi .(p). Tal que implica que p(t1,z) € W .(p); e por con-
seguinte, x € ¢_,, (W3 .(p)) € W*(p). Como claramente W?*(p) D W*(p),
temos a igualdade destes dois conjuntos e segue-se o resultado.

O

Para o préximo teorema, necessitamos da seguinte

Definigao 9.2.2. (()rbita periddica hiperbdlica.) Seja X : U — R™ um
campo de classe C*, k > 1, exibindo uma &rbita periédica . ~ é dita
hiperbolica se dado p € v e uma seccao transversal ¥ > p, entao p é ponto
fixo hiperbdlico da transformacao de Poincaré w : ¥y — 3, onde ¥y é uma
vizinhanga de p em .

Anélogo ao conceito de conjunto estavel de um ponto (visto na discussao
anterior ao enunciado do Teorema da Variedade Estavel para pontos fixos
hiperbdlicos) é de conjunto estavel de uma érbita:

Definigao 9.2.3. (Conjunto estavel de uma 6rbita.) Seja X : U — R™ um
campo de classe C*, k > 1. Seja v C U uma 6rbita correspondente a uma
solucao cujo dominio é R. Entao, o conjunto estdavel de v é definido como

Weé(y) :=={z € U;d(p(t,z),v) — 0 quando t — 400}

Teorema 9.2.4. (Variedade FEstdavel para drbitas periddicas hiperbdlicas.)
Seja X : U — R™ um campo de classe C* e v C U uma orbita periédica
hiperbolica. Entao o conjunto estavel de ~y

Wi (y) = {z € U;d(p(t,2),7) — 0, quando t — +oo}

¢ uma variedade de classe C* de dimensao igual ao indice de qualquer trans-
formagao de Poincaré m associada a v mais 1, e injetivamente imersa em
R™.

Prova: Seja p € v fixado, ¥ uma secgao transversal a X passando por p
e V, uma vizinhanga de p em ¥, com respeito a qual W (p) coincide com o
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maximal positivamente invariante pela transformacao de Poincaré 7. Clara-
mente, para cada g € W _(p), a semi-érbita positiva v (q) := {¢(t,q),t €
[0, +00)} estd bem definida. Definimos entao

Wite(0,7) == {o(t,q);t € (=€, +00),q € Wi.(p)},

onde ¢y > 0 provém da aplicacao do Teorema do Fluxo Tubular a p, sendo
o raio de uma caixa de fluxo tubular dada por aquele teorema. Claramente
W (p,y) é uma variedade diferenciavel de classe C*. Resta ver que W*(v) =
Us<oe (Wi (p, 7)), e portanto é também uma variedade de classe C*. Ora,
se x € W*(v), em particular existe p € v e t,, — 400 tal que p(t,,z) —
p. Como p € v, existe t > 0 tal que p(f,p) = p; donde concluimos que
o(t, + t, x) — p quando n — 0o. Do primeiro lema do Teorema de Poincaré-
Bendixson, temos que existe uma sequéncia t,, — 400 tal que Vo 2 O(tn, ) —
p quando n — oco. Além disso, podemos supor que para todo ¢t > #1, temos
d(p(t,x),v) < €. Como & = p(t;,r) € 5y, tomando €, a priori pequeno,
de modo que a bola de centro p e raio ¢y em X esteja contida em V), isso
implicard que 7"(Z) estd definida, Vn € N, e de fato, pertenca a V,, C .
Donde concluimos do Teorema da Variedade Estavel para difeomorfismos que
T € Wj.(p). Mas isso implica que z € ¢_; (W} (p)), como querfamos provar.

m
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