Teorema Ergodico de Birkhoff

Theorem 1 Seja (X, A, u) um espago de probabilidade e T: X — X uma
transformacgdo que preserva a medida p. Entdo, dada qualquer func¢do integrdvel
f: X — 1R, o limite

n—1
fla)= m 3" (7 () 1)
=0

existe para p-quase todo ponto x € X. Além disso, f € uma funcdo integrdvel
com [ fdp= [fdue foT = f. Finalmente, para qualquer 1 < p < oo, se

f € LP(u) entio f € LP(u) e tem-se Hf”p <Ifl,-

Comegamos por provar a existéncia (em u-qtp) do limite (1), que é o ingre-
diente fundamental deste enunciado. Como toda funcao pode ser escrita como
diferenca de duas fungoes nao negativas

f =max{f,0} — max{—f,0}.

podemos, sem restrigao , supor f > 0. Consideramos as fungoes

n—1 n—1
Fla) =timsup © 3" f(TI()) e f(x) = lminf - > f(T(2))
n—oo =0 =0

e entao basta mostrar que

[Fan< [ran< [ ran @

De fato, (2) implica [(f— f)du < 0 e entdo, como (f — f) > 0, segue que f = f
em p-qtp, que é precisamente o que queremos concluir. B

Para provar a primeira desigualdade em (2) introduzimos f, = min{f, K},
onde K € IN é um inteiro fixado (grande). Também fixamos € > 0 (pequeno) e
para cada x € X definimos

t(r) =min{ n > 1: % i f(Ti(x)) > fr(z)—cp. (3)
§=0



Notar que ¢(z) sempre existe (por definicio de lim sup e porque f > f5). Notar
ainda que (3) implica

t(z)—1

F(T7 (@) = t(2) (fx (@) —€).- (4)

0

<

Finalmente, escolhemos M € IN grande tal que o conjunto
E={reX:t(x)> M}

tenha p(F) < (¢/K). Notar que isto é sempre possivel: a familia de conjun-
tos E, = {& € X:t(x) = n} forma uma parti¢do do espago X, logo tem-se
S i i(Ey) = p(X) =1 e portanto u(E) = >y, p(En) < (¢/K) desde que
M seja suficientemente grande.

Agora para cada € X e n > 1 definimos sequéncias z; (de iterados de x)
e t; (de inteiros positivos), da seguinte maneira:

1. Tomamos xg = .

2. Suponhamos que x; ja foi definido. Para a defini¢do de ¢; e de x;41 temos
duas possibilidades:

a) Se t(x;) < M entdao tomamos t; = t(z;) e xip1 = T (z;).
b) Se t(z;) > M entdo tomamos t; = 1 e x;41 = T(x;).

3. Terminamos quando encontramos zs tal que tg+t1 + - +ts_1 +ts > n.
Notar que entao se tem necessariamente
to+ti+- o +tso1 >n— M. (5)

No caso a) acima, usando (4) obtemos
Sico (f+ K1p)(T7(2:)) > Y05y f(TV (1))
>t (fr(e) —e) =t (fr(x)—¢),

onde a tiltima igualdade segue de que fx (T(y)) = fx (y) para todo y (ver abaixo
prova de afirmacéo andloga para f). Por outro lado, no caso b) temos

(6)

ti—1

S+ K1) (T (2:)) = f(z:) + K > K > t; (f () —€) (7)

=0

Entao, usando (6), (7) e (5) (escrevemos 7 = tg + - -+ + t5_1, para simplificar a
notacao )

S (f + K1p)(T9 () =
= S (SIS K1) (T (@) ) + S + K1) (T (@) (s)
> (Xt )(fK< ) =€)+ 02 (n - M)(Fx(@) —e).



Integrando o primeiro e o tltimo membros (observar que, uma vez que a medida
p é T-invariante, tem-se [(f + K1g)oT7du = [(f + K1g)du para todo j),

w( [ ransmue)) = -0 ([Frean-<).

Dividindo ambos os termos por n e fazendo n — oo deduzimos que
/fdu > /?Kdu—a—a para todo € > 0 e portanto /fd,uz /?Kd,u.

Entao, passando ao limite quando K — oo (notar que a sequéncia fj converge
momotonamente para f) obtemos

[tz [T
como pretendiamos.

A segunda desigualdade em (2) é provada de modo muito semelhante, apenas
indicamos as diferengas com relagdo ao caso anterior. Consideramos

n—1

Ha) = mind n > 1: % YT < o)+ e ()

(comparar com (3)) e definimos x;, t; do mesmo modo que antes. Tomamos E
como atrdas mas com M fixado de tal modo que

/Efdu <e. (10)

Aplicando a (f — f1g) o mesmo tipo de calculo que usamos em (6), (7), (8)
para a fungdo (f + K1g), obtemos

>0 (f = f1e)(Ti(2)) =
=0 (S0 (f = FLe) (T (@) + 522 = F1)(T (@)
< (TiZoti) (fl@) +2) + Sp2t (T ()

< n(f(2) +e) + X7, f(TV(2)).

(11)

(comparar com (8)). Integrando vem (recordar que n — 7 < M, por (5))

n(/fdu—/}gfdu) <n</fdu+5)+M/fd,u.

Dividindo ambos os termos por n, fazendo n — oo e usando (10),

/fduS/id;H—e—i—aparatodoe>0eportanto /fd,ug/idu.



Isto termina a prova de (2). 3
Do argumento anterior também segue que [ fdu = [ fdp. Além disso,

Fr@) = lim ST @) = fa) + lin, = (FT"@) - £6) = @)

para p-qtp x (verificar). 3

Por outro lado, é imediato da definicdo de f que se f € L*®(u), digamos
|f(z)] < K para p-qtp z, entao fe L (u), com ‘f(x)’ < K para p-qtp z.
Finalmente, dado qualquer 1 < p < oo,

~|P ~
(porque a funcio t — [t|” é convexa) e portanto ‘f’ < |f|?, implicando

|7 = [ |3 @< [ 15 an= s

A prova do Teorema Ergddico estd completa.
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