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Prefacio

Em termos simples, a Teoria Ergddica é a disciplina matematica que estuda
sistemas dinamicos munidos de medidas invariantes. Comecaremos por dar as
definigoes precisas destas nocgoes e por analisar as principais motivacoes para o
seu estudo, apds o que mencionaremos alguns momentos marcantes da histéria
desta disciplina. Ao final do prefacio esbocaremos o contetido deste livro e a
sua organizacao, bem como os requisitos desejaveis para o seu estudo.

Sistemas dinamicos

H4 varias definigoes, mais ou menos gerais, do que é um sistema dinamico. No6s
nos restringiremos a dois modelos principais. O primeiro deles, ao qual nos
referiremos na maior parte do tempo, sao as transformacoes f : M — M em
algum espaco M. Heuristicamente, pensamos em f como associando a cada
estado z € M do sistema o estado f(r) € M em que o sistema se encontrara
uma unidade de tempo depois. Trata-se portanto de um modelo de dinamica
com tempo discreto.

Também consideraremos fluxos, que sao modelos de sistemas dinamicos com
tempo continuo. Lembre que um fluxo em M é uma familia ft: M — M, t € R
de transformacoes satisfazendo

f° = identidade e f'o f* = f'* paratodo t,s € R. (0.0.1)

Fluxos aparecem, por exemplo, associados a equagoes diferenciais: tome como
ft a transformacdo que associa a cada ponto z o valor no tempo ¢ da solugao
da equagao que passa por T no tempo zero.

Num caso e no outro, sempre suporemos que o sistema dindmico é men-
suravel, ou seja, que o espago M estd munido de uma o-dlgebra de subconjun-
tos ditos mensurdveis e que essa o-algebra é preservada pela dinamica: a pré-
imagem de qualquer conjunto mensuravel também é um conjunto mensuravel.
Na maior parte dos casos, M serda um espaco topoldgico, ou até um espago
métrico, munido da menor o-algebra que contém todos os abertos (o-dlgebra de
Borel). De fato, em muitas das situagoes que consideraremos ao longo do livro,
suporemos mesmo que M é uma variedade e que a dinamica é diferencidvel.
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Medidas invariantes

Sempre consideraremos medidas p definida na o-algebra do espaco M. Dizemos
que p é uma probabilidade se u(M) = 1. Na maior parte dos casos trataremos
com medidas finitas, isto é, tais que pu(M) < oco. Neste caso sempre podemos
transformar g numa probabilidade v: para isso basta definir

p(E)

v(E) = (3 para cada conjunto mensuravel £ C M.

Em geral, uma medida p diz-se invariante pela transformagao f se
w(E) = u(f~Y(E)) para todo conjunto mensurdvel E C M. (0.0.2)

Heuristicamente, isto significa que a probabilidade de um ponto estar num dado

conjunto é igual a probabilidade de que a sua imagem esteja nesse conjunto.

Note que a definigao (0.0.2) faz sentido, uma vez que, por hipétese, a pré-

imagem de qualquer conjunto mensuravel ainda é um conjunto mensuravel.
No caso de fluxos, substituimos a relagao (0.0.2) por

w(E) = pu(f~4(E)) para todo mensurdvel £ C M e todo t € R. (0.0.3)

Por que estudar medidas invariantes?

Como em todo ramo da Matematica, parte importante da motivagao é intrinseca
e estética: estas estruturas matematicas tém propriedades profundas e surpre-
endentes que conduzem a demonstracao de belissimos teoremas. Igualmente
fascinante, idéias e resultados da Teoria Ergddica se aplicam em outras areas
da Matematica que a priori nada tém de probabilistico, por exemplo a Combi-
natéria e a Teoria dos Numeros.

Outra razao para este estudo é que muitos fendmenos importantes na Na-
tureza e nas ciéncias experimentais sao modelados por sistemas dinamicos que
deixam invariante alguma medida interessante. O exemplo mais importante, his-
toricamente, veio da Fisica: sistemas hamiltonianos, que descrevem a evolugao
de sistemas conservativos na mecanica newtoniana, correspondem a fluxos que
preservam uma medida natural, a medida de Liouville. Alids veremos que sis-
temas dinamicos muito gerais possuem medidas invariantes.

Ainda outra motivagao fundamental para que nos interessemos por medidas
invariantes é que o seu estudo pode conduzir a informacao importante sobre
o comportamento dindmico do sistema, que dificilmente poderia ser obtida de
outro modo. O Teorema de Recorréncia de Poincaré, um dos primeiros que
estudaremos neste livro, ilustra bem o que acabamos de dizer: ele afirma que a
orbita de quase todo ponto, relativamente a qualquer medida invariante finita,
regressa arbitrariamente perto do ponto inicial.

Breve apresentagao histoérica

A palavra ergddico é o resultado da concatenagao de duas palavras gregas, ergos
= trabalho e odos = caminho, e foi introduzida pelo fisico L. Boltzmann, no



século 19, no seu trabalho sobre a teoria cinética dos gases. Os sistemas em que
L. Boltzmann, J. C. Maxwell, J. C. Gibbs, os principais fundadores da teoria
cinética, estavam interessados sao descritos por um fluxo hamiltoniano, ou seja,
uma equacao diferencial da forma

(@ dgn dp dpn) B (aH 0H OH aH)

dt T dt 1" Ope da T g

dt 777 dt T odt 7T dt
Boltzmann acreditava que as 6rbitas tipicas do fluxo preenchem toda a superficie
de energia H~1(c) que as contém. A partir desta hipdtese ergddica, ele deduziu
que as médias temporais de grandezas observéveis (fungoes) ao longo de érbitas
tipicas coincidem com as respectivas médias espaciais na superficie de energia,
um fato crucial para a sua formulagao da teoria cinética.

De fato, esta hipdtese é claramente falsa e, com o tempo, tornou-se usual
chamar hipotese ergddica ao que seria uma consequéncia dela, a saber, que
as médias temporais e espaciais sdo iguais. Sistemas para os quais vale esta
igualdade foram chamados ergddicos. E pode dizer-se que boa parte da Teoria
Ergodica, tal como ela se desenvolveu ao longo do século 20, foi motivada pelo
problema de decidir se a maioria dos sistemas hamiltonianos, especialmente
aqueles que aparecem na teoria cinética dos gases, sao ergddicos ou nao.

Um avanco fundamental ocorreu nos anos trinta, quando os matematicos J.
von Neumann e G. D. Birkhoff provaram que médias temporais existem para
quase toda orbita. No entanto, em meados dos anos cinquenta, o grande ma-
tematico russo A. N. Kolmogorov observou que muitos sistemas hamiltonianos
nao sao ergddicos. Este resultado espectacular foi muito expandido por V. Ar-
nold e por J. Moser, no que veio a ser chamado teoria KAM em homenagem aos
tres.

Por outro lado, ainda nos anos trinta, E. Hopf tinha dado os primeiros
exemplos importantes de sistemas hamiltonianos ergddicos, os fluxos geodési-
cos de superficies com curvatura negativa. O seu resultado foi generalizado
por D. Anosov, nos anos sessenta, para variedades de qualquer dimensdo. De
fato, Anosov tratou uma classe bem mais geral de sistemas, tanto com tempo
continuo como com tempo discreto, que sao chamados sistemas de Anosov, ou
sistemas globalmente hiperbdlicos. Uma classe ainda mais ampla de sistemas,
chamados uniformemente hiperbélicos, foi introduzida por S. Smale, e constituiu
um importante foco da teoria dos Sistemas Dinamicos ao longo das ultimas
décadas.

Nos anos setenta, Ya. Sinai desenvolveu a teoria das medidas de Gibbs dos
sistemas de Anosov, conservativos ou dissipativos, que foi logo em seguida esten-
dida por D. Ruelle e por R. Bowen para sistemas uniformemente hiperbélicos,
constituindo uma das maiores realizacoes da teoria ergddica diferenciavel. Nao
podemos deixar de mencionar, nesta breve lista de contribuicoes fundamentais,
a introdugdo da nocao de entropia por Kolmogorov e Sinai no final dos anos
cinquenta, e a demonstragao, por D. Ornstein cerca de dez anos depois, de que
a entropia é um invariante completo para deslocamentos (“shifts”) de Bernoulli:
dois deslocamentos de Bernoulli sao equivalentes se, e somente se, eles tém a
mesma entropia.
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Historico sucinto

Este livro foi desenvolvido a partir de notas de curso que escrevemos para 0s
participantes de minicursos ministrados na Escola de Verao do Departamento
de Matemadtica da Universidade Federal de Pernambuco (Recife), em janeiro
de 2003, e do encontro Novos Talentos em Matematica da Fundagao Calouste
Gulbenkian (Lisboa), em setembro de 2004.

Nos dois casos, o publico estava formado majoritariamente por alunos jo-
vens que nao tinham contato prévio com a Teoria Ergddica (em muitos casos
nem mesmo com a Teoria da Medida) e tornava-se necessario fornecer material
bastante acessivel que permitisse a esses alunos acompanhar minimamente as
ideias principais a serem expostas. Ainda neste estagio, o texto foi utilizado
por colegas, tais como o professor Vanderlei Horita (UNESP), para ministrar
minicursos a publicos com um perfil semelhante.

Ao longo do desenvolvimento do texto, buscamos preservar o carater elemen-
tar dos capitulos iniciais, especialmente os Capitulos 1 e 2, de tal forma que eles
possam ser utilizados de forma independente, com um minimo de pré-requisitos.

Sobretudo a partir do minicurso ministrado no Coléquio Brasileiro de Ma-
teméatica (IMPA, Rio de Janeiro) de 2005, este projeto foi adquirindo objetivos
mais abrangentes. Gradualmente, fomos evoluindo para tentar apresentar num
texto coerente, com formato de livro de texto, o material que consideramos
formar o nucleo central da Teoria Ergddica. Para isso nos inspiramos fortemente
na nossa prépria experiéncia como pesquisadores da area, buscando reunir numa,
apresentacao unificada as nogoes e resultados que se mostraram importantes
para o extraordinario desenvolvimento que esta area tem vivido nas tltimas
décadas.

Uma preocupacao importante foi tentar manter o texto o mais possivel auto-
contido. De fato, a Teoria Ergddica se apoia em diversas disciplinas da Ma-
temadtica, com destaque para a Teoria da Medida, a Topologia e a Andlise. Nos
Apéndices coligimos as principais nogoes e resultados destas disciplinas que sao
lteis para o restante do texto. De um modo geral, as demonstragoes sao omiti-
das, ja que existem diversos excelentes textos sobre estes temas. Uma excegao
sao os resultados sobre medidas em espacos métricos (Apéndice A.3), para as
quais optamos por incluir provas dos fatos que mais nos interessam.

Por outro lado, pressupomos que o leitor conhece os conceitos e resultados
fundamentais da Algebra Linear, inclusive a forma canoénica de Jordan.

Organizacao do texto

O corpo principal do livro esta formado pelos Capitulos 1 a 12, que podem ser
organizados do seguinte modo:

e Os Capitulos 1 a 4 formam uma espécie de ciclo basico, no qual apresenta-
mos as nogoes e resultados fundamentais da Teoria Ergddica - invariancia,
recorréncia e ergodicidade - bem como alguns exemplos principais. O
Capitulo 3 introduz os resultados fundamentais (teoremas ergdédicos) em
torno dos quais esta constituida toda a teoria.
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O Capitulo 4, onde introduzimos a nocao de ergodicidade, é um dos pontos
fulerais deste texto. Os dois capitulos seguintes (Capitulos 5 e 6) desenvol-
vem alguns temas importantes relacionados com essa nogao: decomposicao
de medidas invariantes em medidas ergddicas e sistemas admitindo uma
tnica medida invariante.

e Os Capitulos 7 a 9 tratam temas bastante diversos - perda de memoria,
problema do isomorfismo e entropia - mas se estruturam de forma coerente
em torno da ideia de estudar sistemas cada vez mais ‘cadticos’: sistemas
misturadores, sistemas com espectro de Lebesgue, sistemas de Kolmogorov
e sistemas de Bernoulli.

e O Capitulo 9 é outro ponto fulcral do texto. Além de apresentar a nogao de
entropia, buscamos dar ao leitor a oportunidade de observar este conceito
riquissimo sob diversos pontos de vista. Essa teoria se articula natural-
mente com o conteido do Capitulo 10, onde desenvolvemos a vertente
topoldgica da nocao de entropia.

e Os Capitulos 11 e 12 sao dedicados a uma classe paradigmatica de sis-
temas, as transformagoes expansoras, que nos permitem exibir uma apli-
cagao concreta (e espetacular!) de muitas das ideias gerais apresentadas
ao longo do texto. Vemos o Teorema de Ruelle e suas aplicagoes como o
culminar natural de todo o texto.

Exemplos e aplicagdes tém um papel fundamental em qualquer disciplina
matematica e isso é particularmente verdade no caso da Teoria Ergddica. Por
esta razao, dedicamos particular atengao a apresentacao de situagoes concretas
que ilustram e valorizam os resultados gerais. Tais exemplos e construcoes sao
introduzidos gradativamente, buscando para cada um o contexto que melhor
realga a sua relevancia. Tipicamente, eles reaparecem em capitulos subsequentes
para ilustrar os conceitos fundamentais que vamos introduzindo.

Os exercicios incluidos em cada se¢do tém uma funcao tripla. Num nivel
mais rotineiro, eles permitem adquirir familiaridade com os conceitos e o uso dos
resultados apresentados no texto. Também deixamos para os exercicios alguns
argumentos e demonstragoes que nao sao usados na sequéncia do texto ou que
pertencem a dreas afins mais elementares (Topologia, Teoria da Medida etc).
Finalmente, exercicios mais sofisticados testam a compreensao global da teoria
apresentada. Para facilidade do leitor, numa se¢ao ao final do livro apresentamos
solugoes mais ou menos detalhadas de todos os exercicios.

Como utilizar este livro

Os comentarios a seguir se destinam, prioritariamente, ao leitor que vai utilizar
este livro para ministrar um curso.

O conteido dos Capitulos 1 a 12 é adequado para um curso anual, ou
uma sequéncia de dois cursos semestrais. Se o leitor dispoe desse tempo, po-
derd tentar cobrir a grande maioria do material, possivelmente reservando al-
guns tépicos para seminarios apresentados pelos alunos. As seguintes secoes
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sao especialmente adequadas para esse fim: Secao 1.5, Segao 2.5, Secao 3.4,
Secao 4.4, Secao 6.4, Secao 7.3, Secao 7.4, Secao 8.3 Secao 8.4, Secao 8.5,
Secao 9.5, Secao 9.7, Secao 10.4, Secao 10.5, Secao 11.1, Segao 11.3, Segao 12.3
e Segao 12.4. Neste formato, o teorema de Ruelle (Teorema 12.1) constitui a
conclusao natural para o curso.

Os Apéndices fornecem referéncias para material que é pré-requisito para
o curso. Em principio, eles nao serao objeto de apresentagao em aula, exceto
pontualmente, em caso de necessidade.

Caso o leitor disponha apenas de um semestre, serd necessario selecionar o
material mais fundamental para apresentacao em aula. A sugestao dos autores
é buscar cobrir o seguinte programa:

e Capitulo 1: Secoes 1.1, 1.2 e 1.3.

e Capitulo 2 Secoes 2.1 e 2.2.

e Capitulo 3: Secoes 3.1, 3.2 e 3.3.

e Capitulo 4: Secoes 4.1, 4.2 e 4.3.

e Capitulo 5: Secéo 5.1 (mencionar o teorema de Rokhlin).
e Capitulo 6: Secoes 6.1, 6.2 e 6.3.

e Capitulo 7: Secoes 7.1 e 7.2.

e Capitulo 8: Secéo 8.1 (mencionar o teorema de Ornstein).
e Capitulo 9: Secoes 9.1, 9.2, 9.3 e 9.4.

e Capitulo 10: Segdes 10.1 e 10.2.

e Capitulo 11: Secao 11.1.

Neste formato, o curso poderd ser encerrado com a demonstracao do principio
variacional para a entropia (Teorema 10.1) ou com a construgao de medidas
invariantes absolutamente continuas para transformagoes expansoras em varie-
dades (Teorema 11.1.2).

Em qualquer dos casos, procuramos elaborar o texto de tal forma que o
professor possa se concentrar na apresentacao das ideias e resultados centrais,
deixando a cargo do aluno estudar por si mesmo muitas das demonstragoes e
resultados complementares. A secao final, com as dicas e solugoes dos exercicios,
é parte desse esforco para facilitar o estudo auténomo do aluno. De fato, dedica-
mos bastante esforco a fazer que as demonstragoes sejam amigdveis, detalhando
cuidadosamente os argumentos e incluindo referéncias explicitas aos resultados
anteriores que estao sendo utilizados, bem como aos pontos do texto onde as
noc¢oes pertinentes foram introduzidas. Além disso, a par da presenca regular de
exemplos e dos exercicios ao final de cada segao, nao hesitamos em apresentar a
mesma nogao de dois ou mais pontos de vista sempre que isso nos pareceu tutil
para a sua compreensao em profundidade.
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Capitulo 1

Medidas Invariantes e
Recorréncia

A Teoria Ergédica estuda o comportamento de sistemas dinamicos relativamente
a medidas que permanecem invariantes sob a acao da dinamica. Mais precisa-
mente, busca-se descrever as propriedades que sao validas para quase toda a
trajetéria do sistema, relativamente a medida invariante. Comegaremos, na
Secao 1.1, por definir estas nogoes de sistema dinamico e de medida invariante.

As raizes da teoria remontam a primeira metade do século 19. De fato,
em 1838 o matematico francés Joseph Liouville observou que todo sistema da
Mecénica Newtoniana (com conservagao da energia) admite uma medida inva-
riante natural no seu espaco de configuragdes. Além disso, em 1845 o grande
matematico e fisico alemao Carl Friedrich Gauss observou que uma certa trans-
formacao no intervalo que tem um papel importante na Teoria dos Numeros
admite uma medida invariante que é equivalente a medida de Lebesgue. Estes
sao dois dos exemplos de aplicagao da Teoria Ergddica que apresentaremos na
Secao 1.3. Muitos outros surgirao ao longo deste livro.

O primeiro resultado importante foi devido ao grande matemaético francés
Henri Poincaré, ao final do século 19. Ele estava especialmente interessado no
movimento dos corpos celestes, tais como planetas e cometas, o qual é descrito
por certas equagoes diferenciais que resultam da Lei da Gravitacao de Newton.
A partir da observacao de Liouville, Poincaré mostrou que para quase todo
estado inicial do sistema, ou seja, quase todo valor das posigoes e velocidades
iniciais, a solugao da equagao diferencial regressa arbitrariamente perto desse
estado inicial, a menos que va para infinito. Mais ainda, ele apontou que essa
propriedade de recorréncia nao é exclusiva dos sistemas da Mecanica Celeste:
ela vale sempre que o sistema admite uma medida invariante. Este serd o tema
da Segao 1.2.

Ele reaparecera na Se¢ao 1.5 num contexto mais elaborado: consideramos um
nuamero finito de sistemas dinamicos que comutam entre si e buscamos retornos
simultaneos das érbitas de todos esses sistemas a vizinhanga do estado inicial.
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Este tipo de resultados tem importantes aplicagoes em Combinatéria e Teoria
dos Numeros, como veremos mais tarde.

A ideia de recorréncia também estd por tras das construgoes que apresenta-
mos na Secao 1.4. A ideia basica é fixar um subconjunto do dominio com medida
positiva e considerar o primeiro retorno a esse conjunto. Frequentemente, essa
transformagao de primeiro retorno é mais facil de analisar e, por outro lado, ela
pode ser usada para entender o comportamento da transformacao original.

1.1 Medidas Invariantes

Seja (M, B, u) um espago de medida e seja f : M — M uma transformagcao
mensuravel. Dizemos que a medida p é invariante por f se

w(E) = p(f~H(E)) para todo conjunto mensuravel £ C M. (1.1.1)

Nesse caso também dizemos que f preserva u. Note que a defini¢io (1.1.1)
faz sentido, uma vez que a pré-imagem de um conjunto mensuravel por uma
transformagao mensuravel ainda é um conjunto mensuravel. Heuristicamente,
ela significa que a probabilidade de um ponto estar num dado conjunto é igual
a probabilidade de que a sua imagem esteja nesse conjunto.

E possivel, e conveniente, estender esta definicao a outros tipos de sistemas
dindmicos além das transformagoes. Estamos especialmente interessados em
fluzos, ou seja, familias de transformacoes f' : M — M, onde t € R, satisfazendo
as seguintes condigoes:

fO=id e f5t' = f%o f! paratodo s,t € R. (1.1.2)

Isto também implica que toda a transformacio f! é invertivel e a sua inversa ¢é
f~t. Fluxos aparecem naturalmente associados a equacoes diferenciais do tipo
X (y(t)) =+, onde X é um campo de vetores, do seguinte modo: sob condigoes
adequadas sobre X, para cada ponto x existe uma tnica solucao ¢ — ~,(t) da
equagao que satisfaz v,(0) = z; entao f(x) = 7 (t) define um fluxo no dominio
M da equacao diferencial.

Dizemos que uma medida u é invariante pelo fluxo (f!); se ela é invariante
por cada uma das transformacoes f¢, ou seja, se

w(E) = p(f~(E)) para todo mensurdvel E C M e todo t € R. (1.1.3)

Proposicao 1.1.1. Sejam f : M — M wuma transforma¢ao mensurdvel e p
uma medida em M. Entao f preserva u se, e somente se,

/qﬁdu: /qbofdu. (1.1.4)

para toda func¢ao p-integravel ¢ : M — R.

Demonstragdo. Suponhamos que a medida y € invariante. Vamos mostrar que
a relacdo (1.1.4) é vélida para classes de fungbes sucessivamente mais amplas.
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Inicialmente, observe que por hipétese p(B) = u(f~1(B)) para todo conjunto
mensuravel B. Como,

/ Xpdu=p(B) o u(f(B))= / (Xp o f)du,

isto mostra que (1.1.4) é vdlida para as fungdes caracteristicas. Entao, por
linearidade da integral, (1.1.4) é valida para fungoes simples. Em seguida, vamos
usar um argumento de aproximagao para concluir que (1.1.4) vale para toda
funcao integravel. Dada qualquer funcao integravel ¢ : M — R, considere uma
sequéncia (s, ), de fungdes simples convergindo para ¢ e tal que |s,| < |¢| para
todo n. Tal sequéncia existe, pela Proposicao A.1.33. Entao, usando o teorema
da convergéncia dominada (Teorema A.2.11) duas vezes:

[odu=tim [sau=1tm [(sp0 pdu= [(005)an

Isto mostra que (1.1.4) vale para toda fungao integravel se p é invariante. A
reciproca também segue imediatamente dos argumentos que apresentamos. [

1.1.1 Exercicios

1.1.1. Seja f : M — M uma transformagdo mensuravel. Mostre que uma
medida de Dirac §, é invariante por f se, e somente se, p é ponto fixo de
f. Mais geralmente, a probabilidade 0,5 = k™ (0, + 0p(p) + -+ + 6pi1(p)) €
invariante por f se, e somente se, f*(p) = p.

1.1.2. Prove a seguinte versao da Proposicao 1.1.1. Sejam M um espago
métrico, f : M — M uma transformagao mensuravel e y uma medida em M.

Mostre que se
[odu=[oordn

para toda funcao continua limitada ¢ : M — R entdo f preserva a medida pu.

1.1.3. Prove que se f: M — M preserva uma medida p entdao, dado qualquer
k > 2, o iterado f* preserva u. Decida se a reciproca é verdadeira.

1.1.4. Suponha que f: M — M preserva uma probabilidade u. Seja B C M
um conjunto mensuravel que satisfaz qualquer uma das seguintes condigoes:

1. M(B \ f7H(B)) =0;
p(f~H(B)\ B) = 0;
u(BAS™ ( ) =0;
f(B) C
Mostre que existe C' C M tal que f~1(C) = C e u(BAC) = 0.

1.1.5. Seja f : U — U um difeomorfismo C' de um aberto U C R?. Mostre
que a medida de Lebesgue m é invariante por f se, e somente se, |det Df| = 1.
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1.2 Teorema de recorréncia de Poincaré

Vamos estudar duas versoes do teorema de Poincaré. A primeira (Secao 1.2.1)
estd formulada no contexto de espagos de medida (finita). O teorema de Kag,
que provaremos na Se¢ao 1.2.2 complementa este resultado de forma quantita-
tiva. A segunda versdo do teorema de recorréncia (Segao 1.2.3) supooe que o
ambiente é um espaco topoldgico com certas propriedades adicionais. Também
provaremos uma terceira versao do teorema de recorréncia, devida a Birkhoff,
cuja formulacao é puramente topoldgica.

1.2.1 Versao mensuravel

O nosso primeiro resultado afirma que, dada qualquer medida invariante finita,
quase todo ponto de qualquer conjunto mensuravel E regressa a F um niimero
infinito de vezes:

Teorema 1.2.1 (Recorréncia de Poincaré). Seja f : M — M wma trans-
formacao mensurdvel e seja p uma medida finita invariante por f. Seja E C M
qualquer conjunto mensurdvel com p(E) > 0. Entdo, para p-quase todo ponto
x € E existem infinitos de valores de n para os quais f™(x) também estd em E.

Demonstragao. Representemos por Ejy o conjunto dos pontos = € E que nunca
regressam a F. Inicialmente, vamos provar que Fy tem medida nula. Para isso,
comecamos por observar que as suas pré-imagens f~"(Ep) sao disjuntas duas-a-
duas. De fato, suponhamos que existem m > n > 1 tais que f~"™(Ey) intersecta
f~™(Ep). Seja z um ponto na interseccdo e seja y = f"(x). Entdo y € Ej e
™ ™(y) = f™(x) € Ep, que estd contido em E. Isto quer dizer que y volta
pelo menos uma vez a E, o que contradiz a definicao de Fy. Esta contradigao,
prova que as pré-imagens sao disjuntas duas-a-duas, como afirmamos.

Observando que pu(f~"(Ey)) = u(Ep) paratodon > 1, porque p é invariante,
concluimos que

n(J £ (B) = D2 n(F " (Bo)) = Y nlEo).

n=1

Como supomos que a medida é finita, a expressao do lado esquerdo é finita. Por
outro lado, a direita temos uma soma de infinitos termos, todos iguais. O tnico
jeito desta soma ser finita é que as parcelas sejam nulas. Portanto, devemos ter
w1(Ep) = 0, tal como foi afirmado.

Agora, denotemos por I’ o conjunto dos pontos © € FE que regressam a
E apenas um numero finito de vezes. Como consequéncia direta da defini¢ao,
temos que todo ponto x € F tem algum iterado f¥(z) em Ey. Ou seja,

Fc e
k=0
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Como u(Ep) =0 e p é invariante, temos:

w(F) < u({ F5E) <D u(f*(E) => uE) =0
k=0

k=0 k=0
Portanto, p(F) = 0 como queriamos provar. O

Observe que o Teorema 1.2.1 implica um resultado andlogo para sistemas
com tempo continuo. De fato, suponha que p é uma medida invariante finita de
um fluxo (f*);. Segue imediatamente da definigao que p é invariante pela respec-
tiva transformacao f!, chamada tempo 1 do fluxo. Aplicando o Teorema 1.2.1
a transformagao tempo 1, concluimos que, dado qualquer conjunto £ C M com
medida positiva, para quase todo z € I existem tempos t; — 400 tais que
fti(z) € E. Valem observagoes andlogas para as outras versoes do teorema de
recorréncia, que apresentaremos posteriormente.  Por outro lado, o teorema
que apresentamos a seguir é especifico de sistemas com tempo discreto.

1.2.2 Teorema de Kaé

Seja f : M — M uma transformagdo mensurdvel e seja p uma medida finita
invariante por f. Seja E C M qualquer conjunto mensuravel com p(E) > 0.
Considere a funcao tempo de primeiro retorno pg : E — N U {co} definida da
seguinte forma:

pe(x) =min{n >1: f"(x) € E} (1.2.1)

sempre que o conjunto do lado direito for nao vazio, isto é, se x tiver algum
iterado em F; caso contrario, pg(xz) = co. De acordo com o Teorema 1.2.1, a
segunda alternativa sé ocorre para um conjunto de pontos com medida nula.
O resultado que vamos apresentar a seguir mostra que esta fungao é in-

tegravel e exibe o valor da sua integral. Para o enunciado precisamos da seguinte
notagao:

Ey={x € E: f"(x) ¢ E paratodon >1} e

Ej={x e M: f*(x) ¢ E para todo n > 0}.

Ou seja, Ep é o conjunto dos pontos de E que nunca regressam a E e EF é o
conjunto dos pontos de M que nunca entram em FE. Note que u(Ep) = 0, pelo
teorema de recorréncia de Poincaré.

Teorema 1.2.2 (Kac). Seja f: M — M, p uma medida invariante finita e E
um subconjunto com medida positiva. Entao a funcao pg € integrdvel e

| o= 1) = (%),

Demonstracdo. Para cada n > 1, defina

E,={xcE:f(x)¢E,...,f" Yx) ¢ E, mas f*(z) € E} e
Ef={reM:z¢E flx)¢E,...,f" x) ¢ E, mas f*(z) € E}.



6 CAPITULO 1. MEDIDAS INVARIANTES E RECORRENCIA

Ou seja, E, é o conjunto dos pontos de E que retornam a F pela primeira vez
exatamente no momento n,

E,={x € E:pg(x) =n},

e E' é o conjunto dos pontos que nao estao em E e que entram em E pela
primeira vez exatamente no momento n. E claro que estes conjuntos sao men-
surdveis e, portanto, pg é funcao mensuravel. Além disso, os conjuntos E,,, £,
n > 0 sao disjuntos dois-a-dois e a sua uniao é todo o espaco M. Portanto

oo

p(M) =" (u(Bn) + w(E})) = n(Eg) + Z )+ u(Ey).  (122)

n=0 n=1

Agora observe que
f Y EY) =E;, 1 UE,41 para todo n. (1.2.3)

De fato, f(y) € E quer dizer que o primeiro iterado de f(y) que estd em E é
f™(f(y)) = [T (y) e isto ocorre se, e somente se, y € £, ouy € Enyq. Isto
prova a igualdade (1.2.3). Logo, pela invariancia de p,

n(Ey) = H(f_l(E:L)) w(Ey 1) + p(Eny1) para todo n.

Aplicando esta relacao repetidas vezes, obtemos que

m

w(Ey) = u(Ey,) + Z w(E;) para todo m > n. (1.2.4)
i=n+1

A relagao (1.2.2) implica que pu(E},) — 0 quando m — oo. Portanto, tomando
o limite quando m — oo na igualdade (1.2.4), obtemos:

(o]

p(ER) = > ul(E), (1.2.5)

1=n—+1

Para finalizar a demonstracao, substituimos (1.2.5) na igualdade (1.2.2). Desta
forma obtemos que

) = (5) = 3 (3o = 3 ) = [ pe

como queriamos demonstrar. O

Em alguma situagoes, por exemplo quando o sistema (f, u) é ergddico (esta
propriedade serd definida e estudada em detalhe mais tarde) o conjunto Ef tem
medida zero. Entao a conclusao do teorema de Kac diz que

D
) L= (1.26)

para todo conjunto mensuravel E. O lado esquerdo desta igualdade é o tempo
médio de retorno a E. A igualdade (1.2.6) diz que o tempo médio de retorno é
imversamente proporcional a medida de E.
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Observagao 1.2.3. Por definigio, E = f~(E)\ U;Z; f*(E). O fato de que
a soma (1.2.2) é finita implica que a medida deste conjunto converge para zero
quando n — oo. Isto sera util mais tarde.

1.2.3 Versao topologica

Agora suponhamos que M é um espago topolégico, munido da sua o-algebra de
Borel B. Dizemos que um ponto = € M é recorrente para uma transformacao
f i+ M — M se existe uma sequéncia n; — oo em N tal que f™(z) — x.
Analogamente, dizemos que x € M ¢é recorrente para um fluxo (f*); se existe
uma sequéncia t; — +o0o em R tal que f%(z) — x quando j — oc.

No préximo teorema supomos que o espaco topolégico M admite uma base
enumeravel de abertos, ou seja, existe uma familia enumerdvel {Uy, : k € N} de
abertos tal que todo aberto de M pode ser escrito como uniao de elementos Uy
dessa familia. Esta hipdtese é satisfeita na maioria dos exemplos interessantes.

Teorema 1.2.4 (Recorréncia de Poincaré). Suponhamos que M admite uma
base enumerdvel de abertos. Seja f : M — M uma transforma¢do mensurdvel
e seja p uma medida finita em M invariante por f. Entdo, p-quase todo ponto
x € M € recorrente para f.

Demonstragao. Para cada k representamos por Uy o conjunto dos pontos x € Uy
que nunca regressam a Uy. De acordo com o Teorema 1.2.1, todo ﬁk tem medida
nula. Consequentemente, a uniao enumeravel

7=

keN

tem medida nula. Portanto, para demonstrar o teorema serd suficiente que
mostremos que todo ponto z que nao estd em U é recorrente. Isso é facil, como
vamos ver. Sejax € M \f] e seja U uma vizinhanca qualquer de x. Por definicao,
existe algum elemento Uy da base de abertos tal que z € Uy e Uy C U. Como
2 o estd em U , também temos que x ¢ Uy. Em outras palavras, existe algum
n > 1 tal que f"(x) estd em Ug. Em particular, f™(x) também estd em U.
Como a vizinhanga U é arbitraria, isto prova que z é um ponto recorrente. [

Observe que as conclusoes dos Teoremas 1.2.1 e 1.2.4 nao sao verdadeiras,
em geral, se omitirmos a hipétese de que a medida p é finita:

Exemplo 1.2.5. Seja f : R — R a translacao de 1 unidade, isto é, a trans-
formacao definida por f(z) = 4 1 para todo x € R. E facil verificar que f
deixa invariante a medida de Lebesgue em R (que é infinita). Por outro lado,
nenhum ponto é recorrente para f. Portanto, pelo teorema de recorréncia, f
nao pode admitir nenhuma medida invariante finita.

No entanto, é possivel estender estes enunciados para certos casos de medidas
infinitas: veja o Exercicio 1.2.2.

Para terminar, apresentamos uma versao puramente topoldgica do Teo-
rema 1.2.4, chamada teorema de recorréncia de Birkhoff, que nao faz qualquer
mencgao a medidas invariantes:
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Teorema 1.2.6 (Recorréncia de Birkhoff). Se f : M — M ¢é uma trans-
formacao continua num espagco métrico compacto M, entao existe algum ponto
x € X que € recorrente para f.

Demonstragao. Considere a familia Z de todos os conjuntos fechados nao-vazios
X C M que sao invariantes, no sentido de que f(X) C X. Esta familia é nao-
vazia, uma vez que M € Z. Afirmamos que um elemento X € 7 é minimal
para a relacao de inclusao se, e somente se, a érbita de todo ponto x € X é
densa em X. De fato, é claro que se X é fechado invariante entdo X contém o
fecho da érbita de qualquer dos seus pontos. Logo, para ser minimal X precisa
coincidir com qualquer desses fechos. Reciprocamente, pela mesma razao, se X
coincide com o fecho da orbita de qualquer dos seus pontos entao ele coincide
com qualquer subconjunto fechado invariante, ou seja, X é minimal. Isto prova
a nossa afirmagao. Em particular, qualquer ponto x num conjunto minimal
é recorrente. Logo, para provar o teorema basta mostrar que existe algum
conjunto minimal.

Afirmamos que todo conjunto totalmente ordenado {X,} C Z admite algum
minorante. De fato, considere X = Ny X,. Observe que X é nao-vazio, uma
vez que os X, sao compactos e constituem uma familia totalmente ordenada.
E claro que X é fechado e invariante por f e também que ele é um minorante
para o conjunto {X,}. Isto prova a nossa afirmagao. Agora podemos aplicar o
Lema de Zorn para concluir que Z realmente contém elementos minimais. [

O Teorema 1.2.6 também segue imediatamente do Teorema 1.2.4 juntamente
com o fato, que provaremos mais tarde, que toda transformacao continua num
espago métrico compacto admite alguma medida de probabilidade invariante.

1.2.4 Exercicios

1.2.1. Mostre que o seguinte enunciado é equivalente ao Teorema 1.2.1, isto é,
qualquer um deles pode ser obtido a partir do outro. Seja f : M — M uma
transformagao mensuravel e seja 1 uma medida invariante finita. Seja £ C M
qualquer conjunto mensuravel com p(E) > 0. Entao existe N > 1 e um conjunto
D C E com medida positiva, tal que fV(z) € E para todo ponto = € D.

1.2.2. Seja f : M — M uma transformacao invertivel e suponha que p é uma
medida invariante nao necessariamente finita. Seja B C M um conjunto com
medida finita. Mostre que, dado qualquer conjunto mensuravel £ C M com
medida positiva, quase todo ponto x € FE regressa infinitas vezes a E ou tem
apenas um numero finito de iterados em B.

1.2.3. Seja f : M — M uma transformacao invertivel e suponha que p é
uma medida invariante o-finita: existe uma sequéncia crescente de subconjuntos
mensurdveis M com u(My) < oo para todo k e UMy, = M. Dizemos que um
ponto x wvai para infinito se, para qualquer k, existe apenas um numero finito de
iterados de x que estao em Mj,. Mostre que, dado qualquer conjunto mensuravel
E C M com medida positiva, quase todo ponto = € F regressa a E infinitas
vezes ou vai para infinito.
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1.2.4. Sejam f: M — M uma transformacao, nao necessariamente invertivel,
1 uma probabilidade invariante e D C M um conjunto com medida positiva.
Prove que quase todo ponto de D passa uma fracao positiva do tempo em D:

1 .
limsup—#{0<j<n-1:f'(z)e D} >0
non

para p-quase todo ponto z € D. [Observagao: D& para substituir lim sup por
lim inf no enunciado, mas a prova desse fato terd que esperar até o Capitulo 3.]

1.2.5. Seja f : M — M uma transformacao mensuravel que preserva uma
medida finita p. Dado qualquer conjunto mensurdvel A C M com pu(A) > 0,
sejany < ng < --- a sequéncia dos valores de n tais que u(f~"(A)NA) > 0. O
objetivo deste exercicio é mostrar que o conjunto V4 = {ni, no, ...} é sindético,
ou seja, que existe C' > 0 tal que n; 11 —n; < C para todo 7.

1. Mostre que para qualquer sequéncia crescente k; < kg < --- existem
j>i>1tal que u(An f~Fi=k)(A)) > 0.

2. Dada qualquer sequéncia infinita ¢ = ([;); de ndmeros naturais, denote
por S(¢) o conjunto de todas as somas finitas de elementos contiguos de
£. Mostre que Vy intersecta S(¢) qualquer que seja £.

3. Deduza que o conjunto V4 é sindético.
[Observagao: Veremos outra demonstracao deste fato no Exercicio 3.1.2.]

1.2.6. Mostre que se f : [0,1] — [0, 1] é uma transformagao mensurével preser-
vando a medida de Lebesgue m entao m-quase todo ponto z € [0, 1] satisfaz

liminf n|f"(z) — x| < 1.

[Observagao: Boshernitzan [Bos93] provou um resultado bastante mais geral:
lim inf,, n'/4d(f™(x), x) < oo para p-quase todo ponto e toda probabilidade
invariante por f : M — M, se M é um espago métrico separavel cuja medida
de Hausdorff d-dimensional é o-finita.]

1.2.7. Sejaw = (1++/5/2 a razdo durea e seja f : [0,1] — [0, 1] a transformagio
definida por f(z) = (r + w) — [v + w]. Dado z, verifique que n|f"(x) — z| =
n?|w—qy,| para todo n, onde (¢, ), — w é a sequéncia de ntimeros racionais dada
por g, = [z +nw]/n. Usando que as raizes do polinémio R(z) = 22+ 2 —1 sio w
e w—+/5, mostre que liminf,, n?|w — ¢,| > 1/\/5 [Observagao: Isto mostra que
a constante 1 no Exercicio 1.2.6 nao pode ser substituida por nenhuma outra
menor que 1/v/5. Nao é conhecido se 1 é a menor constante que vale para toda
transformagao no intervalo.]

1.3 Exemplos

Em seguida vamos descrever alguns exemplos simples de medidas invariantes
por transformagoes ou por fluxos, que nos ajudam a interpretar o significado do
teorema de recorréncia de Poincaré, bem como obter conclusoes interessantes.
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1.3.1 Expansao decimal

O nosso primeiro exemplo é a transformagao definida no intervalo [0,1] do se-
guinte modo
f:00,1] = [0,1], f(z) =10z — [10z]

onde [10x] representa o maior inteiro menor ou igual a 10z. Em outras palavras,
f associa a cada x € [0, 1] a parte fracionéria de 10z. O gréfico da transformagao
f esté representado na Figura 1.1.

0 2/10 4710 6/10 s8/10 1

Figura 1.1: Transformacao parte fracionaria de 10z

Afirmamos que a medida de Lebesgue i no intervalo é invariante pela trans-
formagao f, isto é, ela satisfaz a condi¢ao

w(E) = p(f~Y(E)) para todo conjunto mensuravel £ C M. (1.3.1)

Esse fato pode ser verificado da seguinte forma. Comecemos por supor que F
¢ um intervalo. Entao, conforme ilustrado na Figura 1.1, a pré-imagem f~1(E)
consiste de dez intervalos, cada um deles dez vezes mais curto do que E. Logo, a
medida de Lebesgue de f~!(E) é igual & medida de Lebesgue de E. Isto mostra
que (1.3.1) é satisfeita no caso de intervalos. Como consequéncia, essa relagao
é satisfeita sempre que F é uma unido finita de intervalos. Agora, a familia das
unides finitas de intervalos é uma dlgebra que gera a o-dlgebra de Borel de [0, 1].
Portanto, para concluir a demonstracao basta usar o seguinte fato geral:

Lema 1.3.1. Seja f: M — M uma transformagao mensurdvel e p uma medida
finita em M. Suponha que existe uma dlgebra A de subconjuntos mensurdveis
de M tal que A gera a o-dlgebra B de M e p(E) = p(f~1(E)) para todo E € A.
Entao o mesmo vale para todo conjunto E € B, isto €, a medida pu é invariante

por f.
Demonstracdo. Comecemos por provar que C = {E € B : u(E) = u(f~Y(E))}

é uma classe mondtona. Para isso, seja £1 C Es C ... uma sequéncia de ele-
mentos em C e seja £ = U2, E;. Pelo Teorema A.1.14 (veja o Exercicio A.1.9),
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temos que
p(B) =limp(E;) e p(f~(E)) =limpu(f ' (Er)).
Entéo, usando o fato de que E; € C,
p(B) = lim p(E;) = lim p(f = (B)) = p(f~H(E)).

Logo E € C. De modo inteiramente analogo se mostra que a intersecao de
qualquer sequéncia decrescente de elementos de C estd em C. Isto prova que C
é de fato uma classe monoétona.

Agora é facil obter a conclusao do lema. Note que C contém A, por hipétese.
Portanto, usando o teorema das classes mondtonas (Teorema A.1.18), segue que
C contém a o-algebra B gerada por A. Isto é precisamente o que querfamos
provar. O

Agora vamos explicar como, a partir do fato de que a medida de Lebesgue é
invariante pela transformacao f, podemos obter conclusoes interessantes usando
o teorema de recorréncia de Poincaré. A fungdo f tem uma relagao direta com
o algoritmo da expansao decimal: se x é dado por

r = 0,apa1a2a3 - - -

coma; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e a; # 9 para infinitos valores de 4, entao a sua
imagem ¢é dada por
f(xz)=0,a1a2a3 - .

Com isso, fica facil escrever a expressao do iterado n-ésimo, para qualquer n > 1:
() =0,anan11an42 - (1.3.2)

Agora, seja E o subconjunto dos x € [0, 1] cuja expansdo decimal comeca
com o digito 7, ou seja, tais que ag = 7. De acordo com o Teorema 1.2.1, quase
todo elemento de E tem infinitos iterados que também estao em E. Levando
em conta a expressao (1.3.2), isto quer dizer que existem infinitos valores de n
tais que a,, = 7. Portanto, provamos que quase todo numero x cuja expansao
decimal comega por T tem infinitos digitos iguais a 7.

Claro que no lugar de 7 podemos considerar qualquer outro digito. Além
disso, também podemos considerar blocos com varios digitos (Exercicio 1.3.2).
Mais tarde provaremos um resultado muito mais forte: para quase todo niimero
x € [0, 1], todo digito aparece com frequéncia 1/10 na expansao decimal de z.

1.3.2 Transformacao de Gauss

O sistema que apresentamos nesta secao estd relacionado com outro impor-
tante algoritmo em Teoria dos Numeros, a expansao de um numero em fragao
continua, cuja origem remonta ao problema de achar a melhor aproximacgao
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racional para um ntumero real qualquer. Vamos descrever este algoritmo sucin-
tamente.
Dado um nimero g € (0, 1), sejam

{ 1 } 1

ay = | — € xry = — —4aj.
o o

Note que a1 é um ndmero natural, x; € [0,1) e tem-se

1

a1 + 11

o —

Supondo que z7 seja diferente de zero, podemos repetir o processo, definindo

a9 = | — (7 To = — — Q3.
1 T1
Entao
1 1
T = n e portanto xg =
a1 7T T2 a; +

ao + X2

Por recorréncia, para cada n > 1 tal que z,_1 € (0,1) define-se

anz[ ! } e Ty = L —ap =G(xp_1)

Tp—1 Tn—1
e tem-se 1
Ty = T (1.3.3)
ai + 1
az + i
Ay + Ty
Pode mostrar-se que a sequéncia
1
Zn = T . (1.3.4)
Gt
G2+
an

converge para xp quando n — oo, e é usual traduzir este fato escrevendo

1

z0 = (1.3.5)

ai +

as +

1
1
ap + —

que é chamada expansdo em fracao continua de xg.
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Note que a sequéncia (z,), definida pela relagao (1.3.4) consiste de niimeros
racionais. De fato, mostra-se que estes sao os numeros racionais que melhor
aproximam o numero g, no sentido de que z, estd mais préximo de xy do
que qualquer outro nimero racional com denominador menor ou igual que o
denominador de z, (escrito em forma irredutivel). Observe também que para
obter (1.3.5) suposemos que x,, € (0,1) para todo n € N. Se encontramos algum
2, = 0, 0 processo pdra nesse momento e consideramos (1.3.3) a expansao em
fragao continua de zy. Claro que este ultimo caso ocorre somente se zo é um
nimero racional.

O algoritmo de expansao em fracdo continua estd intimamente conectado
com o sistema dindmico no intervalo [0,1] que vamos descrever a seguir. A
transformagao de Gauss G :[0,1] — [0, 1] é definida por

1 1
G(z) = — - {E] = parte fraciondria de 1/z,

se z € (0,1] e G(0) = 0. O gréfico de G pode ser esbocado facilmente, a partir
da seguinte observagao: para todo x em cada intervalo I, = (1/(k 4+ 1),1/k] a
parte inteira de 1/x é igual a k e, portanto, G(x) = 1/x — k. Veja a Figura 1.2.

0 1/4 1/3

Figura 1.2: Transformagao de Gauss

A expansao em fracdo continua de qualquer nimero zy € (0,1) pode ser
obtida a partir da transformagao de Gauss, da seguinte forma: para cadan > 1
o numero natural a, é determinado por

Gn_l (IE()) c Ian~

e x, ¢ simplesmente o n-ésimo iterado G™(zp) de zo. Este processo termina
se encontrarmos algum z,, = 0; como explicamos anteriormente, isto s6 pode
acontecer se o nimero xq for racional (veja o Exercicio 1.3.4). Em particular,
existe um conjunto com medida de Lebesgue total tal que todos os iterados de
G estao definidos para os pontos deste conjunto.
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O que torna esta transformacao interessante do ponto de vista da Teoria
Ergodica é que G admite uma probabilidade invariante que é equivalente a
medida de Lebesgue no intervalo. De fato, considere a medida definida por

u(E) = / ¢ dx para cada mensurdvel E C [0, 1], (1.3.6)

onde ¢ é uma constante positiva. Note que a integral estd bem definida, ja que
a fungao integranda é continua no intervalo [0, 1]. Além disso, essa fungdo toma
valores no intervalo [¢/2, ¢ e, portanto,

m(E) < u(E) <cm(E) (1.3.7)

para todo conjunto mensurével £ C [0, 1]. Em particular, p é de fato equivalente
a medida de Lebesgue m, isto é, as duas medidas tém os mesmos conjuntos com
medida nula.

Proposigao 1.3.2. A medida p € invariante por G. Além disso, se escolhermos
¢ =1/log2 entdo p é uma probabilidade.

Demonstragao. Vamos utilizar o seguinte lema:

Lema 1.3.3. Seja f : [0,1] — [0,1] uma transformacao tal que existem inter-
valos abertos I, I, ... disjuntos dois-a-dois tais que

1. a unidgo UgIy, tem medida de Lebesgue total em [0,1] e
2. a restricao fr, = [ | I a cada I, é um difeomorfismo sobre (0,1).
Seja p : [0,1] — [0,00) wma fungdo integrdvel (para a medida de Lebesgue) com

()
)= Y & (13.8)
e, T @)

para quase todo y € [0,1]. Entdo a medida 1 = pdx € invariante por f.

Demonstra¢do. Seja ¢ = xg a fungao caracteristica de um conjunto mensuravel
E C [0,1] qualquer. Pela férmula de mudanga de varigveis,

¢(f())p(x) dw:/ S)p(fi WIS W)l dy.
Iy, 0

Note que (fi ') (y) = 1/f'(f; ' (y)). Portanto, a relagao anterior implica que

/0 o @)ota)da =3 [ olr@)plo) do
k=1 k

oo

(1.3.9)
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Usando o teorema da convergéncia mondétona (Teorema A.2.9) e a hipdtese
(1.3.8), vemos que a ultima expressao em (1.3.9) é igual a

/d’ kwfj;k /¢’

Deste jeito mostramos que fo o(f(x))p(x) de = fo p(y) dy. Como pu = pdx
e ¢ = Xg, isto quer dizer que u(f~1(E)) = u(E) para todo conjunto mensurdvel
E C [0,1]. Portanto, p é invariante por f. O

Para concluir a demonstracao da Proposicao 1.3.2 devemos mostrar que a
condigao (1.3.8) vale para p(x) =c¢/(1+2x) e f =G. Seja I, = (1/(k+1),1/k)
e seja G}, a restricao de G a I,. Note que G,;l(y) = 1/(y+k) para todo k. Note
também que G'(x) = (1/z)" = —1/2% para todo x # 0. Portanto,

oo

(G (y) _i clyth) 1 2 c

GG = . (1.3.10
e I S e EEL: el
Observando que

k=1

1 1 1
+k)y+k+1) y+k y+k+1’
vemos que a ultima soma em (1.3.10) pode ser escrita na forma telescépica:

todos os termos, exceto o primeiro, aparecem duas vezes, com sinais contrarios,
e portanto se cancelam. Logo a soma é igual ao primeiro termo:

00
C c

W+k)y+k+l) y+1

=p(y).
k=1

Isto mostra que a igualdade (1.3.8) é realmente satisfeita e, portanto, podemos
usar o Lema 1.3.1 para concluir que p ¢ invariante.
Finalmente, usando a primitiva ¢log(1 + ) da fungao p(z) vemos que

n.1) = [ o

Logo, escolhendo ¢ = 1/log2 obtemos que p é uma probabilidade. [l

dx = clog?2.
x

Esta proposicao permite utilizar ideias de Teoria Ergédica, aplicadas a trans-
formagao de Gauss, para obter conclusées interessantes em Teoria dos Nimeros.
Por exemplo (veja o Exercicio 1.3.3), o nimero 7 aparece infinitas vezes na ex-
pansao em fragao continua de quase todo nimero o € (1/8,1/7), isto é, tem-se
an, = 7 para infinitos valores de n € N. Mais tarde provaremos um fato muito
mais preciso, que implica o seguinte: para quase todo z¢ € (0,1) o ntmero 7

aparece com frequéncia
1 64

log —
log2 %63

na sua expansao em fragao continua. Tente intuir desde ja de onde vem este

nimero!
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1.3.3 Rotagoes no circulo

Considere na reta R a relacao de equivaléncia ~ que identifica quaisquer niimeros
cuja diferenca é um numero inteiro, isto é:

r~y & x—y€EeZl.

Representamos por [z] € R/Z a classe de equivaléncia de qualquer x € R e
denotamos por R/Z o espaco de todas as classes de equivaléncia. Este espago
sera chamado de circulo e também serd denotado por S'. A razdo de ser desta
terminologia é que R/Z pode ser identificado de maneira natural com o circulo
unitario no plano complexo, por meio da aplicacao

¢:R/Z —{xcC:|z|=1}, [z] s ¥ (1.3.11)

Note que ¢ estd bem definida: a expressiao e2™! niao depende da escolha do

representante = na classe [z], uma vez que a funcio x +— €27 é periddica de
periodo 1. Além disso, ¢ é uma bijecao.
O circulo herda da reta uma estrutura de grupo abeliano, dada pela operagao

[2] + [y] = [z + y].

Observe esta definicao estd bem formulada: a classe de equivaléncia do lado
direito nao depende da escolha dos representantes z e y das classes do lado
esquerdo. Dado 0 € R, chamamos rota¢ao de angulo 6 a transformagao

Ry :R/Z —R/Z, [z]~— [x+60] =][z]+[0].

Note que a aplicagdo que lhe corresponde em {z € C : |z| = 1}, via a identi-
ficagao (1.3.11), é o que chamariamos de rotacao de angulo 270, ou seja, é a
restricdo ao circulo unitdrio da transformacéo z — €270z E imediato da de-
finicao que Ry ¢ a identidade e Ry o R; = Ry para todo 6 e 7. Em particular,
toda rotagao Ry é invertivel e a inversa é R_gy.

Também podemos munir S' com uma estrutura natural de espaco de proba-
bilidade, da seguinte forma. Seja 7 : R — S a projecdo candnica que associa a
cada x € R a respectiva classe de equivaléncia [z]. Primeiramente, dizemos que
um conjunto F C R é mensurdvel se 77! (E) é um subconjunto mensuravel da
reta. Em seguida, seja m a medida de Lebesgue na reta. Definimos a medida
de Lebesgue p no circulo da seguinte forma:

wW(E) = m(ﬂ-’l(E) N[k, k+ 1)) para qualquer k € Z.

Note que o lado esquerdo desta igualdade nao depende de k, uma vez, por
defini¢ao, m~1(E) N[k, k+1) = (7~ (E)N[0,1)) 4+ k e a medida m é invariante
por translagoes.

E claro da definicdo que g é uma probabilidade. Além disso, p é invari-
ante por toda rotacao Ry (trata-se da tinica medida de probabilidade com esta
propriedade, como veremos no Exercicio 1.3.8). Isto pode ser mostrado da se-
guinte forma. Por defini¢io, 7~ (R, '(E)) = n~!(E) — 0 para todo conjunto
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mensurdvel £ C S'. Seja k a parte inteira de #. Como m é invariante por
translagoes,

m((m""(E) —0)N[0,1)) =m(x"(E)N[0,0 +1))
=m(r ' (E)N[0,k+1)) +m(r " (E)N[k+1,0+1))

Note que 7~ H(E)N[k+1,0 +1) = (= *(E) N [k,0)) + 1. Portanto, a expressao
no lado direito da igualdade anterior pode ser escrita como

m(r Y (E)N[0,k+1)) +m(x"(E)N[k,0)) =m(r~ " (E)N [k, k+1)).
Combinando estas duas igualdades obtemos que
(RN (E)) =m(r (B '(E)N[0,1)) = m(x " (E) N[k, k+ 1)) = w(E)

para todo conjunto mensurdvel E C S!.

A dindmica da rotacdo Ry : S — S! apresenta dois comportamentos bem
distintos, dependendo do valor de 6. Se 6 é racional, digamos § = p/q com p € Z
e ¢ € N, entao

Ri([z]) =[x+ qf] = [z] para todo [z].
Como consequéncia, todo ponto z € S é periédico de periodo q. No caso
contrario temos:

Proposicao 1.3.4. Se 0 ¢ irracional entao O([z]) = {Ry([z]) : n € N} € um
subconjunto denso de R/7 para todo [x].

Demonstragio. Afirmamos que o conjunto D = {m +nf : m € Z,n € N} é
denso em R. De fato, considere um ntmero qualquer » € R. Dado qualquer
e > 0, podemos escolher p € Z e ¢ € N tais que |¢gf — p| < . Note que o nliimero
a = qf — p é necessariamente diferente de zero, uma vez que # ¢é irracional.
Suponhamos que a é positivo (o outro caso é andlogo). Subdividindo a reta
em intervalos de comprimento a, vemos que existe um ntimero inteiro [ tal que
0 <r—la < a. Isto implica que

|r — (lg0 —lp)| =|r —la] < a <e.

Como m = lq e n = —lq sao inteiros e € é arbitrario, isto mostra que r estd no
fecho do conjunto D, para todo r € R.

Agora, dados y € R e € > 0, podemos tomar r = y — x e, usando o paragrafo
anterior, podemos encontrar m,n € Z tais que |m + nf — (y — z)| < €. Isto
equivale a dizer que a distancia de [y] ao iterado R} ([z]) é menor que e. Como
x, y e € sdo arbitrdrios, isto mostra que toda érbita O([z]) é densa. g

Em particular, segue que todo ponto do circulo é recorrente para Ry (isto
também é verdade quando @ é racional). A proposicio anterior também tera
varias implicacoes interessantes no estudo das medidas invariantes de Rg. Entre
outras coisas, veremos posteriormente que se 6 é irracional entdo a medida de
Lebesgue é a tnica medida de probabilidade que é preservada por Ry. Relacio-
nado com isso, veremos que as 6rbitas de Ry se distribuem de modo uniforme
em St
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1.3.4 Rotacgoes em toros

As nogoes que acabamos de apresentar podem ser generalizadas para qualquer
dimensao, como vamos explicar em seguida. Para cada d > 1, considere a
relacdo de equivaléncia em R? que identifica dois vetores se a sua diferenca é
um vetor com coordenadas inteiras:

(21, )~ (Y1, ya) < (1 —y1,...,2q—yq) € Z%
Chamamos toro de dimensdo d ou, simplesmente, d-toro o espaco
T =RY/Z% = (R/Z)*
das classes de equivaléncia desta relacdo. Seja m a medida de volume em R?.
A operacao
(1, wa)] 4+ [(yr, - - wa)]l = (21 + w1, @a + a)]

faz de T? um grupo abeliano. A rotagdo associada a um vetor 6 = (61, ...,04)
é
Ro:T? =T  Ry([z]) = [z] + [0)].

A aplicacao

¢: 0,114 =T (z1,...,24) — [(z1,...,24)]
é sobrejetora e nos permite definir a medida de probabilidade de Lebesgue i no
d-toro, por meio da seguinte formula: p(B) = m(¢~*(B)) para todo B C T¢
tal que ¢~ 1(B) é mensurdvel. Esta medida é invariante por Ry para todo 6.

Dizemos que um vetor 6 = (01, ...,04) é racionalmente independente se para
quaisquer nimeros inteiros ng, ni, ..., nq temos que
ng+nibL+---+nglg=0 = ng=ni=---=nyq=0.

Caso contrério dizemos que 6 é racionalmente dependente. Pode mostrar-se que
0 é racionalmente independente se, e somente se, rotacao é uma transformacao
minimal, ou seja, a érbita O([z]) = {Rj([z]) : n € N} é um subconjunto denso
de T para todo [x]. A este respeito, veja os Exercicios 1.3.9- 1.3.10 e também
o Corolario 4.2.3.

1.3.5 Transformacoes conservativas

Seja M C RF um aberto do espaco euclidiano R? e seja f : M — M um
difeomorfismo de classe C'. Isto quer dizer que f é uma bijecdo e tanto ele
quanto a sua inversa sao derivaveis com derivada continua. Representaremos
por vol a medida de Lebesgue, ou medida de volume, em M. A férmula de
mudanca de varidveis afirma que, para qualquer conjunto mensuravel B C M,

vol(f(B)) = /B | det Df| dz. (1.3.12)

Daqui se deduz facilmente o seguinte fato:
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Lema 1.3.5. Um difeomorfismo f : M — M de classe C' deiza invariante a
medida de volume se, e somente se, o valor absoluto |det D f| do seu jacobiano
€ constante igual a 1.

Demonstragdo. Suponha primeiro que o valor absoluto do jacobiano é igual 1
em todo ponto. Considere um conjunto mensuravel E e seja B = f~1(E). A
férmula (1.3.12) dé que

vol(E) = /B 1dx = vol(B) = vol(f~H(E)).

Isto significa que f deixa invariante o volume e, portanto, provamos a parte
“se”do enunciado.

Para provar a parte “somente se”, suponha que | det D f| fosse maior que 1 em
algum ponto z. Entao, como o jacobiano é continuo, existiria uma vizinhanca
U de z e algum nimero o > 1 tais que

|det Df(y)| > o paratodo y € U.

Entao a férmula (1.3.12) aplicada a B = U daria

vol(f(U)) > /Uadx > o vol(U).

Denotando E = f(U), isto implica que vol(E) > vol(f~1(E)) e, portanto, f ndo
deixa invariante o volume. Do mesmo modo se mostra que se o valor absoluto
do jacobiano é menor que 1 em algum ponto entdo f nao deixa invariante o
volume. (|

1.3.6 Fluxos conservativos

Agora vamos considerar o caso de fluxos f: M — M, t € R. Suporemos que o
fluxo ¢ de classe C!, no sentido de que a aplicagao (¢,x) — f'(x) é de classe C.
Entao cada transformacdo f* é um difeomorfismo C': a inversa é f~*. Como f°
¢ a identidade e o jacobiano varia continuamente, obtemos que det D f*(z) > 0
em todo ponto.

Aplicando o Lema 1.3.5 neste contexto, obtemos que o fluxo deixa invariante
a medida de volume se, e somente se,

det Df*(z) =1 para todo z € U e todo t € R. (1.3.13)

No entanto esta conclusao nao é muito ttil na préatica porque, em geral, nao
temos uma expressao explicita para f!, e portanto nao é claro como verificar
a condicao (1.3.13). Felizmente, existe uma expressao razoavelmente explicita
para o jacobiano, de que iremos falar em seguida, que pode ser usada em muitas
situacoes interessantes.

Suponhamos que M é um aberto de R? e o fluxo f*: M — M corresponde
as trajetérias de um campo de vetores F : M — R de classe C'. Em outras
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palavras, t — ft(x) é a solucdo da equagao diferencial

dy
dt
que tem x como condic¢ao inicial (quando tratando de equagoes diferencidveis
sempre suporemos que as suas solugoes estao definidas para todo tempo).
A férmula de Liouville exprime o jacobiano de f! em termos do divergente
div F' do campo de vetores:

F(y) (1.3.14)

¢
det Df'(x) = exp (/ div F(f*(x))ds) para todo z e todo t.
0

Lembre que o divergente de um campo de vetores F' é o traco da sua matriz

jacobiana, isto é
OF OF
divF = — 44+ —.
v 8x1 + + a’Ed

Combinando a férmula de Liouville com (1.3.13) obtemos

(1.3.15)

Lema 1.3.6 (Liouville). O fluzo (f?)s associado a um campo de vetores F' de
classe C' deiza invariante a medida de volume se, e somente se, o divergente
de F ¢ identicamente nulo.

Podemos generalizar esta discussao para o caso em que M é uma variedade
riemanniana qualquer, de dimensao d > 2. Por simplicidade, suponhamos que
a variedade é orientavel. Neste caso, a medida de Lebesgue é dada por uma d-
forma diferenciavel w, chamada forma de volume, que se escreve em coordenadas
locais como w = pdzy - - - dxg. Isto significa que o volume de qualquer conjunto
mensurdvel B contido num dominio de coordenadas locais (z1,...,2z4) é dado
por

vol(B) = / p(x1, ..., xq)dey - - dag.
B
Seja F' um campo de vetores de classe C' em M. Escrevendo
F(z1,...,zq) = (FA(z1,...,2q),..., Fa(x1,...,xq)),
podemos definir o divergente de F' como sendo

d(pF O(pF

() ... 90F)
8251 a’Ed

(a definigao nao depende da escolha das coordenadas locais). Entdo temos a

seguinte versao do teorema de Liouville (a prova pode ser encontrada no livro

de Sternberg [Steb8]):

divF =

Teorema 1.3.7 (Liouville). O fluzo (f'); associado a um campo de vetores I
de classe C' preserva a medida de volume na variedade M se, e somente se,
div F' =0 em todo ponto.

Entao, segue do teorema de recorréncia para fluxos que, se a variedade M
tem volume finito (por exemplo, se M é compacta) e divF = 0, entdao quase
todo ponto é recorrente para o fluxo de F.
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1.3.7 Exercicios

1.3.1. Utilizando o Lema 1.3.3, dé outra prova de que a transformagao expansao
decimal f(z) = 10z — [10z] preserva a medida de Lebesgue no intervalo.

1.3.2. Prove que, para quase todo ntmero z € [0,1] cuja expansao decimal
contém o bloco 617 (por exemplo z = 0,3375617264 - --), esse bloco aparece
infinitas vezes na expansao. V4 mais longe e mostre que, de fato, o bloco 617
aparece infinitas vezes na expansao decimal de quase todo = € [0, 1].

1.3.3. Para (Lebesgue) quase todo nimero xo € (1/618,1/617) o ndmero 617
aparece infinitas vezes na sua expansao em fracdo continua, isto é, a,, = 617
para infinitos valores de n € N.

1.3.4. Seja G a transformacao de Gauss. Mostre que um nimero z € (0,1) é
racional se, e somente se, existe n > 1 tal que G™(x) = 0.

1.3.5. Considere a sequéncia 1,2,4,8,...,a, = 2",... das poténcias de 2. Mos-
tre que dado qualquer digito ¢ € {1,...,9}, existe uma quantidade infinita de
valores n tais que a,, comeca com este digito.

1.3.6. Prove a seguinte extensao do Lema 1.3.3. Suponha que f: M — M ¢é
um difeomorfismo local de classe C! de uma variedade riemanniana compacta
M. Seja vol a medida de volume em M e seja p : M — [0,00) uma fungao
continua. Mostre que f preserva a medida . = pvol se, e somente se,

pz)
E I S — M.
|detD (x)| p(y) para todo y €
zef~(y)

No caso em que f é invertivel isto significa que f preserva a medida p se, e
somente se, p(x) = p(f(x))|det D f(z)| para todo x € M.

1.3.7. Mostre que se A é uma matriz n X n com coeficientes inteiros e deter-
minante diferente de zero, entdo a transformacio fs : T¢ — T? definida por
fa([x]) = [A(x)] preserva a medida de Lebesgue de T¢.

1.3.8. Mostre que a medida de Lebesgue em S' é a tinica probabilidade no
circulo S' que é invariante por todas as rotacoes. De fato, ela é a tinica proba-
bilidade invariante por todas as rotacdes racionais de S*.

1.3.9. Suponha que 8 = (01, ...,04) é vetor racionalmente dependente. Mostre
que existe alguma funcio continua ¢ : T — C nio constante tal que o Ry = .
Conclua que existem abertos U e V', nao vazios, disjuntos e invariantes por Ry,
ou seja, tais que Rg(U) = U e Ry(V) = V. Deduza que nenhuma 6rbita O([z])
da rotacdo Ry é densa em T<.

1.3.10. Suponha que 6 = (61, ...,04) é vetor racionalmente independente. Mos-
tre que se V. C T? é aberto, nio vazio, invariante por Ry, entdo V é denso no
toro. Conclua que U,ezRj (U) é denso no toro, qualquer que seja o aberto nao
vazio U. Conclua que existe [z] cuja érbita O([x]) pela rotagao Ry é densa em
T?. Deduza que O([y]) é densa em T? para todo [y].
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1.3.11. Seja U um aberto de R?* ¢ H : U — R uma funcdo de classe C2.
Representamos as varidveis em R2? por (pi1,...,pd,q1,-..,q4). O campo de
vetores hamiltoniano associado a H é definido por

F(pl,...,pd,m,...,qd):( oLz )

ou " om0 om
Verifique que o fluxo definido por F' preserva o volume.

1.3.12. Seja f : U — U um difeomorfismo de classe C! preservando a medida
de Lebesgue num aberto U de R%. Seja H : U — R uma integral primeira de f,
ou seja, uma funcao de classe C' tal que H o f = H. Seja ¢ um valor regular
de H e seja ds a medida de volume definida na hipersuperficie H. = H~!(c)
pela restricdo da métrica riemanniana de RY. Mostre que a restricio de f a
hipersuperficie H. preserva a medida ds/|| grad H]|.

1.4 Inducao

Nesta segao vamos descrever certas construgoes, baseadas no teorema de re-
corréncia de Poincaré, que permitem associar a um dado sistema (f, 1) outros
sistemas intimamente relacionados com ele, que chamamos sistemas induzidos
por (f,p). O seu interesse resulta do seguinte. Por um lado, em muitos casos
o sistema induzido pode ser construido de modo a ter melhores propriedades
globais que o sistema original, o que torna a sua andlise mais acessivel. Por outro
lado, a partir das propriedades do sistema induzido é possivel obter conclusoes
interessantes a respeito do sistema original.

1.4.1 Transformacao de primeiro retorno

Seja f : M — M uma transformacao mensuravel e y uma probabilidade invari-
ante. Seja E C M um conjunto mensurdvel com p(E) > 0 e seja p(z) = pr(x)
o tempo de primeiro retorno de z a E, tal como foi definido em (1.2.1). A
transformacao de primeiro retorno ao dominio E é definida por

glx) = [ (x)

num subconjunto com medida total de E. Também denotamos por ug a res-
tricao de p aos subconjuntos mensuraveis de F.

Proposigao 1.4.1. A medida pg € invariante pela transformagao g : E — E.

Demonstragao. Para cada k > 1, denote por Ej o conjunto dos pontos x € E
tais que p(z) = k. Por definicdo, g(z) = f*(z) para todo = € Ej. Seja B um
subconjunto mensuravel qualquer de E. Entao

plg™ (B)) =D pu(f(B) N Ey). (14.1)

k=1
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Por outro lado, como p é f-invariante,

u(B) = p(f~1(B)) = p(f1(B)NE1) +u(fH(B)\ E). (1.4.2)
Analogamente,
p(fTHBY\E) = u(f2(B)\ fH(E))
= p(f2B)NE2) +u(f2(B)\ (BUfH(E))).

Substituindo em (1.4.2), obtemos

p(B) => (BN Ey) +pu(f2B)\ | FHE)).

k=1 k=0
Repetindo este argumento sucessivamente, obtemos que

n

p(B) = u(f~H(B) N Ex) +p(f(B)\ U 7 (1.4.3)

k=1

Vamos passar ao limite quando n — oo. E claro que a tultima parcela é majorada
por pu(f~"(E)\ Up_ éf *(E)). Logo, usando a Observacao 1.2.3, ela converge
para zero quando n — oco. Deste modo, concluimos que

=St B
k=1

Juntamente com (1.4.1), isto mostra que u(g~'(B)) = p(B) para todo subcon-
junto mensuravel B de E. Isto é, a medida pg é invariante por g. [l

Exemplo 1.4.2. Considere a transformagao f : [0, 00) — [0, 00) dada por
f0)=0 e f(x)=1/xsexe(0,1) e f(r)=xz—1sex>1.
Considere F = [0,1]. O tempo p de primeiro retorno a F é dado por
p(0)=1 e plx)=k+1sexe(1/(k+1),1/k] com k > 1.
Entao a transformacao de primeiro retorno a E é dada por
g(0)=0 e gx)=1/z—ksexe (1/(k+1),1/k] com k > 1.

Em outras palavras, g é a transformagao de Gauss. Vimos na Secao 1.3.2 que
a transformacao de Gauss admite uma probabilidade invariante equivalente a
medida de Lebesgue em [0,1). Segue, usando as ideias que apresentaremos na
préxima secao, que a transformacgao original f admite uma medida (infinita)
invariante equivalente & medida de Lebesgue em [0, c0).



24 CAPITULO 1. MEDIDAS INVARIANTES E RECORRENCIA

1.4.2 Transformacgoes induzidas

Na diregao contraria, dada uma medida invariante v qualquer de g : £ — F,
podemos construir uma certa medida invariante v, para f : M — M. Alias,
para isto g nao precisa ser a transformacao de primeiro retorno: a construgao
que vamos apresentar a seguir é valida para qualquer transformacao induzida
de f, ou seja, qualquer transformacao da forma

g:E—E, gx)= " (), (1.4.4)

onde p : E — N é uma funcao mensuravel (basta que esteja definida num sub-
conjunto com medida total em E). Como antes, denotamos por Ej o conjunto
dos z € E tais que p(z) = k. Entao definimos:

Z > u(f )N Ey), (1.4.5)

n=0k>n
para todo conjunto mensuravel B C M.

Proposicao 1.4.3. A medida v, definida em (1.4.5) é invariante por f e sa-
tisfaz v,(M) = fE pdv. Em particular, v, € finita se, e somente se, a func¢do p
€ integravel com respeito a v.

Demonstragio. Primeiro, provamos a invariancia de v,. Pela definicao (1.4.5),

yp(f’l(B)):iZy(f’("“)( N Ex) ZZ B)N Ey).

n=0k>n n=1k>n

Podemos reescrever a expressao acima como:

v, (f ZZ B)N Ey +§:u B) N Ey). (1.4.6)
k=1

n=1k>n

A respeito da ultima parcela, observe que

oo

v(f M (B)NEy) =v(g 1 (B)) iy (BN Ey),
k=1 k=1

uma vez que v ¢é invariante por g. Substituindo esta igualdade em (1.4.6), vemos
que

vy ZZ B) N Ey) +§:1/BﬁEk vy (B)

n=1k>n

para todo conjunto mensurdvel B C E. A segunda afirmacao na proposicao é
uma consequéncia direta das definigoes:

=SSN nE) =3 Y ) Z w(B) = [ pav

n=0k>n n=0k>n =1

Isto completa a demonstragao. O
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E interessante analisar como esta construgao se relaciona com a construgao
da secao anterior quando g é a transformacao de primeiro retorno de f e a
medida v é a restricao p | E de alguma medida invariante p de f:

Corolario 1.4.4. Se g € a transformacao de primeiro retorno de f a E, entao
1. v,(B) = v(B) = u(B) para todo conjunto mensurdvel B C E.
2. v,(B) < u(B) para todo conjunto mensurdvel B C M.

Demonstragio. Por definigao, f~™(FE) N Ex = () para todo 0 < n < k. Isto
implica que, dado qualquer conjunto mensuravel B C E, todas as parcelas com
n > 0 na definicdo (1.4.5) sdo nulas. Logo, v,(B) = >, ,v(B N Ey) = v(B)
tal como afirmado na primeira parte do enunciado.

Considere qualquer conjunto mensuravel B C M. Entao,

pw(B) = pu(BNE)+u(BNE®) =v(BNE)+ u(BNE°)
(1.4.7)

v(BN Eg) + p(BNE°).

~
Il

1

Como p é invariante, u(B N E¢) = p(f~1(B) N f~'(E°)). Entéao, tal como na
igualdade anterior

p(BNES) = p(f~H(B)NENfHE)) +p(f~H(B)NE° N fH(E))
=> v(fUB)NE) +u(f 1 (B)NE°N fHEY)).
k=2
Substituindo em (1.4.7), obtemos

1

Z S v(FMBYNE) +u(fHBYN () £THES)).

n=0k>n n=0

Repetindo este argumento sucessivamente, obtemos que

N N
w(B) =SS w(F (B N E) + (N (B0 () ()
n=0k>n k=0
N
ZZ ﬂEk) para todo N > 1.
k>n
Passando ao limite quando N — oo, concluimos que p(B) > v,(B). O

Além disso, o teorema de Kac nos diz que,
voM) = [ pdv= [ pdu= (o) - (Ep)
E E

Portanto, segue do Corolario 1.4.4 que v, = u se, e somente se, u(E;) = 0.
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Exemplo 1.4.5 (Manneville-Pomeau). Dado d > 0, seja a o tinico nimero em
(0,1) que satisfaz a(1 + a?) = 1. Entao defina f : [0,1] — [0,1] da seguinte
forma:

r—a
1—a

fx)=z(1+aY)sexec[0,a] e f(z)= se z € (a,1].

O gréfico de f estd representado no lado esquerdo da Figura 1.3. Observe que
|f/(z)] > 1 em todo ponto, sendo que a igualdade ocorre apenas para x = 0.
Seja (an)n a sequéncia no intervalo [0, a] definida por a; = a e f(ant1) = an
para n > 1. Também escrevemos ag = 1. As propriedades desta sequéncia sao
estudadas no Exercicio 1.4.2.

f g
1 1
al L]
az
0 azas ay 1 0 azas aj 1

Figura 1.3: Construcao de tranformagao induzida

Agora considere a aplicacio g(z) = f°(*)(z), onde
p:[0,1] = N, p(x)=1+min{n>0: f"(z) € (a,1]}.

Em outras palavras, p(z) = k e portanto g(z) = f*(z) para todo = € (ax, ar—1].
O gréfico de g esta representado no lado direito da Figura 1.3. Note que a
restri¢ao a cada intervalo (ax, ax—1] é uma bijecao sobre (0, 1]. Um ponto crucial
é que a transformacao induzida g é expansora:

1
lg' (z)] > T 1 para todo z € [0,1].

Pode mostrar-se, usando as ideias que desenvolveremos no Capitulo 11, que g
admite uma tnica probabilidade invariante v equivalente a medida de Lebesgue
em (0,1]. Além disso, a densidade de v relativamente & medida de Lebesgue
estd limitada de zero e infinito. Entdo a medida f-invariante v, em (1.4.5) é
equivalente & medida de Lebesgue. Resulta (veja o Exercicio 1.4.2) que esta
medida ¢é finita se, e somente se, d € (0, 1).
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1.4.3 Torres de Kakutani-Rokhlin

E possivel e til generalizar a construcao anterior ainda mais, abrindo mao
da propria transformacao f : M — M. Mais precisamente, dada uma trans-
formacao g : E — E, uma medida v em E invariante por g, e uma fungao
mensuravel p : £ — N, vamos mostrar como construir uma transformacao
f:+M — M e uma medida v, invariante por f tais que I pode ser identificado
com um subconjunto de M, g é a transformagao de primeiro retorno de f a F,
com tempo de retorno dado por p, e a medida v, restrita a I coincide com v.

Esta transformagao f é chamada torre de g com tempo p. A medida v, é
finita se, e somente se, p é integravel com respeito a v. Elas sdo construidas da
seguinte forma. Comecamos por definir:

M={(z,n):z€Eel0<n<px)}

oo k—1
=J U BEx x {n}.

Ou seja, M consiste de k cépias de cada conjunto Ey, = {x € E : p(x) = k},
‘empilhadas’ umas sobre as outras. Chamamos cada Ug~, Er, x {n} de n-ésimo
andar de M. Veja a Figura 1.4.

b—————1 andar k

} | j andar k — 1
g

.
.
.

} | | T | | andar 2

} | | | T } i andar 1

} } } } } | | térreo
£y Ey, Ej Ey,

Figura 1.4: Torre de g com tempo p

Em seguida definimos f: M — M da seguinte forma:

[ (z,n+1) sen<p(z)-1
f("”’”)‘{ (9(2).0)  sen =p(x) -1

Em outras palavras, a dinamica ‘eleva’ cada ponto (z,n) um andar de cada
vez, até alcancar o andar p(z) — 1; a essa altura o ponto ‘cai’ diretamente para
(9(x),0), no andar térreo. O andar térreo E x {0} se identifica naturalmente
com o conjunto E. Além disso, a transformacao de primeiro retorno a F x {0}
corresponde precisamente a g : £ — FE.
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Finalmente, a medida v, fica definida por
Vp | (Bx x {n}) =v | Ey

para todo 0 < n < k. E claro que a restri¢cao de v, ao andar térreo coincide
com v. Além disso, v, ¢ invariante por f e

v,(M) = ;ku(Ek) = /Epdu.

Isto completa a construcao da torre de Kakutani-Rokhlin.

1.4.4 Exercicios

1.4.1. Seja f : S! — S! a transformacdo f(z) = 2z mod Z. Mostre que
a fungdo 7(z) = min{k > 0 : f*(z) € (1/2,1)} é integravel relativamente
a medida de Lebesgue. Enuncie e prove um resultado correspondente para
qualquer transformacio g : S' — S! de classe C' que esteja C! préxima de
f, ou seja, tal que sup,{|lg(x) — f(2)|,||¢’(x) — f'(«)]|} seja suficientemente
pequeno.

1.4.2. Considere a medida v, e a sequéncia (ay), definidas no Exemplo 1.4.5.
Verifique que v, é sempre o-finita. Mostre que (a,,), é decrescente e converge
para zero. Além disso, existem ¢, ¢, 3, ¢4 > 0 tais que

c < ajjl/d <ec e c3< (aj — aj+1)j1+1/d < ¢4 para todo j. (1.4.8)
Deduza que a medida g-invariante v, é finita se, e somente se, d € (0, 1).

1.4.3. Seja 0 : ¥ — ¥ a aplicagdo definida no espago ¥ = {1,...,d}* por
o((xn)n) = (Tns1)n- Descreva a transformagao g de primeiro retorno ao con-
junto {(zn)n € ¥ :xp = 1}.

1.4.4. [Lema de Kakutani-Rokhlin] Seja f : M — M uma transformagio in-
vertivel e seja © uma medida de probabilidade invariante sem &dtomos tal que
wW(Unenf™(E)) = 1 para todo E C M com p(E) > 0. Mostre que para todo
n > 1 e todo € > 0 existe um conjunto mensuravel B C M tal que os iterados
B, f(B),..., f"1(B) sao disjuntos dois-a-dois e o complementar da sua unido
tem medida menor que €. Em particular, isto vale para todo sistema invertivel
aperiodico, ou seja, cujo conjunto dos pontos peridédicos tem medida nula.

1.4.5. Seja f : M — M uma transformacao e seja (H;);>1 uma colegao de
subconjuntos de M tal que se z € H,, entdo f/(x) € H,—; para todo 0 < j < n.
Seja H o conjunto dos pontos que pertencem a H; para infinitos de valor de 7,
ou seja, H = Np2, U2, H;. Paray € H defina 7(y) = min{j > 1:y € H;}
e T(y) = f7¥(y). Observe que T é uma aplicacdo de H em H. Além disso,
mostre que
k—1
. 1 . .1 ;
limsup—#{1<j<n:ze€H;}>60>0 = liminf— ZT(Tl(x)) <
no n ko k pae

S
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1.4.6. Seja f : M — M uma transformagao preservando uma medida p. Sejam
(Hj);j>1 eT: M — N como no Exercicio 1.4.5. Considere a sequéncia de fungoes
(Tn)n definida por 71 (z) = 7(x) e 7, () = 7(f™1 @) (2)) + 7,_1(2) para n > 1.
Suponha que

1
limsup—#{1<j<n:xz€H;} >60>0 parap quase todo z € M.
)

Mostre que 7,41 (x)/m(2) — 1 para p-quase todo ponto & € M. [Observagcao:
Dizemos que a sequéncia (7,,), é nao lacunar.]

1.5 Teoremas de recorréncia multipla

Vamos considerar familias finitas de transformacgoes f; : M — M, i=1,...,q
que comutam entre si, isto é, tais que

fiofj=/fjofi paratodoi,je{l,...,q}.

O objetivo é mostrar que os resultados da Se¢do 1.2 se estendem para este
contexto: obtemos pontos que sao simultaneamente recorrentes por todas as
transformagoes.

O primeiro resultado nesta linha generaliza o teorema de recorréncia de
Birkhoff (Teorema 1.2.6):

Teorema 1.5.1 (Recorréncia multipla de Birkhoff). Seja M um espago métrico
compacto e sejam fi,..., fq: M — M transformagoes continuas que comutam
entre si. Entdo exviste a € M e existe uma sequéncia (ng)r — oo tal que

lilgn fi*(a) =a para todoi=1,...,q. (1.5.1)

A demonstracdo deste teorema serd dada na Se¢ao 1.5.1. A seguir, discuti-
mos a seguinte generalizacao do teorema de recorréncia de Poincaré:

Teorema 1.5.2 (Recorréncia multipla de Poincaré). Seja (M, B, 1) um espago
de probabilidade e sejam f; : M — M, 1 =1,...,q transformacdes mensurdveis
que preservam [ e que comutam entre si. Entao, para qualquer conjunto 2 C M
com medida positiva, existe n > 1 tal que

p(ENfr™(E)N---N f(E)) > 0.

Em outras palavras, existe algum tempo n tal que os iterados de um sub-
conjunto com medida positiva de pontos de E retornam a E, simultaneamente
para todas as transformagoes f;, nesse momento n.

A demonstracao do Teorema 1.5.2 nao serd apresentada aqui; veja o livro de
Furstenberg [Fur77]. Vamos apenas mencionar algumas consequéncias diretas
e, mais tarde, usaremos o teorema para provar o teorema de Szemerédi sobre
existéncia de progressoes aritméticas em subconjuntos ‘densos’ dos numeros
inteiros.
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Observe, primeiramente, que o conjunto dos retornos simultaneos é sempre
infinito. De fato, seja n qualquer iterado como no enunciado. Aplicando o
Teorema 1.5.2 ao conjunto F'= EN fi"(E)N---N f, " (F), obtemos que existe
m > 1 tal que

w(E B - ()
>p(FOff™F)n---nf7™(F)) > 0.

Em outras palavras, m + n também é um retorno simultaneo a E, para algum
subconjunto de E com medida positiva.

Segue que, para qualquer conjunto E C M com p(E) > 0 e para u-quase
todo ponto x € F existem infinitos iterados n que sao retornos simultaneos de x
a F, ou seja, que satisfazem f*(x) € E paratodoi=1,...,q. De fato, suponha
que existisse um subconjunto F' C E com medida positiva tal que todo ponto
de F' tem um ndmero finito de retornos simultaneos a E. Por um lado, a menos
de substituir F' por um subconjunto adequado, podemos supor que todos esses
retornos simultaneos dos pontos de F' ao conjunto E sao menores que um dado
k > 1 fixado. Por outro lado, usando o paragrafo anterior, existe n > k tal
que G = FNfi™(F)n---n f7"(F) tem medida positiva. Ora, ¢ imediato da
defini¢do que n é um retorno simultaneo a E para todo = € G. Isto contradiz a
escolha de F', provando a nossa afirmacao.

Outra consequéncia simples é o teorema de recorréncia multipla de Birkhoff
(Teorema 1.5.1). De fato, se f; : M — M, i = 1,2,...,q sao transformagoes
continuas num espago métrico compacto que comutam entre si, entao existe
alguma probabilidade invariante 1 comum a todas essas transformacoes (este
fato serd verificado no préximo capitulo, no Exercicio 2.2.2). A partir daqui
podemos argumentar exatamente como na demonstragao do Teorema 1.2.4. Ou
seja, considere qualquer base enumerédvel {Uy} da topologia de M. De acordo
com o paragrafo anterior, para cada k existe um conjunto U, C Uy com me-
dida nula tal que todo ponto de Uy \ Uk tem infinitos retornos simultaneos a
Ui. Entao U= Uk Uk tem medida nula e todo ponto do seu complementar é
simultaneamente recorrente, no sentido do Teorema 1.5.1.

1.5.1 Teorema de recorréncia multipla de Birkhoff

Vamos tratar o caso em que as transformagoes fi,..., f; sdo homeomorfismos
de M, que é suficiente para os nossos objetivos no presente capitulo. O caso
geral pode ser deduzido facilmente (veja o Exercicio 2.4.7) usando a ideia de
extensao natural, que apresentaremos no préximo capitulo.

O teorema pode ser reformulado do seguinte modo 1til. Considere a trans-
formacao F' : M? — M? definida no espaco produto M? = M x --- x M por
F(x1,...,2q) = (fi(x1),. .., fy(x,)). Denote por A, a diagonal de M9, ou seja,
o subconjunto dos pontos da forma & = (z,...,x). O Teorema 1.5.1 afirma,
precisamente, que existe @ € A, e existe (ng); — oo tal que

lim F"* (@) = a. (1.5.2)
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A demonstragao serd por inducao no numero g de transformacoes. O caso
q = 1 estd contido no Teorema 1.2.6. A seguir, considere qualquer ¢ > 2
e suponha que o enunciado é verdadeiro para qualquer familia formada por
q — 1 homeomorfismos que comutam entre si. Vamos provar que ele também é
verdadeiro para a familia f1,..., f;.

Denote por G o grupo (abeliano) gerado pelos homeomorfismos fi,. .., fq.
Dizemos que um conjunto X C M é G-invariante se g(X) C X para todo g € G.
Considerando também a inversa g—!, vemos que isto implica g(X) = X para
todo g € G. Tal como fizemos no Teorema 1.2.6, podemos usar o lema de
Zorn para concluir que existe algum conjunto X C M nao-vazio fechado G-
invariante minimal (Exercicio 1.5.2). O enunciado do teorema nao ¢é afetado se
substituirmos M por X. Portanto, nao constitui restricao supor que o espaco
ambiente M é minimal. Essa suposigao sera usada da seguinte forma:

Lema 1.5.3. Se M ¢é minimal entao para todo aberto nao-vazio U C M existe
um subconjunto finito H C G tal que

U rtw)=m.

heH

Demonstragao. Dado qualquer x € M, o fecho da érbita G(x) = {g(z) : g € G}
é um subconjunto nao-vazio de M, fechado e G-invariante. Portanto, a hipdtese
de que M é minimal implica que a érbita G(z) é densa em M. Em particular,
existe g € G tal que g(x) € U. Isto prova que {g~}(U) : g € G} é uma cobertura
aberta de M. Por compacidade, segue que existe uma subcobertura finita. Essa
é, precisamente, a afirmacao no lema. O

Consideraremos o produto M? munido da distancia dada por

d((xl, cong), (Y1, ,yq)) = max{d(z;,y;) : 1 <i < q}.

Note que a aplicagdo M — Ay, x — T = (x,...,z) é um homeomorfismo e,
mesmo, uma isometria para esta escolha da distancia. Todo aberto U C M
corresponde a um aberto U C A, via esse homeomorfismo. Dado qualquer
g € G, representaremos por g : M? — M? o homeomorfismo definido por
g(x1,...,zq) = (g(z1),...,9(xq)). O fato de que G é abeliano implica que §
comuta com F; note também que todo § preserva a diagonal A,. Entao a
conclusao do Lema 1.5.3 pode ser reescrita na seguinte forma:

U @) = A, (1.5.3)
heH
Lema 1.5.4. Dado € > 0 existem T,y € A, e n > 1 tais que d(F"(Z),y) < e.

Demonstracao. Defina g; = f; o f;l para cadai=1,...,q — 1. A hipotese de
que os f; comutam entre si implica que o mesmo vale para os g;. Entao, pela
hipétese de indugao, existe y € M e (ng)r — oo tal que

liingf’“(y) =y paratodoi=1,...,q— 1.
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Denote xy = f " (y) e considere Ty = (z, ..., zx) € A4. Entao,
F (@) = (F7%f7" ) s f2 f 7™ ), [ ™ ()
= (g?k (y)v s 79251(2/)7 y)

converge para (y,...,y,y) quando k — oco. Isto prova o lema com & = Zy,
9= 1(y,...,y,y) e n = ng para qualquer k suficientemente grande. O

Em seguida, mostraremos que o ponto y no Lema 1.5.4 é arbitrario:

Lema 1.5.5. Dados € > 0 e Z € Ay existem w € Ay e m > 1 salisfazendo
d(F™(w), 2) < e.

Demonstrac¢io. Dados € > 0 e Z € Ay, considere U = bola aberta de centro Z
e raio €/2. Pelo Lema 1.5.3 e pela observagao (1.5.3), podemos encontrar um

conjunto finito H C G tal que os conjuntos iL’l(U), h € 'H cobrem A,. Como
os elementos de G sao (uniformemente) continuos, existe 6 > 0 tal que

d(Z1,29) <6 = d(h(#1),h(i)) <e/2 paratodo h € H.

Pelo Lema 1.5.4 existem Z,7 € Ay e n > 1 tais que d(F™(%),9) < 0. Fixe h € H
tal que § € h=1(U). Entao,

d(M(F™(2)),2) < d(h(F™(2)),h(H)) +d(h(§), 2) < e/2+ /2.

Tome w = ﬁ(a?) Como h comuta com F ™. a desigualdade anterior da que
d(F™(w), 2) < €, como querfamos provar. O

Usando o Lema 1.5.5, mostraremos que é possivel tomar & = y no Lema 1.5.4:
Lema 1.5.6 (Bowen). Dado € > 0 existem o € A, ek > 1 com d(F*(9),7) < &.

Demonstrac¢io. Dados € > 0 e Zp € A,, considere as sequéncias ¢, m; e Zj,
J > 1, definidas por recorréncia da seguinte forma. Inicialmente, tome g1 = £/2.

e Pelo Lema 1.5.5 existem Z; € A, e my > 1 tais que d(F™ (%1), 20) < €1.

e Por continuidade de F™, existe 2 < €1 tal que d(Z,21) < eo implica
d(le (5),50) < é€1.

Em seguida, dado qualquer j > 2:
e Pelo Lema 1.5.5 existem Z; € Ay, e m; > 1 tais que d(F"(Z;), 2j-1) < €.

e Por continuidade de F™, existe €11 < ¢; tal que d(Z, Z;) < €41 implica
d(ij (2), ijfl) < ¢gj.
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Em particular, para quaisquer i < j,
) . - 9
d(Fm1+1+ +my (Zj), Z7) < Ei41 < 5

Como A, é compacto, podemos encontrar ¢, j com i < j tais que d(Z;, Z;) < €/2.
Tome k = m;11 + -+ m;. Entao

d(F"(2)), %) < d(F*(2), %) + d(%:, Z) < e.
Isto completa a demonstragao do lema. O

Agora estamos prontos para concluir a demonstracao do Teorema 1.5.1. Para
tal, consideremos a funcao

b: Ay — [0,00), (&)= inf{d(F"(&),7):n>1}.

Observe que ¢ é semicontinua superiormente: dado qualquer € > 0, todo ponto &
admite alguma vizinhanga V' tal que ¢(y) < ¢(Z)+¢€ paratodoy € V. Isso segue
imediatamente do fato de que ¢ é dada pelo infimo de uma familia de fungoes
continuas. Entao (Exercicio 1.5.4), ¢ admite algum ponto de continuidade a.
Vamos mostrar que este ponto satisfaz a conclusao do Teorema 1.5.1.

Para isso, comegamos por observar que ¢(a) = 0. De fato, suponha que ¢(a)
é positivo. Entao, por continuidade, existem ( > 0 e uma vizinhanca V de a
tais que ¢(g) > 8 > 0 para todo § € V. Entao,

d(F"(g),y) > paratodoy €V etodon > 1. (1.5.4)

Por outro lado, de acordo com (1.5.3), para todo & € A, existe h € H tal que
h(Z) € V. Como as transformacoes h sdo uniformemente continuas, podemos
fixar > 0 tal que

diz,w) <a = d(ﬁ(i), ﬁ(u?)) < [ paratodo h € H. (1.5.5)

Pelo Lema 1.5.6, existe n > 1 tal que d(¥, F""(Z)) < a. Entao, usando (1.5.5) e
lembrando que F' comuta com todo h,

d(h(z), F"(h(2))) < 5.

Isto contradiz (1.5.4). Esta contradigao mostra que ¢(a) = 0, tal como afirma-
mos.

Em outras palavras, existe (ng)r — oo tal que d(F™*(a),a) — 0 quando
k — oo. Isto significa que (1.5.2) é satisfeita e, portanto, a prova do teorema
estd completa.

1.5.2 Exercicios

1.5.1. Mostre, por meio de exemplos, que a conclusao do Teorema 1.5.1 ¢ falsa,
em geral, se as transformacoes f; ndo comutam.
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1.5.2. Seja G o grupo abeliano gerado por homeomorfismos f1,..., f; : M — M
num espago métrico compacto que comutam entre si. Mostre que existe X C M
minimal para a relacao de inclusao na familia dos fechados, G-invariantes, nao
vazios.

1.5.3. Mostre que se ¢ : M — R é uma fungao semicontinua superiormente num
espaco métrico compacto entao ¢ atinge o seu supremo, isto é, existe p € M tal
que o(p) > p(x) para todo = € M.

1.5.4. Mostre que se ¢ : M — R é uma funcao semicontinua (superiormente ou
inferiormente) num espago métrico compacto entdo o conjunto dos pontos de
continuidade de ¢ contém uma intersecao enumeravel de subconjuntos abertos
e densos de M. Em particular, o conjunto dos pontos de continuidade é denso
em M.

1.5.5. Seja f : M — M uma transformacao mensurdvel preservando uma me-
dida finita u. Dado k > 1e A C M com medida positiva, mostre que para quase
todo x € A existe n > 1 tal que fi"(x) € A para todo 1 < j < k.

1.5.6. Sejam fi,..., fq : M — M homeomorfismos de um espaco métrico com-
pacto que comutam entre si. Por defini¢ao, o conjunto nao errante Q(f1,--- , fq)
é o conjunto dos pontos x € M tais que para toda vizinhanga U de = existem
ni,...,ng > 1 tais que fJ'* -+ fi'/(U) intersecta U. Prove que Q(f1,---, f,) é
um compacto, nao-vazio.



Capitulo 2

Existéncia de Medidas
Invariantes

Neste capitulo provaremos o seguinte resultado, que garante a existéncia de
medidas invariantes para uma classe muito ampla de transformacoes:

Teorema 2.1 (Existéncia de medidas invariantes). Seja f : M — M uma
transformacdao continua num espago métrico compacto. Entao existe pelo menos
uma medida de probabilidade em M que € invariante por f.

O ponto principal na demonstracao é considerar uma certa topologia no con-
junto My (M) das medidas de probabilidade em M, que chamamos de topologia
fraca®*. A ideia é que duas medidas sao consideradas proximas se as integrais
que elas dao a (muitas) fungoes continuas limitadas estao préximas. A definigao
precisa e as propriedades da topologia fraca™ serao apresentadas na Segao 2.1.
A propriedade crucial, que torna esta topologia tao util para provar o teorema
de existéncia, é que ela faz de My (M) um espaco compacto (Teorema 2.1.5).

A demonstragdo do Teorema 2.1 serd dada na Segao 2.2. Também veremos,
por meio de exemplos, que as hipdéteses de continuidade e compacidade nao
podem ser omitidas.

Na Segao 2.3 vamos inserir a construgao da topologia fraca™ numa perspec-
tiva mais ampla de Anédlise Funcional e também aproveitaremos a oportunidade
para introduzir a nocao de operador de Koopman de uma transformacao, que
serd muito 1util a seguir. Em particular, ele nos permite usar ferramentas de
Anélise Funcional para dar uma demonstracao alternativa do Teorema 2.1, como
veremos.

Na Secao 2.4 descreveremos construgoes explicitas de medidas invariantes
para duas classes importantes de sistemas: produtos semi-diretos e extensoes
naturais (ou limites inversos) de transformagoes nao invertiveis.

Finalmente, na Se¢ao 2.5 discutiremos algumas aplicacoes importantes da
ideia de recorréncia multipla (Se¢ao 1.5) no ambito da Aritmética Combinatdri-
ca. O Teorema 2.1.5 tem um papel importante nos argumentos e essa é a razao
de termos adiado esta discussao para o presente capitulo.

35
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2.1 Topologia fraca*

Nesta secao M sempre serda um espago métrico. O nosso objetivo é definir a
topologia fraca® no conjunto M (M) das medidas borelianas de probabilidade
em M e discutir as suas propriedades principais.

Representamos por d(-,-) a fungdo distancia em M e por B(z,d) a bola de
centro x € M e raio 6 > 0. Dado B C M, denotamos d(z, B) = inf{d(z,y) :
y € B} e chamamos d-vizinhanga de B ao conjunto BY dos pontos = € M tais
que d(x, B) < 4.

2.1.1 Definicao e propriedades da topologia fraca*

Dada uma medida p € My (M), um conjunto finito ® = {¢1, ..., dn} de fungoes
continuas limitadas ¢; : M — R e um ntmero € > 0, definimos

V(p, @) ={ve Mi(M): ‘/(ﬁi dv — /qﬁi du| < ¢ para todo i}. (2.1.1)

Note que a intersecao de dois quaisquer conjuntos desta forma contém algum
conjunto desta forma. Isto assegura que a familia {V(u, ®,¢) : ®,¢} pode ser
tomada como base de vizinhangas de cada p € My (M).

A topologia fraca® é a topologia definida por estas bases de vizinhangas. Em
outras palavras, os abertos da topologia fraca® sdo os conjuntos A C M;(M)
tais que para todo elemento u € A existe algum V(u,®,e) contido em A.
Observe que esta topologia depende apenas da topologia de M e nao da sua
distancia. Observe também que ela é Hausdorff: a Proposicao A.3.3 implica
que se u e v sao probabilidades distintas entao existe ¢ > 0 e alguma fungao
continua limitada ¢ : M — R tal que V (i, {¢},e) NV (v, {¢}, &) = 0.

Lema 2.1.1. Uma sequéncia (fin)nen converge para uma medida p € My (M)
na topologia fraca™ se, e somente se,

/qﬁdun — /qﬁdu para toda funcdao continua limitada ¢ : M — R.

Demonstragao. Para provar a parte “somente se”, considere qualquer fungao
continua limitada ¢ e forme o conjunto ® = {¢}. Como (i), — p, temos que
dado qualquer € > 0 existe uma ordem 7 tal que p, € V(u, ®,¢) para todo
n > n. Mas isto significa, precisamente, que

|/¢dun—/¢du‘ < e paratodon > n.

Em outras palavras, a sequéncia ( [ ¢ du,,), converge para [ ¢ dpu.

A reciproca afirma que se ([ ¢ dpy),, converge para [ ¢ du, para toda funcao
continua limitada ¢ entao, dados quaisquer ® e ¢ existe uma ordem a partir da
qual p, € V(pu, ®,¢e). Para verificar esse fato, escrevemos ® = {¢1,...,én}. A
hipdtese garante que para cada i existe n; tal que

|/¢idﬂn_/¢idﬂ| < e paratodon > n;.



2.1. TOPOLOGIA FRACA* 37
Tomando 7 = max{71,...,nnN}, temos p, € V(u, ®,¢) para todo n > 7. O

2.1.2 Teorema Portmanteau

Vamos agora discutir outras maneiras tteis de definir a topologia fraca*. De
fato, nas relacoes (2.1.3), (2.1.4), (2.1.5) e (2.1.2) apresentaremos outras es-
colhas naturais de vizinhangas de uma probabilidade p € M;. Em seguida,
no Teorema 2.1.2, provaremos que todas estas escolhas dao origem a mesma
topologia em My (M), que é a topologia fraca*.

Uma variagao direta da definigao da topologia fraca* é obtida tomando como
base de vizinhancas a familia de conjuntos

Vp,¥,e)={ne Mi(M): |/w1 dn — /wz d,u| < e para todo i}. (2.1.2)

onde ¢ > 0e ¥ = {¢)1,...,9¥n} é uma familia finita de fungdes Lipschitz. A
préxima definicao é formulada em termos dos fechados de M. Dada qualquer
famfilia finita F = {Fy,...,Fy} de fechados de M e dado qualquer ¢ > 0,

considere
Vi(p, F,e) ={v e My :v(F;) < p(F;) + ¢ para todo i}. (2.1.3)

A construcao seguinte é analoga, apenas substituindo fechados por abertos.
Dada qualquer famfilia finita A = { A1, ..., Ay} de abertos de M e dado qualquer
€ > 0, considere

Valp, Aye) = {v e My :v(A4;) > u(A;) — e para todo i}. (2.1.4)

Chamamos conjunto de continuidade de p qualquer conjunto boreliano B cujo
bordo 9B tem medida nula para . Dada uma familia finita B = {B1,..., Bn}
de conjuntos de continuidade de p e dado qualquer € > 0, considere

Ve(p, Bye) = {v e My : |u(B;) — v(B;)| < € para todo i}. (2.1.5)

Dadas duas topologias 77 e 73 num mesmo conjunto, dizemos que 77 é mais
fraca que T3 (ou 73 é mais forte que 77) se todo subconjunto que é aberto para
77 também é aberto para 7>. Dizemos que as duas topologias sao equivalentes
se elas contém exatamente os mesmos abertos.

Teorema 2.1.2. As topologias definidas pelas bases de vizinhangas (2.1.1),
(2.1.3), (2.1.4), (2.1.5) e (2.1.2) sdo todas equivalentes.

Demonstracio. B claro que a topologia (2.1.2) é mais fraca que a topologia
(2.1.1), ja que toda funcao Lipschitz é continua.

Para mostrar que a topologia (2.1.3) é mais fraca que a topologia (2.1.2),
considere qualquer familia finita F = {F}, ..., Fy} de subconjuntos fechados de
M. De acordo com o Lema A.3.4, para cada 6 > 0 e cada i, existe uma fungao
Lipschitz ¢; : M — [0,1] tal que Xg, < ¢; < Xps. Observe que NsFY = F;
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porque F; é fechado, e portanto u(F?) — u(F;) quando § — 0. Fixe § > 0
suficientemente pequeno para que ,u(Ff) < /2 para todo i. Seja ¥ o conjunto
das fungoes 11, ...,%¥ N obtidas deste modo. Observe que

‘/1/% dv — /1/% du| <e/2 = v(F;) - wWFP) <e/2 = v(F) < u(F)+e

para todo i. Em outras palavras, V (i, ¥,/2) estd contido em Vi (u, F,¢).

E fécil ver que as topologias (2.1.3) e (2.1.4) sao equivalentes. De fato, seja
F ={F1,..., F,} uma familia finita de fechados e seja A = {A4;,..., Ay}, onde
cada A; é o complementar de F;. E claro que

Vi Fr2) = {v € My : w(F) < u(F) + para todo i}
={ve My :v(A;) > u(A;) — e para todo i} = V,(p, A, €).

Em seguida, vamos mostrar que a topologia (2.1.5) é mais fraca que as
topologias equivalentes (2.1.3) e (2.1.4). Dada qualquer familia finita B =
{Bi,...,Bn} de conjuntos de continuidade de p seja, para cada i, F; o fe-
cho e A; o interior de B;. Denote F = {Fy,...,Fy} e A = {A1,..., An}.
Como p(F;) = p(B;) = pn(A:),

v(Fi) <p(Fi)+e = v(Bi) <u(Bi) +¢
v(A;) > pu(A;) —e = v(B;) > u(B;) —¢

para todo 4. Isto significa que V¢ (u, F,e)NVa(p, A, €) esta contido em Ve.(u, B, €).

Finalmente, provemos que a topologia (2.1.1) é mais fraca que a topolo-
gia (2.1.5). Seja ® = {¢1,...,¢n} uma familia finita de fungdes continuas
limitadas. Fixemos um inteiro ¢ tal que sup |¢;(z)| < ¢ para todo i. Para
cada i, as pré-imagens (bi_l(s), s € [—4, (] sao disjuntas duas-a-duas. Portanto,
u(gﬁ; 1(5)) = 0 exceto para um conjunto enumeréavel de valores de s. Em parti-

cular, podemos escolher k € N e pontos —¢ =tg <t1 < -+ < tp_1 < tx = tais
que t; —tj_1 <e/2 e u({p;*(t;)}) = 0 para todo j. Entdo cada

Bij = ¢; ((tj-1,t5])

é conjunto de continuidade para p. Além disso,

S 4 u(Biy) > / G =S i1 p(Biy) > St u(Biy) — /2
j=1 j=1 j=1

e valem desigualdades andlogas para as integrais relativamente a v. Segue que

k
|/¢i du—/@; dv| < ZKW(BM) —v(Bi )| +¢/2 (2.1.6)

para todo ¢. Denote B={B;;:i1=1,...,Nej=1,...,k}. Entéo a relacao
(2.1.6) implica que V.(u, B,e/(2k()) esta contido em V' (p, @, €). O

Veremos no Exercicio 2.1.3 que a topologia fraca* em M;j (M) é separdvel
sempre que o espago métrico M é separavel. Na proxima secao vamos mostrar
que, nas mesmas condicoes, ela também é metrizavel.



2.1. TOPOLOGIA FRACA* 39

2.1.3 A topologia fraca* é metrizavel

Agora suponha que o espago métrico M é separdvel. Entao M; (M) munido
da topologia fraca® é um espago separdvel (Exercicio 2.1.3). Nesta se¢do vamos
mostrar que esse espago também é metrizdavel: é possivel exibir distancias em
M1 (M) que induzem a topologia fraca*.

Dados p,v € My(M), defina D(u,v) como sendo o infimo de todos os
numeros § > 0 tais que

w(B) <v(BY+48 e v(B)<u(B°)+d paratodo boreliano B. (2.1.7)
Lema 2.1.3. A funcdo D € uma distancia em Mq(M).

Demonstragao. Comecemos por mostrar que se D(u,v) = 0 entdo u = v. De
fato, a hipotese implica que
u(B)<v(B) e v(B) < u(B)

para todo subconjunto boreliano B C M, onde B representa o fecho. Quando
B é um fechado estas desigualdades significam que p(B) = v(B). Como vi-
mos anteriormente, duas medidas que coincidem nos subconjuntos fechados sao
necessariamente iguais.

Deixamos a verificacdo das demais condigbes na definicao de distancia ao
cuidado do leitor (Exercicio 2.1.5). O

Esta distancia é denominada métrica de Levy-Prohorov. No que segue repre-
sentaremos por Bp(u,r) a bola relativamente a D com centro em p € My (M)
e raio r > 0.

Proposigao 2.1.4. Se M ¢é espago métrico separdvel entdo a topologia induzida
pela distincia D coincide com a topologia fraca™ em Mq(M).

Demonstragio. Seja e > 0 e seja F = {Fy,...,Fy} uma familia finita de fe-
chados de M. Fixe § € (0,e/2) tal que u(F?) < p(F;) + ¢/2 para todo i. Se
v € Bp(u,d) entao

v(Fy) < u(F) +6 < w(Fy) + ¢ para todo i,

o que significa que v € V¢(u, F,e). Isto mostra que a topologia induzida pela
distancia D é mais forte que a topologia (2.1.3) a qual, como vimos anterior-
mente, é equivalente a topologia fraca*.

Resta provar que se M é separdavel entao a topologia fraca® é mais forte que
a topologia induzida por D. Dado € > 0, fixemos 6 € (0,¢/3). Para isso, seja
{p1,p2,...} um subconjunto enumerdvel denso de M. Para cada j, as esferas
0B(pj,r) C {z : d(z,pj) = r}, r > 0 sdo disjuntas duas-a-duas. Portanto, é
possivel encontrar r > 0 arbitrariamente pequeno tal que p(0B(p;,7)) = 0 para
todo j. Fixemos um tal r, com r € (0,6/3). A familia {B(p;,r):j=1,2,...} ¢
uma cobertura enumeravel de M por conjuntos de continuidade de p. Fixemos
k > 1 tal que o conjunto U = U;?:lB(pj,r) satisfaz

p(U) >1-4. (2.1.8)
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Em seguida, consideremos a particao (finita) P de U definida pela familia
{B(pj,r) :j=1,...,k}: os elementos de P sao os conjuntos maximais P C U
tais que, para cada j, ou P estd contido em B(p;,r) ou P ¢é disjunto de B(p;, ).
Veja a Figura 2.1. Em seguida, seja £ a familia de todos as uniodes finitas de
elementos de P. Note que o bordo de todo elemento de £ estd contido na unidao
dos bordos dos B(p;,r), 1 < j < k e, consequentemente, tem medida nula. Ou
seja, todo elemento de £ é conjunto de continuidade de p.

Figura 2.1: Particao definida por uma cobertura

Se v e Ve(p, €, ) entao
|W(E) —v(E)| <6 paratodo E € €. (2.1.9)
Em particular, (2.1.8) juntamente com (2.1.9) implicam que
v(U) >1-26. (2.1.10)

Agora, dado um subconjunto boreliano B qualquer, denote por Ep a uniao dos
elementos de P que intersectam B. Entao Ep € B e portanto a relagao (2.1.9)
da que

lW(EB) —v(Ep)| <.
Observe que B esté contido em Ep U U®. Além disso, Eg C B°® porque todo

elemento de P tem didmetro menor que 2r < §. Estes fatos, juntamente com
(2.1.8) e (2.1.10) implicam que

w(B) < u(Ep) + 6 < v(Eg) 4+ 26 < v(B°®) + 26
v(B) < v(Eg) +20 < u(Eg) + 36 < u(B°%) + 36.
Como 36 < e, estas relagoes implicam que v € Bp(u, €). O

Pode mostrar-se que se M ¢é espaco métrico completo separdvel entao a
métrica de Levy-Prohorov em M; (M) é completa (e separdvel, de acordo com o
Exercicio 2.1.3). Veja, por exemplo, o Teorema 6.8 do livro de Billingsley [Bil68].

2.1.4 A topologia fraca* é compacta

Nesta secao suporemos que o espago métrico M é compacto. Vamos provar o
seguinte fato:
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Teorema 2.1.5. O espago My (M) munido da topologia fraca* é compacto.
Como ja sabemos que M1 (M) é metrizdvel, basta provar o seguinte:

Proposicao 2.1.6. Toda sequéncia (pug)gen em My (M) admite alguma sub-
sequéncia que € convergente na topologia fraca™.

Demonstragio. Seja {¢, : n € N} um subconjunto enumerével denso na bola
unitéria de C°(M) (lembre do Teorema A.3.13). Para cada n € N, a sequéncia
de ntmeros reais [ ¢y, duy , k € N é limitada por 1. Portanto, para cada n € N
existe uma sequéncia (k}') en tal que

/ On duk? converge para algum numero ®,, € R quando j — oc.

Além disso, cada sequéncia (k?“) jen pode ser escolhida como subsequéncia da

anterior (k}')jen. Definamos £; = k‘; para cada j € N. Por construgao, (¢;),en
é uma subsequéncia de (k;‘) jen a menos de um numero finito de termos. Logo

</ On d,ug_]) — ®,, para todon € N.
J
Daqui se deduz facilmente que
D(p) = lim/gpd,ugjexiste (2.1.11)
p :

para toda fungdao ¢ € C°(M). De fato, suponha primeiro que ¢ estd na bola
unitaria de C°(M). Dado qualquer ¢ > 0 podemos encontrar n € N tal que

”Qp_ﬁbn,” < e. Entao
\/‘pdﬂé —/(bnd,ug|<g

para todo j. Como [ ¢, dug, converge (para @), segue que

limsup/gadugj —limjinf/gadugj < 2e.
J
Como & ¢é arbitrério, concluimos que lim; [ ¢ du,, existe. Isto prova (2.1.11)
quando a funcao esta na bola unitaria. O caso geral reduz-se imediatamente a
esse, substituindo ¢ por ¢/||¢||. Assim, completamos a prova de (2.1.11).

Finalmente, é claro que o operador ® : C°(M) — R definido por (2.1.11)
é linear e positivo: ®(¢) > miny > 0 sempre que ¢ > 0 em todo ponto.
Além disso, (1) = 1. Logo, pelo Teorema A.3.11, existe alguma probabilidade
boreliana p em M tal que ®(¢) = [ ¢ dp para toda funcéo continua ¢. Agora
a igualdade em (2.1.11) pode ser reescrita

/gpd,u = 1im/<pdugj para toda o € CO(M).
: :

De acordo com o Lema 2.1.1, isto quer dizer que a subsequéncia (j,);jen con-
verge para p na topologia fraca®. O
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Conforme observamos anteriormente, o Teorema 2.1.5 é uma consequéncia
imediata da proposicao que acabamos de demonstrar.

2.1.5 Teorema de Prohorov

O teorema que vamos enunciar nesta secao da um critério muito geral para
compacidade de uma familia de medidas de probabilidade. De fato, a classe de
espacos métricos M a que ele se aplica inclui praticamente todos os exemplos
interessantes.

Definigao 2.1.7. Um conjunto M de medidas num espaco topoldgico é justo
se para todo € > 0 existe um subconjunto compacto K tal que pu(K¢) < e para
toda medida p € M.

Note que quando M se reduz a uma tnica medida esta defini¢ao corresponde
exatamente a Definicao A.3.6. Claramente, esta propriedade é hereditaria: se
um conjunto é justo entao todo subconjunto dele também é justo. Note também
que se M é um espago métrico compacto entao o espago Mj (M) de todas as
medidas de probabilidade constitui um conjunto justo. Portanto o resultado a
seguir generaliza o Teorema 2.1.5:

Teorema 2.1.8 (Prohorov). Seja M wm espago métrico separdvel completo.
Um conjunto I C M1 (M) € justo se, e somente se, toda sequéncia em K possui
alguma subsequéncia convergente em My (M).

Demonstragao. Vamos provar apenas a condigdo necessaria, que € a parte mais
util do enunciado. No Exercicio 2.1.8 convidamos o leitor a provar a reciproca.

Suponha que K é justo. Considere uma sequéncia crescente (K;); de sub-
conjuntos compactos de M tais que n(K;) < 1/l para todo I e todo n € K. Fixe
uma sequéncia qualquer (i), em K. Afirmamos, inicialmente, que para cada [
existe uma subsequéncia (n;); e existe uma medida v; em M tal que v (K[) =0
e (tn; | K1) converge para v, no sentido de que

/ Yy, — ¥dy, para toda fungdo continua ¢ : K; — R, (2.1.12)
K K,

Este fato é uma consequéncia simples do Teorema 2.1.5: a menos de restringir
a uma subsequéncia, podemos supor que o limite b; = lim,, p1,,(K;) existe (note
que 1 > b > 1 —1/1); segue do teorema que a sequéncia de restrigdes nor-
malizadas ((pn | K1)/ ,un(Kl))n admite subsequéncia convergente para alguma
probabilidade 7, € M (K)); para concluir a prova da afirmagio basta tomar
considerar 7; uma probabilidade em M, com n;(K}) = 0, e tomar v; = byn;.
Em seguida, usando um argumento diagonal andlogo ao da Proposicao 2.1.6,
podemos escolher a subsequéncia (n;); de tal forma que (2.1.12) vale, simulta-
neamente, para todo I > 1. Observe que a sequéncia (7;); é monétona nao
decrescente: dados k > I e qualquer fun¢ao continua ¢ : M — [0, 1],

/gbdul = lim ¢ dpin; < lim G dpin,; = /¢duk.
J K; J

Ky,
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Analogamente, para quaisquer k > [ e qualquer fun¢ao continua ¢ : M — [0, 1],

/qﬁduk—/gédul:lim ¢ dpin; <limsup p,; (K7) < 1/1.

T JK\K, J
Usando o Exercicio A.3.5, podemos traduzir estes fatos em termos de medidas
de conjuntos: para todo k > [ e todo boreliano £ C M,

v(E) <wvp(E) <iy(E)+ 1/l (2.1.13)

Defina v(E) = lim; v (E) para cada boreliano E. Afirmamos que v é uma
probabilidade em M. E imediato da definicio que v()) = 0 e que v é aditiva.
Além disso, v(M) = lim; v(K;) = lim; b; = 1. Para mostrar que v é o-aditiva,
usaremos o critério da continuidade no vazio. Considere qualquer sequéncia
decrescente (By,), de borelianos de M com N, B, = (). Dado ¢ > 0, escolha I
tal que 1/ < e. Como v, é o-aditiva, o Teorema A.1.14 d4 que v;(B,,) < € para
todo n suficientemente grande. Logo, v(B,) < v(By) + 1/l < 2e para todo
n suficientemente grande. Isto prova que (v(B,,)), converge para zero e, pelo
Teorema A.1.14, segue que v é realmente o-aditiva.

A definigdo de v implica (veja o Exercicio 2.1.1 ou o Exercicio 2.1.4) que
(1)1 converge para v na topologia fraca*. Portanto, dado € > 0 e dada uma
fungdo continua limitada ¢ : M — R qualquer, | [ ¢ dy, — [ @ dv| < e para todo
[ suficientemente grande. Fixe [ satisfazendo também sup ||/l < e. Entao,

I/sﬁdun,- —/sodeI < I/ wdunlerI/ © din, —/ pdy| < 2e
K¢ K K,

para todo j suficientemente grande. Isto mostra que | [ @ du,, — [@dv| < 3¢
sempre que j é suficientemente grande e, portanto, (,unj )j converge para v na
topologia fraca*. O

2.1.6 Exercicios

2.1.1. Seja M um espago métrico e seja (fy,), uma sequéncia em Mq(M).
Mostre que as seguintes condicoes sao todas equivalentes:

1. (tn)n converge para uma probabilidade u na topologia fraca*.
2. limsup,, un (F) < p(F) para todo fechado F' C M.

3. liminf,, p,(A) > u(A) para todo aberto A C M.

4. lim,, pi,(B) = p(B) para todo conjunto de continuidade B de pu.
5. limy, [ ¢ du, = [ dp para toda fungao Lipschitz ¢ : M — R.

2.1.2. Fixe qualquer subconjunto denso F da bola unitaria de C°(M). Mostre
que uma sequéncia (p,)nen de probabilidades em M converge na topologia
fraca® para alguma p € My (M) se, e somente se,

/gbd,un converge para /(bd,u, para todo ¢ € F.
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2.1.3. Mostre que o conjunto das medidas com suporte finito é denso em
M (M), relativamente & topologia fraca®. Supondo que o espago métrico M é
separdvel, conclua que Mj (M) também é separdvel.

2.1.4. A topologia uniforme em M1 (M) é definida pelo sistema de vizinhangas
Vu(p,e) ={v € M1(M) : |u(B) — v(B)| < ¢ para todo B € B}
e a topologia pontual é definida pelo sistema de vizinhancas
Vo, Bog) = {v € My (M) s [u(B:) — v(By)| < ¢ para i}

onde ¢ > 0, n >1eB = {By,...,By} é uma familia finita de conjuntos
mensuraveis. Verifique que a topologia uniforme é mais forte que a topologia
pontual a qual, por sua vez, é mais forte que a topologia fraca®. Mostre, por
meio de exemplos, que essas relagoes podem ser estritas.

2.1.5. Complete a demonstracao do Lema 2.1.3.

2.1.6. Sejam Vi, k = 1,2,... varidveis aleatérias reais, ou seja, fungoes men-
surdveis Vi : (X, B,u) — R em algum espago de probabilidade (X, B,u). A
fungao de distribuicao de Vi, é a funcao mondtona Fy, : R — [0, 1] definida por
Fr(a) = pu({z € X : Vi(x) < a}). Dizse que (Vi) converge em distribui¢io
para uma varidvel aleatéria V' se limy Fy,(a) = F(a) para todo ponto de conti-
nuidade a da fungao de distribuigdo F' da varidvel aleatéria V. O que isto tem
que ver com a topologia fraca™?

2.1.7. Seja (pn )nen uma sequéncia de probabilidades convergindo para uma
probabilidade i na topologia fraca®. Seja B um conjunto de continuidade para
p com p(B) > 0. Mostre que as restrigoes normalizadas (pn, | B)/pn(B) con-
vergem para a restri¢ao normalizada (u | B)/u(B) quando n — co. O que pode
ser dito se substituirmos conjunto de continuidade por subconjunto fechado, ou
por subconjunto aberto?

2.1.8. (Reciproca do teorema de Prohorov) Mostre que se K C My (M) é tal
que toda sequéncia em K admite alguma subsequéncia convergente em M (M),
entao /C é justo.

2.2 Demonstracao do teorema de existéncia

Comecemos por introduzir uma notacao util. Dado f : M — M e qualquer
medida n em M denota-se por f.n e chama-se iterado (ou imagem) de n por
f a medida definida por f*n(B) = n(ffl(B)) para cada conjunto mensuravel
B C M. Note que n é invariante por f se, e somente se, f.n = .

Lema 2.2.1. Sejam n uma medida e ¢ uma funcao mensurdvel limitada. Entao

/ bdfun = / bo fn. (22.1)
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Demonstragdo. Se ¢ é a funcao caracteristica de um conjunto mensuravel B
entdo a relacdo (2.2.1) significa que f.n(B) = n(f~1(B)), o que é verdade por
definigao. Pela linearidade da integral, segue que (2.2.1) vale sempre que ¢ é
uma funcao simples. Finalmente, como toda funcao mensuravel limitada pode
ser aproximada uniformemente por fungoes simples (veja a Proposicao A.1.33),
segue que a conclusao do lema é verdadeira em geral. O

Proposicao 2.2.2. A aplicagio f. : My(M) — My(M) € continua relativa-
mente a topologia fraca™.

Demonstragao. Seja e > 0e ® = {¢1,...,¢,} uma familia qualquer de fungoes
continuas limitadas. Como f é continua, a familia ¥ = {¢; o f,... ¢, o f}
também consiste de fungoes continuas limitadas. Pelo lema anterior,

[t - [oidttil =1 [@eodu— [(0ios)av

e portanto o lado esquerdo é menor que € se o lado direito for menor que €. Isto
quer dizer que

Jx (V(,u, \I',e)) CV(fap,®,e)) paratodo u, P eec
e este ultimo fato mostra que f. é continua. O

A esta altura, o Teorema 2.1 pode ser deduzido de um resultado cléssico
sobre operadores continuos em espagos vetoriais topolégicos, conhecido como
teorema do ponto fixo de Schauder-Tychonoff.

Um espago vetorial topoldgico é um espago vetorial V munido de uma to-
pologia relativamente a qual as duas operacoes (adi¢ao de vetores e produto de
um vetor por um escalar) sao continuas. Um conjunto K C V diz-se convero se
(1 —t)x +ty € K para todo z,y € K e todo t € [0,1].

Teorema 2.2.3 (Schauder-Tychonoff). Seja F : V. — V uma transformagdo
continua num espago vetorial topoldgico V. Suponha que existe um conjunto
compacto convero K C V tal que F(K) C K. Entdo F(v) = v para algum
veK.

O Teorema 2.1 corresponde ao caso em que V. = M(M) é o espago das
medidas complexas, K = M (M) é o espaco das probabilidades em M, e F = f,
é a agao de f em M(M).

No entanto, a situacao do Teorema 2.1 é bem mais simples do que o caso
geral do teorema de Schauder-Tychonoff, porque o operador f, além de ser
continuo também ¢é linear. Isso permite dar uma demonstracao direta e elemen-
tar do Teorema 2.1, que também tem a vantagem de fornecer alguma informacgao
adicional sobre a medida invariante.

Para fazer isso, seja v uma probabilidade qualquer em M: por exemplo, a
medida de Dirac em um ponto qualquer. Forme a sequéncia de probabilidades

n—1
1 )
n=— J 2.2.2
fn = JE:O flv (2.2.2)
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onde flv é a imagem de v pelo iterado f7. Pelo Teorema 2.1.5, esta sequéncia
tem algum ponto de acumulacdo, ou seja, existe alguma subsequéncia (ng)ken
e alguma probabilidade u € My (M) tais que

nkfl

1 .
— Y flv—u (2.2.3)
i

na topologia fraca*. Agora é suficiente provar o seguinte:

Lema 2.2.4. Todo ponto de acumulagdo de uma sequéncia (fin)nen do tipo
(2.2.2) € uma probabilidade invariante por f.

Demonstragao. A relagao (2.2.3) afirma que dada uma familia ® = {¢1,...,¢n}
de fungbes continuas limitadas e para todo € > 0 tem-se

nk.—l

1 .
— (¢io f)dv — | didu| <e/2 (2.2.4)
) o <

para todo i e todo k suficientemente grande. Pelo Lema 2.2.2, temos que

nk.—l

1 , 1 & .
_ - i) — 1 j
fapr = f*(h]gn - ;:0 fiv) hin - ;:1 flv. (2.2.5)

Agora observe que

. 1 &k ,
o iyan- n—ka_jl/wiofndw

1 2
- n—k\/@dv—/(@of"’“)dVI < Zsuplo

nk.—l

1

e esta ultima expressao é menor que £/2 para todo ¢ e todo k suficientemente
grande. Juntando este fato com (2.2.4), concluimos que

1 & :
\n_k;/(@ofﬂ)du—/@m <e (2.2.6)

para todo i e todo k suficientemente grande. Isto significa que

J LI
LS v
ng <
Jj=1
quando k — oco. Mas (2.2.5) significa que esta mesma sequéncia converge para
fep. Por unicidade do limite, segue que fipu = p. O

Agora a demonstragao do Teorema 2.1 estd completa. Os exemplos simples
a seguir mostram que nenhuma das duas hipdteses do teorema, continuidade e
compacidade, pode ser omitida.
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Exemplo 2.2.5. Considere f : (0,1] — (0,1] dada por f(z) = z/2. Suponha
que f admite alguma probabilidade invariante; o objetivo é mostrar que isso
nao acontece. Pelo teorema de recorréncia (Teorema 1.2.4), relativamente a
essa probabilidade quase todo ponto de (0, 1] é recorrente. Mas é imediato que
nao existe nenhum ponto recorrente: a érbita de qualquer z € (0, 1] converge
para zero e, em particular, nao acumula no ponto inicial x. Portanto, f é um
exemplo de transformagao continua num espago nao compacto que nao admite
nenhuma probabilidade invariante.

Exemplo 2.2.6. Modificando um pouco o exemplo, podemos mostrar que o
mesmo fenémeno pode ocorrer em espagos compactos, se a transformagao nao é
continua. Considere f : [0,1] — [0,1] dada por f(z) =2/2sex #0e f(0) = 1.
Pela mesma razdo que antes, nenhum ponto z € (0, 1] é recorrente. Portanto,
se existe alguma probabilidade invariante p ela tem que dar peso total ao tinico
ponto recorrente, que é x = 0. Em outras palavras, p precisa ser a medida de
Dirac dg suportada em zero, que é definida por

0(E)=1se0€E e 60(E)=0se0¢E.

Mas a medida &y ndo € invariante por f: tomando E = {0} temos que F tem
medida 1 mas a sua pré-imagem f~!(E) é o conjunto vazio, que tem medida
nula. Portanto, esta transformacgao também nao tem nenhuma probabilidade
invariante.

O nosso terceiro exemplo é de natureza um pouco diferente:

Exemplo 2.2.7. Consideremos f : [0,1] — [0, 1] dada por f(z) = /2. Trata-se
de uma transformacao continua num espaco compacto. Logo, pelo Teorema 2.1,
ela admite alguma probabilidade invariante. Pelos mesmos argumentos que
usamos no caso anterior, se conclui que de fato hd uma unica probabilidade
invariante, que é a medida de Dirac &g suportada no ponto zero. Note que neste
caso a medida dg é de fato invariante.

Mencionamos este tltimo caso para enfatizar as limitacoes do Teorema 2.1
(que sdo inerentes & sua grande generalidade): as medidas que ele garante existi-
rem podem ser completamente triviais; por exemplo, neste caso quando falamos
de “quase todo ponto”estamos nos referindo apenas ao ponto x = 0. Por isso,
um objetivo importante em Teoria Ergddica é encontrar medidas invariantes
mais sofisticadas, com propriedades adicionais (por exemplo, serem equivalen-
tes & medida de Lebesgue) que as tornem mais interessantes.

Como uma aplicagao imediata do Teorema 2.1, temos a seguinte demonstra-
¢ao alternativa do teorema de recorréncia de Birkhoff (Teorema 1.2.6). Suponha
que f: M — M é uma transformacao continua num espaco métrico compacto.
Pelo Teorema 2.1, existe alguma probabilidade f-invariante p. Por outro lado,
todo espaco métrico compacto admite uma base enumerdavel de abertos. Por-
tanto, podemos aplicar o Teorema 1.2.4, para concluir que p-quase todo ponto
é recorrente. Em particular, o conjunto dos pontos recorrentes é nao vazio, tal
como afirma o Teorema 1.2.6.
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2.2.1 Exercicios

2.2.1. Prove a seguinte generalizagao do Lema 2.2.4. Seja f : M — M uma
transformacgao continua num espago métrico compacto, v uma probabilidade
em M e (I,), uma sequéncia de intervalos de nimeros naturais tais que #1I,
converge para infinito quando n vai para infinito. Entao qualquer ponto de
acumulacao da sequéncia

1 )
MW'ZE Zfi”

jel7l
¢ uma probabilidade f-invariante.

2.2.2. Seja fi,..., fg : M — M uma familia finita qualquer de transformacoes
continuas num espago métrico compacto que comutam entre si. Prove que
existe alguma medida de probabilidade p que é invariante por f; para todo
i€{l,...,q}. Além disso, a conclusdo permanece valida para qualquer familia
infinita enumerédvel {f; : j € N} de transformagoes que comutam entre si.

2.2.3. Seja f :[0,1] — [0,1] a transformacao expansao decimal. Mostre que,
para cada k > 1, existe alguma probabilidade invariante cujo suporte é formado
por exatamente k pontos (em particular, f admite infinitas probabilidades in-
variantes). Determine se existem probabilidades invariantes p tais que

(a) o suporte de u ¢é infinito enumeravel;
(b) o suporte de p é ndo enumerdvel mas tem interior vazio;

(c) o suporte de p tem interior nao vazio mas p é singular com relagao a
medida de Lebesgue m.

2.2.4. Prove o teorema de existéncia de medidas invariantes para fluxos: todo
fluxo continuo (f*)¢cg num espago métrico compacto admite alguma medida de
probabilidade invariante.

2.2.5. Mostre que a transformacao f : [~1,1] — [~1,1], f(z) = 1 — 222 admite
alguma medida de probabilidade invariante equivalente a medida de Lebesgue
no intervalo.

2.2.6. Seja f : M — M uma transformacao mensurdvel invertivel e seja m uma
probabilidade em M tal que m(A) = 0 se, e somente se, m(f(A)) = 0. Dizemos
que o par (f,m) é totalmente dissipativo se existe um conjunto mensurdvel
W C M cujos iterados f/(W), j € Z sao disjuntos dois-a-dois e a sua unido
tem medida total. Mostre que se (f, m) é totalmente dissipativo entdao f admite
alguma medida invariante, o-finita, equivalente a medida m. Essa medida é
necessariamente infinita.

2.2.7. Seja f : M — M uma transformacao mensurdvel invertivel e seja m uma
probabilidade em M tal que m(A) = 0 se, e somente se, m(f(A)) = 0. Dizemos
que o par (f,m) é conservativo se nao existe conjunto mensurdavel W C M com
medida positiva cujos iterados f/(W), j € Z sao disjuntos dois-a-dois. Mostre
que se (f,m) é conservativo entdo, para todo conjunto mensurdvel X C M,
m-quase todo ponto de X regressa a X infinitas vezes.
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2.2.8. Suponha que (f,m) é conservativo. Mostre que f admite uma medida
invariante o-finita p equivalente a m se, e somente se, existem conjuntos X; C

- C X, C - com M = U,X,, e m(X,,) < oo para todo n, tais que a
transformacao de primeiro retorno f, a cada X, admite uma medida invariante
4, finita e absolutamente continua com respeito a restricao de m a X,,.

2.2.9. Dé exemplos de pares conservativos (f,m) tais que f ndo admite me-
didas invariantes finitas equivalentes a m. [Observac¢ao: Ornstein [Orn60] deu
exemplos em que f nao admite sequer medidas invariantes o-finitas equivalentes
a m.]

2.3 Comentarios de Analise Funcional

A defini¢ao da topologia fraca™ no espago das probabilidades é um caso especial
de uma construgao geral em Anélise Funcional que vamos relembrar a seguir.
Ela nos conduzird a introduzir uma certa isometria linear Uy do espaco LY(u),
denominada operador de Koopman do sistema (f, ). Estes operadores sao de
grande utilidade em Teoria Ergddica pois permitem fazer uso de ferramentas
de Anadlise no estudo das propriedades de medidas invariantes. Para ilustrar
este fato, daremos uma demonstracao alternativa do Teorema 2.1 a partir de
propriedades espectrais do operador de Koopman.

2.3.1 Dualidade e topologias fracas

Seja E um espacgo de Banach, ou seja, um espaco vetorial munido de uma norma
completa. Seja E* o seu dual, isto é, o espago dos funcionais lineares continuos.
O dual é também um espaco de Banach, com a norma

|9||=SUP{%:UEE\{O}}. (2.3.1)

A topologia fraca no espago E é a topologia definida pela base de vizinhangas
V(v,{g91,---,9n},¢) ={w € E : |g;(v) — g;(w)| < € para todo i},  (2.3.2)
onde g1,...,g9n € E*. Em termos de sequéncias, ela satisfaz
(Un)n —m v = (g(vn))n — g(v) paratodo g € E*.
A topologia fraca® no dual E* é a topologia definida pela base de vizinhancgas
V*(g,{v1,...,on},e) ={h € E* : |g(v;) — h(v;)| < € para todo i}, (2.3.3)
onde vy, ...,vy € F. Ela satisfaz
(Gn)n =9 = (gn(v))n — g(v) paratodov e E.

Esta ultima topologia é notavel devido ao seguinte fato:
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Teorema 2.3.1 (Banach-Alaoglu). A bola unitdria fechada de E* é compacta
para a topologia fraca®.

A construcao que realizamos anteriormente corresponde ao caso em que E
é o espaco C9(M) das fungoes continuas e E* é o espaco M(M) das medi-
das complexas num espaco métrico compacto M: de acordo com o teorema de
Riesz-Markov (Teorema A.3.12) M(M) corresponde ao dual de C°(M) quando
identificamos cada medida p € M(M) com o funcional linear I,,(¢) = [ ¢ du.
Note que a definigdo da norma (2.3.1) da

s = sup {LLEL < & coqan oy

Em particular, o conjunto M; (M) das medidas de probabilidade estd contido
na bola unitdria de M(M). Como este subconjunto é fechado na topologia
fraca®, concluimos que o Teorema 2.1.5 também segue diretamente do teorema
de Banach-Alaoglu.

Agora consideremos uma transformacao continua f : M — M qualquer em
M e consideremos a sua ac¢ao fi : M(M) — M(M), p +— fiu no espago das
medidas complexas. Entao f,. é um operador linear em M(M) e é continuo
relativamente a topologia fraca®. Existe outro operador linear continuo natural-
mente associado a f, a saber Uy : CO(M) — C°(M), ¢ — ¢ o f. Agora observe
que estes operadores sao duais (lembre do Lema 2.2.1):

[us@du= [@opan= [odisn) (2.3.4)

Estas consideragoes motivam a nogao que apresentaremos na proxima secao.

2.3.2 Operador de Koopman

Sejam (M, B) um espago mensuravel, f : M — M uma transformacdo men-
suravel e ;1 uma medida invariante por f. O operador de Koopman é o operador
linear

Up: L' (p) — L' (), Ugp(¢) = o f.

Note que Uy estd bem definido e é uma isometria, isto é, ele preserva a norma
do espaco L(u):

||Uf<¢>||1=/|Uf<¢>|du=/|¢|ofdu=/|¢| du=lol  (2.35)

uma vez que p é invariante. Além disso, Uy é um operador linear positivo:
Us(¢) > 0 em p-quase todo ponto sempre que ¢ > 0 em p-quase todo ponto.
Resumimos estes fatos na seguinte proposicao:

Proposicao 2.3.2. O operador Uy : L*(M) — LY(M) induzido por f € linear,
positivo e uma isometria.
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A propriedade (2.3.5) implica que o operador Uy ¢é injetivo. Em geral Uy
nao é sobrejetivo (veja o Exercicio 2.3.5). Claro que se f ¢ invertivel entao Uy
¢ um isomorfismo: o inverso é o operador de Koopman Uy-1 da inversa de f.

Podemos também considerar versoes do operador de Koopman definidas nos
espagos LP(u),

U : LP(u) — LP(n), Us(¢) =¢o f
para qualquer p € [1,00]. A Proposicao 2.3.2 permanece vélida em todos estes
casos: todos estes operadores sao isometrias lineares positivas.

Quando M é um espago métrico compacto e f é continua, é particular-
mente interessante observar a acao de Uy restrita ao espaco CY(M) das fungoes
continuas:

Uy : CO(M) — CO(M).

E claro que este operador é continuo relativamente a norma da convergéncia
uniforme. Conforme vimos anteriormente, o dual de C°(M) esté identificado
de maneira natural com o espaco M (M) das medidas complexas em M. Além
disso, a relagao (2.3.4) mostra que o operador dual

U; : CO(M)* — (M)

corresponde precisamente a agao fi : M(M) — M(M) da transformacao f
quando fazemos essa identificagao. Esse fato vai nos permitir usar resultados de
Teoria Espectral para dar outra demonstragao do Teorema 2.1.

Para isso precisamos lembrar algumas nocoes da teoria de operadores posi-
tivos. O leitor interessado podera encontrar mais detalhes e demonstragoes no
livro de Deimling [Dei85].

Seja E um espago de Banach. Um subconjunto fechado e convexo C' é
chamado de cone de F, se ele satisfaz:

AC C Cparatodo A >0 e CN(—-C)={0}. (2.3.6)
Dizemos que o cone C' é normal quando
inf{|lz 4+ y|| : x,y € C tais que ||z|| = ||y|]| = 1} > 0.

Fixemos um cone C' de E. Dado um operador linear continuo T : £ — F,
diremos que T' é um operador positivo sobre C se T(C) C C. Dado um funcional
linear continuo ¢ : £ — R, diremos que ¢ é um funcional positivo sobre C' se
¢(v) > 0 para todo v € C. Por definigdo, o cone dual C* é o cone em E*
formado por todos os funcionais positivos sobre C.

Exemplo 2.3.3. C{(M) = {p € C°(M) : ¢ > 0} é um cone normal de C°(M)
(Exercicio 2.3.3). Pelo teorema de Riesz-Markov (Teorema A.3.11), o cone dual
se identifica naturalmente com o espago das medidas (positivas) finitas em M.

Denotaremos por (1) o raio espectral do operador linear continuo 7'

H(T) = lim /77
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Representando por T* : E* — E* o operador dual de T', vale que r(T") = r(T*).
O resultado a seguir é uma consequéncia do teorema de Banach-Mazur; veja a
Proposigao 7.2 no livro de Deimling [Dei85]:

Teorema 2.3.4. Seja C' um cone normal num espaco de Banach E e seja
T : E — E um operador linear positivo sobre C. Entao, r(T*) € autovalor do
operador dual T* : E* — E* e admite algum autovetor v* € C*.

Como aplicagao deste resultado, vamos dar uma prova alternativa da exis-
téncia de probabilidades invariantes. Considere o cone C' = C{(M) em E =
C°(M). Conforme ja observamos, o cone dual C* é o espaco das medidas posi-
tivas finitas em M. E claro da defini¢ao que o operador 17" = Uy é positivo sobre
C. Além disso, o seu raio espectral é igual a 1, uma vez sup [T ()| < sup |¢|
para todo ¢ € C°(M) e T(1) = 1. Logo, pelo Teorema 2.3.4, existe alguma
medida finita © em M que é autovetor do operador dual T = f, associado ao
autovalor 1. Em outras palavras, a medida p é invariante. Multiplicando por
uma constante adequada, podemos supor que p € uma probabilidade.

2.3.3 Exercicios

2.3.1. Seja ! o espaco das sequéncias soméveis de ntimeros complexos, munido
da norma |[(an)nll1 = Y oorylan|. Seja £° o espaco das sequéncias limitadas
e seja ¢y 0 espago das sequéncias convergentes para zero, ambos munidos da
norma ||(an)n|lec = Sup,>o |an.

(a) Verifique que £°°, ¢! e ¢y sdo espacos de Banach.

(b) Mostre que a aplicacao (an)n — [(bn)n — >, anby| define isomorfismos
isométricos entre /*° e o dual (¢})* e entre ¢! e o dual (co)*.

2.3.2. Mostre que uma sequéncia (z¥); em ¢! (escreva z* = (2¥),, para cada

k) é convergente na topologia da norma se, e somente se, ela é convergente na
topologia fraca, ou seja, se (Y, a,z¥); converge qualquer que seja (ay,), € €.
[Observagao: Isso nao implica que as duas topologias sejam iguais. Porqué?]
Mostre que afirmacao torna-se falsa se substituirmos a topologia fraca pela
topologia fraca*.

2.8.3. Verifique que C (M) é um cone normal.

2.3.4. Seja Ry : S' — S! uma rotacdo irracional e seja m a medida de Lebesgue
no circulo. Calcule os autovalores e os autovetores do operador de Koopman
Up : L?(m) — L%*(m). Mostre que o espectro de Uy coincide com o circulo
unitdrio {z € C: |z| = 1}.

2.3.5. Mostre, por meio de exemplos, que o operador de Koopman Uy pode
nao ser sobrejetivo.

2.3.6. Seja U : H — H uma isometria de um espaco de Hilbert. Pelo Exerci-
cio A.6.8, a imagem de U é um subespaco fechado de H. Conclua que existem
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subespagos fechados V' e W tais que U(V) = V, os iterados de W sao ortogonais
a V e entre si, e

H=V®a é Un(w).
n=0

Além disso, U é um isomorfismo se, e somente se, W = {0}.

2.3.7. Seja ¢ : E — R um funcional convexo continuo em um espaco de Banach
separavel E, derivavel em todas as dire¢coes num ponto u € E. Prove que existe,
no maximo, um funcional linear limitado T : ¥ — R tangente a ¢ em u, ou seja,
tal que T'(v) < ¢p(u+v)—¢(u) paratodov € E. Se ¢ é derivavel em u, a derivada
D¢(u) é um funcional linear tangente a ¢ em u. [Observagdo: O teorema de
suavidade de Mazur (Teorema 1.20 no livro de Phelps [Phe93]) afirma que o
conjunto dos pontos onde ¢ é derivavel e, consequentemente, existe um tnico
funcional tangente a ¢ é residual em E.]

2.4 Produtos semi-diretos e extensoes naturais

Nesta secao vamos descrever duas construgoes uteis em Teoria Ergddica. A
primeira construgao modela a situacao em que temos dois sistemas dinamicos
acoplados da seguinte forma: um sistema é auténomo mas o outro nao, porque
a evolucao do segundo depende da evolugao do primeiro. A segunda construcao
associa um sistema invertivel a qualquer sistema dinamico dado; além disso, as
medidas invariantes dos dois sistemas estao em correspondéncia biunivoca. Isto
permite reduzir ao caso invertivel muitos enunciados sobre sistemas gerais, nao
necessariamente invertiveis .

2.4.1 Medidas em produtos semi-diretos

Sejam (X, A) e (Y, B) espagos mensuraveis. Chamamos produto semi-direto a
qualquer transformagao mensuravel F': X x Y — X x Y da forma F(z,y) =
(f(x),g9(z,y)). Representamos por m : X x Y — X a projegao canonica. Por
definicao,

moF = fom. (2.4.1)

Seja m uma probabilidade em X X Y invariante por F e seja p = m.m a sua
projecao para X. Entao, usando a invariancia de m,

fapp = famem = T Fom = mom = p,

ou seja, u é invariante por f. A préxima proposicao da uma reciproca parcial
para esta conclusao: sob hipdteses apropriadas, toda a medida invariante por f
é projecao de alguma medida invariante por F.

Proposigao 2.4.1. Suponha que X € um espago métrico completo separdvel,
Y € um espaco métrico compacto e F' € continua. Entao, para toda medida
de probabilidade pn em X invariante por f existe alguma medida m em X XY
invariante por F, tal que m.m = p.
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Demonstragdo. Dada qualquer medida de probabilidade invariante p em X,
seja K C M1(X xY) o conjunto das medidas nn em X X Y tais que m.n = p.
Considere qualquer n € K. Entao, m, Fun = fomen = fop = p. Isto mostra que K
é invariante por F,. Em seguida, note que a projecao m: X xY — X é continua
e, consequentemente, o operador 7, é continuo relativamente a topologia fraca®.
Portanto, IC é fechado em M (X x Y). Pela Proposigao A.3.7, dado qualquer
e > 0 existe um compacto K C X tal que u(K¢) < e. Entao K x Y é compacto

n((K x Y)¢) = u(K®) < e para todo n € K. Isto prova que o conjunto K é
justo. Considere qualquer n € K. Pelo teorema de Prohorov (Teorema 2.1.8), a

sequéncia
n—1
1Zj
Jj=0

admite algum ponto de acumulagdo m € K. Argumentando como na prova do
Lema 2.2.4 concluimos que m ¢ invariante por F. |

2.4.2 Extensoes naturais

Dada uma transformagao sobrejetiva f : M — M ¢ sempre possivel encontrar
uma extensao f M — M que é invertivel. Por extensdo queremos dizer que
existe uma aplicacdo sobrejetiva m : M — M tal que 7o f fom. Este fato é
muito tutil porque permite reduzir a prova de muitos enunciados do caso geral ao
caso de transformacoes invertiveis. Conforme comentaremos no Exemplo 2.4.2; a
hipotese de que f é sobrejetiva pode ser removida em muitos casos interessantes.

Para comecar, tomamos para M o conjunto de todas as pré-orbitas de f, ou
seja, o conjunto de todas as sequéncias (2, )n<o indexadas pelos nimeros inteiros
nao-positivos e satisfazendo f(z,) = z,4+1 para todo n < 0. Consideramos a
aplicagao  : M— M que associa a cada sequéncia (xn)ngo 0 seu termo g de
ordem zero. Observe que W(M) = M. Finalmente, definimos f : M — M como
sendo o deslocamento a esquerda:

flo @, yxo) = (s @, - o, f(0))- (2.4.2)

E claro que f estd bem definida e satisfaz m o f = foxw. Além disso, ela é
invertivel: a inversa é o deslocamento a direita

("'7yna'--7y—1ay0)'_> (---,yn,---,y—Q,y—l)-

Se M é um espago mensuravel podemos tornar M um espago mensuravel,
munindo-o da o-dlgebra gerada pelos cilindros mensurdveis

[Ag, ..., Aol = {(#n)n<o € M - z; € A; parai=k,...,0}, (2.4.3)

onde £ < 0 e Ag, ..., Ap sao subconjuntos mensuraveis de M. Entao w é
aplicacao mensuravel, uma vez que

71 (A) = [A]. (2.4.4)
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Além disso, f é mensurével se f for:
F Ak, Ao]) = [Ap, .o Aa, AL 0 (A (2.4.5)

A inversa de f também é mensuravel, ja que

F(An, ..., Ao)) = [Ap,..., Ag, M]. (2.4.6)

Analogamente, se M é um espaco topoldgico podemos tornar M um espago
topolégico, munindo-o da topologia gerada pelos cilindros abertos [Ag, ..., Ao,
onde k <0e Ay, ..., Ap sdo subconjuntos abertos de M. As relacoes (2.4.4) e
(2.4.6) mostram que 7 e f~1 sdo continuas, enquanto que (2.4.5) mostra que fé
continua se f for. Observe que se M admite alguma base enumeravel de abertos
U, entdo os cilindros [Ay, ..., Ag] com k > 0e Ay,..., A € U constituem uma
base enumeravel de abertos para M.

Se M é um espaco métrico, com distancia d, podemos tornar M um espago
métrico munindo-o da distancia

0
d(#,9) = > 2"min{d(z,,yn), 1} (2.4.7)

n=—oo

onde & = (Tn)n<o € ¥ = (Yn)n<o- A seguinte observacdo ¢ uma consequéncia
imediata da definigao: se 4 e § estdo numa mesma pré-imagem 7~ !(z) entao

d(f7(2), f/(9)) < 2779d(#,§) para todo j > 0.

Portanto, toda pré-imagem 7~ () é um conjunto estavel, ou seja, um conjunto
onde a transformacao f é uniformemente contrativa.

Exemplo 2.4.2. Dada uma transformacao g : M — M qualquer, considere
My =n72,9"(M). E claro g(My) C M,. Suponha que

(a) M é compacto e g é continua ou  (b) #g~'(y) < co para todo y.

Entao (Exercicio 2.4.3), a restricdo f = (9 | My) : My — M, é sobrejetiva.
Esta restricao contém a dinamica interessante de g. Por exemplo, supondo
que o conjunto f™(M) é mensurdvel para todo n, toda probabilidade invariante
por g também é probabilidade invariante por f. De modo semelhante, todo
ponto recorrente por g também é ponto recorrente por f, pelo menos no caso
(a). Assim, também nos referiremos & extensao natural de f = (g | M,) como
extensao natural de g.

Um conjunto A C M tal que f~'(A) = A é chamado conjunto invariante
de f. Vale uma nocao andloga para a transformacao f . A proxima proposicao
mostra que todo conjunto invariante fechado de f admite um inico levantamento
a um conjunto invariante fechado de f:

Proposicao 2.4.3. Suponha que M €é um espago topoldgico. Se AC M éum
conjunto fechado invariante de f entio A = 7=1(A) € o unico conjunto fechado

invariante de f satisfazendo w(A) = A.
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Demonstragio. Como 7 é continua, se A é fechado entdo A = 77 (A) também
é fechado. Além disso, se A é invariante por f entdo A é invariante por f

FrA) =(@mo )7 @A) = (fom) T (A) =7 (A) = A,

Na diregao reciproca, seja A um conjunto invariante fechado de f tal que
7(A) = A. E claro que A € 7 '(A). Para provar a outra inclusao, devemos
mostrar que, dado qualquer zg € A, se & € 7 () entdo & € A. Escrevamos
& = (Tn)n<o. Considere n < 0 e qualquer vizinhanca de & da forma

V=[A,,...,A], An,--,Ap abertos de M.

Pela defini¢ao da extensao natural, zg = f~"(z,) e, portanto, z,, € f"(A) = A.
Entao, a hipdtese de que W(A) A implica que existe algum ponto yn e A tal
que 7(gn) = x,. Como A ¢ invariante por f, temos que f~ "(yn) € A. Além
disso, a propriedade 7 (¢, ) = z, implica que

f*’ﬂ(yn) = ( s Ynky s Yn,—1,Yn,0 = Tny Tn—1,- - T—1, Z‘O).

Portanto f~"(¢,) € V, j4 que V contém & e a sua definigdo s6 envolve as
coordenadas com indices j € {n,...,0}. Isto mostra que & ¢ acumulado por
elementos de A. Como A é fechado, segue que & € A. O

Agora seja i uma medida invariante por f e seja j = mji. A propriedade
mo f= fomimplica que p é invariante por f:

Jebt = fumofi = T fufi = T i = .

Dizemos que i é um levantamento de p. O proximo resultado, uma espécie de
versao da Proposicao 2.4.3 para medidas, é devido a Rokhlin [Rok61]:

Proposicao 2.4.4. Suponha que M ¢é um espaco métrico completo separdvel
e que f: M — M € continua. Entao, toda probabilidade p invariante por f
admite um unico levantamento, ou seja, unica medida fi em M invariante por

f e tal que i = p.

A unicidade é imediata e nao depende das hipdteses sobre o espaco M e a
transformacao f. De fato, se fi é um levantamento de p entao (2.4.4) e (2.4.5)
implicam que a medida de cada cilindro estd unicamente determinada:

(A, Aol) = [k 01 FH(A0)]) = n(Ae -0 F75(Ao)). (2.4.8)

A prova da existéncia usa ideias que serao desenvolvidas no Capitulo 5 e serd
proposta ao leitor no Exercicio 5.2.4. Esses argumentos se estendem para siste-
mas em espagos de Lebesgue, conforme observaremos no Exercicio 8.5.7. Mas o
enunciado de existéncia nao é valido para espagos de probabilidade arbitrarios
(veja o exemplo no Exercicio 1.15 no livro de Przytycki, Urbanski [PU10]).



2.4. PRODUTOS SEMI-DIRETOS E EXTENSOES NATURAIS 57

2.4.3 Exercicios

2.4.1. Seja M um espaco métrico compacto e seja X um conjunto de aplicagoes
continuas f : M — M, munido de uma probabilidade v. Considere o produto
semidireto F' : XN x M — XN x M definido por F((fn)n,2) = ((fus1)n, fo(z)).
Mostre que F' admite alguma probabilidade invariante m da forma m = vN x p.
Além disso, uma medida m dessa forma é invariante por F be e somente se,
a medida p é estaciondria para v, isto é, pu(E) = [ fou( (f) para todo
conjunto mensuravel £ C M.

2.4.2. Sejam f : M — M uma transformacao sobrejetiva, f : M — M a sua
extensdo natural e 7 : M — M a projecao canodnica. Mostre que se g : N — N
é uma transformacao invertivel tal que f op = p o g para alguma aplicagao
p: N — M entao existe uma unica transformagao p: N — M tal que Top=p
epog = fo p. Suponha que M e N sao espagos topoldgicos compactos e
que as aplicagoes p e g sao continuas. Mostre que se p é sobrejetiva entao p é
sobrejetiva (portanto, g : N — N é uma extensao de f M — M ).

2.4.3. Verifique as afirmacoes no Exemplo 2.4.2.

2.4.4. Mostre que se (M,d) é um espago métrico separavel completo entao o
mesmo vale para o espaco (M d) das pré-érbitas de qualquer transformacao
continua sobrejetiva f : M — M.

2.4.5. O objetivo deste exercicio e do seguinte é generalizar a no¢ao de extensao
natural para transformagoes que comutam entre si. Seja M um espago compacto
esejam f1,..., fq : M — M transformagoes continuas sobrejetivas que comutam
entre si. Seja Mo conjunto das sequéncias (xnl,,,,,nq)m,wnqgo, indexadas pelas
g-uplas de inteiros nao positivos, tais que

fi(xnl,...,ni,...,nq) = Tny,...,ni+1,...,n, Para todo i e todo (nlv S ,’qu).
Seja m : M — M a aplicagao que envia (xn,17___7nq)n17___7nq§0 no ponto x,...o-

Para cada i, seja f; : M — M a transformacao que envia (xnl,...,m,...nq)nl,...,nqgo
em (xnl,...,n,;-l—l,...nq)nl,...,nqgo-

(a) Mostre que M é um espaco compacto. Além disso, M é metrizével se M
é metrizavel.

(b) Mostre que cada f; : M — M é um homeomorfismo com 7o f; = f; om.
Além disso, estes homeomorfismos comutam entre si.

(¢) Mostre que 7 é continua e sobrejetiva. Em particular, M é nao vazio.

2.4.6. Seja M um espaco compacto e sejam g1, ..., gq : M — M transformacoes
continuas que comutam entre si. Defina M, =N3% g7 - - - gy (M).

(a) Verifique que My = Ny, . 0,97 - -+ g4 (M), onde a intersecio é sobre
todas as g-uplas (nq,...,nq) com n; > 1 para todo i.
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(b) Mostre que g;(M,) C M, e que a restricao f; = g; | My é sobrejetiva, para
todo 1.

[Observagao: E claro que estas restrigoes f; comutam entre si.]

2.4.7. Use a construcao nos Exercicios 2.4.5 e 2.4.6 para estender a demons-
tragdo do Teorema 1.5.1 para o caso em que as transformacoes f; ndo sao ne-
cessariamente invertiveis.

2.5 Progressoes aritméticas

Nesta segdo vamos provar dois resultados fundamentais da Aritmética Combi-
natérica, o teorema de van der Waerden e o teorema de Szemerédi, a partir dos
teoremas de recorréncia multipla (Teorema 1.5.1 e Teorema 1.5.2) que foram
apresentados na Secao 1.5.

Chamamos parti¢io do conjunto dos nimeros inteiros a qualquer familia
finita de conjuntos Si, ..., Sy C Z disjuntos dois-a-dois e cuja uniao é todo o Z.
Lembre que uma progressdao aritmética (finita) é uma sequéncia da forma

m+nm+2n,....m+qn, comm¢EZen,q> 1.

O numero g é chamado comprimento da progressao.
O seguinte resultado foi obtido, originalmente, pelo matemédtico holandés
Bartel van der Waerden [vdW27] nos anos 20 do século passado:

Teorema 2.5.1 (van der Waerden). Dada qualquer parti¢ao finita {Si,..., S}
de Z existe algum j € {1,...,l} tal que S; contém progressées aritméticas de
todos os comprimentos. Em outras palavras, para todo q > 1 existem m € Z e
n > 1 tais que m +1in € Sj para todo 1 <1 < q.

Algum tempo depois, os matemdticos hingaros Pal Erdos e Pal Turan [ET36)
formularam a seguinte conjectura, que é mais forte que o teorema de van der
Waerden: todo conjunto S C 7Z cuja densidade superior € positiva contém
sequéncias aritméticas de comprimento arbitrdrio. Esta conjectura foi demons-
trada por outro matemdtico hungaro, Endre Szemerédi [Sze75], quase quatro
décadas mais tarde. Para enunciarmos o teorema de Szemerédi precisamos in-
troduzir a nogao de densidade superior de um subconjunto de Z.

Chamamos intervalo do conjunto Z dos ntmeros inteiros qualquer subcon-
junto I da forma {n € Z:a < n < b}, com a <bem Z. O cardinal do intervalo
é o nimero #I =b — a.

A densidade superior Dg(S) de um subconjunto S de Z é o nimero

o #(5N1)
D) =R

onde I representa qualquer intervalo em Z. Do mesmo modo se define a den-
sidade inferior D;(S), trocando limite superior por limite inferior. Em outras



2.5. PROGRESSOES ARITMETICAS 59

palavras, D4(S) é o maior niimero D tal que existe uma sequéncia de intervalos
1; C 7 satisfazendo

4L oo o 20N g

#1j
e D;(S) é o menor nimero nessas condicoes.
No préoximo lema colecionamos algumas propriedades simples destas nogoes.
A demonstragao do lema fica a cargo do leitor (Exercicio 2.5.1).

Lema 2.5.2. Tem-se 0 < D;(S) < Dy(S) <1 e Di(S) =1—Ds(Z\ S) para
todo S C Z. Além disso, se Si,...,S; € uma particio de 7 entdo

D;i(S1)+ -+ Di(S)) <1< Dy(S1)+ -+ Dy(S).

Exemplo 2.5.3. Seja S o conjunto dos niimeros pares. Dado qualquer intervalo
I C Z, temos que #(SNI) = #I/2 se o cardinal de I é par e #(SNI) =
(#I £ 1)/2 se o cardinal de I é impar, onde o sinal + é positivo se o menor
elemento de I é um numero par e é negativo caso contrario. Desta observagao
segue, imediatamente, que D4 (S) = D;(S) = 1/2.

Exemplo 2.5.4. Seja S o seguinte subconjunto de Z:
{1,3,4,7,8,9,13,14, 15,16, 21, 22, 23, 24, 25, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 43, . . .}.

Isto é, para cada k > 1 incluimos em S um bloco de k inteiros consecutivos e omi-
timos os k inteiros seguintes. Este conjunto contém intervalos com comprimento
arbitrariamente grande. Portanto D4(S) = 1. Por outro lado, o complemen-
tar de S também contém intervalos com comprimento arbitrariamente grande.
Portanto, D;(S) =1— D4(Z\ S) = 0.

Observe que em qualquer destes dois exemplos o conjunto S contém pro-
gressoes aritméticas de qualquer comprimento. De fato, no Exemplo 2.5.3 o
conjunto S até contém progressoes aritméticas de comprimento infinito. Isso
nao é verdade no Exemplo 2.5.4, uma vez que nesse caso o complementar de S
contém intervalos arbitrariamente longos.

Teorema 2.5.5 (Szemerédi). Se S é um subconjunto de Z com densidade su-
perior positiva, entao ele contém progressoes aritméticas de comprimento ar-
bitrdrio.

Observe que o teorema de van der Waerden é realmente uma consequéncia
facil do teorema de Szemerédi. De fato, segue do Lema 2.5.2 que se S1,...,.5;
é uma particao de Z entdo existe j tal que D,(S;) > 0. Pelo Teorema 2.5.5, tal
S; contém progressoes aritméticas de comprimento arbitrario.

As primeiras demonstracoes destes resultados foram de natureza combi-
natérica. Furstenberg (veja [Fur81]) observou que eles podem também ser de-
duzidos de ideias da Teoria Ergddica: mostraremos na Secao 2.5.1 como obter
o teorema de van der Waerden a partir do teorema de recorréncia miltipla de



60 CAPITULO 2. EXISTENCIA DE MEDIDAS INVARIANTES

Birkhoff (Teorema 1.5.1); argumentos analogos dao o teorema de Szemerédi a
partir do teorema de recorréncia miltipla de Poincaré (Teorema 1.5.2), como
veremos na Se¢ao 2.5.2.

A teoria de Szemerédi continua sendo uma area de pesquisa muito ativa. Em
particular, outras demonstragoes do Teorema 2.5.5 vém sendo dadas por diversos
autores. Recentemente, a teoria culminou no seguinte resultado espetacular do
matemdtico ingés Ben Green e do matemédtico australiano Terence Tao [GTO08]:
existem progressoes aritméticas arbitrariamente longas formadas por mimeros
Primos.

O conjunto dos nimeros primos nao tem densidade positiva e, portanto, o
teorema de Green-Tao nao é consequéncia do teorema de Szemerédi. No entanto,
este ultimo tem um papel importante na sua demonstracao. Por outro lado, o
teorema de Green-Tao é um caso particular de outra conjectura devida a Erdos:
se S C N é tal que a soma dos inversos diverge, ou seja, tal que

1
IR

nes

entao S contém progressoes aritméticas de qualquer comprimento. Esta afirma-
¢ao mais geral permanece em aberto.

2.5.1 Teorema de van der Waerden

Nesta se¢do vamos demonstrar o Teorema 2.5.1. A ideia é reduzir a conclusao
a uma afirmacao sobre o deslocamento a esquerda

c: X=X (an)nez — (Qnt1)nez

no espaco ¥ = {1,2,...,1}” das sequéncias bilaterais com valores no conjunto
{1,2,...,1}, a qual serd provada por meio do teorema de recorréncia multipla
de Birkhoff.

Observe que toda particdao {Si,...,5;} de Z em [ subconjuntos determina
um elemento a = (a, )nez de X, definido por a,, = i < n € S;. Reciprocamente,
todo a € ¥ define uma particdo de Z em subconjuntos

Si={neZ:a,=i}, i=1,...,1.

Vamos mostrar que para todo a € 3 e todo ¢ > 1, existem m € Z e n > 1 tais
que
Am4n = " = Qm4gn- (251)

Em vista do que acabamos de observar, isto significa que para toda partigao
{S1,...,5} etodo ¢ > 1 existe i € {1,...,1} tal que S; contém alguma pro-
gressao aritmética de comprimento g. Como a familia dos 5; € finita, isso implica
que algum S; contém progressoes aritméticas de comprimento arbitrariamente
grande. E claro que uma progressao aritmética de comprimento ¢ contém pro-
gressoes aritméticas de todos os comprimentos menores que ¢. Portanto, segue
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que S; contém progressoes aritméticas de todos os comprimentos, tal como é
afirmado no teorema. Resta provar a afirmagao em (2.5.1).
Para tal, consideremos em X a distancia d(3,7) = 2~ NBY onde

N(B,7) :maX{N > 0: By =y, para todo n € Z com |n| < N}.

Note que
d(B,7) <1 se, e somente se, By = Yo. (2.5.2)

Como o espago métrico (X,d) é compacto, o fecho Z = {an(g) in € Z} da
trajetoria de o é também um compacto. Além disso, Z é invariante pelo des-
locamento. Consideremos as transformagoes fi = o, fo = 02, ..., fy = o
definidas de Z em Z. E claro que as f; comutam entre si. Portanto, pode-
mos aplicar o Teorema 1.5.1 para concluir que existe § € Z e uma sequéncia
(ng)k — oo tal que

lilgnff"‘(ﬁ) =0 paratodoi=1,2,...,q.

iterados 0" (8), 0®*(8), ..., 09"(0) estdo todos a distancia menor que 1/2 do

ponto 6. Consequentemente,

Observe que f;/ = ¢'™. Em particular, podemos fixar n = n; tal que os

d(c™(8),07"(0)) <1 paratodo 1 <4,j<gq.

Entao, como 0 estd no fecho Z da orbita de «, podemos encontrar m € 7Z tal
que 0™ () estd tao préximo de @ que

d(o_m+in,(g)7o.m+j"(g)) <1 paratodol<i,j<gq.

Levando em conta a observacao (2.5.2) e a definicao do deslocamento o, isto
quer dizer que Qyqpn = -+ = Qmygn, como pretendiamos provar. Isto completa
a demonstracao do teorema de van der Waerden.

2.5.2 Teorema de Szemerédi

Agora vamos demonstrar o Teorema 2.5.5. Para isso, usaremos o mesmo tipo de
dicionario entre particoes de Z e sequéncias de inteiros que foi usado na segao
anterior para provar o teorema de van der Waerden.

Considere S um conjunto com densidade superior positiva, isto é, tal que
existe ¢ > 0 ¢ existem intervalos I; = [a;,b;) de Z tais que

I
li]m#lj =0 e hjm#(j;éi?j]) >c

Associamos a S a sequéncia a = (o) jez € X = {0, 1}? definida por:

Oéj:].<:>j€S.
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Considere o deslocamento o : ¥ — ¥ e o subconjunto A = {a € ¥ : ap =1} de
Y. Note que A é um aberto e também um fechado, uma vez que tanto ele quanto
o seu complementar sao cilindros de 3. Note também que, para qualquer j € Z,

dlla)e A aj=1j€S.

Logo, para mostrar o teorema de Szemerédi basta provar que para todo k € N
existem m € Z e n > 1 tais que

"M a), e @), .., 0" (@) € A (2.5.3)

Para tal, considere a sequéncia j1; de probabilidades definidas em X por:

1
b= 4T > boia) (2.5.4)

i€l;

Como o conjunto M (X) das probabilidades em ¥ é compacto (Teorema 2.1.5),
a menos de substituir (x;); por uma subsequéncia, podemos supor que ela con-
verge na topologia fraca® para alguma probabilidade p de 3.

Observe que p é uma probabilidade o-invariante pois, para toda funcao
continua ¢ : ¥ — R, vale

Jto0rdis = 22 T vlo'(@) + 2 [ele¥ (@) - plo™ (@)
T el J
= [ + 27 [o(o (@) ~ (o (@)

e, passando ao limite quando j — oo, isto dd que [(poo)du = [ ¢du. Observe
também que p(A) > 0. De fato, como A é fechado, o Teorema 2.1.2 garante que

SN
u(4) > limsup ij(A) = msup O 0L)
J j #1;
Dado qualquer k > 1, considere as transformacoes f; = o parai =1,..., k. E

claro que estas transformacoes comutam entre si. Entao, estamos em condigoes
de aplicar o Teorema 1.5.2 e concluir que existe algum n > 1 tal que

p(Ano (AN --Nno~*(4)) > 0.
Como A é aberto, isto implica (Teorema 2.1.2) que
m(Ano "(A)N---No " (A4) >0

para qualquer [ suficientemente grande. Pela definigao de p; em (2.5.4), isto
quer dizer que existe algum m € I; tal que

o™(a) € ANo T (A)N---Na F(A).

Em particular, 0™+ (a) € A para todo i = 1,...,k, como queriamos provar.
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2.5.3 Exercicios

2.5.1. Demonstre o Lema 2.5.2.

2.5.2. Mostre que a conclusao do Teorema 2.5.1 ainda vale para partigoes de
subconjuntos finitos de Z, desde que sejam suficientemente grandes. Mais pre-
cisamente: dados ¢,l > 1 existe N > 1 tal que, dada qualquer particao do
conjunto {1,2,..., N} em [ subconjuntos, algum desses subconjuntos contém
progressoes aritméticas com comprimento gq.

2.5.3. Um ponto x € M é dito super nao errante se, dada qualquer vizinhanga
U de z e dado qualquer k > 1, existe n > 1 tal que ﬂ?zof_j"(U) # (). Mostre
que o Teorema de van der Warden é equivalente ao seguinte enunciado: toda
aplicacao invertivel num espago métrico compacto tem algum ponto super nao
errante.

2.5.4. Prove a seguinte generalizacao do teorema de van der Waerden para
dimensao arbitraria (teorema de Griinwald): dada qualquer particio finita N* =
Sy U---US; e qualquer ¢ > 1, existem j € {1,...,1},d € N e b € N¥ tais que

b+d(ai,...,ar) € S; paraquaisquer 1 <a; <gel <i<k.
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Capitulo 3

Teoremas Ergoddicos

Neste capitulo apresentaremos alguns dos resultados fundamentais da Teoria
Ergédica. Para motivar o tipo de enunciado, consideremos um conjunto men-
surdvel £ C M com medida positiva e um ponto z € M qualquer. Queremos
analisar o conjunto dos iterados de = que visitam F, isto é,

{i>0:f/(z) € E}.

Por exemplo, o teorema de recorréncia de Poincaré afirma que, para quase todo
x € E, este conjunto é infinito. Gostariamos de ter informagao mais precisa, de
natureza quantitativa. Chamamos tempo médio de visita de x a E o valor de

7(E,z) = lim %#{o <j<n:fi(z)eE}. (3.0.1)

n—oo

No caso de fluxos temos uma nogao analoga, definida por
1
7(E,z) = Jim ?m({O <t<T: fYz)€E}) (3.0.2)

(m é a medida de Lebesgue na reta). Seria interessante saber, por exemplo,
em que condicoes este tempo médio de visita é positivo. Antes de abordar este
problema, é necessario responder a uma questao ainda mais bésica: os limites
em (3.0.1)-(3.0.2) existem?

Estas perguntas remontam ao trabalho do fisico austriaco Ludwig Boltzmann
(1844-1906), fundador da teoria cinética dos gases. Boltzmann era partiddrio
da teoria atomica, que na época ainda era muito controversa, segundo a qual a
matéria gasosa estda formada por um grande nimero de minusculas particulas
em movimento e que se chocam continuamente. Em principio, seria possivel
descrever o comportamento de um gas aplicando as leis da Mecanica Newtoniana
a cada uma das suas particulas (moléculas). Na prética isso nao é realista,
porque o numero de moléculas é enorme.

O problema da teoria cinética dos gases era, entao, explicar o comportamento
dos gases no nivel macroscopico, como resultado estatistico da combinacao de

65
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todos esses movimentos das suas moléculas. Para formular matematicamente
a sua teoria, Boltzmann precisou de fazer uma suposicao, que ficou conhecida
como hipdtese ergddica. FEm linguagem moderna, a hipotese ergddica afirma
que, para os sistemas (fluxos hamiltonianos) que descrevem o movimento das
particulas de um gés, o tempo médio de visita a qualquer subconjunto mensurdvel
E existe e € igual a medida de E, para quase todo ponto x.

O esfor¢o para validar (ou invalidar) esta hipdtese conduziu a importantes
avancos tanto em Matemdtica (Teoria Ergddica, Sistemas Dindmicos) quanto
em Fisica Tedrica (Mecanica Estatistica). O que nos interessa neste capitulo
sao os resultados matematicos relativos a existéncia do tempo médio de visita.
A questao de saber quando 7(E,z) = u(E) para quase todo x serd tratada no
Capitulo 4.

Representando por ¢ a fungao caracteristica do conjunto E, podemos rees-
crever a expressao no lado direito de (3.0.1) como:

n—1

Jim =3 (1 (2)) (303
j=0

Isto sugere uma generalizagao natural da nossa pergunta inicial: o limite acima
existe para fungdes ¢ muito gerais, por exemplo, para todas as fungoes in-
tegraveis?

O teorema ergddico de von Neumann (Teorema 3.1.5) afirma que, de fato, o
limite em (3.0.3) existe no espaco L*(u1), para toda fungio ¢ € L?(u). O teorema
ergddico de Birkhoff (Teorema 3.2.3) vai mais longe e afirma que ha convergéncia
em p-quase todo ponto, para toda funcao ¢ € L'(p). Em particular, o limite
em (3.0.1) estd bem definido para p-quase todo 2 (Teorema 3.2.1).

Daremos uma demonstracao direta do teorema de von Neumann e também
mostraremos como ele pode ser deduzido do teorema ergédico de Birkhoff.
Quanto a este ultimo, iremos obté-lo como caso particular de um resultado
ainda mais forte, o teorema ergédico subaditivo de Kingman (Teorema 3.3.3).
Este teorema afirma que ¢, /n converge em quase todo ponto, para qualquer
sequéncia de funcoes 1, tal que ¥,y < Yy + Yy 0 f™.

Todos estes resultados permanecem véalidos para fluxos, conforme comenta-
remos na Secao 3.4.

3.1 Teorema ergédico de Von Neumann

Nesta secao enunciamos e provamos o teorema ergédico de von Neumann.

3.1.1 Isometrias em espacos de Hilbert

Seja H um espaco de Hilbert e seja F' um subespago fechado de H. Entao

H=FoF+, (3.1.1)
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onde Ft = {w € H : v-w = 0 para todo v € F'} é o complementar ortogonal
de F. A projecao Pr : H — F associada & decomposigao (3.1.1) é chamada
projecao ortogonal sobre F. Ela estd unicamente caracterizada por

|z — Pr(x)|| = min{|jz — v| : v € F'}.
Observe que Pr(v) = v para todo v € F e, por consequéncia, PZ = Pp.

Exemplo 3.1.1. Considere o espaco de Hilbert L2(u), com o produto interno
1= / P dp.

Se g é a funcio constante igual a 1 e F' é o subespaco gerado por g em L2(u),
ou seja, o espago das fungoes constantes, entdo a proje¢ao ortogonal Pp(p) é
dada por

Pr(p) = /wdw

De fato, como F' é gerado por ¢g, temos que Pr(p) = cpo para algum c € R.
Para calcular a constante ¢, note que

(Pr(p) —¢) wo=0 & c=-"" :/wdu.
®o * Yo

O operador adjunto U* : H — H de um operador linear continuoU : H — H
estd definido pela relagao

Uv-v=wu-Uv paratodo u,v € H. (3.1.2)
O operador U diz-se uma isometria se ele preserva o produto interno:
Uu-Uv=wu-v paratodou,ve€ H. (3.1.3)

Isso é equivalente a dizer que U preserva a norma de H (veja o Exercicio A.6.9).
Outra condicao equivalente é U*U = id. De fato,

Uu-Uv=wu-vparatodo u,v < U*Uu-v=u-v paratodo u,v.

A propriedade U*U = id implica que U é injetivo; em geral, uma isometria
pode nao ser sobrejetiva. Veja os Exercicios 2.3.5 e 2.3.6.

Exemplo 3.1.2. Se f: M — M preserva uma medida g entao, como vimos na
Segdo 2.3.2, o seu operador de Koopman Uy : L?(u) — L?(u) é uma isometria.

Chamamos conjunto dos vetores invariantes de um operador linear continuo
U : H — H ao subespago

I(U)={veH:Uv=uv}

Observe que I(U) é um subespaco vetorial fechado, uma vez que U é continuo.
Quando U é uma isometria, temos que I(U) = I(U*):
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Lema 3.1.3. Se U : H — H ¢ uma isometria entao Uv = v se, e somente Se,
Utv=w.

Demonstra¢ao. Como U*U = id, é claro que Uv = v implica U*v = v. Agora
suponha que U*v = v. Entao (Uv,v) = (v,U*v) = (v,v) = ||v||>. Logo, usando
que U preserva a norma de H,

|Uv —o|* = (Uv — v, Uv —v) = ||Uv||* = 2(Uv,v) + ||v]* = 0.
Isto significa que Uv = v. O

Para encerrar esta breve discussao, citamos um resultado classico de Analise
Funcional, devido a Marshall H. Stone, que permite reduzir o estudo dos ope-
radores de Koopman de sistemas a tempo continuo ao caso discreto:

Teorema 3.1.4. Seja Uy : H — H,t € R um grupo a 1-parametro de operadores
unitarios num espaco de Hilbert. Suponha que o grupo € fortemente continuo,
isto €,

tlg?o Uw = Ug,v, para todotp € R eve H.
Entio existe um unico operador auto-adjunto A : H — H tal que U, = >™t4
para todo t € R.

O leitor pode encontrar a demonstracao no livro de Yosida [Yos68] e uma
aplicagao simples estd dada no Exercicio 3.1.5.

3.1.2 Enunciado e prova do teorema

Teorema 3.1.5 (von Neumann). Seja U : H — H uma isometria num espago
de Hilbert H, e seja P a projecio ortogonal sobre o subespago I(U) dos vetores
invariantes por U. Entao,

n—1
1 .
lim — E U’v=Pv para todov € H. (3.1.4)
n—oo N =

Demonstra¢do. Seja L(U)io conjunto dos vetores v € H da forma v = Uu — u
para algum u € H e seja L(U) o seu fecho. Afirmamos que

I(U) = L(U)*. (3.1.5)

Isto pode ser verificado da seguinte forma. Considere quaisquer v € I(U) e
w € L(U). Pelo Lema 3.1.3, temos que v € I(U*), ou seja U*v = v. Além disso,
por definicao de L(U), existem u,, € H, n > 1 tais que Uuy — ux, — w. Entdo

(v, Uty — un) = (0, Uuyp) — (v, un) = (U v, up) — (v,u,) =0

para todo n e, como consequéncia, (v, w) = 0. Isto prova que I(U) C L(U)*.
Em seguida, considere qualquer v € L(U)*. Entdo, em particular,

(v,Uu—u) =0 ouseja, (U'v,u)— (v,u)=0
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para todo u € H. Isto quer dizer que U*v = v. Usando Lema 3.1.3 uma vez
mais, deduzimos que v € I(U). Isto mostra que L(U)* C I(U) e, portanto, a
prova de (3.1.5) estd completa. Como consequéncia, usando (3.1.1),

H=I1U)® L) (3.1.6)

Agora vamos verificar a igualdade (3.1.4), sucessivamente, quando v € I(U),
quando v € L(U), e no caso geral. Suponha primeiro que v € I(U). Por um
lado, Pv = v. Por outro lado,

para todo n. Logo esta sequéncia converge para v quando n — oo. Isto prova
(3.1.4) neste caso.

Em seguida suponha que v € L(U). Entao, por definigao, existe u € H tal
que v =Uu — u. E imediato que

n—1 n—1

1 . 1 . . 1

Y Ulv== Uithy — Udu) = —(U™u — u).
j=0 j=0

A norma desta tltima expressao estd majorada por 2||u||/n e, portanto, converge

para zero quando n — oco. Isto mostra que

n—1
1 .
lim — Ty = . 1.
ITILHTLZUU 0 para todo v € L(U) (3.1.7)
7=0
Mais em geral, suponha que v € L(U). Entdo, existem v € L(U) convergindo
para v quando k — oco. Observe que

n—1 n—1 n—1
1 4 1 - 1 .
- Ty 2 J < = J(y — < ly—
|12 U= 3 Ul < = 3 07 (0 = we) | < flo = v
Jj=0 Jj=0 j=0
para todo n e todo k. Juntamente com (3.1.7), isto implica que
1 n—1 )
lim — Z Ulv =0 para todo v € L(U). (3.1.8)
non
j=0

Como a relagao (3.1.5) implica que Pv = 0 para todo v € L(U), isto mostra que
(3.1.4) vale também quando v € L(U). B
O caso geral de (3.1.4) segue imediatamente, jd que H = I(U) ® L(U). O

3.1.3 Convergéncia em L*()

Dada uma transformacao mensuravel f : M — M que preserva uma probabili-
dade p em M, dizemos que uma fungao mensuravel ¢ : M — R é invariante se
Yo f =1 em p-quase todo ponto. O seguinte resultado é um caso particular
do Teorema 3.1.5:
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Teorema 3.1.6. Para qualquer o € L?(11) a sequéncia
1 n—1
—Z(pof] (3.1.9)
n -
7=0

converge em L%(p) para a projecio ortogonal ¢ da funcdo ¢ no subespaco das
fungoes invariantes. Se f € invertivel, entdo a sequéncia

1 n—1 ]
=Y pof (3.1.10)
n =

também converge em L?*(u1) para $.

Demonstragio. Seja U = Uy : L*(u) — L*(u) o operador de Koopman de uma
transformagao f : M — M que preserva uma medida finita p. Note que uma
fungao 1 estd em I(U) se, e somente se, 1 o f = ¢ em p-quase todo ponto.
Seja @ a projecao ortogonal de ¢ em I(U). Pelo Teorema 3.1.5, a sequéncia em
(3.1.9) converge para ¢ em L?(u). Isto prova a primeira afirmacao.

A segunda afirmacao ¢ andloga, considerando U = Uj-1, ou seja U = U;l.
Obtemos que a sequéncia em (3.1.10) converge para a proje¢ao ortogonal de ¢
no espago I(U, ). Observando que I Uy ') = I(Uy), concluimos que o limite
desta sequéncia é a mesma funcao ¢ que obtivemos antes. O

3.1.4 Exercicios

3.1.1. Mostre que sob as hipdteses do teorema de Von Neumman vale a seguinte
conclusao mais forte:

n—

1
lim o fI — P(y).

n—m-—oo 1, — 1M
j=m

3.1.2. Use o exercicio anterior para mostrar que dado A C M com pu(A) > 0,
o conjunto dos valores de n € N tais que pu(A N f~"(A4)) > 0 ¢é sindético.
[Observacao: Ja vimos outra prova deste fato no Exercicio 1.2.5].

3.1.3. Prove que o conjunto F' = {¢ € L*(u) : ¢ é f-invariante} é um subespago
fechado de L*(u).

3.1.4. Enuncie e prove uma versao do Teorema de Von Neumann para fluxos.

3.1.5. Seja p uma probabilidade invariante por um fluxo continuo f; : M — M
num espago métrico compacto M. Sejam Uy : L?(u) — L?(u), t € R o grupo a
1-parametro de operadores unitarios dados por Uyp = pofr e A : L?(u) — L?(p)
o operador auto-adjunto associado (dado pelo Teorema 3.1.4). Mostre que 0 é
um auto-valor simples de A se, e somente se, toda fungao ¢ € L?(u) que satisfaz
Uiy = ¢ para todo t € R é constante em p-quase todo ponto.
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3.2 Teorema ergdédico de Birkhoff

O teorema que apresentamos nesta segao foi demonstrado por George David
Birkhoff ', um dos maiores mateméticos americanos da sua geracdo e autor de
muitas outras contribuigoes fundamentais em Dinamica. O teorema de Birkhoff
melhora bastante o teorema de von Neumann porque a sua conclusao é formu-
lada em termos de convergéncia em p-quase todo o ponto, que é uma propriedade
mais forte do que convergéncia em L2(j).

3.2.1 Tempo médio de visita

Comecamos por enunciar a versao do teorema para tempos médios de visita:

Teorema 3.2.1 (Birkhoff). Seja f : M — M wma transformag¢ao mensurdvel
e p uma probabilidade invariante por f. Dado qualquer conjunto mensurdvel
E C M, o tempo médio visita

7(E, ) :hm%#{j:O,l,...,n—l:fj(x) € F}

existe em p-quase todo ponto x € M. Além disso, [ T(E,z)du(z) = u(E).

Observe que se 7(FE, x) existe para um certo ponto z € M entao
T(E, f(z)) = 7(E, z). (3.2.1)

De fato, por definigao,

H(B, () = Jim = 3" ()
j=1

n—1

= tim 3 Xl (@) — - [X() — (7 (@)

Jj=0

r(B,x) + lim [ Xp(x) — Xp(f"(2)]

n—oo 1

Como a fungdo caracteristica é limitada, o ultimo limite é igual a zero. Isto
prova a igualdade (3.2.1).

O exemplo a seguir mostra que o tempo médio de visita nao existe para todo
ponto, em geral:

Exemplo 3.2.2. Considere o ntimero 2 € (0, 1) definido pela expansao decimal
r = 0,a1a2a3..., onde a; = 1 se 2k < i < 251 com k par e a; = 0 se
2F < < 2F*1 com k fmpar. Ou seja,

r =0,10011110000000011111111111111110.. .,

1Seu filho, Garret Birkhoff, também foi um matematico, bem conhecido por seus trabalhos
em Algebra. E devida a ele a nogao de distancia projetiva, que usaremos na Segao 12.3.
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onde os blocos alternantes de Os e de 1s tém comprimentos dados pelas sucessivas
poténcias de dois. Seja f : [0,1] — [0, 1] a transformacao definida na Segao 1.3.1
e seja £ =[0,1/10). Isto é, E é o conjunto dos pontos cuja expansao decimal
comeca com o digito 0. E facil ver que se n = 2F — 1 com k = 2¢ entdo

n—1
1 : 1422424 4. 422 1
=3 Xp(f (2) = =

Por outro lado, se n = 2% —1 e k = 2¢ + 1 entdo, quando ¢ — oo,

n

1 4 1422424 4. 42kl 1okl 1 2
- Xe( I — — z
n;o P 2k — 1 372F—1 3

Assim, o tempo médio de visita de x ao conjunto E nao existe.

3.2.2 Meédias temporais

Conforme observamos anteriormente

n—1

T(E,x) = 1iran% Z o(fi(z)), onde = Xp.
=0

O préximo enunciado generaliza o Teorema 3.2.1 para o caso em que ¢ é uma
funcao integravel qualquer:

Teorema 3.2.3 (Birkhoff). Seja f : M — M wuma transformagao mensurdvel
e seja . uma probabilidade invariante por f. Dada qualquer funcao integrdvel
w: M — R, o limite

n—1

Bla) = Tim =3 o/ () (322
j=0

existe em p-quase todo ponto x € M. Além disso, a func¢dao @ definida desta
forma € integravel e satisfaz

[e@duto) = [ ota)duta).

Um pouco mais adiante obteremos este teorema como caso particular de
um resultado mais geral, o teorema ergddico subaditivo. O limite ¢ é chamado
média temporal, ou média orbital, de ¢: A proposicao a seguir mostra que as
médias temporais sao constantes ao longo de érbitas, em p-quase todo ponto,
generalizando a igualdade (3.2.1):

Proposigao 3.2.4. Seja ¢ : M — R uma fun¢do integrdvel. Entao,

o(f(x)) = @(x) para p-quase todo ponto x € M. (3.2.3)
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Demonstragao. Por definigao,
B7) = lim 23 g(f () = lim 23" (@) + - [ (@) — ola)]
j=1 j=0
= () + Tim_ ~[o(/"(2)) ~ o(a)

Vamos precisar do seguinte lema:

Lema 3.2.5. Se ¢ € uma funcdo integrdvel entdo lim, n=¢(f"(x)) = 0 para
u-quase todo ponto x € M.

Demonstracdo. Fixe qualquer € > 0. Como g é invariante, temos que
n({e € M |6(f*(@)| = ne}) = u({x € M : |¢(x)| = ne})

= {xEM'k<|M)|<k+1D.
k=n

Somando sobre todo n € N, obtemos que

Z ({x € M :|(f n(x))|Zns}):Zku({xEM:kS@
k=1

n=1 S/@d

Como ¢ é integravel, por hipotese, todas estas expressoes sao finitas. Isso implica
que o conjunto B(e) dos pontos x tais que |¢(f™(x))| > ne para infinitos valores
de n tem medida nula (veja o Exercicio A.1.6). Segue imediatamente da de-
finicdo de B(e) que para todo x ¢ B(e) existe algum p > 1 tal que |¢(f™(z))| <
ne para todo n > p. Agora considere o conjunto B = U°, B(1/7). Entao B tem
medida nula e para todo z ¢ B vale que lim,,(1/n)¢(f™(x)) = 0. O

<k+1})

Aplicando o Lemma 3.2.5 & fungdo ¢ = ¢ obtemos a igualdade (3.2.3). Isto
completa a demonstracao da Proposicao 3.2.4. (|

Em geral, o subconjunto com medida total onde vale a convergéncia (3.2.2)
no Teorema 3.2.3 depende da funcao ¢ que estamos considerando. No entanto,
em alguns casos é possivel escolher esse conjunto independentemente da fungao.
Um exemplo 1til desta situacao é o seguinte:

Teorema 3.2.6. Suponha que M é um espa¢o métrico compacto e f: M — M
€ uma aplicagdo continua. Entdo existe um conjunto mensurdvel G C M com
w(G) =1 tal que

S el @) — () (3:2.4)
j=0

para todo x € G e toda fung¢do continua ¢ : M — R.
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Demonstracao. Pelo teorema ergddico de Birkhoff, para cada fungao continua
¢ existe um conjunto G(p) C M com u(G(yp)) = 1 tal que (3.2.4) é valido para
todo € G(¢p). Pelo Teorema A.3.13, o espaco C°(M) das funcdes continuas
admite algum subconjunto {¢y : k € N} enumerdvel denso. Tomemos

G =) Glew).
k=1

E claro que u(G) = 1. Portanto basta provar que (3.2.4) vale para toda fungao
continua ¢ sempre que = € G. Isso pode ser feito da seguinte maneira. Dado
o € C°(M) e qualquer £ > 0, tomemos k € N tal que

o = wxll = sup {lp(z) — pu(z)| 12 € M} <e.
Entao, dado qualquer ponto = € G,

n—1 n—1
limsup% Z o(f(x)) < HTTLD% Z or(fI(x)) +e=@r(z) +e
" =0 J=0

n—1 n—1
lim inf % Do (@) 2 lim =~ ou(f (@) —e = dr(e) —¢
=0 =0

Isto implica que
1 n—1 1 n—1
li — () — lim inf — I(x)) < 2e.
a3 o (w) ~lmint £ 3 (7o) < 2

Como ¢ é arbitrdrio, segue que o limite @(x) existe, conforme afirmado. O

Em geral nao é possivel dizer nada sobre a velocidade da convergéncia no
Teorema 3.2.3. Por exemplo, segue de um teorema de Kakutani e Petersen
(confira as paginas 94 a 99 do livro de Petersen [Pet83]) que se a medida p
é ergédica e nao atomica entao, dada qualquer sequéncia (ay), de nimeros
positivos com lim,, a,, = 0, existe alguma funcao mensuravel limitada ¢ tal que

) 1 1 n—1 ‘
11msupa—|g Z o(f(x)) — /gpdu| = +o00.
n n j:()

Dizemos que uma medida invariante p é ergddica se f~'(A) = A a menos
de medida nula implica que p(A) = 0 ou pu(A¢) = 0. O estudo das medidas
ergddicas serd o tema do préximo capitulo.

Outra observagao interessante é que nao existe um analogo do teorema
ergddico de Birkhoff para medidas invariantes infinitas. De fato, suponha que p
é medida invariante o-finita, mas infinita, de uma transformacao f : M — M.
Dizemos que um conjunto mensuravel W C M é errante se as pré-imagens
f7HW), i > 0 sdo disjuntas duas-a-duas. Suponha que u é ergédica e conser-
vativa, ou seja, todo conjunto errante tem medida nula. Entao, dada qualquer
sequéncia (a, ), de nimeros positivos,
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e ou liminf, a% E;:Ol @o f4 =0 em quase todo ponto, para toda ¢ € L'(u);

e ou existe (ng)y — oo tal que limj, —— Sk Yoo f7 = 0o em quase todo
ng

ponto, para toda ¢ € L' (u).

Este resultado e outros fatos correlatos estdo demonstrados na Secao 2.4 do livro
de Aaronson [Aar97].

3.2.3 Teorema de von Neumann e consequéncias

O teorema de von Neumann (Teorema 3.1.6) também pode ser deduzido dire-
tamente do teorema de Birkhoff, como vamos mostrar a seguir.

Considere qualquer funcio ¢ € L?(u) e seja ¢ a sua média temporal. Co-
megamos por mostrar que ¢ € L?(u) e a sua norma satisfaz |32 < |¢||2. Para
isso, note que

n—1
1 .
o] < lirrlnﬁ E oo f7| e, portanto, | ?< hm( E |<p0f] )
=0

Entao, pelo lema de Fatou (Teorema A.2.10),

n—1

{/|¢|2d,u} Y < timint [/(%Zwofﬂ)zdﬂ} 7 (3.25)

=0

Podemos usar a desigualdade de Minkowski (Teorema A.5.3) para majorar a
sequéncia do lado direito:

n—1

[/(%ZWOJC”)QCW} : %2_:[/|¢ijl2dur/2. (3.2.6)

=0

Como p é invariante por f, a expressao do lado direito € igual a [f o) d,u} 12,
Portanto, (3.2.5) e (3.2.6) implicam que ||@]]2 < [[¢]l2 < .

Agora vamos mostrar que (1/n) Z;ZOI ¢ o fJ converge para ¢ em L2(u).
Inicialmente, suponha que a funcao ¢ é limitada, isto é, que existe C' > 0 tal
que |¢| < C. Entao

n—1

1 .
‘—E cpof]‘gC paratodon e |p| <C.
n

—

Entao podemos usar o teorema da convergéncia dominada (Teorema A.2.11)
para concluir que

n—1

lirrln/(%gapofj—@fdu:/(hmlzapofj—gp) dp =0,
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ou seja, que (1/n) E;:Ol o f7 converge para @ em L?(u). Falta estender esta
conclusao para uma fungio ¢ qualquer em L?(p). Para isso, consideremos uma
sequéncia (¢ ) de fungoes limitadas tal que (g ), converge para . Por exemplo

[ ola) selp@l <k
pr(@) = { 0 caso contrrio.

Denotemos por ¢ as respectivas médias temporais. Dado qualquer € > 0,
fixemos kg tal que || — prll2 < €/3 para todo k > ko. Note que ||(¢ — ¢r)o f?||2
éigual a [|¢ — pk||2 para todo j > 0, porque a medida p é invariante. Logo,

n—1
1 .
HE E (o — 1) ofjH2 < |l —¢rll2 <e/3 paratodon >1ek > ko (3.2.7)
Jj=0

Observe também que ¢ — ¢ é a média temporal da funcao ¢ — . Portanto,
o argumento do paragrafo anterior da que

| — @kllz < |l — ¢kl < e/3 para todo k > k. (3.2.8)

Por hipétese, para cada k > 1 existe ng(k) > 1 tal que
1 n—1 )
HEZgakofJ—gkaQ < ¢e/3 paratodo n > ng(k). (3.2.9)
§=0
Somando (3.2.7), (3.2.8), (3.2.9) obtemos
1 n—1
HE Z po fI — <,5H2 < e para todo n > ng(ko).
§=0

Isto completa a prova do teorema de von Neumann a partir do teorema de
Birkhoff.

No Exercicio 3.2.5 propomos uma generalizacao destas conclusoes para um
espago LP(u) qualquer.

Corolario 3.2.7. A média temporal ¢ de qualquer fungdo ¢ € L*(u) coincide
com a projecao ortogonal P(p) de ¢ no subespago das fungoes invariantes.

Demonstragao. Por um lado, o Teorema 3.1.6 da que (1/n) E;:Ol o fJ converge
para P(p) em L?(u). Por outro lado, acabamos de mostrar que essa sequéncia
converge para ¢ em L2(u). Por unicidade do limite, P(p) = . O

Corolario 3.2.8. Se f : M — M ¢ invertivel entdo as médias temporais de
qualquer funcdo ¢ € L*(u) para f e para f~1 coincidem em u-quase todo ponto:

n—1 n—1

1 . 1 .
lim — 7 =lim — 7 - tod to. 3.2.10
17{11nj2::0gpof 1rrlnnjz::0g00f em p-quase todo ponto ( )
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Demonstragao. O limite do lado esquerdo de (3.2.10) é a projecao ortogonal de
© no subespaco das funcdes invariantes por f !, enquanto que o limite do lado
direito é a projecao ortogonal de ¢ no subespaco das funcoes invariantes por f.
E claro que estes dois subespacos sao exatamente o mesmo. Logo os dois limites
coincidem em L2 (). O

3.2.4 Exercicios

3.2.1. Seja X = {x1,...,2,} um conjunto finito e seja ¢ : X — X uma per-
mutagao. A permutacdo o é chamada de ciclica se ela admite uma (tnica)
orbita de cardinalidade r.

1. Dada uma permutacao ciclica o e uma fungao ¢ : X — R prove que

tim 13 i) = Bl bt plan)

2. Mais geralmente, prove que para toda permutagao o e fungio ¢

n—1 p—1 T
lim. % S (ot (z) = p(x) +plo(x)) ;- (0P ()

onde p > 1 é a cardinalidade da 6rbita de =x.

3.2.2. Verifique que o Lema 3.2.5 também pode ser deduzido do teorema ergé-
dico de Birkhoff.

3.2.3. Uma fungao ¢ : Z — R é dita uniformemente quase periddica se para
cada ¢ > 0 existe L(¢) € N tal que todo intervalo {n + 1,...,n + L(¢)} no
conjunto Z tem algum elemento 7 tal que |p(k+7) —¢(k)| < € para todo k € Z.
Chamaremos 7 de um e-quase periodo de f.

(a) Prove que se ¢ é uniformemente quase periddica entao ela é limitada.
(b) Mostre que para todo € > 0 existe p > 1 tal que

(n+1)p

1
|- Z ——Z )| < 2¢ para todon > 1.
i=nptl Pim

(¢) Mostre que a sequéncia (1/n) Z?Zl »(j) converge para algum niimero real
quando n — oo.

(d) Mais geralmente, prove que lim,, (1/n) >, ¢(x + k) existe para todo z €
Z e é independente de x.

3.2.4. Prove que para Lebesgue quase todo ponto x € [0, 1], a média geométrica
dos numeros inteiros ai, ..., a,,... na expansao de x em fragao continua con-
verge para algum valor, ou seja, existe b € R tal que lim,(ajas - - -an)l/" =b.
[Observagao: Compare com o Exercicio 4.2.11.]
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3.2.5. Seja p : M — R uma fungao integravel e seja ¢ a sua média temporal,
dada pelo Teorema 3.2.3. Mostre que se ¢ € LP(u) para algum p > 1 entdo
¢ € LP(p) e vale [[[l, < [lllp- Além disso,

n—1
1 .
=~ pof
=0

converge para ¢ no espago LP(u).

3.2.6. Prove o teorema de Birkhoff para fluxos: se pu é uma probabilidade
invariante por um fluxo f e ¢ € L'(u) entdo a funcio

T
ﬂ@=ml1¢W@W

T—oo T
estd definida em p-quase todo ponto e [@du = [ du.

3.2.7. Prove que se um homeomorfismo f : M — M de um espago métrico M
$6 admite uma medida invariante u e ela é tal que u(A) > 0 para todo aberto
nao vazio A C M, entao toda érbita de f é densa em M.

3.3 Teorema ergddico subaditivo

Dizemos que uma sequéncia de fungoes ¢, : M — R é subaditiva para uma
transformacao f: M — M se

Oman < Om + oo f™ para todo m,n > 1. (3.3.1)

Exemplo 3.3.1. A sequéncia ¢, : M — R diz-se aditiva se vale a igualdade
em (3.3.1), ou seja, € Yumtn = Pm + @no [ para todo m,n > 1. Por exemplo,

toda soma temporal
n—1

en(@) = 3 p(f())

j=0

constitui uma sequéncia aditiva. E facil verificar que toda sequéncia aditiva é
desta forma, com ¢ = ¢7.

No proximo exemplo usamos a nogao de norma de uma matriz quadrada,
que ¢é definida do seguinte modo. Seja A uma matriz quadrada de dimensao
d > 2. Entao

Av
[IA]l :sup{H v ERd\{O}} (3.3.2)
Compare com a Equagao 2.3.1. Segue diretamente da definicao que a norma do
produto de duas matrizes é menor ou igual que o produto das normas dessas
matrizes:

[AB| < [lA[|B]- (3.3.3)
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Exemplo 3.3.2. Seja A : M — GL(d) uma fun¢do mensurdvel com valores
no conjunto GL(d) das matrizes quadradas invertiveis de dimensao d. Defina
¢"(x) = A(f" Hx))--- A(f(z))A(x) para todo n > 1 e z € M. Entdo a
sequéncia ¢, (z) = log||¢™(z)|| é subaditiva. De fato,

P (x) = ¢ (f™ ()™ (2)
e portanto, usando (3.3.3),
Pmn(2) =log|[¢™ (™ (x))o™ ()]
< log [|¢™ (@)|| 4+ log |™ (f™ (@)l = om (@) + on(f"(2)).
para todo m, n e x.

Lembre que, dada uma funcao ¢ : M — R representamos por o+ : M — R
a fungdo definida por ¢ (z) = max{p(z),0}.

Teorema 3.3.3 (Kingman). Seja pu uma probabilidade invariante para uma
transformacao f: M — M e seja ¢, : M — R, n > 1 uma sequéncia subaditiva
de fungées mensurdveis tal que pf € L*(u). Entdo a sequéncia (pn/n), con-
verge em pi-quase todo ponto para uma fun¢ao f-invariante ¢ : M — [—00, +00).
Além disso, o € L*(p) e

1 1
/(pd,uzlimg/gond,u:infﬁ/gand,u6 [—00, +00).

A prova do Teorema 3.3.3 que vamos apresentar é devida a Avila, Bochi [AB],
0s quais se inspiraram na demonstracao do Teorema 3.2.3 dada por Katznelson,
Weiss [KW82]. Um ponto importante é que o teorema ergédico de Birkhoff nao
é usado no argumento. Isso nos permitird obter o teorema de Birkhoff como
corolério do Teorema 3.3.3.

3.3.1 Preparacao da demonstracao

Uma sequéncia (a, ), em [—o00,+00) é dita subaditiva se vale apyrn < am + ap
para todo m,n > 1.

Lema 3.3.4. Se (an)n € uma sequéncia subaditiva entao

lim 2% = inf 2% € [~ o0, 00). (3.3.4)
n n n n
Demonstra¢do. Se a,, = —oo para algum m entao, pela subaditividade, temos
que a,, = —oo para todo n > m. Entao os dois lados de (3.3.4) sao iguais a —oo,

e portante o lema é valido neste caso. A partir daqui suporemos que a, € R
para todo n.
Seja L = inf, (an/n) € [—00, +0) e seja B qualquer nimero real maior do
que L. Entao podemos encontrar k > 1 tal que
Qg

— < B.
k<
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Para n > k, podemos escrever n = kp + ¢, onde p e ¢ sao niimeros inteiros tais
que p > 1e 1l <q<k. Entao, por subaditividade,
Qn, Sakp+aq Spak+aq Spa‘k+a7

onde o = max{a; : 1 <i < k}. Logo,

Bl

_|_

n _p

ag
n n k

Se)

Observe que pk/n converge para 1 e a/n converge para zero quando n — 00.
Portanto, uma vez que ai/k < B, temos

a
L<-"<B
n
para todo n suficientemente grande. Fazendo B — L, concluimos que

. an . 0n
lim — = L = inf —.
n n n o n

Isto completa o argumento. |
Agora seja (¢n,)n como nas hipdteses do Teorema 3.3.3. Por subaditividade,
on<@prt+piof+-+profrh

Esta relacio permanece valida quando colocamos o) e ¢ no lugar de ¢, e ;.
Logo, a hipétese de que ¢ € L'(u) implica que ¢ € L'(u) para todo n. Além
disso, a hipdtese de que (g, ), é subaditiva implica que

apn = /(pnd,u, n>1,
é uma sequéncia subaditiva em [—o00, +00). Logo, pelo Lema 3.3.4, o limite

. ap . .a
L =lim — = inf — € [~00,00).
n n n n

existe. Defina ¢_ : M — [—00,00] € ¢4 : M — [—00, 0] por

¢_(x) = liminf ﬂ(x) e i () =limsup %(x)

n n n

E claro que p_(z) < ¢ (z) para todo 2 € M. Vamos provar que

/ oodu>L> / v dp, (3.3.5)

desde que toda funcao ¢, seja limitada por baixo. Consequentemente, as duas
fungdes ¢ e ¢ coincidem em p-quase todo ponto e a sua integral é igual a L.
Desta forma o teorema ficard demonstrado neste caso, com ¢ = p_ = 4 (o fato
de que ¢ é f-invariante é provado no Exercicio 3.3.1). Ao final, removeremos a
condigao de limitacao usando um truque de truncagem.
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3.3.2 Lema fundamental

Nesta secao suporemos que p_ > —oo em todo ponto. Fixado € > 0, defina,
para cada k € N,

Ep={ze€M:¢;(x) <j(p-(x) +¢) para algum j € {1,...,k}}.

E claro que Ej C Eiy1 para todo k. Além disso, a definigdo de ¢_(z) implica
que M = Uy E). Logo u(Ey) — 1 quando k — co. Defina também

_J o (x)+e sexcE
wk(x)_{ v1(z) sexGEE.

Segue da definicao que ¥y (x) > p_(z) + € para todo € M. O passo crucial
na prova do teorema é a seguinte estimativa:

Lema 3.3.5. Para todon >k > 1 e p-quase todo x € M,

n—k—1 n—1

en(x) < Ue(f (@) + Y max{iy, o1 }( (@)
i=0 i=n—k
Demonstragio. Tome z € M tal que ¢_(z) = p_(f7(x)) para todo j > 1 (isso
vale em p-quase todo ponto; veja o Exercicio 3.3.1). Considere a sequéncia,
possivelmente finita, de nimero inteiros

mo<ni<mi<no<ms<... (3.3.6)

definida indutivamente da seguinte forma (veja também a Figura 3.1).

E;, A I D E; | E;;
= Y " L ] 0
mo ny n my n
E; N ) E; B |
» PY [ ° ] ® O
mo ny mi ny my ni+1 n

Figura 3.1: Decomposigao da trajetoria de um ponto

Defina mo = 0. Seja n; o menor inteiro maior ou igual a mj_; tal que
fM(x) € Ej (caso exista). Entdo, pela definicdo de Ej, existe m; tal que
1<m;—n;<ke

sy (F9 () < (mj — ) (- (f7 (x)) + ). (3.3.7)
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Isto completa a defini¢ao da sequéncia (3.3.6). Agora, dado n >k, sejal >0 o
maior nimero inteiro tal que m; < n. Pela subaditividade,

nj—l

Prymrmy 2 (7 @) <Y @i(fi(w)

7;:?7ij1

para todo j =1,...,1 tal que m;_1 # n;, ¢ analogamente para @, (f"(x)).
Assim,

l
on(@) <3 @1(f1(2)) + D Py, (F (@) (3.3.8)
iel j=1

onde I = Ul_,[mj_1,n;) U[my,n). Observe que

e1(f'(x)) = r(f'(x)) paratodo i€ U\  [mj_1,n;)U [my, min{ni1,n}),

ja que fi(z) € E{ em todos esses casos. Além disso, como ¢p_ é constante em
Orbitas (veja o Exercicio 3.3.1) e ¢, > ¢_ + ¢, a relacao (3.3.7) nos dd que

mj—1 mj—1
Gmy—ny (7)) < D (o (f1 @) +2) < Y (' (@)
para todo j =1,...,l. Deste modo, usando (3.3.8), concluimos que
min{n;y1,n}—1 , n—1 ,
en(r) < > (@) + Y e(fi(@)
i=0 i=nyiq
Como ny41 > n — k, o lema esta provado. O

3.3.3 Estimativa da funcao ¢_
Na diregao de provar (3.3.5), nesta se¢ao vamos provar o seguinte lema:

Lema 3.3.6. [¢o_du=1L

Demonstragao. Suponha, por um instante, que ¢, /n estd uniformemente limi-
tado por baixo, ou seja, que existe x > 0 tal que ¢, /n > —k para todo n. Apli-
cando o lema de Fatou (Teorema A.2.10) & sequéncia de fung¢oes nao-negativas
©n/n + K, obtemos que ¢_ ¢é integrdvel e

/(p_d,uglim/ﬁd,u:L.
n n

Para provar a outra desigualdade, observe que o Lema 3.3.5 implica que

1 —k k
ﬁ/%pn dp < nT/wk dp+ E/max{lﬂk,s@l}d,u. (3.3.9)
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Note que max{¢y, p1} < max{p_+e, o]} e que esta tltima funcio é integravel.
Portanto, o limsup da tltima parcela em (3.3.9) quando n — oo é menor ou
igual que zero. Entao, fazendo n — oo obtemos que L < [ 4y du para todo k.
Logo, fazendo k — oo, concluimos que

LS/cp,du—ks.

Finalmente, fazendo ¢ — 0 obtemos que L < [ ¢_ du. Isto prova o lema quando
©n/n estd uniformemente limitado por baixo.
Agora resta remover essa hipdtese. Defina, para cada x > 0,

o =max{pn, —kn} e % =max{p_,—x}.

A sequéncia (¢f), satisfaz as hip6teses do Teorema 3.3.3, ou seja, ela é suba-
ditiva e a parte positiva de ¢f ¢ integravel. Além disso, ¢® = liminf, (¢% /n).
Entao, o argumento do pardgrafo anterior mostra que

1
/go’i dp = inf - /cpfl dp. (3.3.10)

Pelo teorema da convergéncia mondtona (Teorema A.2.9), também temos que

/cpn du:inf/gpz dp e /ga, du:inf/ga’i du. (3.3.11)

Combinando as relagoes (3.3.10) e (3.3.11), obtemos que

1 1
/(p_d,u:inf/ga'i:infinf—/(pfl’d,u:inf—/gpnd,u:L.
K kK nn n n

Isto completa a demonstracao do lema. O

3.3.4 Majoragao da funcgao ¢,

Para completar a prova de (3.3.5), vamos mostrar que [ ¢4 du < L desde que
inf,, ¢, seja finito para todo n. Comecamos por provar o seguinte resultado
auxiliar:

Lema 3.3.7. Para todo k fizado,

lim sup Pn _ klim sup &.
n n n n

Demonstragao. A desigualdade < é clara, uma vez que @y, /kn é subsequéncia
de ¢, /n. Para mostrar a desigualdade contraria, escrevemos n = kg, + r,, com
rn € {1,...,k}. Pela subaditividade,

Sﬁn S spkqn + Sﬁrn © fkqn S SOan + 17[} o fkqn
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onde ¢ = max{p},..., ¢} }. Observe que n/g, — k quando n — oo. Além
disso, como ¥ € L'(u), podemos usar o Lema 3.2.5 para ver que v o f*/n
converge para zero em pu-quase todo ponto. Assim, dividindo a relacao anterior
por n e tomando o lim sup quando n — oo ndés obtemos que

1 1 1 1 1
limsup —¢,, < limsup —g,, + limsup — o fkq“ = — limsup — g,
n n n n n n k q q

como afirmado no lema. O
Lema 3.3.8. Suponha que inf, @, > —oco para todo n. Entdo fg0+ dp < L.

Demonstragio. Para cada k fixado e n > 1, considere 0,, = — Z;:_()l @ o fIk.
Observe que

/Hn dp = —n/cpk dp para todo n, (3.3.12)

uma vez que f¥ preserva a medida . Como a sequéncia (¢,), ¢ subaditiva,
0, < —pin para todo n. Logo, usando o Lema 3.3.7,

0
f_ =liminf = < —limsup Phn_ —klim sup L —koy
n n n n n n

e, portanto,

/0_ dp < —k/gp+ dps. (3.3.13)

Observe também que a sequéncia (6,,), é aditiva: 0,1, = O + 0, 0 f¥™ para
todo m, n > 1. Como #; = —pj, é majorada por — inf ¢, também temos que a
fungdo 0} é limitada e, por consequéncia, integravel. Assim, podemos aplicar o
Lema 3.3.6, juntamente com a igualdade (3.3.12), para concluir que

/9, dp = liminf/ On dp = —/apk dp. (3.3.14)
n n

Juntando as relagoes (3.3.13) e (3.3.14) obtemos que

1
/w+du§E/wkdu~

Finalmente, tomando o infimo sobre k obtemos que [ ¢4 du < L. O

Os Lemas 3.3.6 e 3.3.8 provam a relagao (3.3.5) e, portanto, o Teorema 3.3.3
quando inf ¢} > —oo para todo k. No caso geral, defina

¢ = max{pn, —kn} e ¢ =max{p_, -k} e ¢f =max{p;,—x}

para cada constante k£ > 0. Os argumentos anteriores podem ser aplicados a
sequéncia (¢};), para todo k£ > 0 fixado. Portanto, ¢ = ¢* em p-quase todo
ponto para todo £ > 0. Como ¢ — ¢_ e ¢ — ¢4 quando kK — o0, segue que
Y_ = @4+ em p-quase todo ponto. A prova do Teorema 3.3.3 esta completa.
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3.3.5 Expoentes de Lyapunov

Como observamos anteriormente, toda sequéncia de somas orbitais
n—1
on=1_pofl, n>1
j=0

é aditiva e, em particular, subaditiva. Portanto, o teorema ergédico de Birkhoff
(Teorema 3.2.3) é um caso particular do Teorema 3.3.3.

Outra consequéncia importante do teorema ergddico subaditivo é o teorema
de Furstenberg-Kesten, que enunciamos a seguir.

Seja f : M — M uma transformagdo mensuravel e seja p uma probabilidade
invariante. Seja 6 : M — GL(d) uma fun¢ao mensurével com valores no conjunto
GL(d) das matrizes quadradas invertiveis de dimenséao d. Seja §~!: M — GL(d)
a funcdo definida por #~!(z) = matriz inversa de §(x). O cociclo definido por @
é a sequéncia de fungoes

¢"(x) = 0(f" (@) - 0(f(2)0(z) e ¢ "(x)= inversade ¢"(f"(z))
para todon > 1 e x € M. Deixamos ao cuidado do leitor verificar que

" () = ¢"(f™(x)) - ™ (x) para todo m,n € Z e todo x € M. (3.3.15)
Alids, é por esta razao que a sequéncia (¢™),, é chamada de cociclo.

Teorema 3.3.9 (Furstenberg-Kesten). Se log™ || € L'(u) entdo
1 n
Amax(2) = lim — log [|¢" ()]

existe em pi-quase todo ponto. Além disso, AL, € L' (u) e

1 n el n
/Amaxdu=11315/10gll¢ IIdu=1gf5/10gH¢’lldu
Selog™ |07 € L' () entdo
. 1 n
Amin (@) = lim ——log [|¢™" ()]
existe em pi-quase todo ponto. Além disso, Amin € L*(p) e
: 1 —-n 1 —-n
Amin dpg = lim —— [ log||¢™"|| du = sup —— [ log||¢™"|| dp.
Para deduzir este resultado do Teorema 3.3.3 basta observar que as sequén-

cias

o () =logll¢" (@) e @i (z) =log o™ (2]

sao subaditivas (lembre do Exemplo 3.3.2).
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O teorema ergddico multiplicativo de Oseledets, que vamos enunciar a seguir,
refina muito a conclusao do teorema de Furstenberg-Kesten. Ele afirma que, nas
mesmas condicoes do Teorema 3.3.9, para p-quase todo x € M existe um nimero
inteiro positivo k = k(z) e existem numeros reais Aj(z) > --- > Ag(x) e uma
filtragao

RY=V}!>...>VF> V! = {0} (3.3.16)

tal que, para todo ¢ € {1,...,k} e para u-quase todo = € M,
(al) k(f(z)) = k(z) e X\i(f(2)) = Ni(2) e O(x) - Vi =V} ,;

1 ) .
(b1) lim — log ||¢™ (x)v| = Xi(z) para todo v € VI \ Vit1;
n on

k
1 . )
(c1) lim - log | det ¢" (z)| = E d;(z)\;i(z), onde d;(z) = dim V! — dim V1.

i=1

Além disso, os ntimeros k(z) e Ai(z),...,\x(z) e os subespacos V..., VF
dependem mensuravelmente do ponto z.

Os nimeros A;(z) sdo chamados expoentes de Lyapunov de 0 relativamente a
f no ponto z. Eles satisfazem \; = Apnax € Ag = Amin. Por esta razao, também
chamamos Apax (%) € Amin(2) de expoentes de Laypunov extremais no ponto x.
Cada d;(x) é chamado multiplicidade do expoente de Lyapunov \;(x).

Quando f é invertivel, supondo também que log™ |0~ € L'(u), é possivel
obter uma conclusdo mais forte: no lugar da filtracao (3.3.16) obtemos uma
decomposicao

Ri=E!® - @ EF (3.3.17)

tal que, para todo i =1,...,k,

(a2) O(x) - Bi = Ei

tay e Va = Vit @ By

1 )
(b2) lirin —log||¢" (z)v] = Ai(x) para todo v € E? diferente de zero;
— oo N

n

n—-+4oo

k
(c2) lim 1 log | det ¢™(x)| = Z d;(z)\;i (z), onde d;(z) = dim E.
n
i=1

As expressoes (3.3.16) e (3.3.17) estdo relacionadas por V;! = Ei @ VTl Em
particular, dim E? = dim V;/ — dim V*!.

3.3.6 Exercicios

3.3.1. Dada uma sequéncia subaditiva (¢, ), com @f S Ll(,u), mostre que as
fungoes
.. ©®n . ©®n
p_ =liminf — e ¢4 =limsup —
n n n n
s@o f-invariantes, isto é, p_(z) = p_ o f(x) e p4(x) = w4 o f(x) para p-quase
todo x € M.
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3.3.2. Enuncie e prove o teorema ergddico subaditivo para fluxos.

3.3.3. Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C'! numa variedade com-
pacta, preservando a medida de Lebesgue. Verifique que

k()

Z di(z)X\i(x) =0 em p-quase todo ponto z € M

i=1
onde \;(z), i = 1,...,k(x) sdo os expoentes de Lyapunov de D f no ponto x e
di(z), i=1,...,k(x) s@o as respectivas multiplicidades.

3.3.4. Chamamos constante temporal de uma sequéncia subaditiva de fungoes

(¢n)n ao limite
1
lim — / ©n dp.
non

Supondo que o limite existe e é finito, mostre que podemos escrever ¢,, = ¥, +vn
para cada n, de tal forma que (v,), é uma sequéncia aditiva e (y,), é uma
sequéncia subaditiva com constante temporal igual a zero.

3.3.5. Nas condigoes do teorema de Furstenberg-Kesten, mostre que a sequén-
cia ¥, = (1/n)log||¢™|| é uniformemente integrdvel, no seguinte sentido: para
todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

wk)<ds = / Y dp < € para todo n.
E

3.3.6. Nas condigoes do teorema de Furstenberg-Kesten, para cada k > 1, seja
U}, a média temporal de 1, relativamente a f¥. Mostre que Apax(z) < Ui (z)
para todo k e p-quase todo z. Usando o Exercicio 3.3.5, mostre que para todo
p > 0 e p-quase todo x existe k tal que Wi (x) < Apax(z) + p.

3.4 Tempo discreto e tempo continuo

A maior parte do tempo focamos a nossa apresentacao no contexto dos sistemas
dinamicos com tempo discreto. No entanto, quase tudo que foi dito até aqui se
estende, de forma mais ou menos direta, para sistemas com tempo continuo. A
razao das duas teorias serem tao semelhantes é que é possivel relacionar sistemas
de um tipo com sistemas do outro tipo, por meio de certas construgoes que
vamos apresentar a seguir. Por simplicidade, nos ateremos ao caso de sistemas
invertiveis.

3.4.1 Fluxos suspensao

A nossa primeira construcao associa a cada transformacao invertivel f : M — M
e cada fungao mensurdvel 7 : M — (0, 00) um fluxo g* : N — N, ¢t € R chamado
suspensao de f com tempo de retorno T, cujas propriedades de recorréncia estao



38 CAPITULO 3. TEOREMAS ERGODICOS

diretamente ligadas as propriedades da transformacao f. Em particular, a cada
medida g invariante por f vamos associar uma medida v invariante pelo fluxo.
Na construgao suporemos que a funcao 7 é tal que, para todo x € M,

S (@) =Y m(f 7 (2) = +oo. (3.4.1)

Jj=1 Jj=1

Esse é o caso, por exemplo, se 7 estiver afastada de zero.
O primeiro passo é construir o dominio N do fluxo suspensao. Consideremos
a transformagao F : M x R — M x R dada por F(x,s) = (f(x),s — 7(x)).
Observe que F é invertivel. Seja ~ a relagao de equivaléncia definida em M x R
por
(x,s) ~(Z,5) <« existe n € Z tal que F"(z,s) = (T, 5).

Denotamos por N o conjunto das classes de equivaléncia desta relacao e por
m: M xR — N a projecao canonica que associa a cada (z,s) € M x R a sua
classe de equivaléncia.

Agora considere o fluxo G* : M x R — M x R dado por G*(x,s) = (x,s+1).
E imediato que Gt o F = F o G* para todo ¢ € R. Isto garante que G, t € R
induz um fluxo g%, ¢+ € R no espaco quociente N, dado por

g'(n(x,s)) = 7(G'(x,s)) paratodox € M e s,tcR. (3.4.2)
De fato, se w(x,s) = n(Z, 5) entdo existe n € Z tal que F"(x,s) = (&, §). Logo,
G'(%,5) = G' o F™(x,8) = F™ o G'(x, 5)

e, portanto, 7(G*(x,s)) = 7(G*(%,5)). Isto mostra que o fluxo gt, t € R estd
realmente bem definido.

Para compreender melhor como este fluxo se relaciona com a transformacgao
f, precisamos apresentar a construgao de um ponto de vista mais concreto.
Consideremos o dominio D = {(z,s) € M xR : 0 < s < 7(z)}. Afirmamos
que D é um dominio fundamental para a relacao de equivaléncia ~, ou seja,
ele contém exatamente um representante de cada classe de equivaléncia. A
unicidade do representante é imediata: basta observar que se (z,s) € D entao
F"(x,s) = (zp,Sn) com s, < 0 para todo n > 0 e s, > 7(f"(x)) para todo
n > 0. Para provar a existéncia, precisamos da condi¢do (3.4.1): ela garante
que os iterados (x,, s,) = F"(x,s) de qualquer (z, s) satisfazem

lim s, =-00 e lim s, = 4o0;
n—-4o0o n——oo

tomando n méximo tal que s,, > 0, temos que (z,,s,) € D. Desta forma, fica
provada a nossa afirmacao, a qual significa que a restricao da projecao m ao
dominio D é uma bijecao sobre N. Portanto, podemos identificar N com D e,
em particular, podemos considerar g*, t+ € R como um fluxo em D.

Da mesma forma, podemos identificar M com o subconjunto ¥ = (M x {0})
de N. Observando que

9" (n(,0)) = n(z,7(z)) = n(f(2),0) (3.4.3)
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vemos que, com esta identificacao, a transformacao f : M — M corresponde
a transformacao de primeiro retorno (ou transformagao de Poincaré) do fluxo
suspensao a X. Veja a Figura 3.2.

Figura 3.2: Fluxo suspensao

Agora seja p uma medida em M invariante por f. Denotemos por ds a
medida de Lebesgue na reta R. E claro que a medida (infinita) zx ds é invariante
pelo fluxo G*, t € R. Além disso, ela é invariante pela transformacao F, uma
vez que p é invariante por f. Chamamos suspensdo de p com tempo de retorno
7 a medida v definida em N por

v=m(uxds| D). (3.4.4)

Em outras palavras, v é a medida dada por

[ = [auta) | " e ) ds

para cada fungdo mensuravel limitada ¢ : N — (0, 00). Em particular,

V(N):/my:/m) du(z) (3.4.5)

é finito se, e somente se, a funcao 7 é integravel para p.
Proposicao 3.4.1. O fluzo g*, t € R preserva a medida v.

Demonstragdo. Fixemos t € R. Dado qualquer conjunto mensuravel B C N,
seja B = 771 (B)N D. Pela definicao de v, temos que v(B) = (1 x ds)(B). Para
cada n € 7 seja B, o conjunto dos (z, s) € B tais que G~*(x,s) € F*(D) e seja
B,, = n(B,). Como D é um dominio fundamental, {B,, : n € Z} é uma particao
de B e {By, : n € Z} é uma particao de B. Além disso, B, = 7 YB,)ND e,
portanto, v(By) = (i x ds)(By) para todo n. A defini¢io do fluxo suspensao
da que

7 g7 (Bn)) = G (x 7 (Bn) = G| F¥(Bn) = | F¥(G'(By)).

kEZ kEZ
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Observando que F~"(G~*(B,,)) C D, concluimos que
V(g7 (Bn)) = (nx ds)(m~ (97" (Bn)) N D) = (u x ds)(F~"(G~"(By)))-

Como a medida p x ds € invariante por F' e por G?, a tltima expressao ¢ igual
a (u x ds)(By,). Portanto,

v(g™ (B) =) _vlg~(Ba)) = (1 x ds)(Ba) = (u x ds)(B) = v(B).

nez ne”z

Isto prova que v é invariante pelo fluxo gf, ¢t € R. O

No Exercicio 3.4.2 convidamos o leitor a relacionar as propriedades de re-
corréncia dos sistemas (f, 1) e (¢¢,v).

3.4.2 Transformacgoes de Poincaré

A seguir, apresentamos uma espécie de inversa da construcao descrita na segao
anterior. Seja g : N — N, t € R um fluxo mensuravel e seja v uma medida
invariante. Seja ¥ C N uma secdo transversal do fluxo, ou seja, um subconjunto
de N tal que para todo x € 3 existe 7(z) € (0,00] tal que g'(z) ¢ 3 para todo
t € (0,7(z)) e g7®)(z) € ¥ sempre que 7(z) for finito. Chamamos 7(z) de
tempo de primeiro retorno de x a Y. O nosso objetivo é construir, a partir
de v, uma medida p invariante para a transformacao de primeiro retorno (ou
transformagao de Poincaré)

ffred ir(z) <o} =%, f(z)= gT(I)(az).

Observe que esta transformacao é injetiva.

Para cada p > 0, denotamos £, = {z € £ : 7(x) > p}. Dados A C &,
e § € (0,p], denotamos As = {g'(z) : x € Ae0 < t < §}. Observe que a
aplicagdo (z,t) — g'(z) é uma bijecio de A x [0,6) em As. Suporemos que X
estd munida de uma o-algebra de subconjuntos mensurdveis para a qual:

1. a funcdo T e as transformacoes f e f~! sdo mensuraveis;
2. se A C ¥, é mensurdvel entdo As C N é mensurdvel, para todo 6 € (0, p|.

Lema 3.4.2. Seja A um subconjunto mensurdvel de 3, para algum p > 0.
Entao, a fungao 0 — v(As)/d € constante no intervalo (0, p].

Demonstragio. Considere qualquer § € (0, p] e qualquer [ > 1. E claro que

-1
As = U 9" (Asp)

i=0
e esta unido é disjunta. Usando que v ¢ invariante pelo fluxo ¢¢, t € R,
concluimos que v(A;) = lv(A;);) para todo § € (0,p] e todo I > 1. Entao,
v(Ays) = rv(As) para todo d§ € (0, p] e todo nimero racional € (0,1). Usando
que os dois lados desta relagao variam monotonamente com r, concluimos que
a igualdade permanece valida para todo ntimero real r € (0,1). Isso implica a
conclusao do lema. O
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Dado qualquer subconjunto mensuravel A de X,, p > 0, definimos

A
u(A) = 1/(56) para qualquer ¢ € (0, p]. (3.4.6)

Em seguida, dado qualquer subconjunto mensuravel A de X, definimos

wA) = Sl;p r(ANXE,). (3.4.7)

Veja a Figura 3.3. Deixamos ao cuidado do leitor verificar que p é uma medida
em Y. Nos a chamaremos de transporte de v pelo fluxo através de X.

b
(A)s

As

A

Figura 3.3: Medida transporte através de uma secao transversal

Proposicao 3.4.3. Suponhamos que a medida v € finita. Entao a medida p
em % € invariante pela transformacao de Poincaré f.

Demonstragdo. Comegamos por observar que a transformagao f é essencial-
mente sobrejetiva: o complementar da imagem f(X) tem medida nula. De fato,
suponha que existe um conjunto E com u(E) > 0 contido em X\ f(X). Nao é
restri¢do supor que £ C ¥, para algum p > 0. Entdo, v(E,) > 0. Como v é
finita, por hipdtese, podemos aplicar o teorema de recorréncia de Poincaré ao
fluxo g7*, t € R. Obtemos que existe z € E, tal que g~*(z) € E, para valores
de s > 0 arbitrariamente grandes. Por definicio, z = ¢g*(y) para algum y € E
e algum t € (0,p]. Por construgao, a trajetéria passada de y intersecta X e,
portanto, existe € ¥ tal que f(z) = y. Isto contradiz a escolha de E. Logo a
nossa afirmacao esta provada.

Dado um conjunto mensurdvel B C 3, denotemos A = f~(B). Além disso,
dado € > 0, consideremos uma particao enumeravel de B em subconjuntos
mensuraveis B’ satisfazendo as seguintes condicdes: para cada i existe p; > 0
tal que

1. Bi e A® = f71(B?) estdo contidos em %, ;

2. sup(t | AY) —inf(7 | A%) < ep;.
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Em seguida, escolha t; < inf(7 | A%) < sup(7 | A%) < s; tais que s; — t; < ep;.
Fixe §; = p;/2. Entao, usando o fato de que f é essencialmente sobrejetiva,
gti (AZS1) ) Bgif(sifti) € gSi (AZL) C Bgr‘r(sifti)'
Logo, usando a hipétese de que v é invariante,
v(A45,) = v(g"(45,)) > v(Bj,_(5,—t,)
v(A5,) = (g™ (A5,)) S v(B5, 1 (s,—1,))-
Dividindo por §; obtemos que

; (5i — ti)
pA) 21— ——
(si — ti)

1)

Finalmente, somando sobre todos os valores de 7, concluimos que

(1= 2)(A) < pu(B) < (1+22)u(A).

W(B) > (1 = 2¢)u(B")

p(A) <1+ w(BY) < (1+2e)u(BY).

Como € é arbitrario, isto prova que a medida v é invariante por f. O

3.4.3 Exercicios
3.4.1. Verifique que a funcao p definida em (3.4.6)-(3.4.7) é de fato uma medida.

3.4.2. No contexto da Secao 3.4.1, suponha que M é um espaco topoldgico e
que f: M — M et : M — (0,00) sao continuas. Seja ¢g' : N — N o fluxo
suspensao e seja v a suspensao de uma medida boreliana p invariante por f.

(a) Mostre que se x € M é recorrente para a transformacao f entao w(z,s) €
N é recorrente para o fluxo ¢?, qualquer que seja s € R.

(b) Mostre que m(x,s) € N é recorrente para o fluxo ¢*, para algum s € R,
entdo x € M é recorrente para f.

(¢) Conclua que o conjunto dos pontos recorrentes de f tem medida total para
1t se, e somente se, o conjunto dos pontos recorrentes de g%, t € R tem
medida total para v. Em particular, isto acontece se pelo menos uma das
medidas p ou v é finita.

3.4.3. Seja g : N — N, t € R o fluxo definido por um campo de vetores
X de classe C! numa variedade riemanniana compacta N. Suponha que este
fluxo preserva a medida de volume v associada a métrica riemanniana. Seja X
uma hipersuperficie de N transversal a X e seja vy a medida de volume em
Y associada a restrigdo da métrica riemanniana. Defina ¢ : ¥ — (0, 00) por
#(y) = |X(y) - n(y)|, onde n(-) é um campo de vetores unitario ortogonal a
3. Mostre que a medida n = ¢y, é invariante pela transformagao de Poincaré
f 2 — ¥ do fluxo. De fato, n coincide com o transporte de v pelo fluxo através
de X.
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3.4.4. A seguinte construgdo tem um papel relevante na teoria de intercambios
de intervalos. Seja N C ]Ri o conjunto das 4-uplas (A1, Ag, h1, he) de nimeros
reais positivos, munido da medida de volume usual 7 = dA\;dAadhdhs. Defina

X ~ B ()\1—)\2,>\2,h1,h1+h2) se A1 > Ao
FN—)N, F()\17>\27h17h2)_{ ()\1,A2_)\1,h1+h2,h2) se/\1</\2
(F nao estd definida quando A\; = A2.) Seja N o quociente de A]\Af pela relacao de
equivaléncia z ~ Z & F™(z) = Z para algum n € Z e seja 7w : N — N a projegao
canonica. Defina

G':N = N,teR, G'A1, Ao, hi,ha) = (e'A1,efAg, e thy, e thy).

Seja a : N — (0, 00) o funcional dado por (A1, A2, hi, he) = A1hy + Aghso. Para
cada ¢ > 0, seja N, o subconjunto dos = € N tais que a(x) = ¢, seja . a medida
de volume definida em N, pela restricao da métrica Riemanniana de Ri e seja
fie = o/ | grad .

(a) Mostre que F preserva o funcional a e, portanto, existe um funcional
a: N — (0,00) tal que aom = a. Mostre que G comuta com F e preserva
a. Logo, (G'); induz um fluxo (g*); no espaco quociente N, o qual preserva
o funcional a. Justifique que F' e (G'); preservam o e 7). para todo c.

(b) Verifique que D = {(A1, A2, h1,h2) : A1 + A2 > 1 > max{A;, \a} é um
dominio fundamental para ~. Considere a medida v = 7. (¢ | D) em N.
Justifique que a definigao nao depende da escolha do dominio fundamental
e mostre que v é invariante pelo fluxo (¢%);. A medida v ¢é finita?

(c) Verifique que ¥ = 7({(A1, A2, h1,ha) : A1 + A2 = 1}) é uma secao trans-
versal para (g*);. Calcule a transformacao de Poincaré f : ¥ — ¥ e a
respectiva fungdo tempo de primeiro retorno 7. Calcule a medida trans-
porte u de v pelo fluxo (g*); através de X. A medida p é finita?

(d) Para cada ¢ > 0, seja N, = 7(N.) e e = mi (e N D). Mostre que N, e 7,
sdo invariantes por (gt)¢, para todo ¢ > 0. Verifique que 7.(N.) < oo para
todo ¢. Conclua que v-quase todo ponto é recorrente pelo fluxo (g*);.
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Capitulo 4

Ergodicidade

Os teoremas apresentados no capitulo anterior dao plena justificativa a primeira
parte da hip6tese ergédica de Boltzmann: o tempo médio de visita 7(E,z) a
um dado conjunto mensuravel F estd bem definido para quase todo ponto .
A segunda parte da hipétese ergddica, isto €, que o tempo médio de visita seja
igual & medida de E para quase todo ponto x, é um enunciado de natureza
diferente e serd o tema do presente capitulo.

Ao longo do capitulo sempre suporemos que p é uma medida de probabi-
lidade invariante por uma transformacao mensuravel f : M — M. Diremos
que o sistema (f, 1) é ergddico se, dado qualquer conjunto mensurdvel F, temos
T(E,z) = p(F) para u-quase todo ponto x € M. Vamos ver que isto equivale
a dizer que o sistema é dinamicamente indivisivel, no sentido de que qualquer
conjunto invariante tem medida nula ou medida total. Outras formulagoes equi-
valentes da propriedade de ergodicidade serao discutidas na Secao 4.1. Uma de-
las é que médias temporais coincidem com médias espaciais: para toda fungao
integravel o,

n—1
1 .
lim — E o(f(x)) = /(pdu em quase todo ponto.
non
J=0

Nas Segao 4.2 apresentaremos, por meio de exemplos, diversas técnicas para
provar ou desprovar ergodicidade. A maioria sera reutilizada posteriormente,
em situagoes mais complexas. Em seguida adotaremos o seguinte ponto de vista:
fixamos o sistema dinamico e analisamos as propriedades das medidas ergddicas
dentro do espago de todas as medidas invariantes desse sistema dinamico. Como
veremos na Secao 4.3, as medidas ergddicas sao precisamente os elementos ex-
tremais desse espaco.

Na Segao 4.4 daremos um beve esbogo do desenvolvimento histérico da te-
oria, no ambito dos sistemas conservativos. Os principais marcos sdo a teoria
KAM, assim denominada em homenagem a Andrey Kolmogorov, Vladimir Ar-
nold e Jiirgen Moser, e a dinamica hiperbdlica, iniciada por Steven Smale, Dmi-
try Anosov, Yakov Sinai e seus colaboradores. As duas teorias lidam com tipos

95
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distintos de comportamento dinamico, elitico e hiperbdlico, e obtém conclusoes
opostas: em linhas gerais, sistemas hiperbdlicos sao ergddicos mas sistemas
eliticos nao sao.

4.1 Sistemas ergodicos

Conforme dissemos, a medida p diz-se ergddica para f (ou f diz-se ergddica
relativamente a u) se o tempo médio de visita a qualquer conjunto mensurével
coincide, em p-quase todo ponto, com a medida desse conjunto. Nas duas
subsegoes a seguir estudaremos diversas propriedades equivalentes a esta.

4.1.1 Conjuntos e fungoes invariantes

Dizemos que uma funcao mensuravel ¢ : M — R é invariante se p = o f
em p-quase todo ponto. Ou seja, a menos de um conjunto com medida nula,
a funcao é constante em toda trajetoria de f. Além disso, dizemos que um
conjunto mensuravel B C M ¢é invariante se a sua fungao caracteristica Xp é
uma funcao invariante. Em outras palavras, B é invariante se ele difere da sua
pré-imagem f~!(B) por um conjunto de medida nula:

W(BAF(B)) = 0.

Veja no Exercicio 1.1.4 formulagoes equivalentes desta propriedade. E facil
verificar que a familia de todos os conjuntos invariantes é uma o-algebra, isto
é, ela é fechada para o complementar e para unioes e intersecoes enumeraveis.

Exemplo 4.1.1. Seja f a expansao decimal, introduzida na Secao 1.3.1, e seja
i a medida de Lebesgue. Claramente, o conjunto A = Q N [0, 1] dos nidmeros
racionais é invariante. Outro exemplo interessante é o conjunto dos pontos
x = 0,apa1... em [0,1] tais que a proporgao de digitos a; com cada valor
k €{0,...,9} é prescrita. Ou seja, dado qualquer vetor p = (po, ..., po) tal que
p; > 0 para todo i e ), p; = 1, defina

1
Ay ={z:lim—-#{0<i<n—-1:a;, =k} =p, parak =0,...,9}.
non

Para ver que A, é invariante, observe que se z = 0,apa; ... entdo todo ponto
y € f~'(z) se escreve na forma y = 0,baga; ... para algum b € {0,...,9}. B
claro que o digito extra b nao muda a frequéncia dos diversos valores 0, ..., 9
na expansao decimal. Portanto y € A, se, e somente se, z € A,.

Exemplo 4.1.2. Seja ¢ : [0,1] — R uma fungdo em L!(u). De acordo com o
teorema ergddico de Birkhoff (Teorema 3.2.3), a sua média temporal @ é uma
fungao invariante. Entao, todo conjunto de nivel

B. = {Z‘ € [07 1]795(1‘) = C},

é invariante. Observe também que toda funcao invariante é desta forma: é facil
ver que se ¢ é invariante entao ela coincide em p-quase todo ponto com a sua
média temporal ¢.
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A seguinte proposicao coleta diversas maneiras equivalentes de definir ergo-
dicidade. Dizemos que uma fungao ¢ é constante em p-quase todo ponto se
existe ¢ € R tal que p(x) = ¢ para p-quase todo x € M.

Proposigao 4.1.3. Seja p uma probabilidade invariante de uma transformagao
mensuravel f: M — M. As sequintes condigcoes sao equivalentes:

(a) Para todo conjunto mensurdvel B C M tem-se 7(B,x) = p(B) para ji-
quase todo ponto.

(b) Para todo conjunto mensurdvel B C M a fungdo 7(B,-) € constante em
u-quase todo ponto.

(¢) Para toda fungdo integrdvel ¢ : M — R tem-se ¢(z) = [pdp para u-
quase todo ponto.

(d) Para toda funcao integrdvel o : M — R a média temporal ¢ : M — R é
constante em [1-quase todo ponto.

(e) Para toda func¢ao integrdvel invariante 1 : M — R tem-se ¢(z) = [ du
para p-quase todo ponto.

(f) Toda fungao integrdavel invariante v : M — R € constante em p-quase
todo ponto.

(9) Para todo subconjunto invariante A tem-se p(A) =0 ou pu(A) = 1.

Demonstracio. E imediato que (a) implica (b), que (c) implica (d) e que (e)
implica (f). Também é claro que (e) implica (¢) e (f) implica (d), porque a média
temporal é uma fungao invariante (lembre da Proposi¢ao 3.2.4). Analogamente,
(c) implica (a) e (d) implica (b), porque o tempo médio de visita é uma média
temporal (da fungao caracteristica de B). Agora basta provar as seguintes
implicacoes:

(b) implica (g): Seja A um conjunto invariante. Entao 7(A,z) = 1 para
p-quase todo z € A e 7(A,xz) = 0 para p-quase todo x € A°. Como 7(4,-) é
constante em p-quase todo ponto, por hipdtese, segue que pu(A) = 0ou pu(A4) = 1.

(g) implica (e): Seja 1 uma funcao integrével invariante. Entao todo con-
junto

B.={xeM:¢()<c}

é invariante. Logo, a hipétese implica que p(B.) € {0,1} para todo ¢ € R.
Como ¢ — u(B.) é nao -decrescente, segue que existe ¢ € R tal que u(B.) =0
para todo ¢ < ¢ e u(B.) = 1 para todo ¢ > ¢. Entdo ¢ = ¢ em p-quase todo
ponto. Logo, [ du = ¢ e, portanto, 1 = [ ¢ du em p-quase todo ponto. [l

4.1.2 Caracterizacao espectral

A préxima proposicao caracteriza a propriedade de ergodicidade por meio do
operador de Koopman Us(p) = ¢ o f:
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Proposigao 4.1.4. Seja p uma probabilidade invariante de uma transformag¢ao
mensuravel f : M — M. As sequintes condi¢des sao equivalentes:

(a) (f,u) € ergddico.

(b) Para qualquer par de conjuntos mensurdveis A e B vale

1y »

lim— 3™ (/79 (4) N B) = u(A)u(B). (4.1.1)
(¢) Para quaisquer funcoes ¢ € LP(u) e € LY (u), com 1/p+1/q=1, vale

lim — Z/ Ty dp = /gpdﬂ/lpdu. (4.1.2)

Demonstragio. E claro que (c) implica (b): basta tomar ¢ = X4 e ¢ = Xp.
Para mostrar que (b) implica (a), suponha que A é um conjunto invariante.
Tomando A = B na hipétese (b), obtemos que

_hglnzu A)NA) = (A2

Isto implica que pu(A) =0 ou u(4) = 1.
Agora resta provar que (a) implica (c). Considere ¢ € LP(u) e ¢ € L(p).
Por ergodicidade e pelo teorema ergédico de Birkhoff (Teorema 3.2.3) temos que

n—1

1 .

o E U}(p—)/gpdu (4.1.3)
J=0

em p-quase todo ponto. Inicialmente, suponha que |p| < k para algum k > 1.
Entao, para todo n € N,

Z Jo)v| < kly.

Logo, como k|| € L*(u), podemos usar o teorema da convergéncia dominada
(Teorema A.2.11) para concluir que

/ Z ¢¢du—>/wdu/wdu

Isto prova a afirmgao (4.1.2) quando ¢ é limitada. Falta remover esta tltima
condic¢ao. Dado qualquer ¢ € LP(u) e dado k > 1, defina

k se p(x) >k

pr(z) = w(z) sep(x) € [~k K]
-k se p(r) < —k.
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Fixemos ¢ > 0. Pelo argumento anterior, para todo k > 1 vale que

1n71 )
(=) Uppr)du— [ ordp | Ydu| <e (4.1.4)

se n é suficientemente grande (dependendo de k). Em seguida, observe que
ller — ¢llp — 0 quando k — co. Logo, usando a desigualdade de Holder (Teo-
rema A.5.5), temos que

|/(smc — @) du/wdu| < llox — llp | /d}du\ <e, (4.1.5)

para todo k suficientemente grande. De modo semelhante,

lnfl ) lnfl )
= Uilpr —p)thdp| < = Ut(er — @) dp
‘/n;) FiFk | n;}‘/ FAFk |

IN

(4.1.6)

IN

n—1

]_ .

~ > 1UF ek = @)l ¥l dp
=0

= llex = ¢llp [[¥llq <,

para todo n e todo k suficientemente grande, independente de n. Fixe k tal
que (4.1.5) e (4.1.6) sejam vilidas e, em seguida, tome n suficientemente grande
para que (4.1.4) valha igualmente. Somando as trés relagoes (4.1.4) a (4.1.6),

obtemos que
n—1
1 .
|/(E > U}@)lbdu—/wdu/de < 3¢
Jj=0

para todo n suficientemente grande. Isto conclui a prova da condigao (c). O

No caso p = ¢ = 2, a condi¢ao (4.1.2) pode ser expressa em termos do
produto interno - no espago L?(j1). Desta forma obtemos que (f, 1) é ergédico
se, e somente se:

n—1

lirrln% Z [(U}Qp) —(¢-1)] -9 =0 paratodo ¢, € L*(p). (4.1.7)
3=0

Usaremos algumas vezes o seguinte fato elementar: dados quaisquer conjun-
tos mensuraveis A e B,

[1(A) = p(B)| = [1(A\ B) — (B \ A)|

<A\ B + (B ) = w(anm). Y

Corolario 4.1.5. Suponha que a condi¢ao (4.1.1) na Proposi¢ao 4.1.4 € satis-
feita para todo A e B em alguma dlgebra A que gera a o-dlgebra dos conjuntos
mensurdvets. Entao (f, ) € ergddico.
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Demonstragao. Sé precisamos mostrar que a condicao (4.1.1) se estende a todo
par de borelianos. Sejam A e B conjuntos mensuraveis quaisquer. Pelo teorema
de aproximagao (Teorema A.1.19), dado qualquer € > 0 existem Ag e By em A
tais que p(AAAy) < e e u(BABy) < €. Observe que

[u(f77(A) N B) = u(f 77 (Ao) N Bo)| < u(AAAg) + p(BABy) < 2¢

para todo j e |u(A)pu(B) — u(Ao)p(Bo)| < u(AAAg) + n(BABy) < 2¢. Entao,
a hipdtese

lim — Z (£~ (Ao) N Bo) = u(Ag)(Bo)

implica que

n—1

1
—4e < hmmf — Z w(f~7(A)N B) — u(A)u(B)
j =0
1 n—1
< hmsup Z w(f7(A)N B) — u(A)u(B) < 4e.
j =0
Como € é arbitrario, isto prova a nossa afirmagao. O

De modo semelhante, basta verificar o item (¢) da Proposigao 4.1.4 em
subconjuntos densos. A prova deste fato fica a cargo do leitor (veja o Exer-
cicio 4.1.3):

Corolério 4.1.6. Suponha que a condi¢ao (4.1.2) na Proposicao 4.1.4 € satis-
feita para todo ¢ e em subconjuntos densos de LP(u) e LI(u), respectivamente.
Entao (f,p) € ergddico.

4.1.3 Exercicios

4.1.1. Sejam (M, A) um espago mensuravel e f : M — M uma transformagao
mensuravel. Prove que se p € M é um ponto periédico de periodo k, entao a
medida j1, = £(8, + 84 + -+ + Opr-1(y)) € ergodica.

4.1.2. Seja p uma probabilidade invariante, ndo necessariamente ergddica, de
uma transformacao mensuravel f : M — M. Mostre que dados quaisquer
conjuntos mensuraveis A e B existe o limite

hm Z,u A)N B).

4.1.3. Mostre que uma probabilidade invariante p é ergédica para uma trans-
formacao f se, e somente se, ocorre qualquer uma das seguintes condicoes:

(&) 1(U,>0 /7 "(A)) =1 para todo A mensuravel com p(A) > 0;
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(b) dados quaisquer conjuntos mensurdveis A, B com pu(A)u(B) > 0, existe
n > 1 tal que pu(f~"(A) N B) > 0;

(¢) a convergéncia na condigao (¢) da Proposicao 4.1.4 vale para alguma esco-
lha de p, ¢ e algum subconjunto denso de fungoes ¢ € LP(u) e ¢ € LI(p);

(d) existe p € [1, 0] tal que toda fungao invariante ¢ € LP(u) é constante em
p-quase todo ponto;

(e) toda fungao integravel ¢ com @ o f > ¢ em p-quase todo ponto (ou
po f <y em p-quase todo ponto) é constante em p-quase todo ponto.

4.1.4. Suponha que M ¢é um espago métrico. Prove que p é ergédica para
f: M — M se, e somente se, a média temporal de toda funcao uniformemente
continua limitada ¢ : M — R é constante em p-quase todo ponto.

4.1.5. Dada uma probabilidade invariante p, chamamos bacia de p o conjunto
B(u) dos pontos = € M tais que

n—1

n{ﬂ;{)%Z@(ﬂ(ﬂf)) =/sadu
j=0

para toda fungao continua ¢ : M — R. Justifique que a bacia é um conjunto
invariante. Além disso, se p é ergddica entao B(u) tem p-medida total.

4.1.6. Mostre que se i e n sao probabilidades ergddicas distintas de uma trans-
formacao f: M — M, entao n e p sao mutuamente singulares.

4.1.7. Seja p uma probabilidade invariante de uma transformacao f: M — M.
Mostre que a medida produto pe = p X g é invariante pela transformacao
fo: M x M — M x M definida por fa(z,y) = (f(z), f(y)). Além disso, se
(fa, u2) é ergddico entao (f, p) é ergddico. A reciproca é verdadeira?

4.1.8. Seja f : M — M uma transformagao preservando uma probabilidade
w. Suponha que (f™,pu) é érgédico para todo n > 1. Mostre que se ¢ é uma
autofungao nao constante do operador de Koopman Uy entao o autovalor ndo
é raiz da unidade e qualquer conjunto onde ¢ é constante tem medida nula.

4.2 Exemplos

Nesta secao apresentamos, por meio de exemplos, diversos métodos para verifi-
car se um dado sistema é ou nao ergodico.

4.2.1 Rotagoes em toros

Consideremos inicialmente o caso de uma rotacdao Rg : S' — S' no circulo
St = R/Z. Conforme observamos na Se¢ao 1.3.3, a medida de Lebesgue m é
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invariante por Ry. Queremos analisar o comportamento ergddico do sistema
(Rg,m) para os diferentes valores de 6.

Se 0 é racional, digamos § = p/q em forma irredutivel, entdo Rj(z) = x para
todo z € S'. Entdo, dado qualquer segmento I C S' com comprimento menor
que 1/¢, o conjunto

A=TURy(I)U---URS(I)

¢ invariante e a sua medida de Lebesgue satisfaz 0 < m(A) < 1. Assim, se
0 ¢é racional a medida de Lebesgue ndo é ergddica. A reciproca é muito mais
interessante:

Proposigao 4.2.1. Se 6 ¢ irracional, entao Ry € ergodica para a medida de
Lebesgue.

Vamos mencionar duas demonstracoes diferentes deste fato. A primeira,
que detalharemos a seguir, usa fatos simples de Anélise de Fourier. A segunda,
que deixaremos como exercicio (Exercicio 4.2.6), é baseada num argumento de
ponto de densidade semelhante ao que usaremos na Secao 4.2.2 para provar a
ergodicidade da expansao decimal.

Como anteriormente, denotamos por L?(m) o espaco de Hilbert das funcoes
mensuraveis ¢ cujo quadrado é integravel, ou seja, tais que:

/|¢|2 dm < oo.

E conveniente considerarmos funcoes com valores em C, e assim sera feito ao
longo da se¢ao. Usaremos o fato bem conhecido de que a familia de fungoes

br: St 5 C, zro ke L7

é uma base de Hilbert deste espaco: dado qualquer ¢ € L?(m) existe uma tnica
sequéncia (ag)gez de ntimeros complexos tais que

o(z) = Z are?™ ™ para quase todo x € St (4.2.1)
keZ

Considere a expansao em série de Fourier (4.2.1) de uma fungao qualquer
¢ € L*(m). Entao
¢(Ro(z)) = Zake%ikoe%““. (4.2.2)
keZ

Suponha que ¢ ¢ invariante. Entao (4.2.1) e (4.2.2) coincidem. Pela unicidade
dos coeficientes da expansao de Fourier, isto acontece se, e somente se,

ak627mk0 _

ar paratodo k € Z.

A hipétese de que 6 é irracional significa que e2™**? -£ 1 para todo k # 0. Entdo
a relagdo que acabamos de obter implica que ar = 0 para todo k # 0. Em
outras palavras, ¢(z) = ag para m-quase todo z € S1. Em particular, a funcao
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caracteristica ¢ = X4 de qualquer conjunto invariante A C S' é constante em
m-quase todo ponto. Isto é o mesmo que dizer que A tem medida zero ou um.
Logo, pela Proposigao 4.1.3, temos que m é ergddica.

Estas observacoes estendem-se naturalmente as rotacoes no d-toro T?, para
qualquer d > 1:

Proposicao 4.2.2. Se 0 = (61,...,04) € racionalmente independente entdio a
rotagio Ry : T4 — T ¢ ergddica para a medida de Lebesgue.

Isto pode ser provado por um argumento anédlogo ao do caso d = 1, usando
o fato de que a familia de fungoes

Okorykey T¢ — C, (x1,...,2q) — e27ri(k1m1+---+kdmd), (k1,...,kq) € 74

é uma base de Hilbert do espaco L?(m) das fungoes ¢ : T? — C com quadrado
somavel. Deixamos esta tarefa ao cuidado do leitor (Exercicio 4.2.1).

Corolario 4.2.3. Se 0 = (61,...,04) € racionalmente independente entao a
rotacdo R : T4 — T¢ é minimal, ou seja, toda drbita O(x) = {Ry(z) : n € N}
¢ densa em T?.

Demonstracdo. Consideremos em T¢ a distancia plana, que é definida por
d([¢], [n) = inf{d(&',n') : €' ,n" € RE,E ~ &' ~ ).

Observe que esta distancia é preservada por toda rotagao. Seja {Uy : k € N}
uma base enumeravel de abertos de T¢ e seja m a medida de Lebesgue em
T<. Por ergodicidade, existe W C T¢, com medida de Lebesgue total, tal que
T(Ug,z) = m(Uy) > 0 para todo k e todo x € W. Em particular, a drbita
de x é densa em T? para todo x € W. Agora considere um ponto arbitrario
x € M e sejay € W qualquer. Entao, para todo § > 0 existe k > 1 tal que
d(f*(y),z) < 6. Segue entdo que d(f"**(y), f*(x)) < § para todon > 1. Como
a orbita de y é densa, isto implica que a érbita de = é d-densa, ou seja, ela
intersecta a d-vizinhanca de todo ponto. Como § é arbitrario, isto implica que
a Orbita de z é densa no toro ambiente. (|

De fato as rotagoes irracionais no circulo ou, mais geralmente, nos toros
satisfazem uma propriedade muito mais forte do que ergodicidade: elas sao
unicamente ergddicas, o que quer dizer que elas tém uma tnica probabilidade
invariante (que é a medida de Lebesgue, claro). Sistemas unicamente ergdédicos
serdao estudados no Capitulo 6.

4.2.2 Expansao decimal

Considere a transformacao f : [0,1] — [0,1], f(x) = 10z — [10z] que gera
a expansao decimal. Na Secao 1.3.1 verificamos que f preserva a medida de
Lebesgue m. Afirmamos:

Proposigao 4.2.4. A transformacdao f é ergddica para a medida de Lebesgue
m.
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Demonstragdo. De acordo com a Proposicao 4.1.3, basta provar que todo con-
junto invariante A tem medida total. O principal ingrediente é o teorema de
derivagao de Lebesgue (Teorema A.2.15), segundo o qual quase todo ponto de A
é ponto de densidade de A. Mais precisamente (veja também o Exercicio A.2.9),
m-quase todo ponto a € A satisfaz

m(INA)

(D) : I intervalo tal que a € I C B(a,e)} =1. (4.2.3)

lim inf
gt
Fixemos um ponto de densidade a € A. Como o conjunto dos pontos da forma
m/10%, k € N, 0 < m < 10*¥ tem medida nula, podemos supor, sem qual-
quer restrigao, que a nao é desta forma. Consideremos a sequéncia familia de
intervalos

m—1 m

1—0k71_0k)7 kGN, m:1,...,10k.

I(k,m) = (

E claro que para cada k € N existe um tnico m = my, tal que I(k, my) contém
o ponto a. Denotaremos I, = I(k,my). A propriedade (4.2.3) implica que
m(Ik n A)

— 1 quando k — oo.
m(lx) b

Observe também que cada f* é uma bijecio afim de I sobre o intervalo (0, 1).
Isso tem a seguinte consequéncia, que é crucial para o nosso argumento:

Lema 4.2.5 (Distor¢ao limitada). Para todo k € N, vale

m(FEE))  m(E)
m(fF(E) ~ miEs) (4.24)

para quaisquer subconjuntos mensurdveis Fy e Fo de Ij.

Aplicando este fato a Fy = I N A e E5 = I}, obtemos que

m(f*(I N A)) _ mIkNA)
m((0,1)) m(le)

Claro que m( (0, 1)) = 1. Além disso, como estamos supondo que A é invariante,
fF(I, N A) esta contido em A. Deste modo obtemos que

m(I NA)

m(A) > m(r)

para todo k.

Como a sequéncia do lado direito converge para 1 quando k — oo, segue que
m(A) =1, como querfamos demonstrar. O

O Lema 4.2.5 depende do fato de que a transformacao f é afim em cada
intervalo ((m — 1)/10,m/10) e isso pode dar a impressao de que o método de
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demonstracao que acabamos de apresentar estd restrito a uma classe muito par-
ticular de exemplos. De fato, nao é assim, muito pelo contrario. A razao é que
existem muitas situagoes interessantes nas quais é possivel obter uma versao
apenas um pouco mais fraca do enunciado do Lema, mas que ainda é suficiente
para concluir a demonstragao da ergodicidade. Em poucas palavras, no lugar de
afirmar que os dois lados de (4.2.4) sdo iguais, mostra-se, em muitos casos, que a
razao entre os dois termos ¢é limitada por alguma constante uniforme. Isso é cha-
mado de propriedade de distor¢ao limitada. Como exemplo de aplicacao destas
ideias, na Secao 4.2.4 provaremos que a transformagao de Gauss é ergddica.

Em seguida vamos dar uma aplicacao da Proposicao 4.2.4 no contexto da
Teoria dos Numeros. Dizemos que um nimero x € R é balanceado (ou normal)
se todo digito aparece com a mesma freqiiéncia, 1/10, na sua expansao decimal.
E f4cil dar exemplos de nimeros balanceados ou nao-balanceados mas, em geral,
é muito dificil decidir se um dado numero irracional é balanceado ou nao. Por
exemplo, nao é sabido até hoje se o nimero 7 é balanceado.

Por outro lado, a proposicao anterior nos permite mostrar, facilmente, que
quase todo numero é balanceado. Este resultado é conhecido como teorema
normal de Borel:

Proposicao 4.2.6. O conjunto dos nimeros x € R nao balanceados tem medida
de Lebesgue nula.

Demonstra¢do. Como o fato de ser balanceado é independente da parte inteira
do nimero, s6 precisamos mostrar que quase todo x € [0,1] é balanceado.
Considere f : [0,1] — [0, 1] definida por f(z) = 10a — [10x]. Para cada digito
j €10,...,9} considere o intervalo I; = [j/10, (j + 1)/10). Recorde que se x =
0,a0a1 - -~ aragyy --- entdo f¥(x) = 0,apapyy--- para cada k > 1. Portanto,
F(x) € I; se, e somente se, o j-ésimo digito da expansao decimal de x é igual a j.
Consequentemente, o tempo médio de visita 7(I;, x) é exatamente a frequéncia
do digito j na expansao decimal de x. Usando o teorema ergddico de Birkhoff,
e o fato de que a transformagao f é ergddica para a medida de Lebesgue m,
concluimos que para cada j € {0,...,9} existe um subconjunto B; de [0, 1] com
m(B;) =1 tal que

1
(L, z) = m(l;) = 1o Para todo = € B;.

Entao B = ByN By N---N By também tem m(B) = 1, e todo ntimero = € B é
balanceado. [l

4.2.3 Deslocamentos de Bernoulli

Seja (X, C,v) um espago de probabilidade qualquer. Nesta se¢ao consideramos
o espaco produto ¥ = X, munido da o-dlgebra produto B = C" e da medida
produto = v (veja a defini¢do na Secdo A.2.3). Isto quer dizer que ¥ é
o conjunto de todas as sequéncias (z,)neny com x, € X para todo n. Por
definigao, B é a o-algebra gerada pelos cilindros

[m; A, .oy An] = {(24)icz - @ € A; param < i <n}
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onde m < n e cada A; é um elemento de C. Além disso, u é caracterizada por
p([m; A, Anl) = ] v(Ad). (4.2.5)

Podemos pensar nos elementos de ¥ como representando os resultados de
sequéncias de experimentos regidos por uma mesma distribuicao de probabili-
dade v: dado qualquer conjunto mensuravel A C X, a probabilidade de obter-
mos z; € A éigual a v(A), qualquer que seja i. Além disso, os resultados dos
sucessivos experimentos sao independentes: de fato a relagao (4.2.5) signfica que
a probabilidade de z; € A; para todo m <i < n é o produto das probabilidades
de cada um dos eventos x; € A; separadamente.

Nesta se¢ao introduzimos uma dinamica o : ¥ — ¥ no espago Y, chamada
deslocamento (ou “shift”) de Bernoulli, que preserva a medida u. O principal
resultado é que o sistema obtido deste modo é ergdédico. Vale a pena observar que
é possivel substituir N por Z em toda a construcao, ou seja, podemos considerar
Y como sendo o espaco das sequéncias bilaterais (..., Z_p, ..., T0,. ., Tp,-..).
A menos de pequenos ajustes, que deixamos a cargo do leitor, tudo o que vai
ser dito em seguida permanece valido nesse caso. Além disso, no caso bilateral
o deslocamento de Bernoulli é uma aplicagao invertivel.

O deslocamento de Bernoulli é a dupla (o, 1) onde o : ¥ — X ¢ a aplicacao
definida por

U((xn)n) = (Tnt1))n-

Ou seja, o envia a sequéncia (g, T1,...,%n,.-.) Da sequéncia (L1,...,Tn,...).
Observe que a pré-imagem de qualquer cilindro ainda é um cilindro:

o m; A, A)) = [m L A, A (4.2.6)
Segue que o é mensuravel relativamente a o-dlgebra B. Além disso,
(e (3 Ay, An])) = V(A -+ U(An) = (I3 A -, An])
e (usando o Lema 1.3.1) isso assegura que a medida p é invariante por o.
Proposicao 4.2.7. Todo deslocamento de Bernoulli (o, 1) € ergddico.

Demonstra¢do. Seja A um conjunto mensuravel invariante qualquer. Queremos
mostrar que p(A) =0 ou u(A) = 1. Vamos usar o seguinte fato:

Lema 4.2.8. Se B e C sao unioes finitas de cilindros disjuntos dois-a-dois,
entao tem-se

wWBNo(C) = u(B)u(e™ (C)) = w(B)u(C),

para todo j suficientemente grande.
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Demonstragdo. Para comecar, suponhamos que B e C' sao ambos cilindros:
B =[k;By,...,B] e C=[m;Cp,...,Cy]. Entéo,

o (C)=[m+j;Cp,...,Cy] para cada j.
Consider qualquer j suficientemente grande para que m + j > [. Entao,

BNo3(C)={(zn)n: 2k € Br,y..., 1 € B, Tmtj € Cmy..o 2oy € Cr}
= [/{J;Bk,...,BZ,X,...,X,Cm,...,Cn],

onde X aparece exatamente m + j — | — 1 vezes. Pela definigao (4.2.5), isto dd
que

l n

pBNoI(C) = [[vB) 1™ T w(C) = w(B)u(C).
i=k i=m

Isto prova a conclusao do lema quando os conjuntos envolvidos sao cilindros. O

caso geral segue imediatamente, pelo fato de p ser finitamente aditiva. O

Suponhamos, inicialmente, que o conjunto invariante A pertence a dlgebra
By das unioes finitas de cilindros disjuntos. Nesse caso podemos aplicar o lema
anterior com B = C' = A. Concluimos que (AN o7 (A)) = p(A)? sempre que
tomemos j suficientemente grande. Mas, como A é invariante, o lado esquerdo
desta igualdade é p(A). Desta forma obtemos que ju(A) = u(A)?, o que sé pode
acontecer se u(A) =0 ou pu(A4) = 1.

Agora vamos fazer a prova quando A é um conjunto invariante mensuravel
qualquer. A ideia é aproximar o conjunto invariante por elementos da dlgebra
By, usando o teorema de aproximacao (Teorema A.1.19): dado qualquer € > 0
existe B € By tal que u(AAB) < e. Fixemos j tal que

W(B 1o (B)) = p(B)u(o~™ (B)) = u(B)*. (42.7)
Observe que a diferenca simétrica (AN o7 (A))A(BNo~7(B)) esta contida em
(AAB)U (677 (A)Ac™7(B)) = (AAB) Uo7 (AAB).
Isto, juntamente com o fato de que p é invariante por f, implica que
|(ANo™7(A)) — w(BNo/(B))| < 2u(AAB) < 2¢ (4.2.8)
(lembre da relagao (4.1.8)). Além disso,
|1(A)? = w(B)?| < 2|u(A) — p(B)| < 2. (4.2.9)
Juntando as relacoes (4.2.7), (4.2.8), (4.2.9), concluimos que |u(A)—u(A)?| < 4e.

Como ¢ é arbitrério, deduzimos que p(A) = u(A)? e, portanto, ou u(A) =0 ou
w(A) =1. O
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Quando X é um espaco topoldgico, e C é a sua o-dlgebra de Borel, podemos
munir Y com a topologia produto que €, por definicao, a topologia gerada pelos
cilindros [m; A, ..., A,] onde os conjuntos A,,, ..., A, sdo abertos de X. A
propriedade (4.2.6) implica que o deslocamento o : ¥ — ¥ é continuo para esta
topologia. O teorema de Tychonoff (veja [Dug66]) afirma que X é compacto se
X for compacto.

Um caso particular importante ocorre quando X é um conjunto finito munido
da topologia discreta, na qual todo subconjunto é aberto. Dizemos que uma
transformagao f : M — M é transitiva se existe x € M cuja trajetéria f(z),
n > 1 é densa em X. Deixamos a demonstragao do proximo resultado a cargo
do leitor (Exercicio 4.2.2):

Proposicao 4.2.9. Seja X um conjunto finito e ¥ = X" ou ¥ = X%. Entdo o
deslocamento o : ¥ — X € uma aplicacdo continua e transitiva. Além disso, o
conjunto dos pontos peridodicos de o € denso em .

A seguinte afirmacao, que é uma das variantes do paradozo do macaco, ilustra
o significado da ergodicidade da medida p: Se colocarmos um macaco para digi-
tar texto durante um tempo infinito entao, com probabilidade total, ele acabard
digitando “Os Lusiadas” ' e, de fato, o fard infinitas vezes.

Para “demonstrar” esta afirmagao precisamos formular a situacdo de modo
um pouco mais preciso. Consideramos que o macaco se encontra perante o
teclado, apertando uma tecla apos outra, ao acaso. O texto digitado é, portanto,
uma sequéncia (x,)nen onde x,, pertence ao conjunto (finito) X dos caracteres
no teclado: letras, espaco, hifen, sinais de pontuacao, etc. Supomos que cada
caracter ¢ no teclado tem uma probabilidade positiva p; de ser digitado, a cada
vez. Isto corresponde a uma medida de probabilidade

v= szﬁi

i€ X

no conjunto X dos caracteres. Também supomos que a escolha de cada tecla
¢é independente das teclas digitadas anteriormente (o macaco nao sabe o que
estd escrevendo, ele apenas aperta teclas ao acaso). Isto quer dizer que as
possiveis sequéncias (x,,), sdo regidas pela probabilidade de Bernoulli 4 = v™.
Denotamos por ¢ : ¥ — ¥ a aplicacdo deslocamento no espaco ¥ = XN,

O texto de “Os Lusfadas” corresponde a uma certa sequéncia finita (mas
longa) de caracteres (lo,...,Iln). Consideremos o cilindro L = [0;l,...,In].
Entao

N
wL)=]]m, >0
j=1

Uma sequéncia (), contém o texto de “Os Lusiadas”, comecando no k-ésimo
caracter, precisamente se Jk((xn)n) € L. Pelo teorema ergddico de Birkhoff

1Poema, épico monumental, em 10 cantos, de autoria do poeta portugués Luis de Camées,
falecido em Lisboa em 1580.
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e pela ergodicidade de (o, i), com probabilidade total isso acontece para um
conjunto K de valores de k satisfazendo

lirrln%#(Kﬁ [0,n —1]) = u(L) > 0. (4.2.10)

Em particular, o conjunto K é infinito. Ou seja, a sequéncia digitada contém
infinitas cépias de “Os Lusiadas”, conforme afirmamos. Na verdade, (4.2.10)
prova ainda mais: sempre com probabilidade total, as cdpias do nosso poema
ocupam uma fracao positiva de todos os caracteres digitados. Em outras pa-
lavras, em média, o macaco digita uma nova cépia de “Os Lusiadas” a cada
tantos anos.

4.2.4 Transformagao de Gauss

Como vimos na Segdo 1.3.2, a transformacao de Gauss G(z) = 1/xz — [1/z]
admite uma probabilidade invariante u que é equivalente a medida de Lebesgue,

a saber:
1 dx
E) = —_— 4.2.11
HE) logQ/E 1+ ( )

Proposicao 4.2.10. O sistema (G, ) é ergddico.

Este fato pode ser demonstrado por uma versao mais elaborada do método
que usamos na Secao 4.2.2. Vamos esbocar o argumento da demonstragao,
focando na principal dificuldade adicional.

Seja A um conjunto invariante com medida positiva. Queremos mostrar que
w(A) = 1. Em primeiro lugar, continua sendo verdade que para quase todo
ponto a € [0, 1] existe uma sequéncia de intervalos I, contendo a e tais que G*
envia I bijetivamente e diferenciavelmente sobre (0,1). Tais intervalos podem
ser encontrados da seguinte forma. Primeiramente, considere

1 1
I(l’m):(m—ﬂ’ﬁ)’

para cada m > 1. Em seguida defina, por recorréncia,
I(k,my,...,mg) =1(1,my) OG*’“H(I(k— 1,ma,...,mg))

para mq,...,my > 1. Entao, basta tomar para Ij o intervalo I(k,my,...,myg)
que contém a. Isto estd bem definido para todo £ > 1 e todo ponto a no
complementar de um conjunto enumerdvel, a saber, o conjunto U G~*({0, 1}).

Por outro lado, embora a restricio de G* a cada Ij, seja uma bijecio dife-
renciavel, ela nao é afim. Por essa razao, ndo temos o andlogo da relagao (4.2.4)
neste caso. Esta dificuldade é contornada por meio do seguinte resultado, que
é um exemplo de controle da distor¢ao: é importante notar que a constante K
no enunciado é independente de I, F1, Fs e, sobretudo, k.
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Proposicao 4.2.11 (Distorgao limitada). FEziste uma constante K > 1 tal que
para todo k > 1 e todo intervalo I, tal que G* restrita a I, € uma bijecao
diferencidvel, tem-se

G*(E E
1( k( 1)) SKM( 1)
n(G*(E2)) 1(E2)
para quaisquer subconjuntos mensurdveis E1 e Fo de Ij.

Para a prova desta proposicao precisamos de dois resultados auxiliares:

Lema 4.2.12. Para todo x € (0,1] vale que
G'@)) 21 e [(G(@)]=2 e |G"(2)/G(2)* <2

Demonstragio. Lembre que G(x) = 1/x—m em cada intervalo (1/(m+1),1/m].
Portanto . )
G'(x) = —P € GH({E) = E

A primeira igualdade implica |G’(z)| > 1 para todo z € (0,1]. Além disso
|G'(z)] > 2 sempre que x < 2/3. Por outro lado, x > 2/3 implica que
G(z) =1/x—1 < 2/3 e, por consequéncia, G'(G(z)) > 2. Combinando estas ob-
servagoes obtemos que |(G?)'(x)| = |G'(x)| |G'(G(x))| > 2 para todo x € (0, 1].
Finalmente, |G”(z)/G’(z)?| = 2|z| < 2 também para todo z € (0, 1]. O

Lema 4.2.13. Exzxiste uma constante C > 1 tal que para todo k > 1 e todo
intervalo I tal que G* restrita a I, é uma bijecdo diferencidvel, tem-se

(G*) ()|
[(G) ()]

Consequentemente, diam I, < C.

< C para quaisquer x ey em Iy,.

Demonstra¢do. Seja g um inversa local de G, isto é, uma funcao diferencidvel
definida em algum intervalo e tal que G(g(z)) = z para todo z no dominio de
definicao. Note que

o G d6) _ )
o8l 9N = GG~ @t

Portanto, a tltima estimativa no Lema 4.2.12 implica que

|[log|G' o g(z)|}/| <2 paratodo g e todo z. (4.2.12)
Em outras palavras, toda fungao da forma log |G’ o g| admite 2 como constante
de Lipschitz. Observe também que se x,y € I} entao

k—1

k\/ T . j
[(G¥)' ()] _ Zlog|G'(GJ($))| —log |G'(G7 (y))]
j=0

8GRy ()]

k
= 1og|G 0 g; (G (2))| — log|G" 0 g;(G7 (y))]

Jj=1
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onde g; representa uma inversa local de G definida no intervalo [G7(z), G7 (y)].
Usando a estimativa (4.2.12), obtemos que

, k
10g||EG ), z I <2 Z |—2Z|Gk () — GFi(y)|. (4.2.13)

Agora, as duas primeiras estimativas no Lema 4.2.12 implicam que
|GM () = G (y)| = 2M3|GM i (@) — GF i (y)]

para todo i = 0, ..., k. Substituindo em (4.2.13), concluimos que

k\/ T
logWQZz /|G () — G ()] < 8IGH(x) — GH(y)| < 8.

Agora basta tomar C' = 8. O

Demonstragao da Proposi¢ao 4.2.11. Seja m a medida de Lebesgue em [0,1]. O
Lema 4.2.13 implica que

m(GH(Ey))  Jp, [(GH)dm  m(Ey)

(G (B2) ~ Jp, (G Tdm = m(Ea)

Por outro lado, a defini¢ao (4.2.11) implica que

1 1
Fogs™(B) < nB) <

E
~ log2 m(E),

para todo conjunto mensurdvel £ C [0,1]. Combinando estas duas relagoes,
obtemos que

w(G*(E)) _  m(G*(Er)) m(E1) 1(Er)
WG (E2) = Pm(GF(E) = (B = (B
Assim, basta tomar K = 4C. O

Estamos prontos para concluir que (G, i) é ergédica. Seja A um conjunto
invariante por G com p(A) > 0. Entao A também tem medida de Lebes-
gue positiva, uma vez que p é absolutamente continua com relacao a medida
de Lebesgue. Seja a um ponto de densidade de A cuja trajetdria futura estd
contida no intervalo aberto (0,1). Considere a sequéncia (i) dos intervalos
I(k,my,...,my) que contém a. Segue do Lema 4.2.12 que

diam I}, §sup{| :xEIk} ggf[k/2]

1
(GF) (2)]
para todo k > 1. Em particular, o diametro de I, converge para zero e, portanto,

p(lx NA)

— 1 quando k — . 4.2.14
1(1k) ( )
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Tomemos Fy = I, N A e Ey = Ii. Pela Proposigao 4.2.11,

PG (I N A%) il 0 A°)
w(GE(Iy))  — p(ly)

Observe que G¥(I N A°) = A°, a menos de um conjunto com medida nula,
porque o conjunto A é invariante. Lembre também que G*(I;) = (0,1), o qual
tem medida total. Portanto, a desigualdade anterior pode ser escrita como

¢ (L N AS)
uA) < K n(lx)

De acordo com (4.2.14), a expressao do lado direito converge para zero quando
k — oo. Logo p1(A€) = 0, como queriamos demonstrar.

4.2.5 Endomorfismos lineares do toro

Lembre que chamamos toro de dimensdo d ao quociente T¢ = R?/Z?, ou seja, o
espaco das classes de equivaléncia da relacao de equivaléncia definida em R por
r~y<x—y e Z Este quociente herda de R? uma estrutura de variedade
diferencidvel de dimensdo d. No que segue suporemos que T¢ também esta
munido da métrica riemanniana plana, que o torna localmente isométrico ao
espaco euclideano R?. Seja m a medida de Lebesgue associada a esta métrica
riemanniana.

Seja A uma matriz d-por-d com coeficientes inteiros e determinante diferente
de zero. Entdo A(Z4) C Z4 e, por consequéncia, A induz uma transformacao

fa: T4 =T fa(lz]) = [A(2)]

onde [z] denota a classe de equivaléncia que contém z € R%. Chamamos tais
transformacoes de endomorfismos lineares do toro. Note que fa é diferencidvel
e a derivada Dfa(z) em cada ponto estd canonicamente identificada com A.
Em particular, o jacobiano det D f4([z]) é constante igual a det A. Isso também
implica que o grau de f é igual a | det A|. Portanto, f4 é invertivel se, e somente
se, | det A] = 1. Neste caso, a sua inversa é a transformagao f,—1 induzida pela
matriz inversa A~'; observe que A~ também é uma matriz com coeficientes
inteiros.

Em qualquer caso, f4 preserva a medida de Lebesgue em T¢. Isto pode ser
visto da seguinte forma. Como f4 é um difeomorfismo local, a pré-imagem de
qualquer conjunto mensuravel D com didmetro suficientemente pequeno estd
formada por |det A| (= grau de f4) partes disjuntas D;, cada uma das quais
é enviada difeomorficamente sobre D. Pela férmula de mudanga de varidvel,
m(D) = |det A|m(D;) para todo i. Isto prova que m(D) = m(f~1(D)) para
todo dominio D suficientemente pequeno. Logo f preserva a medida m. Agora
vamos provar o seguinte fato:

Teorema 4.2.14. O sistema (fa,m) € ergddico se, e somente se, nenhum
autovalor da matriz A € raiz da unidade.
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Demonstracio. Considere qualquer funcao ¢ € L%(m) e seja

plla]) = Y epermih

keZa

a sua expansao em série de Fourier. Observe que k -z = kyx1 + -+ - + kqzg. Os
coeficientes ¢, € C satisfazem

> Jexl? = llell3 < oo (4.2.15)
kezd

Entao, a expansao em série de Fourier de @ o f4 é:

QP(fA([x])) _ Z Ck627ri(k~A(m)) _ Z Ck627m‘(,4*(k).ac)7

kezd kezd

onde A* representa a adjunta de A. Suponha que ¢ é funcao invariante, isto
é, po fa = ¢ em p-quase todo ponto. Entao, por unicidade da expansao de
Fourier, devemos ter

ca«(k) = ¢ para todo k € Z. (4.2.16)

Afirmamos que a trajetéria de todo k # 0 pela transformacao A* é infinita. De
fato, se a trajetoria de algum k # 0 fosse finita entdo deveriam existir [,m € Z
com m > 0 tais que AT (k) = A% (k). Tsto s6 poderia acontecer se A* tivesse
algum autovalor A tal que A™ = 1. Mas essa possibilidade esta excluida, por
hipotese, uma vez que A e A* tém os mesmos autovalores. Logo, a trajetéria de
todo k # 0 é infinita, como afirmamos. Entao a igualdade (4.2.16) juntamente
com (4.2.15) implica que ¢, = 0 para todo k # 0. Portanto, ¢ = ¢p em m-quase
todo ponto. Isto prova a ergodicidade.

Para provar a reciproca, suponha que A admite algum autovalor que é uma
raiz da unidade. Entao o mesmo vale para A* e, portanto, existe m > 1 tal
que 1 é autovalor de A"™*. Como A™* tem coeficientes inteiros, segue (veja o
Exercicio 4.2.8) que existe algum k € Z4 \ {0} tal que A™*(k) = k. Fixe k e
considere a funcao ¢ € L%(m) definida por

m—1

m—1
o([x]) = Z e2mi(z AT (k) — Z o2mi(AL(2)-k)
i=0

1=

Entao ¢ é uma fungao invariante por f4 mas nao é constante. Logo, f4 nao é
ergodica. 0

4.2.6 Argumento de Hopf

Nesta se¢ao vamos apresentar outro método, mais geométrico, para demonstrar
a ergodicidade de certos endomorfismos lineares do toro. Ele se aplica sempre
que | det A] =1 e a matriz A é hiperbdlica, ou seja, ela ndo tem autovalores de
moédulo 1. Mas a sua grande vantagem é que ele pode ser estendido a sistemas
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diferencidveis muito mais gerais, ndo necessariamente lineares. Algumas dessas
extensoes serao mencionadas na Segao 4.4.

A hipétese de que a matriz A é hiperbélica significa que o espaco R? pode
ser escrito como uma soma direta R? = E* @ E% tal que:

1. A(E?®) = E* e todos os autovalores de A | E¥ tém mé6dulo menor que 1;
2. A(E") = E" e todos os autovalores de A | E* tém mddulo maior que 1.
Entao existem constantes C' > 0 e A < 1 tais que

[[A" (v®)|| < CA™||v®|| para todo v* € E® e todo n > 0,

4.2.17
[[AT"(0")]] < CA™||v*|| para todo v* € E* e todo n > 0. ( )

2

Exemplo 4.2.15. Considere A = < 1

1 -
1 ) Os seus autovalores sao

3+V5 3—v5

Ay = 1> = 0
u 5 > 1> A, 5 >
e 0s respectivos autoespacos sao:
5—1 5+1
E“:{(x,y)G}RQ:y:\/_2 x} e Esz{(x,y)€R2:y:—\/_2+ x}.

A familia de todos os subespacos afins de R? da forma v + E*, com v € R?,
define uma particio F° de R?, que chamamos folheagdo estdvel e cujos elementos
chamamos folhas estaveis de A. Ela é invariante por A, ou, seja, a imagem de
qualquer folha estdvel é também uma folha estdvel. Além disso, pela propriedade
(4.2.17), a transformagao A contrai distancias, uniformemente, dentro de cada
folha. Analogamente, a familia de todos os subespagos afins de R da forma
v+ E* com v € R? define uma particao F* de R%, chamada folheacdo instdvel.
Esta folheacao também é invariante e a transformacao A expande distancias ao
longo das suas folhas.

W (z)

W?(z)

Figura 4.1: Folheacao estavel e folheacao instédvel no toro
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Projetando F* e F* pela projecao candnica 7 : R? — T? obtemos folheaces
W# e W* do toro que chamamos folheacao estavel e folheagdao instdavel da trans-
formacgao fa. Veja a Figura 4.1. As observagoes anteriores mostram que estas
folheagoes sao invariantes por f4. Além disso:

(a) dados dois pontos quaisquer x e y na mesma folha estdvel, tem-se que
d(fA(@), f4(y)) — 0 quando j — +oo;

(b) dados dois pontos quaisquer y e z na mesma folha instdvel, tem-se que
d(fA4(y), f4(2)) — 0 quando j — —oo.

Vamos usar esta informagao geométrica para provar que (fa,m) é ergédica.
Para isso, considere qualquer funcio continua ¢ : T¢ — R e considere as médias
temporais

@) =lm S p(F@) o o @) =tm LY e (a),
=0 =0

definidas para m-quase todo z € T?. Pelo Corolario 3.2.8, existe um conjunto
X C T¢ com medida total tal que

o (x) = ¢ (z) paratodor € X. (4.2.18)

Denotaremos por W?*(z) e W*(x), respectivamente, a folha estdvel e a folha
instavel de f4 passando por cada ponto z € T<.

Lema 4.2.16. A funcdo ¢ é constante em toda folha de W?*: se o+ (x) existe e
y € WS (x) entdo T (y) existe e € igual a o (x). Analogamente, ©~ € constante
em toda folha de W*".

Demonstragdo. De acordo com a propriedade (a) acima, d(f% (), f4(y)) con-
verge para zero quando j — oo. Como ¢ é continua (logo uniformemente
continua, uma vez que o dominio é compacto) isso implica que

SD(fi(iC)) — so(fﬁ;(y)) — 0 quando j — oo.

Por maioria de razao, o limite Cesaro
1 n—1 ) )
lm = o(f4(2) — @ (fa)
j=0

também é zero. Isso implica ¢ (y) existe e é igual a T (z). O argumento para
@~ ¢é inteiramente analogo. (|

Dado um subconjunto aberto R do toro e dado x € R, denotamos por
W?#(z, R) a componente conexa de W*(x) N R que contém z e por W*(z, R) a
componente conexa de W*(z) N R que contém z. Chamamos R de retingulo se
W#(x, R) intersecta W¥(y, R) num unico ponto, para todo z e y em R. Veja a
Figura 4.2.
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Lema 4.2.17. Dado qualquer retangulo R C T¢, existe um conjunto mensurdvel
Yr C XN R tal que m(R\ Yg) = 0 e, dados quaisquer x e y em Yg, existem
pontos ' ey’ em X N R tais que ' € W*(z,R) ey’ € Wi(y,R) ey’ € W*(a').

B ()

Figura 4.2: Retangulo em T¢

Demonstracao. Representemos por m; a medida de Lebesgue na folha estdvel
W#(x) de cada ponto # € T?. Note que m(R\ X) = 0, uma vez que X tem
medida total em T?. Entéo, usando o teorema de Fubini,

m3(W?*(z, R)\ X) =0 para m-quase todo x € R.

Defina Yz = {z € XNR:mi(W?*(z, R)\ X) = 0}. Entdo Y tem medida total
em R. Dados =,y € R considere a aplicagao

7 :W?3(z, R) — W*(y,R), w(2’) = intersegao entre W"(z', R) e W*(y, R).

Esta aplicagao é afim e, portanto, tem a seguinte propriedade, que chamamos
continuidade absoluta:
my(E)=0 <« my(r(E))=0.

Em particular, a imagem de W?*(z, R) N X tem medida total em W?*(y, R) e,
consequentemente, ela intersecta W#(y, R) N X. Em outras palavras, existe
' € WH(z, R)N X cuja imagem y' = m(a’) estd em W*(y, R) N X. Observando
que 7’ e ' estdo na mesma folha instdvel, pela definicdo da 7, vemos que estes
pontos satisfazem as condigoes na conclusao do lema. O

Considere um retangulo R qualquer. Dados quaisquer z,y em Yg, considere
os pontos z’, 3’ em X dados pelo Lema 4.2.17. Usando também o Lema 4.2.16,
obtemos:
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Isto mostra que as funcoes ¢ e ¢~ coincidem uma com a outra e sdo constantes
em Ygr. Agora seja Rj,..., Ry uma cobertura finita do toro por retangulos.
Considere o conjunto

N
Y=JY;, ondeY;=Yg.
j=1

Observe que m(Y) = 1, uma vez que Y N R; D Y, tem medida total em R;
para todo j. Afirmamos que ¢ = ¢~ é constante em todo o Y. De fato, dados
quaisquer k,l € {1,..., N} podemos encontrar jo = k,j1,...,Jn-1,Jn = | tais
que cada R;, intersecta R;, , (isto é uma simples consequéncia da conexidade
por arcos do toro). Lembrando que R; é aberto e X; é um subconjunto de me-
dida total, obtemos que cada X, intersecta X;, ,. Entao, o™ = ¢~ ¢é constante
na uniao de todos os Xj,. Isto prova a nossa afirmacao.

Desta forma, mostramos que as médias temporais ¢* de qualquer funcao
continua ¢ sao constantes em m-quase todo ponto. Consequentemente (veja o
Exercicio 4.1.4), o sistema (fa, m) é ergddico.

4.2.7 Exercicios

4.2.1. Prove a Proposigao 4.2.2.
4.2.2. Prove a Proposicao 4.2.9.

4.2.3. Seja I =1[0,1] e f: I — I a fungao definida por

2x se0<xz<1/3
fz) = 20 —2/3 sel/3<x<1/2
TN 22-1/3 sel/2<az<2/3

20 — 1 se2/3<xz<1.
Mostre que f é ergddica relativamente a medida de Lebesgue m.

4.2.4. Seja ¥ = {1,2,...,k}N. Prove que todo subconjunto X infinito, com-
pacto, invariante pelo deslocamento ¢ : ¥ — ¥ contém algum ponto nao-
periédico.

4.2.5. Seja X um espaco topolégico, munido da sua o-algebra de Borel C, e seja
¥ = XN, Mostre que se X tem base enumeravel de abertos entdo a o-algebra
de Borel de ¥ (para a topologia produto) coincide com a o-dlgebra produto
B =C"N. O mesmo vale para ¥ = X% ¢ B = CZ.

4.2.6. Neste exercicio propomos outra demonstracao para a Proposigao 4.2.1.
Suponha que 6 é irracional. Seja A um conjunto invariante com medida positiva.
Lembrando que a érbita {Ry(a) : n € Z} de todo a € S é densa em S', mostre
que nenhum ponto de S é ponto de densidade de A°. Conclua que p(A) = 1.
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4.2.7. Suponha que 6 é irracional. Seja ¢ : S' — R uma funcio continua
qualquer. Mostre que

@(x) = lim — Z o(R)(x (4.2.19)

existe em todo ponto e, de fato, o limite é uniforme. Justifique o fato que
@ € constante em todo ponto. Deduza que Ry tem uma tnica probabilidade
invariante.

4.2.8. Seja A uma matriz quadrada de dimensdo d com coeficientes racionais e
seja A um autovalor racional. Mostre que existe algum autovetor com coeficien-
tes inteiros, ou seja, algum k € Z¢\ {0} tal que Ak = \k.

4.2.9. Um nimero = € (0,1) tem expansao em fragao continua de tipo limitado
se a sequéncia (ay, ), construida na Segao 1.3.2 é limitada. Prove que o conjunto
L C (0,1) dos pontos com expansao em fracao continua de tipo limitado tem
medida de Lebesgue zero.

4.2.10. Seja f : M — M uma transformacao mensurdvel, seja p uma medida
invariante ergddica e seja ¢ : M — R uma funcdo tal que [ pdu = 4oc. Prove

que lim, (1/n) 3777, L o(f(z)) = 400 para p-quase todo € M.

4.2.11. Observe que o nimero b no Exercicio 3.2.4 é independente de  num
conjunto com medida de Lebesgue total. Prove que a média aritmética dos
nimeros ai, ..., an, ... vai para infinito: lim,(1/n)(a1 + -+ a,) = +o0.

4.3 Propriedades das medidas ergddicas

Nesta segao consideramos que a transformagao f : M — M esta fixada e ana-
lisamos o espago M(f) das probabilidades invariantes por f, especialmente o
subconjunto M. (f) das probabilidades ergédicas.

Lembre que uma medida v diz-se absolutamente continua com relacao a
outra medida p se p(E) = 0 implica v(E) = 0. Nesse caso escrevemos v < p.
Esta relacao é transitiva: se v < pe p < A entao v < A. O primeiro resultado
afirma que probabilidades ergédicas sao minimais para esta relagao de ordem:

Lema 4.3.1. Se p e v sdo probabilidades invariantes tais que p € ergddica e v
€ absolutamente continua com relagao a p, entao p = v.

Demonstragdo. Seja ¢ : M — R uma fungao mensuravel limitada qualquer.
Como p é invariante e ergddica, a média temporal

$(z) = lim —Zw (f7 (2

n—oo n
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é constante: p(z) = [ dp em p-quase todo ponto. Segue que esta igualdade
também vale em v-quase todo ponto, ja que v < . Em particular,

/gpdz/:/gédl/:/cpdu

(a primeira igualdade é parte do teorema ergdédico de Birkhoff). Portanto, as
integrais de ¢ com relacao a p e em relagao a v coincidem, qualquer que seja
a funcao mensurdvel limitada ¢. Em particular, considerando funcoes carac-
teristicas, concluimos que pu = v. (|

E claro que se 11 € po sao probabilidades invariantes com respeito a trans-
formagao f entdo (1 — t)uy + tps também é probabilidade invariante, qualquer
que seja t € (0,1). Isto significa que o espago M (f) das probabilidades invari-
antes é convexo. A proposigdo que apresentamos a seguir afirma que as medidas
ergodicas sao os elementos extremais deste convexo:

Proposicao 4.3.2. Uma probabilidade invariante p € ergddica se, e somente
se, ndo € possivel escrevé-la na forma p = (1 —t)pu1 +tus comt € (0,1) e pa,
e probabilidades invariantes distintas.

Demonstragao. Para provar a parte “se”, suponha que p nao é ergédica. Entao
existe algum conjunto invariante A com 0 < u(A) < 1. Defina p; e ps como
sendo as restrigoes normalizadas de 1 a A e ao seu complementar, respectiva-

mente:
_mEnA) _ MENAY

Como A e A° sdo conjuntos invariantes e p é medida invariante, p; e po sao
também probabilidades invariantes. Além disso,

= p(A)pr + p(A)po

e portanto p nao é extremal. Para provar a reciproca, suponha que u é ergédica
e temos g = (1 — t)u1 + tpg com t € (0,1). E claro que p(E) = 0 implica
w1 (E) = pa(E) = 0, ou seja, u1 e pus sao absolutamente continuas com relagao
a u. Logo, pelo Lema 4.3.1, uy = p = po. Isto prova que p é extremal. O

Também observamos que medidas ergddicas distintas “vivem”em subconjun-
tos disjuntos do espago M (veja também o Exercicio 4.3.6):

Lema 4.3.3. Suponha que a o-dlgebra de M admite um gerador enumerdvel.
Seja {p; : i € T} uma familia qualquer de probabilidades invariantes e ergddi-
cas, todas distintas. Entao as medidas p; sao mutuamente singulares: existem
subconjuntos mensurdveis invariantes {P; : i € I} disjuntos dois-a-dois e tais
que p;(P;) = 1 para todo i € T.

Demonstra¢do. Seja I' um gerador enumerdvel da o-dlgebra de M e seja A a
algebra gerada por I'. Note que A é enumeravel, ji que ela coincide com a unidao
das algebras geradas pelos subconjuntos finitos de I'. Para cada i € Z, defina

P,={xe M:7(A z) = p;(A) para todo A € A}.
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Por ergodicidade, p;(P;) = 1 para todo i € Z. Além disso, se existe x € P, N P;
entao p;(A) = 7(A,z) = p;(A) para todo A € A; em outras palavras, f1; = p;.
Isto prova que os P; sao disjuntos dois-a-dois. O

Agora suponha que f : M — M é uma aplicacao continua num espaco
topolégico. Dizemos que a aplicacao f € transitiva se existe algum = € M tal
que {f™(z) : n € N} é denso em M

O lema a seguir da uma caracterizagao util da transitividade. Lembre que um
espaco topolégico M é chamado de espaco de Baire se a intersecao de qualquer
familia enumerdvel de abertos densos é densa em M. Todo espaco métrico
completo é um espaco de Baire e o mesmo vale para todo espago topoldgico
localmente compacto (veja [Dug66]).

Lema 4.3.4. Suponha que M é um espa¢o de Baire com base enumerdvel de
abertos. Entao f : M — M ¢€ transitiva se, e somente se, para todo par de
abertos U eV existe k > 1 tal que f~F(U) intersecta V.

Demonstra¢do. Suponha que f é transitiva e seja € M um ponto cuja érbita
{f™(x) : n € N} é densa em M. Entao existe m > 1 tal que f™(z) € V e
(usando que {f™(z) : n > m} também é denso) existe n > m tal que f™(z) € U.
Tome k = n —m. Entdo f™(x) € f~F(U) N V. Isto prova a parte ‘somente se’
do enunciado.

Para provar a reciproca, seja {U; : j € N} uma base enumeravel de abertos
de M. A hipétese garante que o aberto Ui‘;lf_k(Uj) ¢é denso em M para todo
j € N. Entao a intersecao

x=U*w
j=1k=1

é um subconjunto denso de M. Em particular, ele é nao vazio. Por outro
lado, por defini¢ao, se € X entdo para todo j € N existe algum k > 1 tal
que fF(z) € U;. Como os U; constituem uma base de vizinhancas de M, isto
significa que {f*(z) : k € N} é densa em M. O

Proposigao 4.3.5. Suponha que M € um espaco de Baire com base enumerdvel
de abertos. Entao a restricao de f ao suporte de u € transitiva.

Demonstragdo. Comece por notar que supp p tem base enumerével de abertos,
por ser um subespaco de M, e é um espaco de Baire, uma vez que é fechado
em M. Sejam U e V abertos de supp u. Pela definigao do suporte, u(U) > 0
e w(V) > 0. Defina B = U2, f~#(U). Entdao u(B) > 0, porque B D U,
e f71(B) C B. Por ergodicidade (veja o Exercicio 1.1.4) segue que pu(B) =
1. Entdo B deve intersectar V. Isto prova que existe k& > 1 tal que f~*(U)
intersecta V. Pelo Lema 4.3.4, segue que a transformagao f : supp p — supp p
é transitiva. O
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4.3.1 Exercicios

4.3.1. Seja f : M — M uma aplicacao mensuravel num espaco topolégico M
com base enumeravel de abertos e seja © uma medida de probabilidade ergédica
para f. Mostre que a érbita {f™(x) : n > 0} de p-quase todo ponto z € M é
densa no suporte de pu.

4.3.2. Seja f : M — M uma transformacao continua em um espaco métrico
compacto. Fixada uma funcao ¢ : M — R, prove que existe uma probabilidade

invariante i, tal que
/sﬂdmp= sup /@dn
neMi(f)

4.3.3. Seja g : ' — E uma transformacao induzida por f : M — M, ou
seja uma transformacao da forma g(z) = f°*)(z) com p : E — N (veja a
Secdo 1.4.2). Seja v uma probabilidade invariante de g e seja v, a medida
invariante de f definida por (1.4.5). Suponha que v,(M) < oo e denote p =
v,/v,(M). Mostre que (f, ) é ergddico se, e somente se, (g,v) é ergédico.

4.3.4. Seja f: M — M uma transformacao continua num espago métrico com-
pleto separavel. Dada uma probabilidade invariante p, seja ji o seu levantamento
para a extensdo natural f : M — M (veja a Secao 2.4.2). Mostre que (f, /1) ¢
ergddico se, e somente se, (f, u) é ergddico.

4.3.5. Seja f : M — M uma transformagao e seja p uma medida invariante.
Seja ¢! : N — N, t € R um fluxo suspensao de f e seja v a suspensao corres-
pondente da medida p (veja a Segao 3.4.1). Suponha que v(N) < oo e denote
v =v/v(N). Mostre que ¥ é ergédica para o fluxo (g'); se, e somente se, p é
ergddica para f.

4.3.6. Mostre que no caso de familias finitas ou enumeraveis de medidas ergé-
dicas a conclusao do Lema 4.3.3 vale mesmo que a o-algebra nao seja enumera-
velmente gerada.

4.3.7. Dé exemplo de um espaco métrico M e uma transformacao f: M — M,
tais que existe uma sequéncia de medidas borelianas u,, ergédicas para f que
convergem, na topologia fraca®, para uma medida p que nao é ergddica.

4.3.8. Seja M um espago métrico, f : M — M uma transformacao continua e
1 uma probabilidade invariante e ergédica. Mostre que, dada qualquer proba-
bilidade v em M absolutamente continua com respeito a p, mas nao necessari-
amente invariante,

n—1
Z fIv converge para p na topologia fraca®.
§=0

1

n

4.3.9. Considere X = {1,...,d} e seja 0 : ¥ — ¥ o deslocamento em ¥ = X
ouy = XZ%
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(1) Mostre que para todo § > 0 existe k& > 1 tal que, dados z',...,2° € &
e mi,...,ms > 1, existe um ponto periddico y € ¥ com periodo ng e
satisfazendo d(f7" (y), f/(z')) < § para todo 0 < j < m;, onde n; =0
en; =(my+k)+--- 4 (mi—1 + k) paral <i<s.

(2) Sejam ¢ : ¥ — R uma fun¢ao continua e ¢ a sua média de Birkhoff.
Mostre, que dados € > 0, z',...,2° € X tais que a média de Birkhoff est4
definida e ot,...,a® > 0 tais que Zz a' = 1, existe um ponto periédico
y € 3 satisfazendo |¢(y) — Y, a'@(a")| < e.

(3) Conclua que o conjunto M. (o) das medidas invariantes ergédicas é denso
no espago de todas as probabilidades invariantes M (o).

4.4 Comentarios sobre sistemas conservativos

O teorema ergédico de Birkhoff, provado nos anos trinta do século 20, deu
solida fundamentacao matematica para o enunciado da hipotese ergodica de
Boltzmann, mas deixou totalmente em aberto a questao da sua wveracidade.
Nesta secao vamos dar um breve panorama dos principais resultados obtidos
desde entao nesta direcao, no contexto de sistemas conservativos, isto é, sistemas
dindmicos que preservam uma medida de volume numa variedade.

Comegamos por observar que, num certo sentido topolégico abstrato, a mai-
oria dos sistemas conservativos sao ergodicos. Esse é o sentido do teorema que
vamos enunciar a seguir, provado no inicio dos anos 1940 por John Oxtoby and
Stanislav Ulam [OU41]. Lembre que um subconjunto de um espago de Baire
é chamado residual se ele pode ser escrito como uma intersecao enumeravel de
subconjuntos abertos e densos. Por definicao de espago de Baire, todo subcon-
junto residual é denso.

Teorema 4.4.1 (Oxtoby, Ulam). Para toda variedade riemanniana compacta
M, existe um subconjunto residual R do espago Homeoyo (M) dos homeomor-
fismos conservativos de M tal que todo elemento de R ¢é ergodico.

Os resultados que apresentaremos a seguir implicam que a conclusao deste
teorema torna-se falsa quando substituimos Homeo(M) pelo espaco Difeo® (M)
dos difeomorfismos conservativos de classe C*, pelo menos para k > 3. Prati-
camente nada é sabido a este respeito nos casos k = 2 e k = 3. Por outro lado,
Artur Avila, Sylvain Crovisier e Amie Wilkinson anunciaram recentemente uma
versao C! do teorema anterior: para toda variedade riemanniana compacta M,
existe um subconjunto residual R do espago Difeol (M) dos difeomorfismos

conservativos de classe C* tal que todo f € R com entropia hye(f) positiva é
ergodico. A nocao de entropia sera estudada no Capitulo 9.

4.4.1 Sistemas hamiltonianos

Os sistemas em que Boltzmann estava interessado, relativos ao movimento das
moléculas de gases podem, em principio, ser descritos pelas leis da mecanica
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classica newtoniana. No chamado formalismo hamiltoniano da mecénica cléssi-
ca, os estados do sistema sao representados por meio das “coordenadas genera-
lizadas” ¢, ...,qq € dos “momentos generalizados” p1,...,pq € a sua evolugao
¢é descrita pelas solugoes das equagoes de Hamilton-Jacobi:

dqj‘ o OH dpj 8H

= = i=1,...,d 4.4.1

onde H (a energia total do sistema) é uma funcao de classe C? das varidveis
q=(q1,---,94) e p = (p1,.-.,pa); 0 inteiro d > 1 é o nimero de graus de
liberdade do sistema.

Exemplo 4.4.2 (Péndulo). Tome d = 1 e H(q,p) = p*>/2 — gcosq, onde g é
uma constante positiva e (¢, p) € R?. As equacoes de Hamilton-Jacobi

dgq dp .

— = e — = —gsin

at P a9
descrevem o movimento de um péndulo sujeito ao um campo gravitacional cons-
tante: a coordenada ¢ mede o angulo relativo a posicao de equilibrio (estavel) e
p mede o momento angular. O hamiltoniano H corresponde a energia total do
sistema: H = energia cinética + energia potencial.

Note que H sempre é uma integral primeira do sistema, ou seja, ela é cons-
tante ao longo das trajetorias do fluxo:

8qj dt 8pj e —

Entao, podemos considerar a restricao do fluxo a cada hipersuperficie de ener-
gia H. = {(¢,p) : H(q,p) = c}. A medida de volume dg; - - - dqqdp; - - - dpgq ¢
chamada medida de Liouville. Observando que o campo de vetores

)

tem divergente nulo (lembre a Segao 1.3.6), concluimos que o fluxo preserva a
medida de Liouville. Em consequéncia (veja o Exercicio 1.3.12), a restrigao do
fluxo a cada hipersuperficie de energia H,. também tem uma medida invariante
e, que é dada por

0H 0H 0H 0H

Fe(-

op1’"""" Opa’ Oa1” " Daa

we(E) = / ngaileH para todo conjunto mensuravel £ C H,

onde ds representa o elemento de volume na hipersuperficie. Entao é natural
perguntar se, em geral, sistemas hamiltonianos sao ergddicos relativamente a
medida invariante em (quase) toda hipersuperficie de energia.

O primeiro resultado importante nesta direcao foi anunciado por Andrey
Kolmogorov em 1954 e foi, logo em seguida, substanciado pelos trabalhos de
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Vladimir Arnold e Jiirgen Moser. Isto conduziu a uma teoria muito profunda,
que é conhecida como Teoria KAM em homenagem aos seus fundadores, e para
qual contribuiram de maneira decisiva diversos outros matematicos, tais como
Helmut Riissmann, Michael Herman, Eduard Zehnder, Jean-Christophe Yoccoz,
Jirgen Poschel, entre outros. Inicialmente, a teoria lida com sistemas “quase

integraveis”.
Um sistema hamiltoniano diz-se integrdvel (no sentido de Liouville) se ele
admite d integrais primeiras I, ..., I4:

e independentes: ou seja, tais que os gradientes

o1, oI,  0I; oI,

dl, = —, —4,... — —~ 1<i<d
sracts (5(11’3191’ ’6qd’6pd>’ =) =%

sao linearmente independentes em todo ponto num subconjunto aberto e
denso do dominio;
e em involugcdo: ou seja, tais que os colchetes de Poisson

d
| - ol; Iy 01; 01
iy = ; [8% op;  Op; 3‘11'] '

sao todos identicamente nulos.

Segue dos comentdrios anteriores que todo sistema com d = 1 grau de liberdade
é integravel: o préprio hamiltoniano H é uma integral primeira. Outro exemplo
importante:

Exemplo 4.4.3. Para qualquer nimero d > 1 de graus de liberdade, suponha
que o hamiltoniano H depende apenas das varidveis p = (p1,...,pq). Entao as
equagoes de Hamilton-Jacobi (4.4.1) se reduzem a

dg; O0H dp; ~ O0H

@ o) Tl T g

dt —@ (p):O.

A segunda equagao significa, precisamente, que cada p; ¢ uma integral primeira;
é facil ver que estas integrais primeiras sao independentes e estao em involugao.
Observe também que na primeira equagao o termo da direita é independente do
tempo. Logo, a solugao da equacao é

OH
Opi

q;(t) = ¢;(0) + 75— (p(0)) .
Como vamos comentar a seguir, este exemplo é totalmente tipico de sistemas
integréaveis.

Um teorema cléssico de Liouville afirma que se o sistema é integravel entao
as equacoes de Hamilton-Jacobi podem ser resolvidas completamente por qua-
draturas. Na demonstragdo (veja o livro de Arnold [Arn78]) sdo construidas
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funcoes ¢ = (p1,...,0q) € T? as quais, juntamente com as integrais primeiras
I=(I,...,1;) € R% constituem coordenadas canénicas do sistema (chamadas
na literatura de coordenadas a¢ao-angulo). Com isto, queremos dizer que

U (q,p) — (¢, 1)

¢ um mudanga de coordenadas (ou seja, um difeomorfismo) que preserva a forma
das equagoes de Hamilton-Jacobi: (4.4.1) traduz-se para
d(pj (9H/ de 8H/
ekt e —J — _
at 01 dt dp;’

(4.4.2)

onde H' = HoW~! é a expressao do hamiltoniano nas novas coordenadas. Como
as I; sao integrais primeiras, a segunda equacao d4 que
)AL __om

dt (9(,0j

Isto quer dizer que H nao depende das varidveis @ e, portanto, estamos numa
situagao similar ao Exemplo 4.4.3. Cada trajetéria do fluxo hamiltoniano esta
restrita a um toro {I = const} e, de acordo com a primeira equagido em (4.4.2),
é linear na coordenada ¢:

OH'
0l (D)-

©;(t) = ¢;(0) +tw;(I)t, onde w;(I)

Em termos das coordenadas originais (g, p), concluimos que as trajetérias do
fluxo hamiltoniano sao dadas por

t = U p(0) + w(D)t, I) = Dy 0) 1 (w(I)1) (4.4.3)

onde ®,(gy,; : R? — M ¢é uma fungao Z%-periddica e w(I) = (wi(I),...,wq(l))
é chamado vetor de frequéncias. Dizemos que a trajetéria é quase periddica.

4.4.2 Teoria de Kolmogorov-Arnold-Moser

E claro que sistemas integraveis nunca sao ergddicos. Mas isso, por si so,
nao seria impedimento para que a maioria dos sistemas hamiltonianos fossem
ergodicos, ja que integrabilidade é uma propriedade muito rara. No entanto,
o resultado fundamental que vamos enunciar em seguida afirma que sistemas
integraveis genéricos sao robustamente nao ergdédicos: todo fluxo hamiltoniano
préximo também é nao ergddico.

Seja Hp um hamiltoniano integravel, escrito em coordenadas de agao-angulo
(¢, I). Mais precisamente, seja B? uma bola em R? e suponha que Ho(y,I)
estd definido para todo (¢, I) € T¢ x B? mas depende apenas da coordenada I.
Dizemos que Hy é nao-degenerado se a sua matriz hesseana é invertivel:

det 0" Ho # 0 em todo ponto (4.4.4)
o1;01; ), ; P ) o
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Observe que a matriz hesseana de Hy coincide com a matriz jacobiana de w([I).
Portanto, a condi¢do de tor¢ao (4.4.4) significa que a aplicagdo que associa a
cada valor de I o respectivo vetor de frequéncias w(I) é um difeomorfismo local.

Teorema 4.4.4. Seja Ho(I) um hamiltoniano integrdvel, nao degenerado, de
classe C™. Entdo existe uma vizinhanga V de Hy no espaco O (T4 x B4 R) tal
que para todo H € V existe um conjunto compacto K C T x B? satisfazendo:

(a) K é uma unido de toros diferencidveis da forma {(¢,u(y)) : ¢ € T?} cada
um dos quais € invariante pelo fluxo hamiltoniano de H;

(b) a restri¢cio do fluro hamiltoniano a cada um destes toros € conjugada a
um fluzo linear em T;

(¢) o conjunto K tem volume positivo e, de fato, o volume do complementar
converge para zero quando H — Hy.

Claramente, a existéncia um conjunto K como no enunciado implica que o
fluxo hamiltoniano de H nao é ergddico. Podemos resumir o conteido do teo-
rema dizendo que a maioria dos toros invariantes persiste quando perturbamos
um sistema integravel ndo degenerado. A prova mostra a persisténcia ou nao de
um dado toro estd intimamente ligada as propriedades aritméticas do respectivo
vetor de frequéncias, da seguinte forma.

Dados ¢ > 0 e 7 > 0, dizemos que um vetor w € R? é (¢, 7)-diofantino se

|k w| > W para todo k € Z4, (4.4.5)

onde ||k|| = |k1|+ - |ka|. Vetores diofantinos sao racionalmente independentes;
de fato a condigao (4.4.5) significa que, num certo sentido, w é mal aproximado
por vetores racionalmente dependentes. Dizemos que w é 7-diofantino se ele é
(¢, 7)-diofantino para algum ¢ > 0. O conjunto dos vetores T-diofantinos é nao
vazio se, e somente se, 7 > d— 1; além disso, ele tem medida total em R? sempre
que 7 é estritamente maior que d — 1 (veja o Exercicio 4.4.1).

Na prova do Teorema 4.4.4 mostra-se que, dados ¢ > 0e 7 > d— 1 e dado
qualquer compacto Q C w(B?), podemos encontrar uma vizinhanca V de Hy
tal que, para todo H € V e todo vetor (¢, 7)-diofantino w, o fluxo de H admite
um toro invariante diferenciavel, restrito ao qual o fluxo hamiltoniano de H é
conjugado ao fluxo linear t — ¢(t) = ¢(0) + tw.

A seguir discutimos uma versao do Teorema 4.4.4 para sistemas com tempo
discreto, mais precisamente, para transformacoes simpléticas. Lembre que uma
forma simplética numa variedade M é uma 2-forma diferencial # nao degenerada:
para todo x € M e todo u # 0, existe v tal que 0,(u,v) # 0. Existéncia de
uma forma simplética implica que a dimensao de M é par: dim M = 2d; além
disso, a d-ésima poténcia 8¢ = @ A --- A 6 é uma forma de volume em M. Uma
transformagao diferenciavel f : M — M diz-se simplética se ela preserva a forma
simplética: 0;(u,v) = O (Df(x)u, Df(x)v) para todo 2 € M e quaisquer
u,v € T,M. Entdo, em particular, f preserva a forma de volume 6<.
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Exemplo 4.4.5. Seja M = R??, com coordenadas (qi,...,qq4,p1,-..,Pd), € seja
0 a forma diferencial definida por

0, =dgi Ndpr + -+ dqa N dpg (4.4.6)

para todo z. Entao # é uma forma simplética em M. De fato, um teorema
cldssico de Darboux afirma que para toda forma simplética numa variedade
existe uma atlas da variedade tal que a expressao da forma simplética em qual-
quer carta local desse atlas coincide com (4.4.6). Qualquer transformagao da
forma

f(Q17 sy dds Py - 7pd) = (ql +W1(p), <oy qd +wd(p)7p17 s 7pd)
¢é simplética relativamente a 6. Usando

0 0 0 0 Ow; 0
Df-—=— e D J

dp;  Op;  9q; Iq;’
vemos que [ é simplética relativamente a forma 6.

Por analogia com o caso de fluxos, dizemos que uma transformacao fo é
integrdvel se existem coordenadas (¢, p) € T x B? tais que fo(q,p) = (g+w(p), p)
para todo (g,p). Além disso, dizemos que fo é nao degenerada se a aplicagdo
p+— w(p) é um difeomorfismo local.

Teorema 4.4.6. Seja fo uma transformagdo integrdavel nao degenerada de clas-
se C™. Entdo existe uma vizinhanca V de fo no espago C=(T% x B R?) tal
que para toda transformacdo simplética® f € V existe um conjunto compacto
K c T? x B? satisfazendo:

(a) K éuma unido de toros diferencidveis da forma {(q,u(q)) : ¢ € T?}, cada
um dos quais € invariante for f;

(b) a restricao de f a cada um destes toros é conjugada a uma transla¢do em
Td,'

(¢) o conjunto K tem wvolume positivo e, de fato, o volume do complementar
converge para zero quando f — fo.

Analogamente ao caso anterior, a presenca de tal conjunto K implica que
f nao é ergddica. Outra analogia é que o conjunto K estd formado por toros
restritos aos quais a dinamica é conjugada a uma rotagao diofantina.

Os Teoremas 4.4.4 e 4.4.6 se estendem para sistemas de classe C" com r finito
mas suficientemente grande (dependendo da dimensao). Por exemplo, a versao
do Teorema 4.4.6 para d = 1 é verdadeira para r > 3 e falsa para r < 3; no caso
de transformacoes de classe C?, as conclusoes (a) e (b) do teorema permanecem
verdadeiras, mas nao a conclusao (c).

?Relativamente & forma simplética canonica (4.4.6).
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4.4.3 Pontos periddicos eliticos

Os resultados enunciados acima podem ser aplicados, em particular, para des-
crever o comportamento de sistemas conservativos na vizinhanga de pontos
periédicos eliticos. Vamos explicar isto sucintamente, comecando pelo caso
simplético em dimensao 2.

Quando M é uma superficie, as nocoes de forma simplética e de forma de
area coincidem. Portanto, uma transformagao f : M — M é simplética se, e
somente se, ela preserva area. Seja ( € M um ponto fixo elitico, ou seja, tal que
os autovalores de D f(¢) estdo no circulo unitdrio. Sejam A e A os autovalores.
Dizemos que o ponto fixo ¢ é ndo degenerado se \¥ # 1 para todo 1 < k < 4.
Entao, pelo teorema da forma normal de Birkhoff (veja o Apéndice 7 no livro
de Arnold [Arn78]), existem coordenadas canénicas (z,y) € R? na vizinhanga
do ponto fixo, com ¢ = (0,0) e tais que, relativamente as coordenadas “polares”
(0, p) € S* x R definidas por

x =./pcos e y=./psinf
a transformagao f se escreve na seguinte forma:
F(0,p) = (6 +wo +wip,p) + R(6,p) com [R(4,p)| < Clp|*. (4.4.7)

Observe que a forma normal (0, p) — (0 +wo +w1p, p) é integravel. Além disso,
ela satisfaz a condicao de torgao (4.4.4), desde que wy # 0 (esta tltima condigao
nao depende da escolha das coordenadas canonicas, apenas da transformacgao
f). Entao podemos aplicar os métodos do Teorema 4.4.6 para concluir que
existe um conjunto K com &rea positiva formado por circulos invariantes com
numeros de rotacao diofantinos, isto é, tais que a restricao de f a cada um
destes circulos é conjugada a uma rotacao diofantina. Mais ainda, o ponto fixo
¢ é ponto de densidade deste conjunto:

L mBE\K)
r=0 m(B((,r)) ’
onde B((,r) representa a bola de raio r > 0 em torno de (.

Vamos nos referir a pontos ¢ nas condigoes do paragrafo anterior como pontos
fizos eliticos genéricos. Uma consequéncia importante do que acabamos de dizer
é que pontos fizos eliticos genéricos de transformagoes que preservam drea $Go
estdveis: a trajetoria de qualquer ponto proximo de ( permanece préxima de
¢ para sempre, uma vez que estd “presa” dentro de algum circulo invariante
pequeno. Este fato nao se estende para dimensao maior, como comentaremos
mais tarde.

Ainda em dimensao dois, queremos mencionar outros fenémenos dinamicos
importantes que ocorrem na vizinhanga de pontos fixos eliticos genéricos. Co-
megamos por apresentar uma ferramenta muito util, o chamado wltimo teorema
de Poincaré ou teorema do ponto fixo de Poincaré-Birkhoff. O enunciado e
certos casos particulares da demonstracao foram propostos por Poincaré alguns
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meses antes da sua morte; o caso geral foi demonstrado por Birkhoff [Birl3] no
ano seguinte.

Seja A = St x[a,b], com 0 < a < b, e seja f : A — A um homeomorfismo que
preserva cada uma das componentes conexas do bordo do anel A. Dizemos que f
é um homeomorfismo de torsao se ele gira as componentes conexas do bordo em
sentidos opostos, ou seja, se existe algum levantamento F' : R [a, b] — R x [a, b],
F(9,p) = (©(0,p),R(0,p)) da transformacao f ao recobrimento universal do
anel, tal que

[©(6,a) — 0][©(0,b) — 0] <0 para todo 6 € R. (4.4.8)

Teorema 4.4.7 (Ponto fixo de Poincaré-Birkhoff). Se f: A — A é um homeo-
morfismo de torsio que preserva drea entdo f admite, pelo menos, dois pontos
fizos no interior de A.

Conforme comentado anteriormente, todo ponto fixo elitico genérico ¢ é acu-
mulado por circulos invariantes com nimeros de rotagao irracionais diofantinos.
Dois quaisquer dessas circulos delimitam um anel em torno de (. Aplicando o
Teorema 4.4.7 (ou, mais precisamente, o corolario no Exercicio 4.4.6) conclui-se
que cada um desses anéis contém, pelo menos, um par de érbitas peridédicas com
0 mesmo periodo.

Em certo sentido, estes pares de érbitas periddicas sao o que resta dos circulos
invariantes da forma normal com nimeros de rotacao racionais, destruidos pela
adicao do termo R em (4.4.7). Os seus periodos convergem para infinito quando
nos aproximamos de (. Genericamente, uma das 6rbitas periddicas é hiperbdlica
(pontos de sela) e a outra elitica. Um exemplo estd esbogado na Figura 4.3: o
ponto fixo elitico ¢ estd rodeado por uma oérbita periédica hiperbdlica e uma
orbita periddica elitica, assinaladas com as letras p e ¢, respectivamente, ambas
com periodo 4. Na figura também estao representadas dois circulos invariantes
em torno de (.

O matematico suico Eduard Zehnder mostrou que, genericamente, as érbitas
peridédicas hiperbdlicas apresentam pontos homoclinicos transversais, ou seja,
as respectivas variedades estaveis e instdveis se intersectam transversalmente,
tal como estd representado na Figura 4.3. Isto implica que a geometria das
variedades estaveis e instaveis é extremamente complexa. As 6rbitas periddicas
eliticas podem ser obtidas satisfazendo as condicoes de genericidade referidas
anteriormente. Isto quer dizer que toda a complexidade dinamica que estamos
descrevendo na vizinhanga de ¢ se reproduz na vizinhanca de cada uma dessas
orbitas eliticas “satélites”.

Além disso, a teoria desenvolvida pelo fisico francés Serge Aubry e pelo ma-
tematico americano John Mather mostra que ¢ também é acumulado por certos
conjuntos invariantes totalmente desconexos, restrita a cada um dos quais a
transformagao f é minimal (todas as 6rbitas sdo densas). Em certo sentido, es-
tes conjuntos de Aubry-Mather correspondem aos circulos invariantes da forma
normal con numeros de rotagao irracionais nao diofantinos, igualmente des-
truidos pela adi¢ao do termo R em (4.4.7).



130 CAPITULO 4. ERGODICIDADE

Figura 4.3: Circulos invariantes, érbitas periddicas e interse¢oes homoclinicas
na vizinhanca de um ponto fixo elitico genérico

Figura 4.4: Evidéncia computacional da presenca de circulos invariantes, ilhas
eliticas e interse¢oes homoclinicas transversais

A Figura 4.4 resume e ilustra boa parte do que acabamos de dizer. As tra-
jetorias calculadas por computador representadas na figura permitem intuir a
presenga de circulos invariantes, de satélites eliticos, com seus préprios circulos
invariantes, e até mesmo de 6rbitas hiperbdlicas com as respectivas intersegoes
homoclinicas transversais. Também observamos na figura a presenca de tra-
jetorias com comportamento “cadtico”, aparentemente relacionadas com essas
intersegoes transversais.

Mais geralmente, seja f : M — M um difeomorfismo simplético numa vari-
edade simplética M de dimensao 2d > 2 qualquer. Dizemos que um ponto fixo
¢ € M de f é elitico se todos os autovalores da derivada D f({) estdo no circulo
unitério. Sejam Ai, A1,. .., A\g, \q esses autovalores. Dizemos que ¢ é ndo dege-
nerado se A% ...)\Sd # 1 para todo (k1,...,kq) € Z% com |ky| 4+ -+ + |kq| < 4
(em particular, os autovalores sdo todos distintos). Entao, pelo teorema da
forma normal de Birkhoff (Apéndice 7 no livro de Arnold [Arn78]), existem co-



4.4. COMENTARIOS SOBRE SISTEMAS CONSERVATIVOS 131

ordenadas canénicas (1, ..., 24, ¥1,...,yqd) € R?? na vizinhanca de ¢ tais que,
relativamente as coordenadas “polares” (6, p) € T x R¢ definidas por

xj = /pjcosl; e y;=./pjsind;, j=1,...,d,
a transformacao f se escreve:
F(0,9) = (0 +wo+wi(p),p) + R(6,p) onde |[R(0, p)]| < const o2

wo € R?% e wy é uma aplicacio linear em R%. Supondo que w; seja um isomorfismo
(mais uma condi¢do genérica sobre a transformacao f), temos que a forma
normal

(0, p) = (04 wo +wi(p),p)

é integravel e satisfaz a condicao de torgao 4.4.4. Aplicando as ideias do Teo-
rema 4.4.6, concluimos que ¢ é ponto de densidade de um conjunto K formado
por toros invariantes de dimensao d, restritos aos quais a transformacao f é
conjugada a uma rotagao diofantina.

Em particular, transformagoes simpléticas com pontos fixos (ou periddicos)
eliticos genéricos nunca sao ergédicas. Observe, por outro lado que quando d > 1
um toro de dimensao d nao separa o espaco ambiente M em duas componentes
conexas. Portanto, o argumento que usamos atras para mostrar que pontos
fixos eliticos genéricos em superficies sao estaveis nao se estende para dimensao
superior. De fato, é sabido que quando d > 1 certas trajetdrias comecando
perto do ponto fixo podem escapar para longe dele. Isto estd relacionado com
o fendomeno chamado de difusdo de Arnold, que constitui um tema muito ativo
de pesquisa nesta area.

Finalmente, vamos observar que a teoria descrita anteriormente também se
aplica a sistemas conservativos com tempo continuo. Dizemos que um ponto
estaciondrio ¢ de um fluxo hamiltoniano é elitico se todos os autovalores da
derivada do campo de vetores no ponto ( sd@o nimeros imagindrios puros. Ar-
gumentos semelhantes ao do caso de tempo discreto mostram que, sob hipdteses
genéricas, o ponto estaciondrio elitico é ponto de densidade de um conjunto for-
mado por toros invariantes de dimensao d restritos a cada um dos quais o fluxo
hamiltoniano é conjugado a um fluxo linear.

Além disso, valem resultados andlogos para trajetérias periédicas de fluxos
hamiltonianos. Um modo de obter tais resultados é considerando uma segao
transversal ao fluxo cortando a trajetéria peridédica, e aplicando as ideias ante-
riores a transformagao de Poincaré correspondente. Concluimos que, sob certas
condigoes genéricas, trajetorias periddicas eliticas de fluxos hamiltonianos sao
acumuladas por conjuntos com medida positiva formados por toros invariantes
do fluxo.

A teoria de Kolmogorov, Arnold, Moser tem muitas outras aplicagbes, numa
grande diversidade de situacoes em Matemadtica, que fogem ao escopo deste
texto. O leitor interessado podera obter informagao mais completa nas seguintes
referéncias: Arnold [Arn78], Bost [Bos86], Yoccoz [Yoc92], de la Llave [d1L93] e
Arnold, Kozlov, Neishtadt [AKNO06], entre outras.
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4.4.4 Fluxos geodésicos

Seja M uma variedade riemanniana compacta. O fibrado tangente TM é o
espago das duplas (z,v) em que © € M e v é um vetor tangente a variedade
no ponto z. Denotamos por T'M o fibrado tangente unitério, formado pelas
duplas (x,v) € TM com ||v]| = 1. Segue da teoria das equagoes diferenciais que
para cada (x,v) € T'M existe uma unica geodésica 7, : R — M na variedade
tal que v3,0(0) = z € J2,,(0) = v. Além disso, a familia de transformagoes
definida por

ft D, v) = (Ve () V(1))

é um fluxo no fibrado tangente T'M, que é chamado fluzo geodésico de M.

Equivalentemente, o fluxo geodésico pode ser definido como o fluxo hamilto-
niano em 7'M correspondente & fungdo hamiltoniana H (z,v) = ||v||%. Portanto,
(f%)¢ preserva a medida de Liouville do fibrado tangente, a qual pode ser des-
crita da seguinte forma. A métrica riemanniana induz uma medida de volume
dx na variedade M e também induz um volume dv em cada espago tangente
T.M. A medida de Liouville de TM é dada, localmente, pelo produto dxdv.
Além disso, a restricio m da medida de Liouville ao fibrado tangente unitario
é dada, localmente, pelo produto dzda, onde da é a medida de angulo na es-
fera unitaria de T, M. O fato de que H é uma integral primeira significa que
a norma ||v|| é constante ao longo de trajetérias do fluxo. Em particular, (f*);
deixa invariante o fibrado tangente unitario. Além disso, ele preserva a medida
de Liouville m restrita a T M.

No entanto, o comportamento dos fluxos geodésicos €, geralmente, muito dis-
tinto da dindmica dos sistemas quase integraveis que descrevemos na Secao 4.4.2.
Por exemplo, o matemdtico austriaco Eberhard Hopf [Hop39] mostrou em 1939
que se M é uma superficie compacta com curvatura gaussiana negativa em todo
ponto entao o fluxo geodésico é ergodico. Este teorema foi estendido para vari-
edades de qualquer dimensao quase trés décadas depois, por meio do seguinte
resultado notdvel do matemético soviético Dmitry Anosov [Ano67]:

Teorema 4.4.8 (Anosov). Seja M uma variedade compacta com curvatura sec-
cional negativa. Entdo o fluxo geodésico no fibrado tangente unitdario € ergodico
para o medida de Liouville em T'M.

Desta forma, os fluxos geodésicos em variedades de curvatura negativa cons-
tituiram a primeira classe importante de sistemas hamiltonianos para os quais
a hipotese ergddica pode ser comprovada rigorosamente.

4.4.5 Sistemas de Anosov

O primeiro ingrediente fundamental na demonstragao do Teorema 4.4.8 é mos-
trar que todo fluxo geodésico de uma variedade com curvatura negativa é unifor-
memente hiperbdlico. Isto quer dizer que toda trajetoria v do fluxo esta contida
em subvariedades invariantes W#(v) e W¥(v) que se intersectam transversal-
mente ao longo de v e tais que
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e toda trajetéria em W*(v) é exponencialmente assintética a v no futuro
e toda trajetéria em W"(y) é exponencialmente assintética a v no passado

(veja a Figura 4.5), com taxas exponenciais de convergencia uniformes para
toda trajetéria v. Além disso, o fluxo geodésico é transitivo. A segunda parte
da demonstragado do Teorema 4.4.8 consiste entdao em mostrar que todo fluxo
uniformemente hiperbélico (fluzo de Anosov), transitivo, de classe C? que pre-
serva volume é ergédico. Comentaremos essa questao num instante.

W) \

Figura 4.5: Comportamento hiperbdlico

Existe uma nogao correspondente para sistemas com tempo discreto: dize-
mos que um difeomorfismo f : N — N numa variedade riemanniana compacta
é uniformemente hiperbdlico (difeomorfismo de Anosov) se o espaco tangente
a variedade em todo ponto z € N admite uma decomposicao em soma direta
T,N = E ® EY tal que a decomposicao ¢é invariante pela derivada do difeomor-
fismo:

Df(2)El = E},) e Df(2)EY =E}, paratodozé€ N, (4.4.9)
e a derivada contrai E e expande FY, uniformemente:

sup |[Df(2) | B[l <1 e sup||Df(2)"" [ EY[ <1 (4.4.10)
z€EN zeN

(para alguma escolha da norma compativel com a métrica riemanniana de M).

Prova-se que para cada z € N o conjunto W#(z) dos pontos cuja trajetéria
futura é assintética a trajetéria de z forma uma subvariedade diferenciavel de N
tangente a E¥ no ponto z; analogamente, o conjunto W*(z) dos pontos cuja tra-
jetoria passada é assintética a trajetoria de z é uma subvariedade diferenciavel
tangente a EY no ponto z. Estas subvariedades formam laminagbes (ou seja,
decomposigdes de N em subvariedades diferencidveis) que sao invariantes pelo
difeomorfismo:

fW3(2)) =W?3(f(2)) e [f(W"(z)=W"(f(z)) paratodo z¢€ N.

Anosov também provou que todo difeomorfismo uniformemente hiperbélico,
transitivo, de classe C? que preserva o volume é ergédico. A ferramenta técnica
crucial é o seguinte teorema provado por Anosov, Sinai [AS67]:
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Teorema 4.4.9 (Continuidade absoluta). As laminagdes estdvel e instdvel de
qualquer difeomorfismo (ou fluro) de Anosov de classe C? sdo absolutamente
continuas:

1. se X C N tem volume zero entao X N W?*(x) tem volume zero dentro de
W (z) para quase todo v € N;

2. se Y C X € um subconjunto com volume zero de uma subvariedade X
transversal a laminacdo estavel, entao a uniao das variedades estdveis dos
pontos de Y tem volume zero em N;

e analogamente para a laminac¢ao instdvel.

A ergodicidade pode entao ser deduzida por meio do argumento de Hopf,
que ja ilustramos na Sec¢ao 4.2.6 num caso particular. Dada qualquer fun¢ao
continua ¢ : N — R, seja F, o conjunto dos pontos z € N onde as médias
orbitais no futuro e no passado, p*(z) e ¢~ (2) estao definidas e coincidem.
E, tem volume total, como vimos no Corolario 3.2.8, Observe também que
T ¢é constante em cada variedade estavel e ¢~ ¢é constante em cada variedade
instdvel. Logo pela primeira parte do Teorema 4.4.9, a intersecao Y, = W*(z)N
E, tem volume total em W"(z) para quase todo z € N. Além disso, ¢~ = ¢
é constante em cada Y,. Fixe qualquer z nestas condigoes. A hipotese de
transitividade implica que a unido das variedades estdveis dos pontos de W*(z)
é toda a variedade N. Logo, usando a segunda parte do Teorema 4.4.9, a uniao
das variedades estaveis dos pontos de Y, tem volume total en N. Além disso,
T é constante nessa unido. Isto mostra que a média orbital de ¢ é constante
em quase todo ponto, para toda fungao continua. Portanto, f é ergédico.

Terminamos esta secao observando que todos os exemplos conhecidos de
difeomorfismos de Anosov sao transitivos mas isso nao é verdade no caso de
fluxos de Anosov (veja Verjovsky [Ver99]). Outro problema em aberto é se a
ergodicidade ainda vale quando o difeomorfismo ou fluxo de Anosov é apenas
de classe C'. E sabido que neste caso o teorema de continuidade absoluta
(Teorema 4.4.9) é falso, em geral (veja [Bow75b, RY80]).

4.4.6 Bilhares

Como vimos nas Secoes 4.4.2 e 4.4.3, sistemas nao ergédicos sdo bastante co-
muns no mundo dos fluxos hamiltonianos e das transformagoes simpléticas. No
entanto, por si s6 isto nao basta para invalidar a hipdtese ergdédica de Boltzmann
no contexto em que ela foi formulada. De fato, gases ideais sao sistemas de um
tipo especial: é concebivel que ergodicidade possa ser tipico nesse ambito mais
restrito, mesmo nao o sendo para sistemas hamiltonianos gerais.

Na década de 1960, o matemadtico e fisico tedrico soviético Yakov Sinai [Sin63]
conjecturou que os sistemas hamiltonianos formados por esferas que chocam
elasticamente entre si sao ergddicos. Esse modelo para o comportamento de
gases ideais havia sido proposto originalmente pelo cientista americano Josiah
Willard Gibbs que, juntamente com Boltzmann e com o matemético e fisico
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tedrico escocés James Clark Maxwell, criou a drea da Mecanica Estatistica. Ele
serd apresentado de forma precisa no Exemplo 4.4.11. A hipdtese ergodica de
Boltzmann-Sinai, como é conhecida a conjectura de Sinai, é o tema principal da
presente segao.

De fato, discutiremos a questao da ergodicidade para sistemas um pouco
mais gerais, chamados bilhares, cuja definicao formal foi dada pela primeira vez
por Birkhoff, nos anos 1930.

Na sua forma mais simples, um bilhar é dado por um dominio conexo limi-
tado Q C R2, a mesa do bilhar, cujo bordo 92 estd formado por um ntimero
finito de curvas diferencidveis. Chamamos cantos aos pontos onde o bordo nao é
diferencidvel; por hipétese eles formam um conjunto finito C C 9€2. Considera-
mos uma particula pontual em movimento retilineo uniforme dentro de €2, com
choques eldsticos com o bordo. Isto é, a cada encontro com 92\ C a particula é
refletida, de tal forma que o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexao.
Quando a particula acerta um dos cantos ela é absorvida: a trajetéria nao esta
definida a partir dai.

Denotamos por n o campo de vetores unitdrio normal ao bordo 92 e apon-
tando “para dentro” de Q. Ele define uma orientagao em 902 \ C: um vetor ¢
tangente ao bordo é positivo se a base {t,n} de R? ¢ positiva. E claro que o
movimento da particula fica totalmente caracterizado pela sequéncia de choques
com o bordo. Além disso, cada choque pode ser descrito pela posicao s € Q2 e
pelo angulo de reflexao 6 € (—7/2,7/2). Portanto, a evolugao do bilhar é regida
pela transformagao

£ 00\ C) x (—1/2,7/2) — 80 x (—7/2,7/2), (4.4.11)

que a cada choque (s, ) associa o choque subsequente (s',6"). Veja a Figura 4.6.

Figura 4.6: Dinamica de bilhares

No exemplo na esquerda da Figura 4.6 a mesa é poligonal, ou seja, o seu
bordo é conexo e estd formado por um nimero finito de segmentos de reta.
A trajetéria que estd representada na figura acerta um dos cantos do bilhar.
Trajetorias proximas dela que colidem com o bordo em lados distintos do canto
apresentam angulos de incidéncia muito diferentes. Em particular, a trans-
formagao do bilhar (4.4.11) nao é continua. No exemplo na direita da Figura 4.6
o bordo tem quatro componentes conexas, cada umas das quais é uma curva
diferencidvel. Logo, ndo existem cantos. Considere a trajetdéria representada
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na figura, tangenciando uma das componentes conexas do bordo. Trajetérias
préximas dela colidem com componentes conexas distintas do bordo. Portanto,
a transformacao do bilhar apresenta descontinuidades também neste caso.

Exemplo 4.4.10. (Mesa circular) No lado esquerdo da Figura 4.7 representa-
mos o bilhar na bola unitdria Q C R2. A respectiva transformacio estd dada
por
fi(s,0)— (s—(m—20),0);

no lado direito da Figura 4.7 descrevemos geometricamente o comportamento
desta transformacao. Observe que [ preserva a medida de area dsdf. Note
que f é integravel (no sentido da Secao 4.4.2) e, em particular, a medida de
area nao é ergdédica. Note também que f satisfaz a condicao de torcao (4.4.4).
Veremos daqui a pouco, no Teorema 4.4.12, que todo bilhar plano preserva uma
medida natural, equivalente & medida de drea em 9Q x (—7/2,7/2). A partir das
observacoes anteriores, a teoria KAM permite mostrar que muitos bilhares com
mesas quase circulares nao sao ergddicos relativamente a essa medida invariante.

0=m/2

0=—n/2l

Figura 4.7: Bilhar em mesa circular

A definicao de bilhar se estende imediatamente para dominios conexos limi-
tados © em qualquer espaco euclideano R?, d > 1, cujo bordo est4 formado por
um numero finito de hipersuperficies diferenciaveis que se intersectam ao longo
de subvariedades de codimensao maior que 1. Denotamos por C a uniao destas
subvariedades. Tal como antes, munimos 92 com a orientagdo induzida pelo
vetor unitario normal n que aponta “para dentro”. Reflexoes elasticas no bordo
sao definidas pela condicao de que a trajetoria incidente, a trajetoria refletida
e o vetor normal n sao coplanares e o angulo de incidéncia é igual ao angulo de
reflexdo. A transformagao do bilhar é definida como em (4.4.11), tendo como
dominio

{(s,v) € (9Q\ C) x S¥1:v-n(s) > 0}.

Mais geralmente ainda, podemos tomar como mesa de bilhar qualquer dominio
conexo limitado numa variedade riemanniana, cujo bordo esta formado por um
numero finito de hipersuperficies diferencidveis. As defini¢oes sdo andlogas,
exceto que as trajetdrias entre choques consecutivos com o bordo sao dadas por
geodésicas da variedade.
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Exemplo 4.4.11 (Gases ideais e bilhares). Idealmente, um gds estd formado
por um grande nimero N de moléculas (N ~ 1027) que se deslocam em movi-
mento retilineo e uniforme e se chocam de forma elastica. Veja o lado direito
da Figura 4.8. Por simplicidade, vamos supor que as moléculas sdo esferas
idénticas, contidas no toro ? de dimensdo d > 2. Suponhamos, igualmente, que
todas as moléculas se deslocam com velocidade escalar igual a 1. Este sistema
pode ser descrito por meio de um bilhar, da seguinte forma.

_® T Ry L.

Figura 4.8: Modelo de um gas ideal

Para 1 < i < N, represente por p; € T? a posicao do centro da i-ésima
molécula M;. Seja p > 0 o raio de cada molécula. Entao, cada estado do
sistema fica inteiramente descrito por um valor de p = (p1,...,pn) no conjunto

Q={p=(p1,...,pn) € TN ||p; — p;|| > 2p para todo i # j}

(este conjunto é conexo, desde que p seja suficientemente pequeno). Na auséncia
de choques, o ponto p se desloca ao longo de uma reta, com velocidade com
norma constante igual a 1. Quando duas moléculas M; e M; se chocam temos
que ||p; — pjll = 2p e os vetores de velocidade das duas moléculas mudam da
seguinte forma. Sejam v; e v; os vetores de velocidade imediatamente antes do
choque e seja R;; a reta que passa por p; e p;. A hipétese de que o choque é
eldstico quer dizer que os vetores de velocidade v] e vg- logo apds o choque sao
tais que: (veja o lado direito da Figura 4.8):

(i) as componentes dos vetores v; e v, na diregao da reta R;; sdo simétricas e

/.
0 mesmo vale para v; € ’Uj,

(ii) as componentes dos vetores v; e v, na diregdo ortogonal a reta R;; sao

iguais e o mesmo vale para v; e v}.

Isto significa (Exercicio 4.4.4) que o ponto p tem uma reflexao eldstica na hi-
persuperficie {p € 0N : ||p; — pj|| = 2p} do bordo de Q. Portanto, o movimento
do ponto p corresponde exatamente a evolugao do bilhar na mesa €.

3Podemos substituir T por recipientes fisicamente mais plausfveis, como o cubo [0, 1]% de
dimensao d, por exemplo. Mas a andlise que segue fica um pouco mais complicada nesse caso,
porque precisamos levar em conta também os choques das bolas com as paredes do recipiente.
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O fato que vamos enunciar em seguida coloca os bilhares dentro do dominio
de interesse da Teoria Ergddica. Seja ds a medida de volume induzida em 0f)
pela métrica riemanniana ambiente; no caso bidimensional, ds é, simplesmente,
o comprimento de arco. Denotemos por df a medida de angulo em cada hemis-
fério {v € 471 1 v -n(s) > 0}.

Teorema 4.4.12. A transformacdo f preserva a medida v = cosfdsdf no
dominio {(s,v) € 0Q x S~ 1 :v-n(s) > 0}.

Vamos esbogar a demonstracao no caso de bilhares planos (ou seja, quando
Q C R?), deixando a cargo do leitor verificar que os argumentos se estendem de
maneira natural para dimensao arbitréria.

Figura 4.9: Célculo da derivada da transformacao do bilhar

Considere uma familia de trajetorias saindo de um tnico ponto do bordo
(ou seja, com s fixado), parametrizada pelo angulo de reflexdo 6, conforme
representado no lado esquerdo da Figura 4.9. Designe por £(s, s’) o comprimento
do segmento ligando s a s’. Entao £(s,s’)dd = dh = cos§’'ds’ e, portanto,

as" (s, s")
00~ cos@

Para calcular a derivada de 6’ em relacao a 6, observe que a variacao de 6’ é a
soma de duas componentes: a primeira corresponde & variagao de 6 enquanto
que a segunda provém da variagao do vetor normal n(s’) & medida que o ponto
de incidéncia varia. Pela definicdo de curvatura, esta segunda componente é
igual a x(s')ds’. Portanto, df’ = df + k(s')ds’ e, consequentemente,

20" n0s" RACKD)
20 —1—|—/€(S)% =1+k(s") sl
Resumindo, temos que
a  Us,s') 0 PRACRCSNG]
Df(s,6) 00~ cos@ Os' * (1 +4(s) cos @’ )80’ (4.4.12)

Em seguida, considere uma familia de trajetérias paralelas, parametrizada
pelo comprimento de arco ¢ na diregao ortogonal, conforme representado no lado
direito da Figura 4.9. As variacgoes de s e s’ ao longo desta familia sdo dadas
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por —cosfds = dt = cosf'ds’. Como as trajetérias tém direcdo constante, as
variagoes de 0 e ' provém apenas das variac¢oes dos vetores normais n(s) e n(s’)
quando s e s’ variam. Ou seja, df = k(s)ds e df' = k(s')ds’. Portanto,

1 0 k(s)o, 1 0 k() 0
Df(s,@)( cosf ds  cosf 89) " cosf s’ + cos @ 96"

Seja J(s,0) a matriz da derivada D f(s, 0) relativamente as bases {0/ds,0/00}
e {0/0s',0/00'}. As relagoes (4.4.13) e (4.4.13) dao que

(4.4.13)

£(s,s") 1
cos 9’[( ) co(s Q)’
1+ k(s 2% =25 cos 0
det J(s,0) = == = = : (4.4.14)
0 —Co(ls(; cos @’
1 T cosf

Entao, pela férmula de mudanca de varidveis na integral,

cos
cos

/gpduz /cp(s’,@’) cos®' ds' do' = /ap(f(s,ﬁ)) cos@'—a/dsdQ
= /cp(f(s,&))cos@dsd@: /(onf)dl/.

Isto mostra que f preserva a medida v = cos 0#dsdf, conforme afirmamos.

Dizemos que um bilhar é dispersivo se o seu bordo é estritamente convexo
em todo ponto, quando observado do interior. No caso plano, com as convengoes
sobre orientagdo que fizemos anteriormente, isto significa que a curvatura x é
negativa em todo ponto. A Figura 4.10 apresenta dois exemplos. No primeiro
Q2 € R? e o bordo é uma curva conexa formada por cinco segmentos de curva
diferencidveis. No segundo exemplo Q C T? e o bordo tem trés componentes
conexas, todas diferencidveis e convexas.

Figura 4.10: Bilhares dispersivos

A classe dos bilhares dispersivos foi introduzida por Sinai em artigo [Sin70]
publicado em 1970. A razao de ser da denominacao é que para tais bilhares feixes
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de trajetorias paralelas se tornam divergentes apds reflexao no bordo do bilhar,
conforme ilustrado na Figura 4.10. Sinai observou que bilhares dispersivos sao
sistemas hiperbdlicos, num sentido nao uniforme: fibrados invariantes E e EY
como em (4.4.9) existem em quase todo ponto; no lugar de (4.4.10) temos que a
derivada é assintoticamente contrativa ao longo de E e expansiva ao longo de
EY, ou seja, para iterados suficientemente grandes (dependendo do ponto z).

Os bilhares associados a gases ideais com N = 2 moléculas (Exemplo 4.4.11)
sao dispersivos: é facil ver que {(p1,p2) € R?? : ||p; — pa|| = 2p} é uma hipersu-
perficie convexa. Consequentemente, esses bilhares sdo hiperbdlicos, no sentido
do paragrafo anterior. Usando uma versao sutil do argumento de Hopf, Sinai
mostrou em [Sin70] que tais bilhares sdo ergddicos, pelo menos no caso d = 2.
Esta conclusao foi estendida para qualquer d > 2 por Sinai e seu estudante
Nikolai Chernov [SC87], ainda no caso N = 2. Esta foi a primeira classe de
bilhares para os quais ergodicidade foi provada rigorosamente.

O caso N > 3 da hipdtese ergddica de Boltzmann-Sinai é bem mais dificil,
porque os bilhares correspondentes nao sao dispersivos: a hipersuperficie

{(p1,p2,- ., pn) €RN 1 |Ip1 — pa = 2p}

tem geometria cilindrica, com curvatura nula na direcao das variaveis p;, ¢ > 2.
Tais bilhares sao chamados semi-dispersivos. A maior parte dos resultados nesse
caso ¢ devida aos matematicos hingaros Andras Kramli, Nandor Simanyi y
Domoko Szész. Nos artigos [KSS91, KSS92] eles provaram hiperbolicidade e
ergodicidade para N = 3 e também para N = 4 supondo d > 3. Posteriormente,
Siményi [Sim02] provou hiperbolicidade para o caso geral: qualquer nimero de
esferas em qualquer dimensao. A prova da ergodicidade continua em aberto,
em geral, embora existam muitos outros resultados parciais.

Figura 4.11: Estadio e cogumelo de Bunimovich

Atualmente sdo conhecidos diversos bilhares ergédicos que nao sao disper-
sivos, inclusive tais que a curvatura é maior ou igual que zero em todo ponto.
O exemplo mais conhecido é o estddio de Bunimovich, cujo bordo esta formado
por dois semicirculos e dois segmentos de reta. Este bilhar é hiperbdlico, mas
esta propriedade resulta de um mecanismo diferente, chamado desfocalizac¢ao:
um feixe de trajetérias paralelas que se reflete num segmento concavo da pa-
rede da mesa comeca por se concentrar (focar), mas depois se dispersa. Veja a
Figura 4.11. Outro exemplo interessante é o cogumelo de Bunimouvich, no qual
os comportamentos hiperbdlico e elitico coexistem, em conjuntos invariantes
disjuntos com medida positiva.
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4.4.7 Exercicios

4.4.1. Dizemos que w € R? é 7-diofantino se ele é (¢, 7)-diofantino, ou seja,
se ele satisfaz (4.4.5), para algum ¢ > 0. Prove que o conjunto dos vetores
7-diofantinos é nao vazio se, e somente se, 7 > d — 1. Além disso, esse conjunto
tem medida total em R? sempre que 7 é estritamente maior que d — 1.

4.4.2. Considere um bilhar em uma mesa retangular. Verifique que toda tra-
jetéria (que nunca acerta um dos vértices) ou é periédica ou é densa na mesa

do bilhar.

4.4.3. Mostre que todo bilhar em uma mesa triangular acutangula tem alguma
trajetéria periddica. [Observagao: O mesmo vale para triangulos retangulos.
Mas, este problema estd em aberto no caso de triangulos obtusangulos.]

4.4.4. Considere o modelo de gds ideal descrito no Exemplo 4.4.11. Verifi-
que que os choques elasticos entre duas moléculas quaisquer correspondem a
reflexoes elasticas do bilhar no bordo de €.

4.4.5. Demonstre o Teorema 4.4.7, sob a hipdtese adicional de que a fungao
p — O(0, p) é mondtona (crescente ou descrescente) para todo 6 € R.

4.4.6. Considere o contexto do Teorema 4.4.7 mas, no lugar de (4.4.8), suponha
que f gira as componentes conexas do bordo de A com velocidades distintas:
existe um levantamento F : R x [a,b] — R X [a, b] e existem p,q € Z com q > 1,
tais que, escrevendo F'? = (09, R?),

[@q(ﬁ, a)—p— 9} [@q(ﬁ, b)—p— 0] <0 para todo 0 € R. (4.4.15)
Mostre que f tem pelo menos duas érbitas de periodo ¢ no interior de A.

4.4.7. Seja 2 um dominio convexo no plano cujo bordo 92 é uma curva dife-
renciavel. Mostre que o bilhar em {2 tem infinitas 6rbitas peridédicas.
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Capitulo 5
Decomposicao Ergddica

No caso de subconjuntos convexos de espagos vetoriais com dimensao finita tem-
se que todo elemento do convexo pode ser escrito como combinac¢ao convexa dos
elementos extremais. Por exemplo, todo ponto num triangulo no plano pode
ser escrito como combinacao convexa dos vértices do triangulo. Na sequéncia
dos resultados da Segao 4.3, é natural perguntar se a mesma propriedade vale
no espago das probabilidades invariantes, ou seja, se toda medida invariante é
uma combinagao linear de medidas ergddicas.

O teorema da decomposigao ergédica que vamos provar neste capitulo (Te-
orema 5.1.3) mostra que a resposta é afirmativa, exceto que o nimero de “par-
celas” nesta combinagao nao é necessariamente finito, nem mesmo enumeravel.
Este teorema tem diversas importantes aplicagoes; em particular, ele permite re-
duzir a demonstracao de muitos resultados ao caso em que o sistema é ergddico.

Provaremos o teorema da decomposicao ergddica a partir de outro resultado
importante da Teoria da Medida, chamado teorema da desintegracao de Rokhlin.
A instancia mais simples deste teorema ocorre quando temos uma particao finita
de um espago de medida (M, 1) num ndmero finito de subconjuntos mensurédveis
Py, ..., Py com medida positiva. Entao, evidentemente, podemos escrever
como combinagao linear

p=p(P)pr + -+ p(Pn)pun

das suas restrigdes normalizadas p;(E) = p(E N P;)/u(P;) a cada um dos ele-
mentos da partigao. O teorema da desintegragao de Rokhlin (Teorema 5.1.11)
afirma que este tipo de desintegragao da probabilidade é possivel para qualquer
particao P (possivelmente nao enumerdvel!) que possa ser obtida como limite
de uma sequéncia crescente de parti¢oes finitas.

5.1 Teorema da decomposicao ergddica

Antes de enunciarmos o teorema da decomposigao ergddica vamos analisar um
par de exemplos que ajudam a motivar e delimitar o seu enunciado:

143
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Exemplo 5.1.1. Considere f : [0,1] — [0,1] dada por f(z) = 22. As medidas
de Dirac dg e d; sao invariantes e ergddicas para f. Também é claro que = = 0
e x = 1 sao os unicos pontos recorrentes por f e portanto toda probabilidade
invariante p satisfaz p({0,1}) = 1. Em particular, p = pu({0})do + u({1})d1 é
uma combinacdo convexa (finita) de medidas ergddicas.

Exemplo 5.1.2. Considere f : T? — T? dada por f(z,y) = (z +y,y). A
medida de Lebesgue m no toro é preservada por f. Observe que todo circulo
horizontal H, = S' x {y} é invariante por f e a restri¢do f : H, — H, é a
rotacao R,. Seja m, a medida de Lebesgue em H,. Observe que m, também
¢ invariante por f. Além disso, m, é ergddica sempre que y ¢ irracional. Por
outro lado, pelo teorema de Fubini,

m(E) = /my(E) dy para todo conjunto mensuravel E. (5.1.1)

A igualdade nao é afetada se considerarmos a integral restrita ao subconjunto
dos valores irracionais de y. Entao (5.1.1) apresenta p como uma combinagao
convexa (nao-enumeravel) de medidas ergddicas.

5.1.1 Enunciado do teorema

Antes de enunciar o teorema da decomposicao ergddica, precisamos introduzir
alguma terminologia. No que segue (M, B, i) serd um espago de probabilida-
de e P sera uma particao de M em conjuntos mensuraveis. Denotaremos por
m: M — P a projegao natural que associa a cada ponto x € M o elemento P(x)
da particao que o contém. Esta projecao permite munir P de uma estrutura de
espaco de probabilidade, da seguinte forma. Primeiramente, dizemos que um
subconjunto Q de P é mensuravel se, e somente se, a pré-imagem

771(Q) = unifio dos elementos P de P que pertencem a Q

é um subconjunto mensuravel de M. E facil ver que esta definicao esta correta:
a familia B dos subconjuntos mensuraveis é uma o-dlgebra em P. Em seguida,
definimos a medida quociente fi por

f(Q) = u(r~1(Q)) para cada Q € B.

Teorema 5.1.3 (Decomposigao ergédica). Seja M um espag¢o métrico completo
separdvel, f: M — M wma transformacao mensurdvel e u uma probabilidade
invariante. Entao existe um conjunto mensurdvel My C M com pu(My) = 1,
uma particao P de My em subconjuntos mensurdveis e uma familia de probabi-
lidades {up : P € P} em M, satisfazendo

(a) up(P) =1 para fi-quase todo P € P;
(b) P— up(E) € mensurdvel, para todo conjunto mensurdvel E C M ;

(c) pp € invariante e ergddica para fi-quase todo P € P;
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(d) W(E) = [ pp(E)di(P), para todo conjunto mensurdvel E C M.

A relagao (d) significa que p é uma combinagao convexa das vérias probabi-
lidades ergédicas pp, em que cada pp entra com “peso” igual a fi(P). O item
(b) assegura que a integral em (d) estd bem definida. Observe também que a
afirmagao em (b) implica que a aplicagdo P — M;(M) dada por P +— up é
mensuravel (veja o Exercicio 5.1.3).

5.1.2 Desintegracao de uma medida

Vamos deduzir o Teorema 5.1.3 de um resultado de Teoria da Probabilidade, o
teorema da desintegracao de Rokhlin, que tem muitas outras aplicacoes. Para
enunciar este teorema precisamos da seguinte nogao.

Definigao 5.1.4. Uma desintegra¢ao de p relativamente a uma particao P é
uma familia {up : P € P} de probabilidades em M tal que, para todo conjunto
mensuravel £ C M:

(a) pup(P) =1 para fi-quase todo P € P;
(b) a aplicacio P — R, definida por P +— pp(E) é mensurdvel;
(©) w(E) = [ up(E) di(P).

Lembre que a particao P tem uma estrutura natural de espago de proba-
bilidade, com uma o-algebra B e uma probabilidade fi. As pp sao chamadas
probabilidades condicionais de p relativamente a P.

Exemplo 5.1.5. Seja P = {P,..., P,} uma parti¢do finita de M em subcon-
juntos mensuraveis com u(P;) > 0 para todo i. A medida quociente i é dada
por i({P;}) = p(P;). Considere a restri¢cao normalizada p; de p a cada P;:

ENP
wi(E) = wENR) para cada conjunto mensuravel £ C M.
()
Entao {y1, ..., tin} é uma desintegracao da medida p relativamente a P, j& que

w(E) =37 p({P;})pi(E) para todo conjunto mensurdvel E C M.

Esta construcao se estende imediatamente ao caso de particoes enumeraveis.
No proximo exemplo tratamos um caso nao enumeravel:

Exemplo 5.1.6. Seja M = T? e seja P a particdo de M em circulos horizontais
St x{y}, y € S1. Seja m a medida de Lebesgue em T?, seja m a medida de Le-
besgue em S!, e denote por m,, a medida de Lebesgue (medida de comprimento)
em cada circulo horizontal S x {y}. Pelo teorema de Fubini,

m(E) = /my(E) din(y) para todo conjunto mensurdvel E C T2,

Logo {m, :y €S 11 é uma desintegracio de m relativamente a P.
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A préxima proposicao mostra que desintegracoes sao essencialmente tnicas,
quando existem. A hipdtese da proposicao é muito geral: ela é satisfeita, por
exemplo, sempre que M é um espaco topolégico com base enumerével de abertos
e B é a sua o-dgebra de Borel:

Proposigao 5.1.7. Suponha que a o-dlgebra B admite algum gerador enume-
rdvel. Se {up: P € P} e{up: P € P} sio desintegragoes de p com respeito a
P, entdo pup = pp para i-quase todo P € P.

Demonstra¢do. Seja I' um gerador enumeravel de B e seja A a dlgebra gerada
por I'. Note que A é enumeravel, uma vez que ela coincide com a uniao das
algebras (finitas) geradas pelos subconjuntos finitos de I'. Para cada A € A
considere os conjuntos

Qa={PeP:up(A)>pup(A)} e Ra={PeP:up(A)<up(A)}.

Se P € Q4 entdo P estd contido em 7~!(Q4) e, usando a propriedade (a) na
definigao de desintegracao, up(A N7 1(Q4)) = pp(A). Caso contrério, P é
disjunto de 7=1(Q4) e, portanto, up(AN7=1(Q4)) = 0. Além disso, valem
enunciados andlogos com pp no lugar de pp. Logo, usando a propriedade (c)
na definigao de desintegragao,

Jp np(ANT=HQA)) d(P) = [q, pr(A) dfu(P)

Jp Hp(ANTH(Q)) dit(P) = [, pip(A) dit(P).

Como pp(A) > p/p(A) para todo P € Qg, isto implica que /i(Q4) = 0 para
todo A € A. Um argumento andlogo mostra que i(R4) = 0 para todo A € A.
Entao

WANTH(Qa)) =

U QaURa

AcA
também é um subconjunto de P com medida nula. Para todo P no complemen-
tar deste subconjunto, as medidas pp e pp coincidem na élgebra geradora A e,
portanto, coincidem em toda a o-algebra B. O

Por outro lado, desintegragoes podem nao existir:

Exemplo 5.1.8. Seja f : S' — S uma rotacao irracional e seja P a particao
de S cujos elementos sdo as 6rbitas { f"(z) : n € Z} de f. Suponha que existe
uma desintegragido {up : P € P} da medida de Lebesgue p com relagdo a P.
Considere os iterados {f.up : P € P} das probabilidades condicionais. Como
os elementos da partigao sao conjuntos invariantes, fiup(P) = pup(P) = 1 para
ji-quase todo P. E claro que, dado qualquer conjunto mensuravel £ C M,

P fopp(E) = pp(f~H(E))

é uma funcao mensurdavel. Além disso, como i é uma medida invariante,

WE) = p(f~H(E)) =/ﬂP(f*I(E))dﬂ(P)=/me(E)dﬂ(P)-
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Estas observagoes mostram que {f.up : P € P} é uma desintegragao de p
relativamente a P. Por unicidade (Proposicao 5.1.7), segue que f.up = pup para
ji-quase todo P. Ou seja, quase toda probabilidade condicional pp é invariante.
Isto é uma contradigéo, uma vez que P = {f™(x) : n € Z} é um conjunto infinito
enumeravel e, portanto, nao pode existir nenhuma probabilidade invariante que
dé peso positivo a P.

O teorema de Rokhlin afirma que desintegracoes sempre existem se a particao
P for o limite de uma sequéncia crescente de particoes enumeraveis e se 0 espaco
M for razodvel. O enunciado preciso serd dado na préxima segao.

5.1.3 Particoes mensuraveis

Dizemos que P é uma particao mensurdvel se, restrita a algum subconjunto de
M com medida total, ela é o limite de uma sequéncia crescente de partigoes enu-
meraveis. Mais precisamente, a particao é mensuravel se existe algum conjunto
mensuravel My C M com medida total tal que, restrito a My,

P= §7 P
n=1

para alguma sequéncia crescente P; < Py < --- < P, < --- de particoes
enumeraveis. Lembre que P; < P;41 significa que todo elemento de P41 estd
contido em algum elemento de P;. Entao dizemos que P; é menos fina do que
Pit1. Além disso, Vo2, P,, é a particdo menos fina tal que

o0
P < \/ P, para todo n.

n=1

Os seus elementos sao as interse¢oes nao vazias da forma N2, P, com P, € P,
para todo n. Veja também o Exercicio 5.1.1.

E imediato da definicao que toda particdo finita ou enumeravel é mensuravel.
E f4cil dar exemplos de particoes mensuraveis nao enumeraveis:

Exemplo 5.1.9. Seja M = T?, munido da medida de Lebesgue m, e seja P
a partigdo de M nos circulos horizontais S* x {y}. Entao P é uma particio
mensuravel. Para ver isso, considere

Pp={S"xI(i,n):i=1,...,2"},

onde I(i,n), 1 <i < 2" é o segmento de S' = R/Z correspondente ao intervalo
[(i —1)/2™,i/2™) C R. A sequéncia (Py,), é crescente e P = VoL, P,,.

Por outro lado, nem todas as partigoes sao mensuraveis:

Exemplo 5.1.10. Seja f : M — M uma transformacao mensuravel tal que
(f, 1) é ergédica. Seja P a partigio de M cujos elementos sao as Orbitas de f.
Entao P nao é mensuravel, a menos que f possua alguma drbita com medida



148 CAPITULO 5. DECOMPOSICAO ERGODICA

total. De fato, suponha que existe uma sequéncia P; < Py < -+ < P, < -+
de parti¢oes enumerdveis tal que P = V72, P, restrito a algum conjunto com
medida total. Esta ultima condicao implica que quase toda érbita de f estd
contida em algum elemento P, da particao P,. Em outras palavras, a menos
de um conjunto com medida nula, todo elemento de P, é invariante por f.
Por ergodicidade, segue que para cada n existe exatamente um P, € P, tal
que p(P,) = 1. Denote P = N2, P,. Entao P é um elemento da partigao
Vo, P, = P, ou seja, é uma Orbita de f e tem p(P) = 1.

Teorema 5.1.11 (Desintegragao de Rokhlin). Suponha que o espago métrico
M € completo separdvel e que P € particao mensurdvel. Entdao a probabilidade
w admite alguma desintegracao relativamente a P.

O Teorema 5.1.11 serd provado na Secao 5.2. Pode mostrar-se que a hipdtese
de que P é mensuravel é também necessaria para a conclusao do teorema (veja
o Exercicio 5.2.2).

5.1.4 Prova do teorema da decomposicao ergdédica

Neste momento vamos usar o Teorema 5.1.11 para provar o teorema da decom-
posicao ergddica. Seja U uma base enumerdvel de abertos de M e seja A a
algebra gerada por U. Note que A é enumerdvel e que ela gera a o-algebra de
Borel de M. Pelo teorema ergédico de Birkhoff, para cada A € A existe um
conjunto My C M com u(M4) = 1 tal o tempo médio de visita 7(A, ) estd bem
definido para todo x € M. Considere My = NacaM 4. Note que u(My) = 1,
uma vez que a intersegao é enumeravel.

Agora considere a particao P de My definida da seguinte forma: dois pontos
x,y € Mp estdo no mesmo elemento de P se, e somente se, 7(4,z) = 7(4,y)
para todo A € A. Afirmamos que esta particdo é mensurdvel. Para mostrar
esse fato, considere uma enumeragio qualquer {Ay : k € N} dos elementos da
algebra A e seja {qr : k € N} uma enumeragao dos nimeros racionais. Para
cada n € N, considere a particao P,, de Mj definida da seguinte forma: dois
pontos =,y € My estao no mesmo elemento de P,, se, e somente se, para todo
i,j€{1,...,n},

ouT(4;,x) <gjert(Aiy) <gj
ou 7(4;,z) > qj e T(Ai,y) > gj.
E claro que cada P, é uma parti¢ao finita (com nao mais de on’ elementos).

Segue imediatamente da defini¢do que x e y estdo no mesmo elemento de Vo2, P,
se, e somente se, 7(A;, x) = 7(4;,y) para todo i. Em outras palavras,

P=\/P.

i\<8

Observe também que os elementos de P sao conjuntos invariantes por f, ja que
os tempos médios de visita sao constantes ao longo de érbitas.
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Entao, pelo Teorema 5.1.11, existe alguma desintegracao {up : P € P} de
u relativamente a P. Os itens (a), (b) e (d) do Teorema 5.1.3 estao contidos
na defini¢do de desintegragao. Para provar o item (c¢) basta mostrar que pp é
invariante e ergédica para fi-quase todo P, que é o que faremos a seguir.
Considere a famfilia de probabilidades { f.up : P € P}. Note que

fenp(P) = pp(f1(P)) = pp(P) =1

uma vez que todo P € P é um conjunto invariante. Além disso, dado qualquer
conjunto mensuravel ¥ C M, a fungao

P fuup(E) = pp(f1(E))

é mensuravel e, usando o fato de que p é invariante por f,

u@»:mrﬂE»=/uﬂf%E»MGv:/jwﬂEMMP»

Isto mostra que {f.up : P € P} é uma desintegragao de p relativamente a P.
Por unicidade (Proposicao 5.1.7), segue que f.up = up para quase todo P.

Resta provar que pp é ergédica para quase todo P. Como p(My) = 1, temos
que pp(MoN P) = 1 para quase todo P. Logo, basta provar que, dado qualquer
P € P e qualquer conjunto mensuravel E C M, o tempo médio de visita 7(FE, x)
estd bem definido para todo x € My N P e é constante nesse conjunto. Fixado
P, denotemos por C a classe dos conjuntos mensuraveis F para os quais valem
estas propriedades. Por construcao, C contém a algebra geradora A. Observe
que se FEy, Fy € C com Ey D Ey entao By \ Ey € C:

T(El \EQ,{E) :T(El,x) —T(EQ,{E)

estd definido e é constante em MyN P. Em particular, C é fechada por passagem
ao complementar. Analogamente, C é fechada por unioes enumerdveis disjuntas:
se F; € C sao disjuntos dois-a-dois entao

(U Bj,z) = ZT(EJ' )

estd definido e é constante em My N P. E facil deduzir que C é uma classe
monoétona: sejam A, B, € C com A,, C A,4+1 ¢ By, D By+1 para todo n; pelas
duas observagoes anteriores,

Udi=aoJAn\d)ec e (B, =(JB) ec.
n=1 n=1 n=1 n=1

Pelo Teorema A.1.18, segue que C contém a o-algebra de Borel de M.
Isto conclui a demonstracao do Teorema 5.1.3 a partir do Teorema 5.1.11.



150 CAPITULO 5. DECOMPOSICAO ERGODICA

5.1.5 Exercicios

5.1.1. Mostre que uma particao P é mensuravel se, e somente se, existem
subconjuntos mensuraveis My, E1, Ea, ..., E,, ... tais que u(Mp) = 1 e, restrito
a M(),

P= i}{EmM\En}.

5.1.2. Seja p uma probabilidade ergédica para uma transformagao f e seja
k > 2. Como é a decomposicao ergédica de p para o iterado f*?

5.1.3. Seja M um espago métrico e seja X um espago mensuravel. Mostre que
as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) a aplicacao v : X — M(M), x — v, é mensurdvel;

(b) a aplicacdo X — R, 2 — [ ¢ dv, é mensurdvel, para toda funcao continua
limitada ¢ : M — R;

(c) a aplicagio X — R, @ — [ dv, é mensurdvel, para toda fungao men-

suravel limitada ¢ : M — R;

(d) a aplicagao X — R, z — v, (F) é mensuravel, para todo conjunto men-
suravel £ C M.

5.1.4. Mostre que se {up : P € P} é uma desintegragao de p entao

Jodi= [ ( [waur)air)

para toda fungao mensuravel limitada ¢ : M — R.

5.1.5. Seja p uma probabilidade invariante para uma transformagao mensurdvel
f:M — M. Seja f: M — M a extensdo natural de f e seja fi o levantamento
de p (Secao 2.4.2). Qual é a relagao entre a decomposicao ergédica de p e a
decomposigao ergodica de 17

5.1.6. Quando M é um espago métrico compacto, podemos obter a decom-
posicao ergddica tomando para My o conjunto dos pontos x € M tais que

n—1
o1
We = hTI]nE Z 5fj(m)
7=0

existe na topologia fraca* e tomando para P a particdo de My definida por
P(z) = P(y) & e = py. Verifique os detalhes desta demonstracao alternativa
do Teorema 5.1.3 para espacos métricos compactos.

5.1.7. Sejao : ¥ — ¥ o deslocamento em ¥ = {1,...,d}?. Considere a parti¢io
W?# de ¥ em “conjuntos estaveis”

W ((an)n) = {(xn)n : n = a, para todo n > 0}.

Dada qualquer probabilidade p invariante por o, seja {up : P € P} uma de-
composicao ergodica de u. Mostre que P < W?* a menos de medida nula.
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5.2 Teorema da desintegracao de Rokhlin

Agora vamos demonstrar o Teorema 5.1.11. Fixe uma sequéncia crescente qual-
quer Py < Py < --- <P, < --- de parti¢oes enumeraveis tal que P = Vo, Py,
restrito a algum conjunto My C M com medida total. Usaremos P, (x) para
denotar o elemento de P,, que contém um dado ponto x € M.

5.2.1 Esperancas condicionais

Seja ¢ : M — R uma fungao mensuravel limitada qualquer. Para cada n > 1,
defina e, () : M — R da seguinte forma:

1
en(h, 1) =< u(Pn(z)) /Pn(m) Ydp  se p(Po(z)) >0

0 caso contrario.

(5.2.1)

Como as partigoes P,, sao enumeraveis, o segundo caso da definicao se aplica
somente num conjunto de pontos com medida p igual a zero. Observe também
que e, (1)) é constante em cada P,, € P,,; denotamos por E,, (¢, P,,) o valor desta
constante. Entao,

/ 0 ;/Pn 0 ;y / 1

para todo n € N (as somas envolvem somente os P, € P,, com medida positiva).

Lema 5.2.1. Dada qualquer funcao mensurdvel limitada ¢ : M — R, existe
um subconjunto My, de M com pu(My) =1 tal que

(a) e(¥,x) =lim, e, (¢, x) existe para todo x € My.
(b) e(®) : My — R é mensurdvel e € constante em cada P € P.

(c) [ddu= [e(®)dpu.

Demonstragao. Inicialmente, suponha que 1) > 0. Para cada o < 3, seja S(«, ()
o conjunto dos pontos x € M tais que

liminf e, (¥, z) < a < < limsup e, (¢, ).

E claro que a sequéncia en(1, x) diverge se, e somente se, © € S(«,3) para
algum par de nitimeros racionais a@ < . Em outras palavras, o limite e(¢, x)
existe se, e somente se, x pertence a intersegao My de todos os S(a, §)° com
«a < ( racionais. Como se trata de uma interse¢do enumerdvel, para provar que
w(My) = 1 basta mostrar que p(S(e, 3)) = 0 para todo o < . Isso é o que
faremos a seguir.

Como « e (3 estao fixados, podemos escrever S = S(«, 3). Dado z € S, fixe
uma sequéncia de inteiros 1 < a7 < b < --- <af <bf < --- tais que

ear (V) <a e epr(,z) >3 paratodoi> 1.
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Defina A; como sendo a uniao dos elementos A;(r) = Puz (x) e B; como sendo a
unido dos elementos B;(x) = Py (z) obtidos deste modo, para todos os pontos
x € S. Por construgao, S C A;+1 C B; C A; para todo ¢ > 1. Em particular, S
estd contido no conjunto

S:

=)
DL

B; =
1 i

A

2 1

Como a sequéncia P,, n > 1, é crescente, dados dois quaisquer dos conjuntos
Ai(z) = Paz () que formam A;, ou eles sdo disjuntos ou um deles estd contido no
outro. Entao os conjuntos A;(x) maximais sao disjuntos dois-a-dois e, portanto,
constituem uma particdo de A;. Logo, somando apenas sobre estes conjuntos
maximais com medida positiva,

%;deZZE:UAdwwduS S an(Ai(x)) = ap(Ay),

para qualquer 7 > 1. Analogamente,

/Bi«w Jai%)/&(m)w p> > Bu(Bi(x)) = Bu(B;)

B,(I)

Como A; D B; e nds estamos supondo que 1 > 0, segue que
on(a) = [ wdu> [ wanzpum.
i B;

para todo i > 1. Tomando o limite quando i — oo, obtemos que au(S) > Bu(S).
Isto implica que u(g) = 0 e, portanto, u(S) = 0. Isto prova a afirmacao quando
1 é nao-negativa. O caso geral segue imediatamente, uma vez que sempre
podemos escrever 1) = 1T — 1~ onde 1* sdo mensuraveis, nao-negativas e
limitadas. Note que e, (¢)) = e, (™) — e, (1p™) para todo n > 1 e, portanto, a
conclusio do lema é verdadeira para v se ela vale para ¢+ e ¥ ~. Isto conclui a
prova da afirmagao (a).

As demais afirmagoes sao consequéncias simples da definicao. A mensurabi-
lidade de e()) segue diretamente da Proposicao A.1.31. Dado que P,, é menos
fina que P, é claro que e, (¥) é constante em cada P € P, restrito a um subcon-
junto de M com medida total. Logo o mesmo vale para e(y). Isto prova (b).
Observe também que |e, ()| < sup || para todo n > 1. Logo, podemos usar
o teorema da convergéncia dominada para passar ao limite em (5.2.2). Desta
forma obtemos a afirmagao (c). O

Aqui estamos especialmente interessados no caso em que v é uma fungao
caracteristica: ¢ = X4 para algum conjunto mensuravel A C M. Neste caso a
defini¢ao significa que

e(t,z) = lim AP0 OV A)

NTENE) 29
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Denotamos por P4 o conjunto dos elementos P da particao P que intersectam
M,y. Observe que i(Pa) = 1. Além disso, definimos E(A) : P4 — R colocando
E(A,P) = e(y,x) para qualquer z € My N P. Observe que e(y) = E(A) o .
Logo, a funcdo F(A) é mensuravel e satisfaz:

/wdu = /e(dj) dp = /E(A) dj. (5.2.4)

5.2.2 Critério de o-aditividade

A hipétese de que o ambiente M é um espago métrico completo separdvel in-
tervém na prova por meio do importante critério de o-aditividade que vamos
enunciar e provar a seguir:

Proposigao 5.2.2. Seja M um espaco métrico completo separdvel e seja A a
dlgebra gerada por uma base enumerdvel U = {Uy, : k € N} de abertos de M.
Seja p 2 A — [0,1] wma funcdo aditiva com pu(@) = 0. Entdo p se estende a
uma medida de probabilidade na o-dlgebra de Borel de M.

A ideia da prova é a seguinte. Consideraremos o espaco produto ¥ = {0, 1},
munido da topologia gerada pelos cilindros

[a1,...,as] = {(ig)ken 1 i1 = a1,...,is = as}, s>1.

Note que ¥ é um compacto (Exercicio A.1.11). Usando o fato de que M é um
espago métrico completo, mostraremos que a aplicagao

v M=% y(z)= (XUk, (x))keN

é um mergulho mensuravel de M em . Além disso, a funcdo p dé origem a
uma funcdo aditiva v definida na dlgebra Ay, gerada pelos cilindros de ¥. Esta
algebra é compacta (Defini¢ao A.1.15), uma vez que todo elemento é compacto.
Logo, v se estende a uma medida de probabilidade na o-algebra de Borel de %,
que ainda representaremos por v. Mostraremos que a imagem (M) tem medida
total para v. Entdo a imagem 7, 'v é uma probabilidade na o-dlgebra de Borel
de M. Finalmente, verificaremos que esta probabilidade é uma extensao da
funcao p.

Passemos a detalhar estes argumentos. No que segue, dado qualquer con-
junto A C M, denotaremos A! = A e A? = A°.

Lema 5.2.3. A imagem (M) € um subconjunto boreliano de 3.
Demonstragio. Seja x € M e (iy)r = v(z). E claro que

(A) ﬂ?zl U;j # () para todo k € N,
pois x pertence a intersegao. Além disso, como U é uma base de abertos de M,

(B) existe algum k tal que i, =1 e diamU, <1e
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(C) para todo k tal que ip = 1 existe [ > k tal que i = 1 e U; C Uy e
diam U; < diam Uy /2.

Reciprocamente, suponha que (ix)r € X satisfaz as condigoes (A), (B) e (C).
Vamos mostrar que existe € M tal que v(x) = (ix)x. Para isso, defina

F, = ﬁ Vk;
k=1

onde Vi, = Ui seip=0eV} = Ul(k) se i, = 1. Entao (F),), é uma sequéncia
decrescente de conjuntos fechados. A condigao (A) garante que F,, # () para
todo n > 1. As condigbes (B) e (C) implicam que o diametro de F), converge
para zero. Entao, como M ¢é um espaco completo, a intersegao N, F, contém
algum ponto x. Por construcao, F), esta contido em N}_, U;* para todo n. Segue
que

o0
x € ﬂ U ouseja ~y(z) = (i)
k=1
Desta forma, mostramos que a imagem de -y é caracterizada perfeitamente pelas
condigoes (A), (B) e (C).

Para concluir a demonstracao basta mostrar que o subconjunto descrito por
cada uma destas condigoes pode ser construido a partir dos cilindros por meio
de unides e interse¢oes enumeraveis. Dado k € N, seja N(k) o conjunto das
k-uplas (a1,...,ax) em {0,1} tais que Uy* N---NUZ* # 0. A condicdo (A)
corresponde ao subconjunto

o0

ﬂ U [al,...,ak].

k=1 (a1,...,ar)EN (k)

Seja D = {k € N: diam Uy, < 1}. Entao a condigao (B) corresponde a

U U [ala'--aak—l,l].

keD (a1,...,ax—1)

Finalmente, dado k € N, seja L(k) o conjunto dos | > k tais que U; C Uy e
diam U; < diam Uy /2. A condicao (C) corresponde ao subconjunto

ﬁ U ([ah"'aak—ho]

k=lai,....,ap_1
U U U [al,...,ak_l,l,ak+1,...,al_l,l]).

leL(k) Gky1;eesa1—1
Isto completa a demonstragao do lema. O

Corolario 5.2.4. A aplicagao v : M — ~(M) ¢é uma bije¢ao mensurdvel com
inversa mensurdvel.
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Demonstragao. Dados quaisquer pontos = # y em M, existe algum k € N tal
que Uy contém um dos pontos mas nao o outro. Isto mostra que v é injetiva.
Para todo s > 1 e as,...,as € {0,1},

v Ha,. .. as) =UM NN U, (5.2.5)

Isto garante que a aplicagao v é mensuravel, ja que os cilindros geram a o-algebra
de Borel de ¥. Em seguida, observe que

~y O NN UE) =lag,...,as) Ny(M) paratodo s,aq,...,as. (5.2.6)

Usando o Lema 5.2.3, segue que v(Uy* N---NUZ*) é um boreliano de ¥ para
todo s,ai,...,as. Isto mostra que a transformacdo v~ é mensurével. O

Usando este fato, vamos agora provar que p se estende a uma medida de
probabilidade na o-algebra de Borel de M. Para isso, consideremos a algebra
As, gerada pelos cilindros de ¥. Note que os seus elementos sdo as unides
finitas de cilindros. Em particular, todos os elementos de As; sdo compactos e,
consequentemente, Ay, é uma dlgebra compacta (Definigao A.1.15). Defina

v(lat,. .. as)) = (UM NN U, (5.2.7)

para cada s > 1leay,...,as € {0,1}. Entdo v é uma fungao aditiva no conjunto
dos cilindros, tomando valores em [0, 1]. Ela se estende de modo natural a uma
funcgao aditiva na algebra Ay, que ainda denotaremos por v.

E claro que v(¥) = 1. Além disso, como a algebra Ay, é compacta, podemos
usar o Teorema A.1.14 para concluir que a funcao v : As — [0,1] é o-aditiva.
Logo, pelo Teorema A.1.13, v se estende a uma medida de probabilidade definida
na o-dlgebra de Borel de ¥. Dada qualquer cobertura C de (M) por cilindros,
segue da defini¢do (5.2.7) que

v(J C)=n(lJr1(0) = n(M) =1.
CcecC ceC

Tomando o infimo sobre todas as coberturas, concluimos que v(y(M)) = 1.
Entao, pelo Coroldrio 5.2.4, a imagem . '~ é uma probabilidade boreliana
em M. Por definigao e pela relagao (5.2.6)
VTUE A MU = p(y(US 0+ A U%) = wlfar, ., a,] N A(M))
=v([ai,...,as)) = (U N---NUL)

para quaisquer s,aq,...,as. Isto implica que v, !v é uma extensao da funcio
u: A —[0,1]. Portanto, a prova da Proposigao 5.2.2 estd completa.

5.2.3 Construcao das medidas condicionais

Seja U = {Uk : k € N} uma base de abertos de M e seja A a dlgebra gerada
por U. E claro que A gera a o-dlgebra de Borel de M. Observe também que
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A é enumerdvel: ela coincide com a unido das algebras (finitas) geradas pelos
subconjuntos {Uy, : 1 < k < n}, para cada n > 1. Defina:

P = ﬂ Pa
AcA

Entao i(P.) = 1, j& que a intersecao é enumeravel. Para cada P € P,, defina:
pp: A—10,1], pup(A)=E(A,P). (5.2.8)

Em particular, up(M) = E(M, P) = 1. E claro que pp é uma funcio aditiva:
a definigao (5.2.3) da que

AnB=0 = FEAUB,P)=E(A,P)+ E(B,P) paratodo P € P,.

Pela Proposicao 5.2.2, segue que esta fun¢ao se estende a uma medida de proba-
bilidade (que ainda denotaremos por up) definida na o-algebra de Borel de M.
Resta verificar que esta familia de medidas {up : P € P.} satisfaz as condigoes
na defini¢ao de desintegracao (Definigao 5.1.4).

Comecemos pela condi¢ao (a). Seja P € P, e, para cada n € N, seja P,
o elemento da particao P, que contém P. Observe que se A € A é tal que
AN P, = () para algum n, entao,

_ e HANPE,)
np(A) = E(A,P) —hglnm =0,

ja que P,, C P, para todo m > n. Fixe n. Para cada s > 1, seja P? a uniao de
todos os conjuntos da forma U N---NUZ que intersectam P,. Pela observacao
que acabamos de fazer, os cilindros de comprimento s que nao estao em P, tém
medida nula para pup. Portanto, pp(PS) = 1 para todo s > 1. Passando ao
limite quando s — o0, concluimos que pup(U) = 1 para todo conjunto aberto
U que contém P,. Como a medida pp é regular (Proposigao A.3.2), segue que
wp(P,) = 1. Passando ao limite quando n — oo, obtemos que pp(P) = 1 para
todo P € P,.

Agora tratamos das duas condigoes (b) e (c). Por construcao (lembre o
Lema 5.2.1), dado qualquer A € A, a fungdo P — pup(A) = E(A, P) é men-
suravel e satisfaz

w(a) = [ B P)da(P) = [ up(4) diP).

Afirmamos que a familia dos subconjuntos de M para os quais valem estas duas
propriedades é uma classe mondtona. De fato, suponha que B é a uniao de uma
sequéncia crescente (B;); de conjuntos para os quais estas sdo propriedades sao
validas. Entao, pela Proposicao A.1.31

P — pup(B) =suppup(Bj) ¢ uma fungdo mensuravel
J
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e, usando o teorema da convergéncia mondtona,

() = limp(B,) =l [ (B, dji = [t pe(B) di = [ un(B) di.

Analogamente, se B ¢ a intersecao de uma sequéncia decrescente (B;); de con-
juntos para os quais as propriedades (b) e (c) s@o validas entao P — up(B)
é mensurdvel e u(B) = [ pp(B)di(P). Isto implica que as duas propriedades
permanecem vélidas em toda a classe monétona gerada por A, ou seja (Teo-
rema A.1.18), em toda a o-dlgebra de Borel de M.

A prova do Teorema 5.1.11 estd completa.

5.2.4 Exercicios

5.2.1. Sejam P e Q parti¢oes mensuraveis de (M, B, u) tais que P < Q a menos
de medida nula. Seja {up : P € P} uma desintegracao de p relativamente a
P e, para cada P € P, seja {upg : Q € Q,Q C P} uma desintegracio de pp
relativamente a Q. Seja 7 : @ — P a projecao candnica, tal que Q C 7(Q) para
quase todo @ € Q. Mostre que {fir(0),o : @ € Q} ¢ uma desintegracio de
relativamente a Q.

5.2.2. (Reciproca do teorema de Rokhlin) Seja M um espac¢o métrico completo
separavel. Mostre que se P satisfaz a conclusao do Teorema 5.1.11, isto é, se p
admite uma desintegracgao relativamente a P, entao a particao P é mensuravel.

5.2.3. Seja P; < -+ < P, < --- uma sequéncia crescente de parti¢oes enu-
meraveis tais que a uniao U, P,, gera a o-algebra B dos conjuntos mensuraveis a
menos de medida nula. Mostre que a esperanga condicional e(v) = lim,, e, (¢)
coincide com % em quase todo ponto, para toda funcao mensurdavel limitada.

5.2.4. Prove a Proposigao 2.4.4, usando a Proposigao 5.2.2.
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Capitulo 6
Unicidade Ergoédica

Este capitulo é dedicado a uma classe especial de sistemas dinamicos, caracteri-
zados pela propriedade de possuirem exatamente uma probabilidade invariante.
Inicialmente, na Segao 6.1, daremos algumas formulagoes equivalentes desta
propriedade e analisaremos as propriedades da tnica medida invariante.

A relagao entre unicidade ergddica e minimalidade é outro tema importante
deste capitulo. Um sistema dinamico diz-se minimal se toda orbita é densa no
espaco ambiente. Veremos na Secao 6.2 que todo sistema unicamente ergédico
é minimal restrito ao suporte da medida invariante, mas a reciproca nao é ver-
dadeira em geral.

A principal construgao de transformacoes unicamente ergddicos é de natu-
reza algébrica. Na Secao 6.3 introduziremos a no¢ao de medida de Haar de um
grupo topolégico. Veremos que toda translagao transitiva num grupo topolégico
compacto metrizavel é minimal e mesmo unicamente ergédica: a medida de Haar
¢é a unica probabilidade invariante.

Na Segao 6.4 apresentaremos uma aplicagdo notavel da ideia de unicidade
ergddica no dominio da Aritmética: o teorema de Hermann Weyl sobre equidis-
tribuicao dos valores de fungoes polinomiais definidas nos niimeros inteiros.

Ao longo do capitulo, a menos de mencao em contrario, suporemos que M
é um espaco métrico compacto e f: M — M é uma transformacao continua.

6.1 Unicidade ergdédica

Dizemos que uma transformacao f : M — M é unicamente ergddica se admite
exatamente uma medida de probabilidade invariante. Vale uma nocao inteira-
mente andloga para fluxos. A razao de ser da denominagao é que a probabilidade
invariante p é necessariamente ergddica. De fato, suponha que existisse A C M
invariante com 0 < u(A) < 1. Entao a restricao normalizada de p a A, definida
por

_uENA

ua(E) = 0 para cada conjunto mensuravel £ C M
i

159
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seria uma probabilidade invariante, distinta de p, o que estaria em contradigao
com a unicidade de pu.

Proposigao 6.1.1. As sequintes condigoes sao equivalentes:
(a) [ admite uma inica probabilidade invariante;
(b) f admite uma dnica probabilidade ergddica;

(¢) para toda fungdo continua ¢ : M — R, a sequéncia das médias orbitais
n~t Ej 0 L o(fi(x)) converge em todo ponto para uma constante.

(d) para toda fungdo continua ¢ : M — R, a sequéncia das médias orbitais
n-1
Ej —o po f7 converge uniformemente para wma constante;

Demonstracio. B facil ver que (b) implica (a). De fato, como toda medida
invariante é uma combinagao convexa de medidas ergédicas (Teorema 5.1.3),
se existe uma Uunica probabilidade ergddica entao a probabilidade invariante
é, igualmente, tnica. E claro que (d) implica (c), uma vez que convergéncia
uniforme implica convergéncia pontual. Para ver que (c) implica (b), suponha
que p e v sao probabilidades invariantes ergdédicas de f. Entao, dada qualquer
fungao continua ¢ : M — R,

1 n—1
. - _7 _
lim = (f(x)
i=0
Como, por hipdtese, o limite nao depende do ponto x, segue que

/wd/A:/sodv

para toda fungao continua ¢. Usando a Proposicao A.3.3, obtemos que p = v.

Resta mostrar que (a) implica (d). Comece por lembrar que f admite alguma
probabilidade invariante u (pelo Teorema 2.1). A ideia é mostrar que se (d) nao
vale entao existe outra probabilidade v diferente de u e, portanto, (a) também
nao vale. Suponha entdo que (d) ndo vale, isto é, que existe alguma fungao
continua ¢ : M — R tal que n=! E;:Ol @o fJ nao converge uniformemente para

J¢dp em p-quase todo ponto

[ ¢dv em v-quase todo ponto.

nenhuma constante; em particular, ndo converge uniformemente para [ ¢ du.
Por definicao, isto significa que existe € > 0 tal que para todo k > 1 existe
ng > k e existe xp € M tal que

1 ’nk*l

|n_k > ol (@) —/@dul >e. (6.1.1)

=0
Consideremos a sequéncia de probabilidades

nk—

0fi(a
le jz; fi(zg):
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Como o espaco M; (M) das probabilidades em M é compacto para a topo-
logia fraca® (Teorema 2.1.5), a menos de substituir esta sequéncia por uma
subsequéncia, podemos supor que ela converge para alguma probabilidade v em
M. Pelo Lema 2.2.4 aplicado a medida de Dirac 0., temos que a probabilidade
v é invariante por f. Por outro lado, o fato de que (vg)x converge para v na
topologia fraca® implica que

nk—l

/gpduzli}gn/apduk :ngnnik Z sﬂ(fj(xk)).

Jj=0

Entao, lembrando (6.1.1), temos que

‘/gpdu—/gpd,u|2€.

Em particular, v # p. Isto conclui o argumento. [l

6.1.1 Exercicios

6.1.1. Dé exemplo de uma transformagao f : M — M num espago métrico

n—1 ; . .
compacto tal que (1/n) > j—o po f7 converge uniformemente, qualquer que seja
¢ : M — R continua, mas f nao é unicamente ergddica.

6.1.2. Seja f: M — M uma transformacao continua transitiva em um espaco
métrico compacto. Mostre que se (1/n) E;:Ol @ o f7 converge uniformemente,
qualquer que seja ¢ : M — R continua, entao f é unicamente ergddica.

6.1.3. Seja f : M — M um homeomorfismo isométrico num espag¢o métrico
compacto M. Mostre que se p é uma medida invariante ergédica para f entao,
para cada n € N, a funcao ¢(z) = d(x, f™(x)) é constante no suporte de p.

6.2 Minimalidade

Seja A C M um conjunto invariante fechado de f : M — M. Dizemos que A é
minimal se ele coincide com o fecho da érbita {f"(z) : n > 0} de todo ponto
x € A. Dizemos que a transformagao f é minimal se o ambiente M for um
conjunto minimal.

Lembre que o suporte de uma medida p é o conjunto dos pontos x € M tais
que (V) > 0 para toda vizinhanga V' de z. Segue imediatamente da definigao
que o complementar do suporte é um conjunto aberto: se x ¢ supp u entao
existe uma vizinhanca aberta V tal que u(V) = 0; entdo V estd toda contida
no complementar do suporte. Portanto supp 1 é um conjunto fechado.

Também é facil ver que o suporte de qualquer medida invariante é um
conjunto invariante, no seguinte sentido: f(suppu) C supppu. De fato, seja
x € supp p e seja V uma vizinhanca qualquer de y = f(z). Como f é continua,
f71(V) é uma vizinhanca de z. Entao pu(f~1(V)) > 0 uma vez que = € supp p.
Logo, usando que pu é invariante, (V) > 0. Isto prova que y € supp p.
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Proposigao 6.2.1. Se f: M — M € unicamente ergddica entdo o suporte da
unica probabilidade invariante p é um conjunto minimal.

Demonstragio. Suponha que existe x € supp p cuja érbita {f7(x) : j > 0} nao
é densa no suporte de p. Isto significa que existe algum subconjunto aberto U
de M tal que U Nsupp i é nao vazio e

fi(z) ¢ UNsuppp para todo j > 0. (6.2.1)

Seja v um ponto de acumulagao qualquer da sequéncia de probabilidades

n—1
vp=n"t Z(Sfj(m), n>1
j=0

relativamente a topologia fraca®. Tais pontos de acumulagao existem, pelo Te-
orema 2.1.5, e v é uma probabilidade invariante, pelo Lema 2.2.4. A condicao
(6.2.1) significa que v, (U) = 0 para todo n > 1. Logo, usando o Teorema 2.1.2
(veja também o item 3 do Exercicio 2.1.1) temos que v(U) = 0. Isto implica que
nenhum ponto de U esta no suporte de p, contradizendo o fato de que U Nsupp p
é nao vazio. O

A reciproca da Proposicao 6.2.1 é falsa em geral:

Teorema 6.2.2 (Furstenberg). Eziste um difeomorfismo analitico f : T? — T?
que € minimal, preserva a medida de Lebesque m mo toro, mas ndao € ergodico
para m. Em particular, f nao € unicamente ergodico.

No que resta desta se¢ao daremos um esboco sucinto da demonstracao deste
resultado. A demonstragao detalhada pode ser encontrada no artigo original
de Furstenberg [Fur61] ou no livro de Mané [Man87]. Na Se¢do 7.3.1 mencio-
naremos outros exemplos de transformagoes minimais que nao sdo unicamente
ergodicas.

Para provar o Teorema 6.2.2, buscaremos uma transformagao f da forma
flz,y) = (x + a,y + ¢(x)) onde a é um ntmero irracional e ¢ : ST — R ¢é
uma funcao analitica com [ ¢(x)dz = 0. Observe que f preserva a medida de
Lebesgue de T2. Consideremos também a transformacao fy : T? — T2 dada por
folx,y) = (x + a,y). Note que que fo ndo possui 6rbitas densas em T? e que o
sistema (fp, m) nao é ergédico.

Consideremos a equac¢ao cohomolégica

u(z + ) —u(x) = ¢(x). (6.2.2)

Se ¢ e « sdo tais que (6.2.2) admite alguma solu¢do mensurdvel u : S* — R
entao (fo,m) e (f, m) sdo ergodicamente equivalentes (veja o Exercicio 6.2.1) e,
consequentemente, (f,m) nao é ergédico. Por outro lado, pode mostrar-se que
se (6.2.2) nao admite solucao continua entao f é minimal (a reciproca deste fato
é o Exercicio 6.2.2). Portanto, basta que encontremos ¢ e « tais que a equagao
cohomoldgica admita solugao mensuravel mas nao solugao continua.
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E conveniente expressar estas condigoes em termos da expansao de Fourier
() = 3, ez ane*™ ™. Para garantir que ¢ ¢ analitica é suficiente exigir que:

existe p < 1 tal que |a,| < p" para n suficientemente grande. (6.2.3)

De fato, nesse caso a série ), a,2" converge uniformemente em toda coroa
circular {z € C: r < |z| < r~ !} com r > p. Em particular, a sua soma no circulo
unitario (a qual coincide com ¢) é uma fungao analitica. Como queremos que
¢ tenha média nula e tome valores na reta real, também devemos exigir:

ap=0 e a_, =a, para todon > 1. (6.2.4)

De acordo com o Exercicio 6.2.3, a equagao cohomolégica admite uma solu-
¢do no espago L%(m) se, e somente se,

n=1
Além disso, essa solugao estd unicamente determinada: u =), b, 2 "% com
Qn
bn = m para todo n € Z. (626)

O teorema de Fejér’s (veja [Zyg68]) afirma que se uma funcao u é continua
entao a sequéncia das somas parciais da sua expansao de Fourier converge Cesaro
uniformemente para u:

n k
1 .
— E ( g bje%”m) converge uniformemente para u(x). (6.2.7)

n
k=1 j=—k

Logo, para garantir que u nao é continua é suficiente exigir:

k
( Z bj)k nao é Cesaro convergente. (6.2.8)
j=—k

Desta forma, o problema fica reduzido a encontrar « e (a, ), satisfazendo
(6.2.3), (6.2.4), (6.2.5) e (6.2.8). O Exercicio 6.2.4 d4 uma ideia das questoes
envolvidas na escolha destes objetos.

6.2.1 Exercicios

6.2.1. Mostre que se u é solugao mensuravel da equacao cohomoldgica (6.2.2)
entdo h : T? — T2, h(z,y) = (z,y + u(z)) é uma equivaléncia ergédica entre
(fo,m) e (f,m). Em particular, (f,m) ndo pode ser ergédico.

6.2.2. Mostre que se u é solugdo continua da equagao cohomoldgica (6.2.2)
entdo h : T? — T2, h(z,y) = (x,y + u(x)) é uma conjugacio topolégica entre
fo e f. Em particular, f nao pode ser transitivo.
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6.2.3. Verifique que se u(z) = >, o5 bpe*™™* é solucao de (6.2.2) entdo

A
eQﬂ'ina _ 1

by, = para todo n € Z. (6.2.9)

Além disso, u € L?*(m) se, e somente se, Y-, [b,|* < oo.

6.2.4. Dizemos que um numero irracional o é diofantino se existem ¢ > 0 e
7 > 0 tais que |ga — p| > ¢|q|~7 para quaisquer p,q € Z com g # 0. Mostre que
a condicao (6.2.5) é satisfeita sempre que « é diofantino e ¢ satisfaz (6.2.3).

6.2.5. (Teorema de Gottschalk) Seja f : M — M uma aplicacdo continua em
um espago métrico compacto M. Mostre que o fecho da 6rbita de um ponto
x € M é um conjunto minimal se, e somente se, R. = {n € Z : d(z, f"(x)) < &}
é um conjunto sindético para todo € > 0.

6.2.6. Seja f : M — M uma aplicagao continua em um espaco métrico com-
pacto M. Dizemos que z,y € M estao prézimos se inf,, d(f™(x), f*(y)) = 0.
Mostre que para todo x € M tal que o fecho da sua orbita é um conjunto
minimal, toda vizinhanca U de z e todo ponto y préximo de z, existe uma
sequéncia crescente (n;); tal que fii™ ik (x) e friat T (y) estdo em U
para quaisquer i < --- <1 e k > 1.

6.2.7. Um teorema de Auslander e Ellis (veja [Fur81, Teorema 8.7]) afirma que
nas condi¢oes do Exercicio 6.2.6 o fecho da 6rbita de todo y € M contém algum
ponto x que estd préximo de y e cujo fecho da 6rbita é um conjunto minimal.
Deduza o seguinte refinamento do teorema de van der Waerden (Teorema de
Hindman): dada qualquer decomposigdo N = S; U---U S, do conjunto dos
numeros naturais em conjuntos disjuntos dois-a-dois, existe j tal que S; contém
uma sequéncia ny < --- < n; < --- tal que ny, +---+n;, € 5; para todo k> 1
e quaisquer i1 < -+ < k.

6.3 Medida de Haar

Nesta secao veremos que grupos topoldgicos ou diferenciaveis compactos pos-
suem uma probabilidade notavel, chamada medida de Haar, que é invariante
pelas translagoes e pelos endomorfismos sobrejetivos do grupo. Supondo que
o grupo é metrizavel, toda translacao transitiva é unicamente ergodica, com a
medida de Haar como tnica probabilidade invariante.

6.3.1 Rotacgoes em toros

Fixe d > 1 e um vetor racionalmente independente 6 = (01, ...,0q). Conforme
vimos na Secdo 4.2.1, a rotacdo Ry : T — T? é ergédica para a medida de
Lebesgue m no toro. Agora o nosso objetivo é mostrar que, na verdade, Ry é
unicamente ergddica.
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De acordo com a Proposi¢cao 6.1.1, basta mostrar que para toda fungao
contfnua ¢ : T — R existe ¢, € R tal que

n—1
o= Z po Ré converge para ¢, em todo ponto. (6.3.1)
§=0

Tomemos ¢, = f ©dm. Por ergodicidade, a sequéncia (¢, ), das médias orbitais
converge para ¢, em m-quase todo ponto. Em particular, ¢, (z) — ¢, para um
conjunto denso de valores de = € T?.

Seja d a distancia induzida no toro T¢ = R¢/Z pela norma usual em R%: a
distancia entre dois pontos quaisquer do toro é o minimo das distancias entre
os seus representantes em R<. E claro que a rotagao Ry preserva esta distancia:

d(Ry(z), Ro(y)) = d(x,y) para todo z,y € <.

Entao, usando que ¢ é continua, dado qualquer € > 0 podemos encontrar § > 0
tal que

dlz,y) <8 = dBy@),Ryy) <6 = |p(Ry(x)) — w(Ry(y)) <e
para todo 57 > 0. Mas entao,
dz,y) <d = |on(r) —pn(y)| <e paratodon > 1.

Como ¢ nao depende de n, isto mostra que a sequéncia (p, ), é equicontinua.

Isto nos permite usar o Teorema de Ascoli para provar a afirmacao (6.3.1), do
seguinte modo. Suponha que existe Z € T? tal que (¢, (Z)),, ndo converge para
¢,. Entao existe ¢ # ¢, e alguma subsequéncia (ng) tal que ¢, (Z) converge
para ¢ quando k — oo. Pelo teorema de Ascoli, a menos de tomarmos uma
subsequéncia, podemos supor que (¢n, )r é uniformemente convergente. Seja
¥ o seu limite. Entdo ¢ é uma funcdo continua tal que ¢(z) = ¢, para um
conjunto denso de valores de z € T¢ mas 1(Z) = c¢ é diferente de c,. E claro
que tal fungao nao existe. Esta contradigao prova a nossa afirmagao de que Ry
é unicamente ergodica.

6.3.2 Grupos topolégicos e grupos de Lie

Lembre que um grupo topolégico é um grupo (G,-) munido de uma topologia
relativamente a qual as operagoes

GxG—G, (g,h) — gh e G—-G, gr—gt (6.3.2)

sao continuas. Em tudo o que segue suporemos que a topologia é tal que todo
conjunto pontual é um conjunto fechado. Quando G é uma variedade e as
operagoes em (6.3.2) s@o diferencidveis, dizemos que (G,-) é um grupo de Lie.
Veja o Exercicio 6.3.1.

O espaco euclideano R? é um grupo topolégico, e até um grupo de Lie, para
a adicdo e 0 mesmo vale para o toro T¢. Lembre que T¢ é o quociente de R? pelo
seu subgrupo Z?. Esta construcao pode ser generalizada da seguinte forma:
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Exemplo 6.3.1. Dado qualquer subgrupo normal fechado H de um grupo to-
polégico G, seja G/H o conjunto das classes de equivaléncia para a relacao de
equivaléncia definida em G por z ~ y < x~'y € H. Represente por xH a
classe de equivaléncia que contém cada x € G. Considere a seguinte operacao
de grupo em G/H:

A hip6tese de que H é subgrupo normal assegura que esta operagao esta bem
definida. Seja 7 : G — G/H a projecao candnica, dada por n(z) = zH.
Considere em G/H a topologia quociente, definida da seguinte forma: uma
fungao ¢ : G/H — X é continua se, e somente se, ¢ o : G — X é continua.
A hipdtese de que H é fechada assegura que todo subconjunto pontual é um
subconjunto fechado de G/H. Segue facilmente das defini¢oes que G/H é um
grupo topolégico. Lembre também que se G é abeliano entao todos os seus
subgrupos sao normais.

Exemplo 6.3.2. O conjunto G = GL(d,R) das matrizes reais invertiveis de
dimensao d é um grupo de Lie para a operagao de multiplicagao de matrizes,
chamado grupo linear real de dimensao d. De fato, G pode ser identificado com
um aberto do espaco euclideano R@) ¢ portanto tem uma estrutura natural
de variedade. Além disso, segue diretamente das definicbes que a multiplicagao
de matrizes e a aplicacio A — A~! sdo diferencidveis para esta estrutura dife-
renciavel. G contém diversos subgrupos de Lie importantes, tais como o grupo
especial linear SL(d,R) das matrizes com determinante igual a 1, e o grupo
ortogonal O(d,R) formado pelas matrizes ortogonais.

Dado qualquer g € G, chamamos g-translacao a esquerda e g-translacao a
direita, respectivamente, as aplicagoes

E,:G— G, Egh)=gh e Dy:G— G, Dy(h)=hg.

Um endomorfismo de G é uma aplicacao continua ¢ : G — G que também
preserva a operacao de grupo, isto é, tal que ¢(gh) = ¢(g)¢(h). Quando ¢
é invertivel, ou seja, uma bijecdo cuja inversa também é um endomorfismo,
dizemos que se trata de um automorfismo.

Exemplo 6.3.3. Seja A € GL(d,Z), isto é, uma matriz invertivel de dimensao
d com coeficientes inteiros. Entao, como vimos na Se¢do 4.2.5, A induz um
endomorfismo f4 : T — T?. Pode mostrar-se que todo endomorfismo do toro
¢ desta forma.

Um grupo topolégico é localmente compacto se todo g € G possui alguma
vizinhanga compacta. Por exemplo, todo grupo de Lie é localmente compacto.
Por outro lado, o grupo aditivo dos racionais, considerado com a topologia
induzida pela reta, nao é localmente compacto.

O seguinte teorema é o ponto de partida da teoria ergédica dos grupos to-
poldgicos localmente compactos:

Teorema 6.3.4 (Haar). Seja G um grupo localmente compacto.
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(a) Eziste uma medida boreliana ue em G que € invariante pelas translagoes a
esquerda, finita em conjuntos compactos e positiva em conjuntos abertos;

(b) Se n é uma medida invariante pelas translagoes a esquerda e finita em
conjuntos compactos entdo n = cug para algum c > 0.

(c) pa(G) < 0o se, e somente se, G € compacto.

Vamos esbogar a demonstragao dos itens (a) e (b) no caso particular em que
G é um grupo de Lie. Neste caso, como veremos ug é uma medida de volume
em G. A demonstracao do item (c), no caso geral, é proposta no Exercicio 6.3.4.

Comegando pelo item (a), seja e o elemento neutro e seja d > 1 a dimensao
do grupo de Lie. Considere um produto interno qualquer - no espago tangente
T.G. Para cada g € G, representemos por & : T.G — T,G a derivada da
translacao & esquerda Fy, no ponto e. Em seguida, consideremos o produto
interno definido em 7,G do seguinte modo:

u-v= Egl(u) -5;1(11) para todo u, v € T,G.

E claro que este produto interno depende diferenciavelmente de g. Portanto, ele
define uma métrica riemanniana em G. Também é claro da construcao que esta
métrica ¢ invariante por translagoes & esquerda: notando que &,y = DE}(g)&,,
vemos que

DEp(g)(u) - DEy(9)(v) = & DEn(9)(u) - €, DEy(g)(v)
=& w) &M (v) =u-v

para quaisquer g,h € G e u,v € T4G. Seja ug a medida de volume associada
a esta métrica riemanniana. Esta medida pode ser caracterizada do seguinte

modo. Dadas coordenadas locais x = (x1,...,24) em G, considere
g1(x) - gra() o o
’ ox; 6xj
gaa(x) -+ gad(z)

Entdo pua(B) = [g|p(x)|dzy -+ dzg, para qualquer conjunto mensuravel B
contido no dominio das coordenadas locais. Notando que a fungao p é continua
e nao nula, para toda carta local, segue que g é positiva em abertos e finita em
compactos. Além disso, como a métrica riemanniana é invariante por translagoes
a esquerda, a medida pug também é invariante por translagoes a esquerda.
Agora passamos ao item (b) do Teorema 6.3.4. Seja v qualquer medida nas
condigoes do enunciado. Representamos por B(g,r) a bola aberta de centro g e
raio r, para a distancia associada a métrica riemanniana. Em outras palavras,
B(g,r) é o conjunto dos pontos em G que podem ser ligados a g por alguma
curva de comprimento menor que r. Fixe p > 0 tal que v(B(e, p)) ¢é finita (tal p
existe porque G é localmente compacto e v é finita em compactos). Afirmamos

que
| v(B(g,7)) _ v(B(e,p))
T (Bla.n) = nolBle.p)

(6.3.3)
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para todo g € G. Isto pode ser visto da seguinte forma. Observe que o lado
esquerdo da desigualdade nao depende de g, uma vez que tanto as duas medidas
quanto a distancia sao invariantes por translagoes a esquerda. Portanto, basta
considerar o caso g = e. Seja (r,), qualquer sequéncia convergindo para zero e

tal que:
o BT yB(er)

n m_ r—0 m

Pelo lema de Vitali (Teorema A.2.16), podemos encontrar (g;); em B(e, p) e
(n;); em N tais que

(6.3.4)

1. as bolas B(g;, ;) estdao contidas em B(e, p) e sao disjuntas dois-a-dois;
2. a uniao dessas bolas tem pg-medida total em Ble, p).

Além disso, dado qualquer a € R menor que o limite em (6.3.4), podemos supor
que os n; sao suficientemente grandes para que v(B(gj,7y,)) > apa(B(g5,7n;))
para todo j. Segue que

Ble,p)) > ZV(B(gj;rnj)) > ZGMG(B(QM”W)) = apc(B(e, p)).

Como a pode ser tomado arbitrariamente préximo de (6.3.4), isto prova a
afirmacao (6.3.3).

Em seguida, afirmamos que v é absolutamente continua com relagao a ug-.
De fato, seja b qualquer niimero maior que o quociente no lado direito de (6.3.3).
Dado qualquer conjunto mensurdvel B C G com ug(B) = 0, e dado qualquer
e > 0, seja {B(g;,7;) : j} uma cobertura de B por bolas de raio pequeno, tal
que v(B(g;,7;)) < bu(B(g;,75)) e >2; na(B(gj,r;)) < €. Entao,

Z gj,rj <qu gJ,rJ ) < be.

J

Como ¢ > 0 é arbitrédrio, segue que v(B) = 0. Portanto, v < ¢, conforme foi
afirmado. Agora, pelo teorema de deriva¢ao de Lebesgue (Teorema A.2.15)

dv : 1 dv v(B(g,r))
—\9 zhmi/ —dpg = lim ——=—
e ( ) r—0 M(B(g, ’r’)) B(g,r) [%e ¢ r—0 M(B(ga 'f’))

para p-quase todo g € G. O limite no lado esquerdo nao depende de g e, pela
afirmacao (6.3.3), ele é finito. Seja ¢ € R esse limite. Entao v = cu¢, conforme
afirmado no item (b) do Teorema 6.3.4.

No caso em que o grupo G é compacto, segue do Teorema 6.3.4 que existe
uma tnica probabilidade que é invariante pelas translacoes a esquerda, positiva
em abertos e finita em compactos. Esta probabilidade p¢g é chamada medida de
Haar. Ela disfruta de algumas propriedades adicionais: Por exemplo, a medida
de Lebesgue normalizada é a medida de Haar no toro T¢. Veja também os
Exercicios 6.3.5 e 6.3.6.
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Corolario 6.3.5. Suponha que G € compacto. Entao a medida de Haar ug €
invariante pelas translacoes a direita e por todo endomorfismo sobrejetivo de G.

Demonstragio. Dado qualquer g € G, considere a probabilidade (Dy).pug. Ob-
serve que Ey o Dy = Dy o Ej, para todo h € G. Logo,

(En)+(Dg)spicc = (Dg)«(En)spc = (Dg)spic-

Em outras palavras, (D,).uc ¢ invariante por toda a translacdo & esquerda.
Por unicidade, segue que (Dy).pc = pe para todo g € G, tal como afirmado.

Dado qualquer homomorfismo sobrejetivo ¢ : G — G, considere a probabi-
lidade ¢.pe. Dado qualquer h € G, escolha algum g € ¢~ 1(h). Observe que
Epo¢=¢okE,. Logo,

(Eh)*¢*NG = ¢*(Eg)*NG = Qupq-

Em outras palavras, ¢.ug € invariante por toda a translacao a esquerda. Por
unicidade, segue que ¢, g = pg, tal como afirmado. [l

Mais geralmente, se ndo suposermos, que G é compacto, o argumento do
Corolério 6.3.5 mostra que para cada g € G existe A(g) > 0 tal que

(Eg)spic = Mg)pa-

A aplicagao G — (0,00), g — A(g) é um homomorfismo de grupo.

6.3.3 Translacoes em grupos compactos metrizaveis

Nesta se¢ao sempre suporemos que o grupo topoldgico é compacto e metrizavel.
Comegamos por observar que é sempre possivel escolher a distancia de tal forma
que ela seja invariante por toda translagao:

Lema 6.3.6. Se G ¢ um grupo topoldgico compacto metrizavel entdo existe
alguma distancia compativel com a topologia de G relativamente a qual todas as
translacoes, tanto a esquerda quanto a direita, sao isometrias.

Demonstragao. Seja (U,), uma base de vizinhangas do elemento neutro 1 de
G. Pelo Lema A.3.4, para cada n existe uma fungdo continua ¢, : G — [0,1]
tal que ¢, (1) =0 e @,(z) = 1 para todo z € G\ U,,. Defina

p:G— [O’ 1]’ SD(Z) = Z 2in@n('z)'

Entao, ¢ é continua e ¢(1) = 0 < ¢(z) para todo z # 1. Agora defina

d(z,y) = sup{|p(gzh) — p(gyh)| : (g, h) € G*} (6.3.5)

para cada x,y € G. O supremo é finito, por compacidade de G. E facil ver que d
é uma distancia em G. De fato, note que se d(z,y) = 0 entdo ¢(gzh) = ¢(gyh)
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para todo g,h € G. Em particular, tomando ¢ = 1 e h = y~!, vem que
o(xy™) = (1). Pela construcio de ¢, isto implica que z = y. Os demais
axiomas da nocao de distancia seguem diretamente da definicao de d. Também
é claro da definicao que d é invariante por translacoes a esquerda e a direita.

Resta mostrar que a distancia d é compativel com a topologia do grupo G. E
facil verificar que, dada qualquer vizinhanga V' de um ponto = € G, existe § > 0
tal que B(x,d8) C V. De fato, como U = 7'V é uma vizinhanca de 1 € G, as
propriedades de ¢ garantem que existe § > 0 tal que ¢(z) < 1 — 4§ para todo
2z ¢ U. Entdo, y ¢ V implica que p(x~1y) <1 — 6 ou, em outras palavras, que
lo(1) —p(z~'y)| > 6. Tomando g = ! e h = 1 na definigao (6.3.5), vemos que
esta dltima desigualdade implica que d(z,y) > 0, ou seja, y ¢ B(z,d). Agora,
verifiquemos a reciproca: dados x € G e § > 0, existe alguma vizinhanca V' de
x contida em B(x,§). Por continuidade, para cada par (g,h) € G? existe uma
vizinhanca aberta U x V x W de (g, z, h) em G? tal que

lo(gzh) — p(g'2’h")| < 6/2 paratodo (¢',2',h') €U xV xW.  (6.3.6)

Os conjuntos U x W assim obtidos, com z fixado e g, h varidaveis, formam uma
cobertura aberta de G2. Seja U; x Wy, i = 1,...,k uma subcobertura finita e
sejam V;, i = 1,...,k as vizinhancas de x correspondentes. Tome V = ﬁleVi.
Considere y € V. Dado qualquer (g,h) € G2, a condi¢ao (6.3.6) implica que
|p(gzh) — p(gyh)| < /2. Logo d(z,y) < /2 e, portanto, y € B(x,0). O

Exemplo 6.3.7. Dada uma matriz A € GL(d,R), represente por ||A| a sua
norma como operador, ou seja, ||A|| = sup{||Av|| : |v]] = 1}. Observe que
IOA| = ||A|| = ||AO|| para todo O no grupo ortogonal O(d,R). Defina

d(A,B) =log(1+ ||A™'B —id| + ||B~'A —id])).
Entao d é uma distancia em GL(d, R), invariante por translagoes a esquerda:
d(CA,CB) =log(1+ ||A7*C~'CB —id || + ||[B~'C~'CA —id||) = d(A, B)

para todo C' € GL(d,R). Esta distancia nao é invariante & direita em GL(d, R)
(Exercicio 6.3.3). No entanto, ela ¢ invariante & direita (e & esquerda) se res-
tringirmos ao grupo ortogonal O(d,R): para todo O € O(d,R),

d(AO,CO) =log(1+ |O™*A™'BO —id || + ||[O"'B~1 A0 —id||)
=log(1+ |O"Y(A™'B —id)O|| + |0~ (B~*A —id)O|)
=d(A, B).

Teorema 6.3.8. Seja G um grupo topoldgico compacto metrizdavel e seja g € G.
Entao sao equivalentes:

(a) E4 € unicamente ergodica;
(b) E, € ergddica com respeito o pic;

(¢) o subgrupo {g™ : n € Z} gerado por g € denso em G;
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Demonstracio. E claro que (a) implica (b). Para provar que (b) implica (c),
considere a distancia invariante d dada pelo Lema 6.3.6. Seja H o fecho do
{g™ :n € Z} e ¢ considere a funcao continua

o(x) = min{d(z,y);y € H}.

Observe que esta funcao ¢ invariante para F,: usando que gH = H, obtemos:

p(z) = min{d(z,y) : y € H} = min{d(gz,gy) -y € H}
=min{d(gx,2):z € H} = ¢(gx) paratodo z € G.

Como H é fechado, p(x) = 0 se, e somente se, x € H. Se H # G entao
ua(H # G) > 0, ji que a medida de Haar é positiva em abertos. Nesse caso,
a funcao ¢ nao é constante em jig-quase todo ponto e, portanto, £; nao pode
ser ergddica para pe.

Finalmente, para mostrar que (c) implica (a), vamos mostrar que se u é uma
probabilidade invariante por E,, entdo u = pug. Para ver isso, basta verificar
que p é invariante para toda translagdo a esquerda em G. Fixe h € G. Pela
invariancia de p, temos

[e@duto) = [ elg") dutz)

para todo n € N e toda fungdo continua ¢ : G — R. Por outro lado, a hipdtese
garante que existe uma sequéncia de ntimeros naturais n; — oo tal que g"7 — h.
Dada qualquer func¢ao continua (logo, uniformemente continua) ¢ : G — R e
dado € > 0, fixe 6 > 0 tal que |p(z) — ¢(y)| < € semrpe que d(z,y) < d. Se j é
suficientemente grande,

d(g™x, hz) = d(¢g™,h) <§ paratodo z € G.

Logo, |¢(¢g™x) — p(hz)| < € para todo x e, portanto,

|/ o(ha)) du|—|/ (g"2) — (ha)) dpl < e.

Como ¢ ¢ arbitrdrio, segue que [ @ du = [ ¢ o E}, du para toda fungao continua
¢ e todo h € G. Isto implica que p é invariante por Ej para todo h € G,
conforme afirmado. O

6.3.4 Odometros

Os odoémetros, ou maquinas de somar, modelam sistemas tais como o conta-
dor de quilometros percorridos de um automével, ou o registro de consumo de
eletricidade de um prédio: a sua dinamica consiste em fazer avancar o conta-
dor de uma unidade. A principal diferenga com relacao a realidade é que estes
contadores idealizados comportam um nimero ilimitado de digitos.

Fixe d > 2, que representa a base de numeracgao (por exemplo, d = 10). Seja
X =10,1,...,d — 1}, munido com a topologia discreta. Considere o conjunto
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M = XV de todas as sequéncias o = (an)n com valores em X, munido com a
topologia produto. Esta topologia é metrizavel: ela é compativel, por exemplo,
com distancia definida em M por

d(o,a’) =27V @) onde N(a,a’) =min{j >0:a; # o} (6.3.7)

Observe também que M é compacto, pois é um produto de compactos (teorema
de Tychonoff).

Introduzimos em M a seguinte operagao de “soma com transporte”: dados
a = (an)p e B = (Bn)n em M, definimos o + 5 = (V) da seguinte forma.
Primeiramente,

e se ag + [y < dentao vg = ag + By e 61 = 0;
e seqpg+ [y >dentaoyg=ap+ Gy —ded =1.
Em seguida, para cadan > 1,
e se oy, + O+ 0n < dentdo v, = ay, + Oy + 0p € dpp1 = 0;
e se o, + O+ 60, >dentdo v, =a, + Oy + 0, —d e dpgp1 = 1.

A sequéncia auxiliar (d,,), corresponde, precisamente, aos transportes. A apli-

cacao + : M x M — M definida deste modo torna M um grupo topoldgico

abeliano e a distancia (6.3.7) ¢ invariante por translagoes (Exercicio 6.3.8).
Agora considere a “translacao de 1”7 f : M — M definida por

f((an)n) = (n)n + (1,0,...,0,...) = (0,...,0,06 + 1, Qps1s- - -, Oy o)

onde k > 0 é o menor valor de n tal que «,, < d — 1; se nao existe tal k, ou
seja, se (aq,)n € a sequéncia constante igual a d — 1, entao a imagem f((cw,)n)
é a sequéncia constante igual a 0. Deixamos ao cuidado do leitor verificar que
esta transformagao f : M — M é unicamente ergédica (Exercicio 6.3.9).

E possivel generalizar esta construgao um pouco mais, da seguinte forma.
Tome M = [[,°,{0,1,...,d, — 1}, onde (d,), ¢ uma sequéncia qualquer de
nameros inteiros maiores que 1. Tal como no caso particular acima, este con-
junto tem uma estrutura de grupo compacto abeliano metrizavel e a “translagao
de 17 é unicamente ergddica.

Exemplo 6.3.9. Uma pilha (simples) num intervalo * I é uma familia ordenada
S de subintervalos Iy, ..., Ix_1, com o mesmo comprimento, disjuntos dois-a-
dois e cuja uniao é I. Escrevemos I, = Iy. Associamos a S a transformagao f :
I — I cujarestrigao a cada [; é a translacao que envia I; em /;;. Graficamente,
representamos os subintervalos “empilhados” uns sobre os outros, com a base
Iy em baixo e o topo I;—1 em cima. Entao f nao é mais que a translagao “para
cima”, exceto no topo da pilha. Veja a Figura 6.1.

Consideremos uma sequéncia (S,,),, de pilhas num mesmo intervalo I, cons-
truida da seguinte forma. Fixe um inteiro d > 2. Tome Sy = {I}. Para cada

LAqui consideramos todos os intervalos fechados & esquerda e abertos & direita.
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' Te-1 ) ' '

Iy

Figura 6.1: Exemplo do método de empilhamento

n > 1, tome para S, a pilha obtida dividindo S,,_1 em d colunas, todas com a
mesma largura, e empilhando essas colunas umas sobre as outras. Este procedi-
mento estd descrito na Figura 6.1 para d = 3. Seja f,, : I — I a transformacao
associada a cada S,. Propomos ao leitor mostrar (Exercicio 6.3.10) que a
sequéncia (fy, ), converge em todo ponto para uma transformagao f: I — I, a
qual preserva a medida de Lebesgue. Além disso, f é unicamente ergodica.

Esta é apenas uma aplicacao simples do chamado método de empilhamento,
que constitui uma ferramenta muito eficaz para produzir exemplos com propri-
edades interessantes. O leitor pode encontrar uma discussao detalhada deste
método na Se¢ao 6 do livro de Friedman [Fri69]. Outra aplicagdo, um pouco
mais elaborada, serd dada no Exemplo 8.2.3.

Exemplo 6.3.10 (Substitui¢oes). Vamos mencionar brevemente uma cons-
trugao de natureza combinatéria que generaliza a definicao do odoémetro, pro-
porcionando muitos outros exemplos interessantes de sistemas minimais e unica-
mente ergddicos. Para maior informacao, inclusive sobre as relagoes entres estes
sistemas e o odémetro, recomendamos ao leitor o livro de Queffélec [Que87| e o
artigo de Ferenczi, Fisher, Talet [FFT09].

Chamaremos substitui¢ao em um alfabeto finito A a qualquer aplicacao que
associa a cada letra « do alfabeto uma palavra s(«) formada por um nimero
finito de letras de A. Alguns exemplos, no caso A = {0,1}: substituicio de
Thue-Morse s(0) = 01 e s(1) = 10; substituicao de Fibonacci s(0) = 01 e
s(1) = 0; substituicao de Feigenbaum s(0) = 11 e s(1) = 10; substitui¢do de
Cantor s(0) = 010 e s(1) = 111; e substituicio de Chacon s(0) = 0010 e
5(1) = 1. Podemos iterar uma substituicao, definindo s'(a) = s(a) e

SkJrl(a) = s(al)...s(an) se Sk(a) =y o,

Diremos que a substituigao s é primitiva (ou aperiddica) se existe k > 1 tal que
para quaisquer «, 3 € A a palavra s*(a) contém a letra 3.

Considere .4 munido da topologia discreta e seja ¥ = AY o espaco das
sequéncias em A, munido da topologia produto. Representemos por S : 3 — X
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a aplicacao induzida nesse espago por uma dada substituicao s: a imagem de
cada (ag,...,an,...) € X ¢é a sequéncia das letras da palavra obtida quando
concatenamos as palavras finitas s(a,, ). Suponha que existe alguma letra oy € A
tal que a palavra s(ag) tem comprimento maior que um e comega com a letra
ap. Esse é o caso de todos os exemplos listados acima. Entao (Exercicio 6.3.11),
S admite um dnico ponto fixo x = (x,, ), com zy = ap.

Considere a restricao o : X — X do deslocamento ¢ : ¥ — 3 ao fecho
X C ¥ da 6rbita {o"(x) : n > 0} do ponto x. Se a substituigao s é primitiva
entdo o : X — X é minimal e unicamente ergddico (veja a Secao 5 em [Que8T]).
Isso vale, por exemplo, no caso das sequéncias de Thue-Morse, Fibonacci e
Feigenbaum.

6.3.5 Exercicios

6.3.1. Seja G uma variedade e seja - uma operacao de grupo em G tal que
(g,h) — g-h é de classe C'. Mostre que g +— g~! também ¢é de classe C!.

6.3.2. Seja G um espaco topoldgico compacto e seja - uma operacao de grupo
em G tal que a aplicacdo (g, h) — g-h é continua. Mostre que g — g~! também
é continua.

6.3.3. Mostre que a distancia d no Exemplo 6.3.7 nao ¢ invariante a direita.

6.3.4. Prove o item (c) do Teorema 6.3.4: um grupo localmente compacto G é
compacto se, e somente se, a sua medida de Haar é finita.

6.3.5. Identifique GL(1,R) com o grupo multiplicativo R \ {0}. Verifique que
a medida p definida por

GL(L,R) R\{0} |z]

¢é invariante pelas translagoes de GL(1,R). Encontre uma medida invariante
pelas translagoes de GL(1, C).

6.3.6. Identifique GL(2,R) com {(a11, a12, a1, azz) € R* : a11a22 —ajaas # 0},
de tal modo que det(ai1, a2, as1,azs) = ajiass — arzaz;. Mostre que a medida
1 definida por

/ ody :/ o(x11, 12, T21, T22) ~ dayydaadiy drsy
GL(2,R) |de

t(211, T12, T21, T22)|

¢ invariante pelas translagoes & esquerda e a direita de GL(2,R). Encontre uma
medida invariante pelas translagoes de GL(2, C).

6.3.7. Seja G um grupo compacto metrizavel e seja g € G. Verifique que sao
equivalentes:

(1) E4 é unicamente ergédica;
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(2) E, ¢ transitiva: existe z € G tal que {¢"z : n € Z} é densa em G;
(3) Eg4 é minimal: {¢"y : n € Z} é densa em G para todo y € G.

6.3.8. Mostre que a operacao + : M x M — M definida na Segao 6.3.4 é
continua e mune M com uma estrutura de grupo abeliano. Além disso, toda
translagao neste grupo preserva a distancia definida em (6.3.7).

6.3.9. Seja f : M — M um odometro, tal como foi definido na Secao 6.3.4.

Dados by, ...,bk—1 em {0,...,9}, represente por [bo,...,bx—1] 0 conjunto das
sequéncias 3 € M com [y = bg, ..., Br—1 = br_1. Mostre que

liml#{o <j<n:fl(z)€lb,... bp1]} = =

non - T 10k

para todo x € M. Além disso, este limite é uniforme. Conclua que f admite
uma tnica probabilidade invariante e calcule essa probabilidade explicitamente.

6.3.10. Verifique as afirmagoes no Exemplo 6.3.9.

6.3.11. Prove que se s é uma substituicdo num alfabeto finito A e a € A é
tal que s(a) tem comprimento maior que um e comega com a letra «, entao a
transformagao S : ¥ — X definida no Exemplo 6.3.10 admite um tinico ponto
fixo que comeca com a letra o € A.

6.4 Teorema de Weyl

Nesta secao vamos utilizar ideias discutidas anteriormente para provar um belo
teorema de Hermann Weyl [Wey16] sobre a distribuicao dos valores de fungoes
polinomiais restritas aos ntimeros inteiros.

Considere qualquer fungao polinomial P : R — R com coeficientes reais e
grau d > 1:

P(x) = ag + a1z + aga® + - - - + aga?.

Compondo P com a projecio canoénica R — S, obtemos uma funcio polinomial
P, : R — S! com valores no circulo S* = R/Z. Defina:

zn = P.(n), para cadan > 1.

Podemos pensar em z, como sendo a parte fraciondria do nimero real P(n).
Estamos interessados em entender como a sequéncia (zy,),, se distribui no circulo.

Defini¢ao 6.4.1. Dizemos que uma sequéncia (2, ), em Sl & equidistribuida se
para qualquer funcio continua ¢ : S' — R tem-se

) 1 n
Jun 2 eta) = [ et
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De acordo com o Exercicio 6.4.1, isto equivale a dizer que, para todo seg-
mento I C S', a fracio dos termos da sequéncia que estdo em I é igual ao
comprimento m(I) do segmento.

Teorema 6.4.2 (Weyl). Se algum dos coeficientes a1, as, ..., aq € irracional
entao a sequéncia z, = P.(n), n € N € equidistribuida.

Para desenvolvermos a nossa intuigao sobre este teorema, comecemos por
considerar o caso especial d = 1. Neste caso a fungao polinomial resume-se a
P(z) = ap + aix. Consideremos a transformagao

f:8" =8t f(0) =0+ a.

Por hipétese, o coeficiente a; € irracional. Portanto, como vimos na Segao 6.3.1,
esta transformagao admite uma unica probabilidade invariante, que é a medida
de Lebesgue m. Consequentemente, dada qualquer funcdo continua ¢ : S' — R
e dado qualquer ponto 0 € S*,

) 1 n )
Jim Y e 0) = [ pdm.
g =
Considere 6 = ag. Entao, f7(0) = ao + a1j = z;. Logo, a relagdo anterior dd
lim lzn: (z4) —/ dm
e 1 2 w\zj) = [ wam.

Isto é precisamente o que significa dizer que z; é equidistribuida.

6.4.1 Ergodicidade

Agora vamos estender os argumentos acima para qualquer grau d > 1. Para
isso introduzimos a transformacao f : T* — T¢ definida no toro d-dimensional
T pela seguinte expressao:

f(01,92, . ,9(1) = (01 +a,0s+01,...,04+ 0(1_1), (641)

onde a é um numero irracional que sera escolhido mais tarde. Note que f é
invertivel: a inversa estda dada por

FH01,0s,...,00) = (61—, 0a—01+a, ..., 0g—0g_ 1+ +(—=1)710,+(—1)%a).

Note também que a derivada de f em cada ponto é dada pela matriz

1 0 o --- 0 0
1 1 o --- 0 0
0 1 r -0 0
0 0 o - 1 1

cujo determinante é 1. Isto garante que f preserva a medida de Lebesgue no
toro (lembre do Lema 1.3.5).
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Proposicao 6.4.3. A medida de Lebesque em T¢ é ergédica para f.

Demonstragdo. Vamos usar um argumento de expansao em série de Fourier,
andlogo ao da Proposicdo 4.2.1. Seja ¢ : T¢ — R uma funcio em L2(m).

Escrevemos 4
s0(9) _ Z an62ﬂ'zn~9

nezd

onde = (01,...,04) en=(n1,...,nqg) en-0=n101 +---+ngyby e

S Janf? =/|<p(9)|2d01--- 0, < oo. (6.4.2)
nezd

Observe que

s0(.](‘(0)) — Z ane%ri(nl(01+a)+n,g(02+91)+-~~nd(9d+9d,1))

nezd
_ § Cln,€27”n1 ozeQ'rrzL(n)-e
nezd
onde L(n) = (n1 +n2,n2 +ns,...,n4—1 +ng,ng). Suponhamos que a fungao ¢

é invariante, isto é, ¢ o f = ¢ em quase todo ponto. Entao,

ane2mime — ar(n) paratodon € ze. (6.4.3)

Isto implica que a, e ap(,) tém o mesmo valor absoluto. Por outro lado, a
relacio de integrabilidade (6.4.2) implica que existe no maximo um numero
finito de termos com um dado valor absoluto ndao-nulo. Concluimos que a,, = 0
para todo n € Z< cuja érbita L7 (n), j € Z seja infinita. Observando a expressio
de L deduzimos que a,, = 0 exceto, possivelmente, se ng = --- =ng = 0. Além
disso, para os valores de n restantes, ou seja, paran = (n1,0,...,0), tem-se que
L(n) = n e portanto a relagao (6.4.3) torna-se
an = an627rin1a.

Como « é irracional, o ultimo fator é diferente de 1 sempre que ny é nao-nulo.
Portanto esta relagao dé que a,, = 0 também paran = (n1,0,...,0) com n; # 0.
Deste modo, mostramos que se ¢ é uma funcao invariante entao todos os termos
da sua expansao em série de Fourier se anulam exceto, possivelmente, o termo
constante. Isto mostra que ¢ é constante em quase todo ponto, e isso prova que
a medida de Lebesgue é ergddica para f. [l

6.4.2 Unicidade ergddica
O proximo passo da demonstragao do Teorema 6.4.2 é o seguinte resultado:

Proposigao 6.4.4. A transformacdo f é unicamente ergddica: a medida de
Lebesgue no toro € a sua unica probabilidade invariante.
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Demonstra¢do. A demonstracao serd por indugao no grau d do polinémio P. O
caso de grau 1 foi tratado anteriormente. Portanto, sé precisamos explicar como
o caso de grau d pode ser deduzido do caso de grau d — 1. Para isso, escrevemos
Td =T x Sl e

FeTihx S T §Y F(fo.n) = (fo(Bo),n + Oa1), (6.4.4)

onde 0y = (91, - ,Gd,l) e f()(g()) = (91 4+ a,00 +01,...,041 + Gd,g). Por
indugao, a transformacao
fO . Td—l N Td—l

é unicamente ergédica. Representamos por 7 : T¢ — T~! a projecio 7(6) = 6.

Lema 6.4.5. Se pu € uma probabilidade invariante por f entdo a projecao mwy
coincide com a medida de Lebesque mg em T 1.

Demonstracio. Dado qualquer conjunto mensuravel £ C T4 1,

(mep)(fo  (B) = u(x ™" fo ().

Usando mo f = fpom e o fato de que u é f-invariante, se verifica que a expressao
do lado direito é igual a

p(f a7 (B)) = p(m ™ (B)) = (map) (E).

Portanto (m.u)(fy ' (E)) = (m.pu)(E) para todo subconjunto mensuravel E, ou
seja, w1 é probabilidade fo-invariante. Como fy é unicamente ergédico, segue
que T, coincide com a medida de Lebesgue mg em T¢~1, O

Agora suponhamos que pu, além de invariante, também é ergddica para f.
Pelo Teorema 3.2.6, e por ergodicidade, o conjunto G(u) C M dos pontos
6 € T? tais que

n—1
1 .
lim - E e(f7(0)) = /(pd,u para toda funcio continua ¢ : T¢ - R (6.4.5)
o

tem medida total. Seja G () o conjunto dos 6y € T4~1 tais que G(u) intersecta
{6y} x S*. Em outras palavras, Go(i) = 7(G(pn)). E claro que 71 (Go(u))
contém G(u) e, portanto, tem medida total. Logo, usando o Lema 6.4.5,

mo(Go(p)) = p(r ™ (Go(w))) = 1. (6.4.6)

Pelas mesmas razoes, esta relagao também vale para a medida de Lebesgue:
mo(Go(m)) = m(n= 1 (Go(m))) = 1. (6.4.7)

Uma consequéncia direta das igualdades (6.4.6) e (6.4.7) é que a intersecgao de
Go(p) e Go(m) tem medida mg total. Logo, em particular, estes conjuntos nao
podem ser disjuntos. Seja 6y um ponto qualquer na intersecgao. Por definigao,
G(p) intersecta {6y} x St. Mas o préximo resultado afirma que G(m) contém

{90} X Sli
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Lema 6.4.6. Se 0y € Go(m) entdo {0p} x S estd contido em G(m).

Demonstra¢ao. A observagao crucial é que a medida m é invariante por toda a
transformacao da forma

Rg: T4 x 8T =Tt x5 (¢n) = (¢ + B).

A hipétese 0y € Go(m) significa que existe algum n € S* tal que (6g,7n) € G(m),
ou seja,

n—1
1 .
lim — J =
im E (7 (0o, m)) /sﬁdm
Jj=0
para toda funcio continua ¢ : T¢ — R. Qualquer outro ponto de {fy} x S*

pode ser escrito como (6o, n + 3) = Rg(6o,n) para algum 3 € S*. Recordando
(6.4.1), vemos que

f(Rs(10,¢)) = (m+a, 72+ 71,...,Tam1 + Ta—2,{ + B+ Ta—1) = Ra(f (70, ()

para todo (79, () € T4~ x S'. Logo, por inducao,

F(00,m+ B) = f7(Rs(00,m)) = Ra( (60, 7))

para todo j > 1. Portanto, dada qualquer funcao continua ¢ : T¢ — R,

n—1 n—1
tim ~ 5™ (77 (B, + ) = Tim - > (00 Ra)( (60,))
j=0 J=0

:/(gpoRB)dm:/gﬁdm.

Isto prova que (fg,n + 3) estd no conjunto G(m) para todo 3 € S*, conforme
foi afirmado. O

Segue do que dissemos até agora que G(u) e G(m) se intersectam em algum
ponto de {fp} x S*. Tendo em vista a defini¢io (6.4.5), isto implica que as duas
medidas tém a mesma integral para cada fungao continua. De acordo com a

Proposicao A.3.3, isto implica que g = m, como queriamos demonstrar. (I

Corolédrio 6.4.7. A orbita de todo ponto 6 € T ¢ equidistribuida no toro T¢,
ou seja, para toda funcdo continua i : T4 — R tem-se

n—1
tiw 3" 0(£7(6) = [ v dm.
=0

Demonstragao. Isto segue imediatamente das Proposicoes 6.1.1 e 6.4.4. O
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6.4.3 Demonstracao do teorema de Weyl

Para completarmos a demonstracao do Teorema 6.4.2, introduzimos as fungoes
polinomiais p1, ..., pg definidas por

pa(z) = P(z) e

. 6.4.8
pj—1(x) =pj(r+1) —pj(z) paraj=2,...,d. ( )

Lema 6.4.8. O polinomio pj(x) tem grav j, para todo 1 < j < d. Além disso,
p1(z) = ax + [ com o = dlag.

Demonstragao. Por defini¢ao, pg(z) = P(z) tem grau d. Logo, para mostrar a
primeira afirmacao basta mostrar que se p;(z) tem grau j entdo pj_i(x) tem
grau j — 1. Para isso, escreva

pj(x) = bjz? +bj_127 " + -+ 4 by,
onde b; # 0. Entao
pj(x+1)=bj(x+1)7 +bj_1(x+ 1)+ + b
= by + (jbj +bj—1)e’ ™t 4+ bo.
Subtraindo uma expressao da outra, obtemos que
pi-1(x) = (jb)a? ™! + 0 _p2? 7% 4 - 4 b

tem grau j — 1. Isto prova a primeira afirmacao no lema. Este cdlculo também
mostra que o coeficiente guia de cada p;j_1(z) se obtém multiplicando por j o
coeficiente guia de p;(x). Consequentemente, o coeficiente guia de p; deve ser
igual a dla,. Isto prova a segunda afirmagcao. O

Lema 6.4.9. Para todon > 0,

F7(p1(0),p2(0),- ., pa(0)) = (p1(n), p2(n), - ., pa(n)).

Demonstra¢do. A demonstracao serd por inducdo em n. Como o caso n = 0 é
6bvio, s6 precisamos tratar do passo indutivo. Lembre que f foi definida em
(6.4.1). Se

F 7 (01(0),p2(0), -, pa(0)) = (pr(n = 1), p2(n = 1),...,pa(n — 1))
entao f™(p1(0),p2(0),...,pa(0)) é igual a

(p1(n —1) + a,pa(n = 1) + pr(n —1),...,pa(n — 1) + pg—1(n — 1)).
Usando a definicao (6.4.8) e o Lema 6.4.8, obtemos que esta expressao é igual a

(pl(n)7p2(n)7 s 7pd(n))7

e isto prova o lema. O
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Finalmente, estamos prontos para provar que a sequéncia z, = P.(n), n € N
é equidistribuida. Vamos tratar dois casos separadamente.

Em primeiro lugar, suponha que o coeficiente guia aq de P(x) é irracional.
Entao o nimero o no Lema 6.4.8 ¢ irracional e, portanto, os resultados da
Secdo 6.4.2 sdo validos para a transformacdo f : T — T?. Seja ¢ : S' — R
uma funcio continua qualquer. Considere v : T — R definida por

¢(917 92) sy 9(1) = @(ad)

Fixemos 0 = (p1(0), p2(0), ..., pq(0)). Usando o Lema 6.4.9 ¢ o Corolario 6.4.7,
obtemos que

n—1 n—1
1m1§:ﬂ%ﬁﬂml§:wﬂw»:/ﬁmnz/wm.
n n =0 n n =0

Isto termina a demonstracao do Teorema 6.4.2 no caso em que ag é irracional.
Agora suponha que a4 é racional, digamos ag = p/q com p € Z e g € N. E
claro que podemos escrever z, como uma soma

Zn = Tp + Yy Tn=agn® e yn=Q.(n)

onde Q(z) =ag +a1r+---+ag_1297 ' e Q. : R — S' é dada por Q. = 710 Q.
Observe, em primeiro lugar, que

(n+®d—§W

IS~

Tntq = Tn =

é um numero inteiro, para todo n € N. Isto significa que a sequéncia z,, n € N
é periédica de periodo ¢ no circulo R/Z. Em particular, ela toma no méximo
q valores distintos. Observe também que, como agq é racional, a hipétese do
teorema implica que algum dos coeficientes aq, ..., ag—1 de @ é irracional.
Logo, por inducao no grau, temos que y,, n € N é equidistribuida. Mais do que
isso, as subsequéncias

Ygn+r = Q*(qn + 7“), n ez

sao equidistribuidas para todo r € {0,1,...,¢—1}. Na verdade, estas sequéncias
podem ser escritas como Ypgir = Qg’)(n) para algum polinémio Q") que
também tem grau d —1 (verifique) e, portanto, a hipétese de indugao se aplica a
elas também. Destas duas observagoes segue que toda subsequéncia zgp4r, n € Z
é equidistribuida. Consequentemente, z,, n € N também ¢é equidistribuida. Isto
completa a prova do Teorema 6.4.2.

6.4.4 Exercicios

6.4.1. Mostre que uma sequéncia (z;); é equidistribuida no circulo se, e somente
se, para todo segmento I C S! tem-se

1
lim—#{1<j<n:z;el}=m()
non

onde m(I) representa o comprimento de I.
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6.4.2. Mostre que a sequéncia (y/n mod Z),, é equidistribuida no circulo. O
mesmo vale para a sequéncia (logn mod Z),,7

6.4.3. Koksma [Kok35] mostrou que a sequéncia (a™ mod Z),, é equidistribuida

no circulo, para Lebesgue quase todo a > 1. Isso nao é verdade para todo a > 1.
De fato, considere a razio durea a = (1 + +/5)/2. Verifique que a sequéncia
(a™ mod Z),, converge para 0 € S! quando n — oo; em particular, ela nao é
equidistribuida no circulo.



Capitulo 7

Correlacoes

Os modelos de sistemas dindmicos em que estamos interessados mais direta-
mente, transformacoes e fluxos, sao deterministicos: o estado do sistema em
qualquer momento determina toda a trajetdria futura; quando o sistema é in-
vertivel, a trajetéria passada fica igualmente determinada. No entanto, estes
sistemas podem apresentar também comportamento de tipo estocdstico (ou seja,
“parcialmente aleatério”): num nivel mais grosseiro que o das trajetérias indi-
viduais, informacao sobre o passado vai sendo esquecida & medida que o sistema
é iterado. Este é o tema do presente capitulo.

Em Teoria da Probabilidade, chamamos correlagao de duas varidveis alea-
térias, X e Y, ao ntimero

C(X,Y) =E[(X - E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y].

Note que a expressao (X — E[X])(Y — E[Y]) é positiva se X e Y estao do
mesmo lado (maior ou menor) das respectivas médias, E[X] e E[Y], e é negativa
no caso contrario. Portanto, o sinal de C(X,Y) indica se as duas varidveis
apresentam, predominantemente, o0 mesmo comportamento ou comportamentos
opostos, relativamente as suas médias; correlacao proxima de zero sinaliza que
os dois comportamentos estao pouco ou nada relacionados um com o outro.

Dada uma probabilidade invariante 1 de um sistema dinamico f: M — M
e dadas fungoes mensuraveis ¢,1 : M — R, queremos analisar a evolugao das
correlagoes

Cnlp, ) = Clepo f"¢)

quando o tempo n vai para infinito. Podemos pensar em ¢ e 1) como grandezas
que medimos no sistema, tais como a temperatura, o pH, a energia cinética etc.
Entao Cy, (¢, 1) mede como o valor de ¢ em tempo n se correlaciona com o valor
de ¥ em tempo zero, até que ponto um valor “influencia” o outro. Por exemplo,
se p = Xa e p = Xp sdo fungdes caracteristicas, entdo ¢ (x) dé informagao
sobre a posi¢do do ponto inicial z, enquanto que (f"™(z)) informa sobre a
posi¢ao do seu n-ésimo iterado f™(z). Se a correlagao Cy,(¢,v) for pequena
entao a primeira informacao serd de pouca utilidade para fazer previsdes quanto

183
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ao segundo evento. Como veremos, esse tipo de comportamento, em que as
correlagoes se aproximam de zero a medida que n aumenta, é bastante comum
em modelos importantes.

Comegaremos por introduzir as nogoes de sistema (fortemente) misturador
e fracamente misturador e por estudar as suas propriedades basicas (Segao 7.1).
Nas Segoes 7.2 e 7.3 discutiremos estas nogoes no contexto dos deslocamentos
de Markov, que generalizam os deslocamentos de Bernoulli, e dos intercambios
de intervalos, uma extensao da classe das rotagoes no circulo. Na Secgao 7.4 ana-
lizaremos, em termos quantitativos, a velocidade de decaimento das correlagoes
para certas classes de funcoes.

7.1 Sistemas misturadores

Seja f: M — M uma transformagao mensuravel e seja p uma probabilidade in-
variante. A sequéncia de correlagdes de duas fungdes mensuraveis p, ¢ : M — R
é definida por

Colot) = [ooswdn— [odu [van, e (7.1.1)

Dizemos que o sistema (f, 1) é misturador se
lim C,, (X4, Xp) = limu(f~"(A) N B) — u(A)u(B) =0, (7.1.2)

para quaisquer conjuntos mensuraveis A, B C M. Em outras palavras, quando
n cresce, a probabilidade do evento {z € Be f"(z) € A} converge para o
produto das probabilidades dos eventos {z € B} e {f"(z) € A}.

Analogamente, dado um fluxo f* : M — M, t € R e uma probabilidade
invariante p, definimos

Ct(w,w)=/(<p0ft)wdu—/wdu/wdu7 teR (7.1.3)
e dizemos que o sistema (f%, 1) é misturador se
Jim Co(Xa, Xp) = lim p(f7"(A) N B) = u(A)u(B) =0, (7.1.4)

para quaisquer conjuntos mensuraveis A, B C M.

7.1.1 Propriedades

Um sistema misturador é necessariamente ergédico. De fato, suponha que existe
algum conjunto invariante A C M com 0 < p(A) < 1. Tomando B = A°
vem que f~"(A) N B = § para todo n. Logo, u(f~"(A) N B) = 0 para todo
n, enquanto que p(A)u(B) # 0. Em particular, (f, u) ndo é misturador. O
exemplo a seguir mostra que ergodicidade é uma propriedade estritamente mais
fraca:
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Exemplo 7.1.1. Considere # € R irracional. Como vimos anteriormente, a
rotacdo Ry no circulo S' é ergédica para a medida de Lebesgue m. No entanto,
(Rg,m) ndo é misturador. De fato, se A, B C S! sdo dois intervalos pequenos
(com comprimento menor que 1/10, digamos) entdo R, "(A) N B é vazio e,
portanto, m(R, " (A)NB) = 0 para infinitos valores de n. Como m(A)m(B) # 0,
segue que o limite em (7.1.2) nao se verifica.

E claro da definicao (7.1.2) que se (f, 1) é misturador entdo (f*, 1) ¢ mistu-
rador, para todo k € N. A afirmacao correspondente para ergodicidade ¢é falsa:
a aplicagao f(x) = 1—x no conjunto {0, 1} é ergddica para a medida (dg +01)/2
mas o segundo iterado f2 néo é.

Lema 7.1.2. Suponha que lim, pu(f~"(A) N B) = p(A)u(B) para todo par de
conjuntos A e B em alguma dlgebra A geradora da o-dlgebra dos conjuntos
mensurdveis. Entao (f, ) € misturador.

Demonstracdo. Seja C a familia de todos os conjuntos mensuraveis A tais que
w(f~™(A) N B) — p(A)u(B) para todo B € A. Por hipdtese, C contém A.
Afirmamos que C é uma classe monétona. De fato, sejam Ay C --- C Ay C - -+
elementos de C e seja A = UpAg. Dado € > 0, existe kg > 1 tal que

p(A) = p(Ag) = p(A\ Ag) <e
para todo k > kg. Além disso, para todo n > 1,

u(f"(A) N B) = p(f~"(Ax) N B) = u(f7"(A\ Ax) N B)
Sp(fTMANAR)) = p(A\ Ag) <e.

Para k > ko fixado, o fato de que Ay € C garante que existe n(k) > tal que
|p(f~"(Ar) N B) — u(Ar)pu(B)| < e para todo n > n(k).
Somando estas trés desigualdades concluimos que
|(f~"(A) N B) — p(A)u(B)| < 3¢ para todo n > n(ko).

Como € > 0 é arbitrario, isto mostra que A € C. Da mesma forma se mostra que
a intersecao de qualquer sequéncia decrescente de elementos de C ainda é um
elemento de C. Portanto C é uma classe mondtona, tal como afirmamos. Pelo
teorema das classes mondtonas (Teorema A.1.18), segue que C contém todo o
conjunto mensuravel: para todo conjunto mensuravel A tem-se

lirrln w(fT"(A)N B) = u(A)u(B) para todo B € A.

Resta deduzir que esta propriedade vale para todo conjunto mensuravel B. Isto
é inteiramente analogo aos argumentos que acabamos de detalhar, pelo que
deixaremos a verificacao a cargo do leitor. O
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Exemplo 7.1.3. Todo deslocamento de Bernoulli (lembre da Se¢ao 4.2.3) é mis-
turador. De fato, dados dois cilindros A = [p; 4,,...,A4] e B=[r;B,,...,By]
quaisquer, tem-se

w(f~(A)NB) = u([r; Bry. .., Bs, X, .., X, Ap, .., Ag))
= u([r; Br, ..., Bs))u([ps Ap, - - -, Ag]) = n(A)u(B)

para todo n > s —p. Seja A a dlgebra gerada pelos cilindros: os seus elementos
sao as unioes finitas disjuntas de cilindros. Segue do que acabamos de dizer que
w(f~™(A) N B) = pu(A)u(B) para todo par de conjuntos A, B € A e todo n
suficientemente grande. Como A gera a o-dlgebra dos conjuntos mensuraveis,
podemos usar o Lema 7.1.2 para concluir que o sistema é misturador, tal como
foi afirmado.

Exemplo 7.1.4. Seja g : S — S! a transformacao definida por g(x) = kuz,
onde k > 2 é um numero inteiro, e seja m a medida de Lebesgue m no circulo.
O sistema (g, m) é equivalente a um deslocamento de Bernoulli, no seguinte
sentido. Considere X = {0,1,...,k — 1} eseja f : M — M a aplicacao deslo-
camento em M = XY. Considere a medida produto = v em M, onde v é a
probabilidade definida por v(A) = #A/k para todo A C X. A aplicagao

oo

h:M— Sla h((an)n) = az:ll

n=1

é uma bijecao, restrita a um subconjunto com medida total, e tanto ela quanto
a sua inversa sao mensuraveis. Além disso, h.pt = m e ho f = go h em quase
todo ponto. Dizemos que h é uma equivaléncia ergédica entre (g, m) e (f, p).
Por meio dela, propriedades podem ser traduzidas de um sistema para o outro.
Em particular, lembrando do Exemplo 7.1.3, obtemos que (g,m) é misturador:
dados quaisquer conjuntos mensuraveis A, B C S*,

m(g™"(4) 0 B) = p(h~(g™(4) N B)) = u(f~(h™(4)) 0 h=(B))
— u(hH(A))u(h ™ (B)) = m(A)m(B) quando n — oo.

Exemplo 7.1.5. Para endomorfismos sobrejetivos do toro (Segao 4.2.5) as pro-
priedades de mistura e ergodicidade sao equivalentes: o sistema (fa,m) é mis-
turador se, e somente se, nenhum autovalor da matriz A é raiz da unidade
(compare com o Teorema 4.2.14). Este fato estd proposto no Exercicio 7.1.4
e um resultado ainda mais forte serd proposto no Exercicio 8.4.2. Mais geral-
mente, um endomorfismo sobrejetivo de um grupo compacto é misturador para
a medida de Haar se, e somente se, ele é ergddico.De fato valem resultados bem
mais fortes, como comentaremos na Se¢ao 9.5.3.

Vamos também discutir uma versao topoldgica da nogao de sistema mistu-
rador. Para isso, suponha que o ambiente M é um espago topolégico. Uma
transformagao f : M — M é dita topologicamente misturadora se dados quais-
quer abertos nao-vazios U,V C M, existe ng € N tal que f~(U) NV é nao
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vazio para todo n > ng. Isto é parecido, mas estritamente mais forte do que
a hipétese do Lema 4.3.4: 14 pedimos que f~™(U) intersecte V para algum n,
enquanto que agora queremos que isso acontega para todo n suficientemente
grande.

Proposicao 7.1.6. Se (f,u) € misturadora entdo a restrigio de f ao suporte
de p € topologicamente misturadora.

Demonstragao. Denote por X = supp(p). Sejam A, B C X conjuntos aber-
tos. Temos que p(A), u(B) > 0, por definigao de supp(p). Assim, como u é
misturadora, temos que existe ng tal que n > ng vale que u(f~"(A)N B) >
w(A)u(B)/2 > 0. Em particular, u(f~"(A) N B) # 0, como querfamos demons-
trar. O

Segue diretamente desta proposicao que se f possui uma medida g mistura-
dora positiva em abertos, entao f é topologicamente misturadora. Por exemplo,
dado qualquer conjunto finito X ={1,...,d}, o deslocamento

f:X% - Xx*? (ou f: XN — xM)

é topologicamente misturador. De fato, para qualquer probabilidade v supor-
tada em todo o X, a medida de Bernoulli 1 = v (ou p = v%) é positiva
em abertos e misturadora, como vimos no Exemplo 7.1.3. Analogamente, pelo
Exemplo 7.1.4, toda transformacao f : S — S! da forma f(z) = kx com k > 2

é topologicamente misturadora.

Exemplo 7.1.7. Transla¢oes num grupo metrizavel G nunca sdo topologica-
mente misturadoras. De fato considere qualquer translagido a esquerda E; (o
caso de translagoes a direita é andlogo). Podemos supor que g # e, pois caso
contrario é evidente que F, nao é topologicamente misturadora. Fixemos uma
distancia d invariante pelas translagoes do grupo G (lembre do Lema 6.3.6) e
seja o = d(e,g~'). Considere U = V = bola de centro e e raio a/4. Todo
E;™(U) é uma bola de raio a/4. Suponha que E;"(U) intersecta V. Entao
E;"(U) estd contida na bola de raio 3a/4 e, portanto E;"H(U) esta contida
na bola de raio 3a/4 em torno de g1 Conbequentemente E;"~1(U) nao in-
tersecta V. Como n é arbitrério, isto mostra que £, nao é topologicamente
misturadora.

7.1.2 Mistura fraca

Dizemos que o sistema (f, 1) é fracamente misturador, se dados quaisquer con-
juntos mensurdveis A, B C M entao:

n—1
o1
hyEZw X4, Xp)| = lim_ _Zm A)NB) — u(A)u(B)| =0. (7.1.5)

E claro da definicio que todo sistema misturador ¢ também fracamente mistu-
rador. Por outro lado, todo sistema fracamente misturador é ergédico. De fato,
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se A C M é conjunto invariante entao

n—1

1
lim — C:(Xa, Xge
1£nan:OIJ( A, Xac)

— j(A)u(A°)

e, portanto, a hipétese implica que u(A) =0 ou u(A¢) =0

Exemplo 7.1.8. Translagoes em grupos compactos metrizaveis nunca sao fra-
camente misturadoras, relativamente a medida de Haar 1 (ou qualquer outra
medida invariante positiva em abertos). De fato, conforme observado no Exem-
plo 7.1.7, é sempre possivel escolher abertos U e V tais que f~™(U)NV é vazio
para um em cada dois valores consecutivos de n. Entao,

tmint £ (£ () A V)~ OV 2 Gu@)u(V) > 0.
=0

Desta forma obtemos diversos exemplos de sistemas ergddicos, e até unicamente
ergédicos, que nao sao fracamente misturadores.

Conforme veremos na Se¢ao 7.3.2, a familia dos intercambios de intervalos
contem diversos sistemas fracamente misturadores (e unicamente ergédicos) que
nao sao misturadores.

A demonstracao do resultado a seguir é andloga a do Lemma 7.1.2 e fica a
cargo do leitor:

Lema 7.1.9. Suponha que lim, n~! E;L;()l ln(f~9(A)NB)—pu(A)u(B)| = 0 para
todo par de conjuntos A e B em alguma dlgebra A geradora da o-dlgebra dos
conjuntos mensurdveis. Entdo (f, ) € fracamente misturador.

Exemplo 7.1.10. Dado um sistema (f, 1), consideremos a transformagao pro-
duto fo : M x M — M x M dado por fao(z,y) = (f(2), f(y)). E facil ver
que fy preserva a medida produto ps = p X p. Se (fa2,pe) é ergédico entao
(f, ) é ergddico: basta notar que se A C M é conjunto invariante para f com
w(A) € (0,1) entdao A x A é conjunto invariante para fo com us(A x A) € (0,1).

A reciproca nao é verdadeira em geral, ou seja, (f2, 2) pode nao ser ergédico
mesmo que (f, ) seja ergédico. Por exemplo, se f é uma rotagao irracional
em S! e d é uma distAncia invariante por rotacoes, entdo qualquer vizinhanca
{(z,y) : d(z,y) < r} da diagonal é um conjunto invariante para f x f.

O préximo resultado mostra que este tipo de fendmeno nao ocorre na cate-
goria dos sistemas fracamente misturadores:

Proposigao 7.1.11. As sequintes condigdes sao equivalentes:
(a) (f, 1) € fracamente misturador;

(b) (fa,p2) € fracamente misturador;

(c) (f2,p2) € ergddico.
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Demonstragao. Para provar que (a) implica (b), considere quaisquer conjuntos
mensuraveis A, B,C, D C M. Entao:
|2 (f57(Ax B)N(C x D)) = pa(A x B)pa(C x D)
= |u(f (AN Cp(f~ (B) N D) — p(A)u(B)u(C)u(D)|
< |u(f7(A) N C) = p(A)u(C)| + |u(f~7(B) N D) — (B)u(D))|.

Portanto, a hipétese (a) implica que

n—1

lim — ZW? (fs7(Ax B)N(C x D)) — p2(A x B)ua(C x D)| = 0.

j =0
Segue que

tim - 7 (7 (X) 1Y)~ (X)) = 0
=0

para quaisquer X,Y na algebra gerada pelos produtos E x F' de subconjuntos
mensuraveis de M, ou seja, a dlgebra das unides finitas disjuntas de tais pro-
dutos. Como esta dlgebra gera a o-algebra dos subconjuntos mensurdveis de
M x M, podemos usar o Lema 7.1.9 para concluir que (fa,u2) é fracamente
misturador.

E imediato que (b) implica (c). Para provar que (c) implica (a), observe que

B) — u(A)u(B))*

LML
=

S
|
—

[n(f77(A) N B)? = 2u(A)p(B)u(f 7 (A) N B) + u(A)u(B)?]

<.
I
o

Pode ser reescrito como

S (15 (A x A) 1 (B x B)) — ia(A x Apa(B x B)
7=0

|
-

n

= 2u(A)p(B) Yy [p(f7(A) N B) — u(A)u(B)].

<.
Il
o

Como que (fa, u2) é ergddico e, consequentemente, (f, u) também é, concluimos

que
n—1

.1 i 2
tim = 3™ 477 (4) 1 B) — u(A)p(B)]* =0
j=0
para quaisquer conjuntos mensuraveis A, B C M. Usando o Exercicio 7.1.2,
obtemos que (f, u) é fracamente misturador. O
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7.1.3 Caracterizacao espectral

Nesta secao discutiremos formulagoes equivalentes das nogoes de sistema mis-
turador e fracamente misturador, em termos do operador de Koopman.

Proposigao 7.1.12. As sequintes condigdes sao equivalentes:
(a) (f,p) € misturador.

(b) Existem p,q € [1,00] com 1/p+ 1/q = 1 tais que Cp(p,v) — 0 para
quaisquer ¢ € LP(u) e € LI().

(c) A condig¢ao do item (b) vale para ¢ em algum subconjunto denso de LP (1)
e v em algum subconjunto denso de L9(u).

Demonstragao. A condicao (a) é o caso particular de (b) para fungoes carac-
teristicas. Como as correlagoes (p, 1) — Cp(p, %) sdo fungoes bilineares, a
condicao (a) implica que C,(p,1)) — 0 para quaisquer fungoes simples ¢ e 1.
Isto implica (c), uma vez que as fungoes simples formam um subconjunto denso
de L"(u), para qualquer r > 1.

Para mostrar que (c¢) implica (b), comecemos por observar que as correlacoes
Crn(p, 1) sao fungoes equicontinuas de ¢ e 1. De fato, dadas ¢1,p2 € LP(u) e
1,19 € L9(p), as desigualdade de Holder (Teorema A.5.5) da que

}/(901 o f")rdu — /(802 o fM) e dp| < ller — @allp 1¥allg + o2l llvn — vallg-

Além disso,

\/301 du/wl du—/sazdu/wzdul < llgr — ealla [19lls + loalls 111 — a1

Somando estas desigualdades, e notando que || - |1 < || - ||, para todo r > 1,
obtemos que:

|Crl1,91) = Culp2, ¥2)| < 2lle1 = @2llp 11l + 2ll2llp 11 — vlly (7.1.6)

para todo n > 1. Entao, dado € > 0 e dados quaisquer ¢ € LP(u) e ¢ € LI(p),
podemos tomar ¢’ e 1)’ nos subconjuntos densos da mencionados na hipdtese
tais que

le=¢llp<e e l¥—1d'q <e

Em particular, ||¢|, < |l¢ll, + € e |[¢']lq < ||¥]lq + . Entdo, (7.1.6) dd que

Crlo, )| < [Cn(@, )| + 2e([lllp + ll¢bllq + 26) - para todo n.

Além disso, por hipdtese, temos |Cy,(¢’,9')| < € para todo n suficientemente
grande. Como ¢ é arbitrdrio, estas duas desigualdades implicam que C,, (¢, %)
converge para zero quando n — oo. Isto prova a propriedade (b). O

O mesmo argumento prova a seguinte versao da Proposicao 7.1.12 para a
propriedade de mistura fraca:
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Proposigao 7.1.13. As sequintes condigdes sao equivalentes:

(a) (f,p) € fracamente misturador.

(b) Ezistem p,q € [1,00] com 1/p+1/q = 1 tais que (1/n)3°7_, |Ci(p, )]
converge para 0 para quaisquer ¢ € LP(u) e v € LI(u).

(c) A condigdo do item (b) vale em algum subconjunto denso de LP(u) e algum
subcongunto denso de LI(p).

No caso p = ¢ = 2, podemos expressar as correlacoes em termos do produto
interno - no espaco de Hilbert L?(u):

Culp,¥) = [Ufe — (¢ -1)] - ¢ para todo ¢,9 € L*(n).

Portanto, a Proposi¢ao 7.1.12 d4 que (f, 1) é misturador se, e somente se,
lim [Ufe — (¢-1)] -9 =0 para todo ¢, € L?(p) (7.1.7)

e a Proposigao 7.1.13 dé& que (f, u) é fracamente misturador se, e somente se,
hmlzn:HUjgo—((p-l)] 1| =0 para todo ¢ ¥ e L (). (7.1.8)
non f ’

A condigao (7.1.7) significa que Uf ¢ converge fracamente para ¢ -1 = [@dpu,
enquanto que (7.1.8) é uma versdo Cesaro dessa afirmacao. Compare as duas
condigoes com a caracterizacao da ergodicidade em (4.1.7).

Corolario 7.1.14. Seja f : M — M wma transforma¢ao misturadora para
uma probabilidade invariante . Seja v uma probabilidade qualquer em M,
absolutamente continua em relagdo a . Entdo fl'v converge pontualmente para
w, ou seja, v(f~™(B)) — u(B) para todo conjunto mensurdvel B C M.

Demonstragao. Considere ¢ = Xp e ¢ = dv/du. Note que ¢ € L*™(u) e
v € L*(n). Logo, pela Proposicao 7.1.12,

J@woGdn= [wWiowsdn— [ [van= [ 2o [ T dn.

A sequéncia do lado esquerdo coincide com [(Xpgo f™)dv = v(f~"(B)). O lado
direito é igual a u(B) [ 1dv = u(B). O

7.1.4 Exercicios

7.1.1. Mostre que (f, i) é misturador se, e somente se, u(f~"(A)NA) — p(A)?
para todo conjunto mensuravel A.
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7.1.2. Seja (a,), uma sequéncia limitada de ntimeros reais. Demonstre que
lim, (1/n) Z?:1 |a;| = 0 se, e somente se, existe E C N com densidade zero no
infinito (ou seja, satisfazendo lim, (1/n)#(E N {0,...,n — 1}) = 0) tal que a
restricao de (an), ao complementar de E converge para zero quando n — oo.

Deduza que
n

I 1 )
hrILnEZMj' =0 < 117{11E2(aj) =0.
j=1 j=1
7.1.3. Prove que se p é fracamente misturadora para f entdao p é fracamente
misturadora para todo iterado f*, k> 1.

7.1.4. Mostre que se nenhum autovalor de A € SL(d,R) é uma raiz da unidade
entdo o endomorfismo linear f4 : T — T¢ induzido por A é misturador, com
respeito a medida de Haar.

7.1.5. Seja f : M — M uma transformagao mensuravel num espaco métrico.
Verifique que uma probabilidade invariante p é misturadora se, e somente se,
(f™n), converge para u na topologia fraca™ para toda probabilidade 1 absolu-
tamente continua com respeito a p.

7.1.6 (Teorema de Von Neumman miltiplo). Mostre que se (f, ) é fracamente
misturador entao

N-—1
%Z(%Of")-'-(cpwfk")ﬁ/wldu--'/wkdu em L?(p),
n=0

para quaisquer fungdes mensurdveis limitadas o1, ..., @k.

7.2 Deslocamentos de Markov

Nesta se¢ao introduzimos uma importante classe de sistemas, que generaliza
a classe de deslocamentos de Bernoulli. Como vimos anteriormente, desloca-
mentos de Bernoulli modelam sequéncias de experimentos idénticos em que o
resultado de cada experimento é independente dos demais. Na definicdo dos
deslocamentos de Markov abandonamos essa condicao de independéncia, mas
supomos que cada resultado depende apenas do resultado imediatamente ante-
rior. Mais geralmente, deslocamentos de Markov podem ser usados para modelar
processos, ditos com memdria finita, isto é, tais que existe k > 1 tal que cada
resultado depende apenas dos k resultados imediatamente anteriores. A este
respeito, veja o Exercicio 7.2.4.

Para definir um deslocamento de Markov, consideremos um espago men-
surdvel (X,A) e seja ¥ = XN (ou ¥ = X%) o espaco das sequéncias em X,
munido da o-algebra produto. Consideraremos o deslocamento

0:X =%, o((@n)n) = (Tns1)n-

Suponha que é dada uma familia { P(z,-) : # € X} de probabilidades em X,
chamadas probabilidades de transi¢ao, dependendo mensuravelmente do ponto
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x. Heuristicamente, dado um conjunto mensurdvel £ C X, o nimero P(z, E)
representa a probabilidade de z,41 € E sabendo que z,, = z. Uma proba-
bilidade p em X é chamada medida estaciondria, relativamente a familia de
probabilidades de transigao, se ela satisfaz

/P(x, E)dp(z) = p(E), paratodo conjunto mensurdvel £ C X. (7.2.1)

Heuristicamente, isto significa que, relativamente a p, a probabilidade do evento
Tp41 € E € igual a probabilidade do evento z,, € E.
Fixe uma medida estaciondria p qualquer (supondo que exista) e entao defina

1([m; Ay, Ay)) =
= [ ) [ P [ dPe)

para todo cilindro [m; A,,, ..., A,] de ¥. Pode mostrar-se que esta fungao se
estende a uma probabilidade na o-dlgebra gerado pelos cilindros (confira o Exer-
cicio 7.2.1). Esta probabilidade é invariante pelo deslocamento o, uma vez que
o lado direito de (7.2.2) nao depende de m. Toda probabilidade p obtida desta
forma é chamada medida de Markov; além disso, o sistema (o, ) é chamado
deslocamento de Markov.

(7.2.2)

Exemplo 7.2.1. (Medida de Bernoulli) Suponha que P(z,-) nao depende de x,
ou seja, existe uma probabilidade v em X tal que P(z,-) = v para todo z € X.
Entao

/ P(z, E) dp(x) = / v(E) dp(z) = v(E)

para toda probabilidade p e todo conjunto mensuravel £ C X. Portanto, existe
exatamente uma medida estaciondria, a saber p = v. A defini¢do (7.2.2) d4

(s A, An]) = /A () /A ) /A dv(z)

=v(An ) V(A1) - v(Ap).

Exemplo 7.2.2. Suponha que o conjunto X ¢é finito, digamos X = {1,...,d}
para algum d > 2. Qualquer familia de probabilidades de transi¢ao P(z,-) em
X fica completamente caracterizada pelos valores

P =P@i,{j}), 1<ij<d (7.2.3)

Além disso, uma medida p em X fica completamente caracterizada pelos valores
p; = p({i}), 1 <1i < d. Com esta notacao, a definigao (7.2.1) traduz-se por

d
ZpiPm- =p;, paratodol <j<d. (7.2.4)

i=1

Além disso, a medida de Markov p fica dada por

,u([m; Ay o v v s an]) = Dam Pam,amir - Pan_1,a0- (7.2.5)
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Na sequéncia iremos nos restringir a deslocamentos de Markov finitos, ou
seja, ao contexto do Exemplo 7.2.2. Consideramos o conjunto X munido da
topologia discreta e da respectiva o-dlgebra de Borel. Observe que a matriz

P =(Pij)icij<a

definida por (7.2.3) satisfaz as seguintes condicoes:
(i) P;; > 0 paratodo 1 <i <y
(ii) Z?Zl P, ; =1 para todo 1 <i < d.

Dizemos que P é uma matriz estocdstica. Reciprocamente, qualquer matriz
satisfazendo (i) e (ii) define uma familia de probabilidades de transi¢ao no con-
junto X. Observe também que, denotando p = (p1,...,pa4), a relacao (7.2.4)
corresponde a

P'p=p, (7.2.6)

onde P* representa a transposta da matriz P. Em outras palavras, as medidas
estaciondrias correspondem precisamente aos autovetores da matriz transposta
para o autovalor 1. O seguinte resultado classico permite mostrar que tais
autovalores sempre existem:

Teorema 7.2.3 (Perron-Frobenius). Seja A uma matriz d x d com entradas
nao-negativas. Entdo existe A\ > 0 e existe algum vetor v # 0 com entradas
ndao-negativas tal que Av = Av e A > || para todo autovalor vy de A.

Se A admite alguma poténcia cujas entradas sdo positivas entdo A > 0 e
existe algum autovetor v com entradas postivas. De fato, X > || para qualquer
outro autovalor v de A. Além disso, o autovalor A tem multiplicidade 1 e € o
unico autovalor de A que admite algum autovetor com entradas nao-negativas.

Uma demonstracao do teorema de Perron-Frobenius pode ser encontrada no
livro de Meyers [Mey00], por exemplo. Aplicando este teorema & matriz A = P*,
concluimos que existem A > 0 e p # 0 com p; > 0 para todo i, tais que

d
Zpipi,j = A\pj, paratodo 1< j <d.
i=1
Somando sobre i = 1, ..., d obtemos que

d
j=

d
Zpipi,j = AZP;V
j=1

1i=1

Usando a propriedade (ii) da matriz estocdstica, o lado esquerdo desta igualdade
pode ser escrito como

d d d
D pi) FPiy=) b
=1 j=1 =1
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Comparando as duas tltimas igualdades, e lembrando que a soma das entradas
de p é um namero postivo, concluimos que A = 1. Isto prova a nossa afirmagao
de que sempre existem vetores p # 0 satisfazendo (7.2.6).

Quando P™ tem entradas positivas para algum n > 1, segue do Teorema 7.2.3
que o autovetor é inico, a menos de produto por um escalar, e pode ser escolhido
com entradas positivas.

Exemplo 7.2.4. Em geral, p nao é tinico e também pode nao existir nenhum
autovalor com entradas positivas. Por exemplo, considere:

1—a a 0 0 0
b 1-0 0 0 0
P = 0 0 1—c c 0
0 0 d 1—-d 0
e 0 0 0 1—e

onde a,b,c,d,e € (0,1). Um vetor p = (p1,p2, p3, P4, ps) satisfaz P*p = p se,
e somente se, ap; = bps e cps = dpy e ps = 0. Portanto, o autoespago tem
dimensao 2 e nenhum autovetor tem entradas positivas.

Por outro lado, suponha que p é tal que p; = 0 para algum i e seja u a
respectiva medida de Markov. Seja 3; = (X \ {i})V (ou X; = (X \{i})%). Entdo
w(%;) = 1, uma vez que p([n;i]) = p; = 0 para todo n. Isto significa que pode-
mos eliminar o simbolo 7, obtendo um sistema equivalente ao original. Portanto,
a menos de remover um certo nimero de simbolos supérfluos do conjunto X,
sempre podemos considerar que o autovetor p tem entradas positivas.

Denotemos por Y p o conjunto de todas as sequéncias (z,,), € ¥ que satis-
fazem

P, 2., >0 paratodo n, (7.2.7)

ou seja, tais que todas as transicoes sao “permitidas” por P. E claro da defini¢cao
que X p é invariante pelo deslocamento o. As transformagoes o : X p — X p cons-
truidas desta forma sao chamadas deslocamentos de tipo finito e serao estudadas
em mais detalhe na Se¢ao 10.2.2.

Lema 7.2.5. O conjunto ¥p ¢é fechado em ¥ e, dada qualquer solug¢ao p de
P*p = p com entradas positivas, o suporte da respectiva medida de Markov p
coincide com X p.

Demonstragdo. Seja z* = (2F),, k € N uma sequéncia qualquer em Xp e
suponha que ela converge em X para algum =z = (z,),. pela definicdo da
topologia em Y, isto quer dizer que para todo n existe k, > 1 tal que =¥ = =,

para todo k > k,. Entao, dado qualquer n, tomando k > max{ky, knt1}

concluimos que Py, »,., = Ppr k> 0. Isto mostra que = € Xp.
, ak zh
Para provar a segunda parte do lema, lembre que os cilindros [m; z,, . .., ;]

formam uma base de vizinhangas de qualquer = = (x,,), em X. Se 2 € ¥ p entdo

M([m7 xm’ MR} xn]) = pw7npw7nvm7rL+1 e Pw»,L71,$7L > O
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para todo cilindro e, portanto, x € supppu. Se x ¢ Xp entdo existe n tal que
P., 2., =0. Nesse caso, p([n; xn, Tny1]) = 0 e, portanto, = ¢ supp p. O

Exemplo 7.2.6. Na situacao do Exemplo 7.2.4 ha trés possibilidades para o
suporte de uma medida de Markov. Se p = (p1, p2,0,0,0) com p1,ps > 0 entdo
podemos eliminar os simbolos 3,4, 5. Todas as sequéncias nos simbolos 1,2 sao
admissiveis. Logo supp u = {1,2}N. Analogamente, se p = (0,0, p3,p4,0) com
p3,ps > 0 entdo supp u = {3,4}". Nos demais casos, p = (p1, p2, p3, p4,0) com
p1,P2,P3, p4 > 0. Eliminando o simbolo 5, temos que o conjunto das sequéncias
admissiveis é
Yp = {1,2N U {3,4}".

Ambos os conjuntos nesta unidao tém medida positiva. Portanto, neste caso
o deslocamento de Markov (o, ) nao é ergédico. Mas segue da teoria que
apresentaremos na préxima se¢ao que nos dois primeiros casos o sistema (o, )
é ergodico.

No proximo lema colecionamos algumas propriedades simples de matrizes
estocdsticas que serao tuteis a seguir:

Lema 7.2.7. Seja P uma matriz estocdstica e sejap = (p1,...,pd) uma solugdo
de P*p =p. Para cadan > 0, denote por P[";, 1 < i,j < d as entradas da matriz
P™. Entao:

(a) Z;.lzl P'; =1 para todo 1 <i <d e todon >1;

(b) Zle piPlY; = pj para todo 1 < j <d e todon > 1;
(c) o hiperplano H = {(h1,...,hq) : hi + -+ + hqg = 0} € invariante por P*.

Demonstragao. A condigao (ii) na definicio de matriz estocdstica pode ser es-
crita como Pu = u, onde u = (1,...,1). Entdo P"u = u para todo n > 1. Isto
é apenas outra maneira de escrever o item (a). Analogamente, P*p = p implica
que (P*)™p = p para todo n > 1, o que é outra maneira de escrever o item (b).
Observe que H é o complemento ortogonal do vetor w. Como u é invariante por
P, segue que H ¢ invariante pela matriz transposta P*. O

7.2.1 Ergodicidade

Nesta se¢ao sempre suporemos que p = (p1,...,pq) ¢ uma solucao de P*p = p
com p; > 0 para todo 4, normalizada de tal forma que > ,p; = 1. Seja p
a respectiva medida de Markov. Queremos entender que condi¢bes a matriz
estocdstica P deve satisfazer para que (o, 1) seja ergddico.

Dizemos que a matriz estocastica P é irredutivel se para todo 1 < i,j5 < d
existe n > 0 tal que F;"; > 0. Em outras palavras, P é irredutivel se for possivel
passar de qualquer resultado i a qualquer resultado j num certo niimero n de
passos (que depende de i e 7).

Teorema 7.2.8. O deslocamento de Markov (o, 1) € ergddico se, e somente se,
a matriz P € irredutivel.



7.2. DESLOCAMENTOS DE MARKOV 197

O restante da presente secao é dedicado a prova deste teorema. Comegamos
por provar a seguinte estimativa tutil:

Lema 7.2.9. Sejam A = [m;am,...,a4) € B=[r;b.,...,bs] cilindros de ¥ com
r > q. Entdo:
r—q
aq,byr
(AN B) = M(A)M(B)pT-

Demonstra¢do. Podemos escrever A N B como uma unido disjunta

AﬁB:U[m;am,...,aq,xn+1,...,xr,l,br,...,bs],

sobre todos os © = (Tpy1,...,2Z-—1) € X" "~ 1. Entdo,

A N B E pam AmGmy1 " 'P(lq—l,(quflq7mn+1 . 'P<’L'r—17b7‘Pb7‘7br+1 o 'Pbs—17bs

1
P wnin o Poy b, —1(B).
Z 4>Tn+1 1,br o, M( )

A soma nesta ultima expressao é igual a P . Portanto,
WA B) = p(A)u(B)E, . /py.,
tal como afirmado. O

Lema 7.2.10. Uma matriz estocdstica P € irredutivel se, e somente se,
1 n—
. I .o
hrrln - E_ P;;=p; paratodo1 <i,j<d. (7.2.8)

Demonstragio. Suponha que vale (7.2.8). Lembre que p; > 0 para todo j.
Entao, dados quaisquer 1 < i,j < d, tem-se Pl > () para infinitos valores de .
Em particular, P é irredutivel.

Para provar a reciproca, considere A = [0;i] e B = [1;j]. Pelo Lema 7.2.9:

%iu(Aﬁa’l(B)): ! %Z

=0 =0

De acordo com o Exercicio 4.1.2, o lado esquerdo desta igualdade converge
quando n — oo. Portanto,

1 n—1
T !
Qi = hr{n n Z P
1=0

existe para todo 1 < ,j < d. Considere a matriz Q = (Q;,):,j, ou seja,

n—1
1
Q=lim — > Pl (7.2.9)
1=
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Usando o Lema 7.2.7(b) e passando ao limite quando n — oo, obtemos que

d
ZpiQm- =p; paratodol <j<d. (7.2.10)

=1

Observe também que, dado qualquer k& > 1,

n—1 n—1
1 1
PFQ = lim — Y PR = lim — Y Pl=0q. (7.2.11)
=0 =0

Segue que Q;,; nao depende de i. De fato, suponha que existem 7 e s tais que
Qr; < Qs,;. Claro que podemos escolher s de modo que o lado direito desta
desigualdade tenha o valor méaximo possivel. Como P é irredutivel, existe k tal
que Pfr > 0. Logo, usando (7.2.11) seguido do Lema 7.2.7(a),

d d
Qsj =Y PEQi; < (O PE)Qs; = Qs
i=1 =1

o que ¢ uma contradigao. Portanto @; ; nao depende de i. Seja Q; = (Q);; para
qualquer i. A propriedade (7.2.10) d4 que

d d
pi=Y_ Qipi=Q; O pi) =0y
=1 