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Prefácio

Em termos simples, a Teoria Ergódica é a disciplina matemática que estuda
sistemas dinâmicos munidos de medidas invariantes. Começaremos por dar as
definições precisas destas noções e por analisar as principais motivações para o
seu estudo, após o que mencionaremos alguns momentos marcantes da história
desta disciplina. Ao final do prefácio esboçaremos o conteúdo deste livro e a
sua organização, bem como os requisitos desejáveis para o seu estudo.

Sistemas dinâmicos

Há várias definições, mais ou menos gerais, do que é um sistema dinâmico. Nós
nos restringiremos a dois modelos principais. O primeiro deles, ao qual nos
referiremos na maior parte do tempo, são as transformações f : M → M em
algum espaço M . Heuristicamente, pensamos em f como associando a cada
estado x ∈ M do sistema o estado f(x) ∈ M em que o sistema se encontrará
uma unidade de tempo depois. Trata-se portanto de um modelo de dinâmica
com tempo discreto.

Também consideraremos fluxos, que são modelos de sistemas dinâmicos com
tempo cont́ınuo. Lembre que um fluxo em M é uma famı́lia f t : M →M , t ∈ R
de transformações satisfazendo

f0 = identidade e f t ◦ fs = f t+s para todo t, s ∈ R. (0.0.1)

Fluxos aparecem, por exemplo, associados a equações diferenciais: tome como
f t a transformação que associa a cada ponto x o valor no tempo t da solução
da equação que passa por x no tempo zero.

Num caso e no outro, sempre suporemos que o sistema dinâmico é men-
surável, ou seja, que o espaço M está munido de uma σ-álgebra de subconjun-
tos ditos mensuráveis e que essa σ-álgebra é preservada pela dinâmica: a pré-
imagem de qualquer conjunto mensurável também é um conjunto mensurável.
Na maior parte dos casos, M será um espaço topológico, ou até um espaço
métrico, munido da menor σ-álgebra que contém todos os abertos (σ-álgebra de
Borel). De fato, em muitas das situações que consideraremos ao longo do livro,
suporemos mesmo que M é uma variedade e que a dinâmica é diferenciável.
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Medidas invariantes

Sempre consideraremos medidas µ definida na σ-álgebra do espaço M . Dizemos
que µ é uma probabilidade se µ(M) = 1. Na maior parte dos casos trataremos
com medidas finitas, isto é, tais que µ(M) < ∞. Neste caso sempre podemos
transformar µ numa probabilidade ν: para isso basta definir

ν(E) =
µ(E)

µ(M)
para cada conjunto mensurável E ⊂M.

Em geral, uma medida µ diz-se invariante pela transformação f se

µ(E) = µ(f−1(E)) para todo conjunto mensurável E ⊂M. (0.0.2)

Heuristicamente, isto significa que a probabilidade de um ponto estar num dado
conjunto é igual à probabilidade de que a sua imagem esteja nesse conjunto.
Note que a definição (0.0.2) faz sentido, uma vez que, por hipótese, a pré-
imagem de qualquer conjunto mensurável ainda é um conjunto mensurável.

No caso de fluxos, substitúımos a relação (0.0.2) por

µ(E) = µ(f−t(E)) para todo mensurável E ⊂M e todo t ∈ R. (0.0.3)

Por que estudar medidas invariantes?

Como em todo ramo da Matemática, parte importante da motivação é intŕınseca
e estética: estas estruturas matemáticas têm propriedades profundas e surpre-
endentes que conduzem à demonstração de beĺıssimos teoremas. Igualmente
fascinante, idéias e resultados da Teoria Ergódica se aplicam em outras áreas
da Matemática que a priori nada têm de probabiĺıstico, por exemplo a Combi-
natória e a Teoria dos Números.

Outra razão para este estudo é que muitos fenômenos importantes na Na-
tureza e nas ciências experimentais são modelados por sistemas dinâmicos que
deixam invariante alguma medida interessante. O exemplo mais importante, his-
toricamente, veio da F́ısica: sistemas hamiltonianos, que descrevem a evolução
de sistemas conservativos na mecânica newtoniana, correspondem a fluxos que
preservam uma medida natural, a medida de Liouville. Aliás veremos que sis-
temas dinâmicos muito gerais possuem medidas invariantes.

Ainda outra motivação fundamental para que nos interessemos por medidas
invariantes é que o seu estudo pode conduzir a informação importante sobre
o comportamento dinâmico do sistema, que dificilmente poderia ser obtida de
outro modo. O Teorema de Recorrência de Poincaré, um dos primeiros que
estudaremos neste livro, ilustra bem o que acabamos de dizer: ele afirma que a
órbita de quase todo ponto, relativamente a qualquer medida invariante finita,
regressa arbitrariamente perto do ponto inicial.

Breve apresentação histórica

A palavra ergódico é o resultado da concatenação de duas palavras gregas, ergos
= trabalho e odos = caminho, e foi introduzida pelo f́ısico L. Boltzmann, no
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século 19, no seu trabalho sobre a teoria cinética dos gases. Os sistemas em que
L. Boltzmann, J. C. Maxwell, J. C. Gibbs, os principais fundadores da teoria
cinética, estavam interessados são descritos por um fluxo hamiltoniano, ou seja,
uma equação diferencial da forma

(
dq1
dt

, . . . ,
dqn
dt

,
dp1

dt
, . . . ,

dpn
dt

)
=

(
∂H

∂p1
, . . . ,

∂H

∂pn
,−∂H

∂q1
, . . . ,− ∂H

∂qn

)
.

Boltzmann acreditava que as órbitas t́ıpicas do fluxo preenchem toda a superf́ıcie
de energia H−1(c) que as contém. A partir desta hipótese ergódica, ele deduziu
que as médias temporais de grandezas observáveis (funções) ao longo de órbitas
t́ıpicas coincidem com as respectivas médias espaciais na superf́ıcie de energia,
um fato crucial para a sua formulação da teoria cinética.

De fato, esta hipótese é claramente falsa e, com o tempo, tornou-se usual
chamar hipótese ergódica ao que seria uma consequência dela, a saber, que
as médias temporais e espaciais são iguais. Sistemas para os quais vale esta
igualdade foram chamados ergódicos. E pode dizer-se que boa parte da Teoria
Ergódica, tal como ela se desenvolveu ao longo do século 20, foi motivada pelo
problema de decidir se a maioria dos sistemas hamiltonianos, especialmente
aqueles que aparecem na teoria cinética dos gases, são ergódicos ou não.

Um avanço fundamental ocorreu nos anos trinta, quando os matemáticos J.
von Neumann e G. D. Birkhoff provaram que médias temporais existem para
quase toda órbita. No entanto, em meados dos anos cinquenta, o grande ma-
temático russo A. N. Kolmogorov observou que muitos sistemas hamiltonianos
não são ergódicos. Este resultado espectacular foi muito expandido por V. Ar-
nold e por J. Moser, no que veio a ser chamado teoria KAM em homenagem aos
três.

Por outro lado, ainda nos anos trinta, E. Hopf tinha dado os primeiros
exemplos importantes de sistemas hamiltonianos ergódicos, os fluxos geodési-
cos de superf́ıcies com curvatura negativa. O seu resultado foi generalizado
por D. Anosov, nos anos sessenta, para variedades de qualquer dimensão. De
fato, Anosov tratou uma classe bem mais geral de sistemas, tanto com tempo
cont́ınuo como com tempo discreto, que são chamados sistemas de Anosov, ou
sistemas globalmente hiperbólicos. Uma classe ainda mais ampla de sistemas,
chamados uniformemente hiperbólicos, foi introduzida por S. Smale, e constituiu
um importante foco da teoria dos Sistemas Dinâmicos ao longo das últimas
décadas.

Nos anos setenta, Ya. Sinai desenvolveu a teoria das medidas de Gibbs dos
sistemas de Anosov, conservativos ou dissipativos, que foi logo em seguida esten-
dida por D. Ruelle e por R. Bowen para sistemas uniformemente hiperbólicos,
constituindo uma das maiores realizações da teoria ergódica diferenciável. Não
podemos deixar de mencionar, nesta breve lista de contribuições fundamentais,
a introdução da noção de entropia por Kolmogorov e Sinai no final dos anos
cinquenta, e a demonstração, por D. Ornstein cerca de dez anos depois, de que
a entropia é um invariante completo para deslocamentos (“shifts”) de Bernoulli:
dois deslocamentos de Bernoulli são equivalentes se, e somente se, eles têm a
mesma entropia.
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Histórico sucinto

Este livro foi desenvolvido a partir de notas de curso que escrevemos para os
participantes de minicursos ministrados na Escola de Verão do Departamento
de Matemática da Universidade Federal de Pernambuco (Recife), em janeiro
de 2003, e do encontro Novos Talentos em Matemática da Fundação Calouste
Gulbenkian (Lisboa), em setembro de 2004.

Nos dois casos, o público estava formado majoritariamente por alunos jo-
vens que não tinham contato prévio com a Teoria Ergódica (em muitos casos
nem mesmo com a Teoria da Medida) e tornava-se necessário fornecer material
bastante acesśıvel que permitisse a esses alunos acompanhar minimamente as
ideias principais a serem expostas. Ainda neste estágio, o texto foi utilizado
por colegas, tais como o professor Vanderlei Horita (UNESP), para ministrar
minicursos a públicos com um perfil semelhante.

Ao longo do desenvolvimento do texto, buscamos preservar o caráter elemen-
tar dos caṕıtulos iniciais, especialmente os Caṕıtulos 1 e 2, de tal forma que eles
possam ser utilizados de forma independente, com um mı́nimo de pré-requisitos.

Sobretudo a partir do minicurso ministrado no Colóquio Brasileiro de Ma-
temática (IMPA, Rio de Janeiro) de 2005, este projeto foi adquirindo objetivos
mais abrangentes. Gradualmente, fomos evoluindo para tentar apresentar num
texto coerente, com formato de livro de texto, o material que consideramos
formar o núcleo central da Teoria Ergódica. Para isso nos inspiramos fortemente
na nossa própria experiência como pesquisadores da área, buscando reunir numa
apresentação unificada as noções e resultados que se mostraram importantes
para o extraordinário desenvolvimento que esta área tem vivido nas últimas
décadas.

Uma preocupação importante foi tentar manter o texto o mais posśıvel auto-
contido. De fato, a Teoria Ergódica se apoia em diversas disciplinas da Ma-
temática, com destaque para a Teoria da Medida, a Topologia e a Análise. Nos
Apêndices coligimos as principais noções e resultados destas disciplinas que são
úteis para o restante do texto. De um modo geral, as demonstrações são omiti-
das, já que existem diversos excelentes textos sobre estes temas. Uma exceção
são os resultados sobre medidas em espaços métricos (Apêndice A.3), para as
quais optamos por incluir provas dos fatos que mais nos interessam.

Por outro lado, pressupomos que o leitor conhece os conceitos e resultados
fundamentais da Álgebra Linear, inclusive a forma canônica de Jordan.

Organização do texto

O corpo principal do livro está formado pelos Caṕıtulos 1 a 12, que podem ser
organizados do seguinte modo:

• Os Caṕıtulos 1 a 4 formam uma espécie de ciclo básico, no qual apresenta-
mos as noções e resultados fundamentais da Teoria Ergódica - invariância,
recorrência e ergodicidade - bem como alguns exemplos principais. O
Caṕıtulo 3 introduz os resultados fundamentais (teoremas ergódicos) em
torno dos quais está constitúıda toda a teoria.
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• O Caṕıtulo 4, onde introduzimos a noção de ergodicidade, é um dos pontos
fulcrais deste texto. Os dois caṕıtulos seguintes (Caṕıtulos 5 e 6) desenvol-
vem alguns temas importantes relacionados com essa noção: decomposição
de medidas invariantes em medidas ergódicas e sistemas admitindo uma
única medida invariante.

• Os Caṕıtulos 7 a 9 tratam temas bastante diversos - perda de memória,
problema do isomorfismo e entropia - mas se estruturam de forma coerente
em torno da ideia de estudar sistemas cada vez mais ‘caóticos’: sistemas
misturadores, sistemas com espectro de Lebesgue, sistemas de Kolmogorov
e sistemas de Bernoulli.

• O Caṕıtulo 9 é outro ponto fulcral do texto. Além de apresentar a noção de
entropia, buscamos dar ao leitor a oportunidade de observar este conceito
riqúıssimo sob diversos pontos de vista. Essa teoria se articula natural-
mente com o conteúdo do Caṕıtulo 10, onde desenvolvemos a vertente
topológica da noção de entropia.

• Os Caṕıtulos 11 e 12 são dedicados a uma classe paradigmática de sis-
temas, as transformações expansoras, que nos permitem exibir uma apli-
cação concreta (e espetacular!) de muitas das ideias gerais apresentadas
ao longo do texto. Vemos o Teorema de Ruelle e suas aplicações como o
culminar natural de todo o texto.

Exemplos e aplicações têm um papel fundamental em qualquer disciplina
matemática e isso é particularmente verdade no caso da Teoria Ergódica. Por
esta razão, dedicamos particular atenção à apresentação de situações concretas
que ilustram e valorizam os resultados gerais. Tais exemplos e construções são
introduzidos gradativamente, buscando para cada um o contexto que melhor
realça a sua relevância. Tipicamente, eles reaparecem em caṕıtulos subsequentes
para ilustrar os conceitos fundamentais que vamos introduzindo.

Os exerćıcios incluidos em cada seção têm uma função tripla. Num ńıvel
mais rotineiro, eles permitem adquirir familiaridade com os conceitos e o uso dos
resultados apresentados no texto. Também deixamos para os exerćıcios alguns
argumentos e demonstrações que não são usados na sequência do texto ou que
pertencem a áreas afins mais elementares (Topologia, Teoria da Medida etc).
Finalmente, exerćıcios mais sofisticados testam a compreensão global da teoria
apresentada. Para facilidade do leitor, numa seção ao final do livro apresentamos
soluções mais ou menos detalhadas de todos os exerćıcios.

Como utilizar este livro

Os comentários a seguir se destinam, prioritariamente, ao leitor que vai utilizar
este livro para ministrar um curso.

O conteúdo dos Caṕıtulos 1 a 12 é adequado para um curso anual, ou
uma sequência de dois cursos semestrais. Se o leitor dispõe desse tempo, po-
derá tentar cobrir a grande maioria do material, possivelmente reservando al-
guns tópicos para seminários apresentados pelos alunos. As seguintes seções
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são especialmente adequadas para esse fim: Seção 1.5, Seção 2.5, Seção 3.4,
Seção 4.4, Seção 6.4, Seção 7.3, Seção 7.4, Seção 8.3 Seção 8.4, Seção 8.5,
Seção 9.5, Seção 9.7, Seção 10.4, Seção 10.5, Seção 11.1, Seção 11.3, Seção 12.3
e Seção 12.4. Neste formato, o teorema de Ruelle (Teorema 12.1) constitui a
conclusão natural para o curso.

Os Apêndices fornecem referências para material que é pré-requisito para
o curso. Em prinćıpio, eles não serão objeto de apresentação em aula, exceto
pontualmente, em caso de necessidade.

Caso o leitor disponha apenas de um semestre, será necessário selecionar o
material mais fundamental para apresentação em aula. A sugestão dos autores
é buscar cobrir o seguinte programa:

• Caṕıtulo 1: Seções 1.1, 1.2 e 1.3.

• Caṕıtulo 2 Seções 2.1 e 2.2.

• Caṕıtulo 3: Seções 3.1, 3.2 e 3.3.

• Caṕıtulo 4: Seções 4.1, 4.2 e 4.3.

• Caṕıtulo 5: Seção 5.1 (mencionar o teorema de Rokhlin).

• Caṕıtulo 6: Seções 6.1, 6.2 e 6.3.

• Caṕıtulo 7: Seções 7.1 e 7.2.

• Caṕıtulo 8: Seção 8.1 (mencionar o teorema de Ornstein).

• Caṕıtulo 9: Seções 9.1, 9.2, 9.3 e 9.4.

• Caṕıtulo 10: Seções 10.1 e 10.2.

• Caṕıtulo 11: Seção 11.1.

Neste formato, o curso poderá ser encerrado com a demonstração do prinćıpio
variacional para a entropia (Teorema 10.1) ou com a construção de medidas
invariantes absolutamente cont́ınuas para transformações expansoras em varie-
dades (Teorema 11.1.2).

Em qualquer dos casos, procuramos elaborar o texto de tal forma que o
professor possa se concentrar na apresentação das ideias e resultados centrais,
deixando a cargo do aluno estudar por si mesmo muitas das demonstrações e
resultados complementares. A seção final, com as dicas e soluções dos exerćıcios,
é parte desse esforço para facilitar o estudo autônomo do aluno. De fato, dedica-
mos bastante esforço a fazer que as demonstrações sejam amigáveis, detalhando
cuidadosamente os argumentos e incluindo referências expĺıcitas aos resultados
anteriores que estão sendo utilizados, bem como aos pontos do texto onde as
noções pertinentes foram introduzidas. Além disso, a par da presença regular de
exemplos e dos exerćıcios ao final de cada seção, não hesitamos em apresentar a
mesma noção de dois ou mais pontos de vista sempre que isso nos pareceu útil
para a sua compreensão em profundidade.
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duzzi, Ítalo Dowell Lira Melo, Marco Vinicius Bahi Aymone e Renan Henrique
Finder escreveram boa parte das dicas para os exerćıcios dos Caṕıtulos 1 a 8 e
dos apêndices.

Krerley Oliveira 1 e Marcelo Viana 2
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1 Medidas Invariantes e Recorrência 1

1.1 Medidas Invariantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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1.3.7 Exerćıcios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.4 Indução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.4.1 Transformação de primeiro retorno . . . . . . . . . . . . . 22
1.4.2 Transformações induzidas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.4.3 Torres de Kakutani-Rokhlin . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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1.5.1 Teorema de recorrência múltipla de Birkhoff . . . . . . . . 30
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8.3.1 Exerćıcios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229

8.4 Espectro de Lebesgue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229
8.4.1 Exemplos e propriedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230
8.4.2 O caso invert́ıvel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233
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9.1.4 Exerćıcios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258

9.2 Teorema de Kolmogorov-Sinai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259
9.2.1 Partições geradoras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260
9.2.2 Semicontinuidade da entropia . . . . . . . . . . . . . . . . 262
9.2.3 Transformações expansivas . . . . . . . . . . . . . . . . . 264
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10.3.4 Comentários sobre Mecânica Estat́ıstica . . . . . . . . . . 332
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A.1 Espaços de medida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 427
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xviii CONTEÚDO



Caṕıtulo 1

Medidas Invariantes e

Recorrência

A Teoria Ergódica estuda o comportamento de sistemas dinâmicos relativamente
a medidas que permanecem invariantes sob a ação da dinâmica. Mais precisa-
mente, busca-se descrever as propriedades que são válidas para quase toda a
trajetória do sistema, relativamente à medida invariante. Começaremos, na
Seção 1.1, por definir estas noções de sistema dinâmico e de medida invariante.

As ráızes da teoria remontam à primeira metade do século 19. De fato,
em 1838 o matemático francês Joseph Liouville observou que todo sistema da
Mecânica Newtoniana (com conservação da energia) admite uma medida inva-
riante natural no seu espaço de configurações. Além disso, em 1845 o grande
matemático e f́ısico alemão Carl Friedrich Gauss observou que uma certa trans-
formação no intervalo que tem um papel importante na Teoria dos Números
admite uma medida invariante que é equivalente à medida de Lebesgue. Estes
são dois dos exemplos de aplicação da Teoria Ergódica que apresentaremos na
Seção 1.3. Muitos outros surgirão ao longo deste livro.

O primeiro resultado importante foi devido ao grande matemático francês
Henri Poincaré, ao final do século 19. Ele estava especialmente interessado no
movimento dos corpos celestes, tais como planetas e cometas, o qual é descrito
por certas equações diferenciais que resultam da Lei da Gravitação de Newton.
A partir da observação de Liouville, Poincaré mostrou que para quase todo
estado inicial do sistema, ou seja, quase todo valor das posições e velocidades
iniciais, a solução da equação diferencial regressa arbitrariamente perto desse
estado inicial, a menos que vá para infinito. Mais ainda, ele apontou que essa
propriedade de recorrência não é exclusiva dos sistemas da Mecânica Celeste:
ela vale sempre que o sistema admite uma medida invariante. Este será o tema
da Seção 1.2.

Ele reaparecerá na Seção 1.5 num contexto mais elaborado: consideramos um
número finito de sistemas dinâmicos que comutam entre si e buscamos retornos
simultâneos das órbitas de todos esses sistemas à vizinhança do estado inicial.

1
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Este tipo de resultados tem importantes aplicações em Combinatória e Teoria
dos Números, como veremos mais tarde.

A ideia de recorrência também está por trás das construções que apresenta-
mos na Seção 1.4. A ideia básica é fixar um subconjunto do domı́nio com medida
positiva e considerar o primeiro retorno a esse conjunto. Frequentemente, essa
transformação de primeiro retorno é mais fácil de analisar e, por outro lado, ela
pode ser usada para entender o comportamento da transformação original.

1.1 Medidas Invariantes

Seja (M,B, µ) um espaço de medida e seja f : M → M uma transformação
mensurável. Dizemos que a medida µ é invariante por f se

µ(E) = µ(f−1(E)) para todo conjunto mensurável E ⊂M . (1.1.1)

Nesse caso também dizemos que f preserva µ. Note que a definição (1.1.1)
faz sentido, uma vez que a pré-imagem de um conjunto mensurável por uma
transformação mensurável ainda é um conjunto mensurável. Heuristicamente,
ela significa que a probabilidade de um ponto estar num dado conjunto é igual
à probabilidade de que a sua imagem esteja nesse conjunto.

É posśıvel, e conveniente, estender esta definição a outros tipos de sistemas
dinâmicos além das transformações. Estamos especialmente interessados em
fluxos, ou seja, famı́lias de transformações f t : M →M , onde t ∈ R, satisfazendo
as seguintes condições:

f0 = id e fs+t = fs ◦ f t para todo s, t ∈ R. (1.1.2)

Isto também implica que toda a transformação f t é invert́ıvel e a sua inversa é
f−t. Fluxos aparecem naturalmente associados a equações diferenciais do tipo
X(γ(t)) = γ′, onde X é um campo de vetores, do seguinte modo: sob condições
adequadas sobre X , para cada ponto x existe uma única solução t 7→ γx(t) da
equação que satisfaz γx(0) = x; então f t(x) = γx(t) define um fluxo no domı́nio
M da equação diferencial.

Dizemos que uma medida µ é invariante pelo fluxo (f t)t se ela é invariante
por cada uma das transformações f t, ou seja, se

µ(E) = µ(f−t(E)) para todo mensurável E ⊂M e todo t ∈ R. (1.1.3)

Proposição 1.1.1. Sejam f : M → M uma transformação mensurável e µ
uma medida em M . Então f preserva µ se, e somente se,

∫
φdµ =

∫
φ ◦ f dµ. (1.1.4)

para toda função µ-integrável φ : M → R.

Demonstração. Suponhamos que a medida µ é invariante. Vamos mostrar que
a relação (1.1.4) é válida para classes de funções sucessivamente mais amplas.
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Inicialmente, observe que por hipótese µ(B) = µ(f−1(B)) para todo conjunto
mensurável B. Como,

∫
XB dµ = µ(B) e µ(f−1(B)) =

∫
(XB ◦ f) dµ,

isto mostra que (1.1.4) é válida para as funções caracteŕısticas. Então, por
linearidade da integral, (1.1.4) é válida para funções simples. Em seguida, vamos
usar um argumento de aproximação para concluir que (1.1.4) vale para toda
função integrável. Dada qualquer função integrável φ : M → R, considere uma
sequência (sn)n de funções simples convergindo para φ e tal que |sn| ≤ |φ| para
todo n. Tal sequência existe, pela Proposição A.1.33. Então, usando o teorema
da convergência dominada (Teorema A.2.11) duas vezes:

∫
φdµ = lim

n

∫
sn dµ = lim

n

∫
(sn ◦ f) dµ =

∫
(φ ◦ f) dµ.

Isto mostra que (1.1.4) vale para toda função integrável se µ é invariante. A
rećıproca também segue imediatamente dos argumentos que apresentamos.

1.1.1 Exerćıcios

1.1.1. Seja f : M → M uma transformação mensurável. Mostre que uma
medida de Dirac δp é invariante por f se, e somente se, p é ponto fixo de
f . Mais geralmente, a probabilidade δp,k = k−1

(
δp + δf(p) + · · · + δfk−1(p)

)
é

invariante por f se, e somente se, fk(p) = p.

1.1.2. Prove a seguinte versão da Proposição 1.1.1. Sejam M um espaço
métrico, f : M → M uma transformação mensurável e µ uma medida em M .
Mostre que se ∫

φdµ =

∫
φ ◦ f dµ.

para toda função cont́ınua limitada φ : M → R então f preserva a medida µ.

1.1.3. Prove que se f : M → M preserva uma medida µ então, dado qualquer
k ≥ 2, o iterado fk preserva µ. Decida se a rećıproca é verdadeira.

1.1.4. Suponha que f : M → M preserva uma probabilidade µ. Seja B ⊂ M
um conjunto mensurável que satisfaz qualquer uma das seguintes condições:

1. µ(B \ f−1(B)) = 0;

2. µ(f−1(B) \B) = 0;

3. µ(B∆f−1(B)) = 0;

4. f(B) ⊂ B.

Mostre que existe C ⊂M tal que f−1(C) = C e µ(B∆C) = 0.

1.1.5. Seja f : U → U um difeomorfismo C1 de um aberto U ⊂ Rd. Mostre
que a medida de Lebesgue m é invariante por f se, e somente se, | detDf | ≡ 1.
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1.2 Teorema de recorrência de Poincaré

Vamos estudar duas versões do teorema de Poincaré. A primeira (Seção 1.2.1)
está formulada no contexto de espaços de medida (finita). O teorema de Kac̆,
que provaremos na Seção 1.2.2 complementa este resultado de forma quantita-
tiva. A segunda versão do teorema de recorrência (Seção 1.2.3) supõoe que o
ambiente é um espaço topológico com certas propriedades adicionais. Também
provaremos uma terceira versão do teorema de recorrência, devida a Birkhoff,
cuja formulação é puramente topológica.

1.2.1 Versão mensurável

O nosso primeiro resultado afirma que, dada qualquer medida invariante finita,
quase todo ponto de qualquer conjunto mensurável E regressa a E um número
infinito de vezes:

Teorema 1.2.1 (Recorrência de Poincaré). Seja f : M → M uma trans-
formação mensurável e seja µ uma medida finita invariante por f . Seja E ⊂M
qualquer conjunto mensurável com µ(E) > 0. Então, para µ-quase todo ponto
x ∈ E existem infinitos de valores de n para os quais fn(x) também está em E.

Demonstração. Representemos por E0 o conjunto dos pontos x ∈ E que nunca
regressam a E. Inicialmente, vamos provar que E0 tem medida nula. Para isso,
começamos por observar que as suas pré-imagens f−n(E0) são disjuntas duas-a-
duas. De fato, suponhamos que existem m > n ≥ 1 tais que f−m(E0) intersecta
f−n(E0). Seja x um ponto na intersecção e seja y = fn(x). Então y ∈ E0 e
fm−n(y) = fm(x) ∈ E0, que está contido em E. Isto quer dizer que y volta
pelo menos uma vez a E, o que contradiz a definição de E0. Esta contradição,
prova que as pré-imagens são disjuntas duas-a-duas, como afirmamos.

Observando que µ(f−n(E0)) = µ(E0) para todo n ≥ 1, porque µ é invariante,
conclúımos que

µ
( ∞⋃

n=1

f−n(E0)
)

=

∞∑

n=1

µ(f−n(E0)) =

∞∑

n=1

µ(E0).

Como supomos que a medida é finita, a expressão do lado esquerdo é finita. Por
outro lado, à direita temos uma soma de infinitos termos, todos iguais. O único
jeito desta soma ser finita é que as parcelas sejam nulas. Portanto, devemos ter
µ(E0) = 0, tal como foi afirmado.

Agora, denotemos por F o conjunto dos pontos x ∈ E que regressam a
E apenas um número finito de vezes. Como consequência direta da definição,
temos que todo ponto x ∈ F tem algum iterado fk(x) em E0. Ou seja,

F ⊂
∞⋃

k=0

f−k(E0)
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Como µ(E0) = 0 e µ é invariante, temos:

µ(F ) ≤ µ
( ∞⋃

k=0

f−k(E0)
)
≤

∞∑

k=0

µ
(
f−k(E0)

)
=

∞∑

k=0

µ(E0) = 0

Portanto, µ(F ) = 0 como queŕıamos provar.

Observe que o Teorema 1.2.1 implica um resultado análogo para sistemas
com tempo cont́ınuo. De fato, suponha que µ é uma medida invariante finita de
um fluxo (f t)t. Segue imediatamente da definição que µ é invariante pela respec-
tiva transformação f1, chamada tempo 1 do fluxo. Aplicando o Teorema 1.2.1
à transformação tempo 1, conclúımos que, dado qualquer conjunto E ⊂M com
medida positiva, para quase todo x ∈ E existem tempos tj → +∞ tais que
f tj(x) ∈ E. Valem observações análogas para as outras versões do teorema de
recorrência, que apresentaremos posteriormente. Por outro lado, o teorema
que apresentamos a seguir é espećıfico de sistemas com tempo discreto.

1.2.2 Teorema de Kac̆

Seja f : M → M uma transformação mensurável e seja µ uma medida finita
invariante por f . Seja E ⊂ M qualquer conjunto mensurável com µ(E) > 0.
Considere a função tempo de primeiro retorno ρE : E → N ∪ {∞} definida da
seguinte forma:

ρE(x) = min{n ≥ 1 : fn(x) ∈ E} (1.2.1)

sempre que o conjunto do lado direito for não vazio, isto é, se x tiver algum
iterado em E; caso contrário, ρE(x) = ∞. De acordo com o Teorema 1.2.1, a
segunda alternativa só ocorre para um conjunto de pontos com medida nula.

O resultado que vamos apresentar a seguir mostra que esta função é in-
tegrável e exibe o valor da sua integral. Para o enunciado precisamos da seguinte
notação:

E0 = {x ∈ E : fn(x) /∈ E para todo n ≥ 1} e

E∗
0 = {x ∈M : fn(x) /∈ E para todo n ≥ 0}.

Ou seja, E0 é o conjunto dos pontos de E que nunca regressam a E e E∗
0 é o

conjunto dos pontos de M que nunca entram em E. Note que µ(E0) = 0, pelo
teorema de recorrência de Poincaré.

Teorema 1.2.2 (Kac̆). Seja f : M → M , µ uma medida invariante finita e E
um subconjunto com medida positiva. Então a função ρE é integrável e

∫

E

ρE dµ = µ(M) − µ(E∗
0 ).

Demonstração. Para cada n ≥ 1, defina

En = {x ∈ E : f(x) /∈ E, . . . , fn−1(x) /∈ E, mas fn(x) ∈ E} e

E∗
n = {x ∈M : x /∈ E, f(x) /∈ E, . . . , fn−1(x) /∈ E, mas fn(x) ∈ E}.
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Ou seja, En é o conjunto dos pontos de E que retornam a E pela primeira vez
exatamente no momento n,

En = {x ∈ E : ρE(x) = n},
e E∗

n é o conjunto dos pontos que não estão em E e que entram em E pela
primeira vez exatamente no momento n. É claro que estes conjuntos são men-
suráveis e, portanto, ρE é função mensurável. Além disso, os conjuntos En, E∗

n,
n ≥ 0 são disjuntos dois-a-dois e a sua união é todo o espaço M . Portanto

µ(M) =

∞∑

n=0

(
µ(En) + µ(E∗

n)
)

= µ(E∗
0 ) +

∞∑

n=1

(
µ(En) + µ(E∗

n)
)
. (1.2.2)

Agora observe que

f−1(E∗
n) = E∗

n+1 ∪ En+1 para todo n. (1.2.3)

De fato, f(y) ∈ E∗
n quer dizer que o primeiro iterado de f(y) que está em E é

fn(f(y)) = fn+1(y) e isto ocorre se, e somente se, y ∈ E∗
n+1 ou y ∈ En+1. Isto

prova a igualdade (1.2.3). Logo, pela invariância de µ,

µ(E∗
n) = µ(f−1(E∗

n)) = µ(E∗
n+1) + µ(En+1) para todo n.

Aplicando esta relação repetidas vezes, obtemos que

µ(E∗
n) = µ(E∗

m) +

m∑

i=n+1

µ(Ei) para todo m > n. (1.2.4)

A relação (1.2.2) implica que µ(E∗
m) → 0 quando m → ∞. Portanto, tomando

o limite quando m→ ∞ na igualdade (1.2.4), obtemos:

µ(E∗
n) =

∞∑

i=n+1

µ(Ei), (1.2.5)

Para finalizar a demonstração, substituimos (1.2.5) na igualdade (1.2.2). Desta
forma obtemos que

µ(M) − µ(E∗
0 ) =

∞∑

n=1

( ∞∑

i=n

µ(Ei)
)

=

∞∑

n=1

nµ(En) =

∫

E

ρE dµ,

como queŕıamos demonstrar.

Em alguma situações, por exemplo quando o sistema (f, µ) é ergódico (esta
propriedade será definida e estudada em detalhe mais tarde) o conjunto E∗

0 tem
medida zero. Então a conclusão do teorema de Kac̆ diz que

1

µ(E)

∫

E

ρE dµ =
µ(M)

µ(E)
(1.2.6)

para todo conjunto mensurável E. O lado esquerdo desta igualdade é o tempo
médio de retorno a E. A igualdade (1.2.6) diz que o tempo médio de retorno é
inversamente proporcional à medida de E.
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Observação 1.2.3. Por definição, E∗
n = f−n(E) \∪n−1

k=0f
−k(E). O fato de que

a soma (1.2.2) é finita implica que a medida deste conjunto converge para zero
quando n→ ∞. Isto será útil mais tarde.

1.2.3 Versão topológica

Agora suponhamos que M é um espaço topológico, munido da sua σ-álgebra de
Borel B. Dizemos que um ponto x ∈ M é recorrente para uma transformação
f : M → M se existe uma sequência nj → ∞ em N tal que fnj (x) → x.
Analogamente, dizemos que x ∈ M é recorrente para um fluxo (f t)t se existe
uma sequência tj → +∞ em R tal que f tj(x) → x quando j → ∞.

No próximo teorema supomos que o espaço topológico M admite uma base
enumerável de abertos, ou seja, existe uma famı́lia enumerável {Uk : k ∈ N} de
abertos tal que todo aberto de M pode ser escrito como união de elementos Uk
dessa famı́lia. Esta hipótese é satisfeita na maioria dos exemplos interessantes.

Teorema 1.2.4 (Recorrência de Poincaré). Suponhamos que M admite uma
base enumerável de abertos. Seja f : M → M uma transformação mensurável
e seja µ uma medida finita em M invariante por f . Então, µ-quase todo ponto
x ∈M é recorrente para f .

Demonstração. Para cada k representamos por Ũk o conjunto dos pontos x ∈ Uk
que nunca regressam a Uk. De acordo com o Teorema 1.2.1, todo Ũk tem medida
nula. Consequentemente, a união enumerável

Ũ =
⋃

k∈N

Ũk

tem medida nula. Portanto, para demonstrar o teorema será suficiente que
mostremos que todo ponto x que não está em Ũ é recorrente. Isso é fácil, como
vamos ver. Seja x ∈M \Ũ e seja U uma vizinhança qualquer de x. Por definição,
existe algum elemento Uk da base de abertos tal que x ∈ Uk e Uk ⊂ U . Como
x não está em Ũ , também temos que x /∈ Ũk. Em outras palavras, existe algum
n ≥ 1 tal que fn(x) está em Uk. Em particular, fn(x) também está em U .
Como a vizinhança U é arbitrária, isto prova que x é um ponto recorrente.

Observe que as conclusões dos Teoremas 1.2.1 e 1.2.4 não são verdadeiras,
em geral, se omitirmos a hipótese de que a medida µ é finita:

Exemplo 1.2.5. Seja f : R → R a translação de 1 unidade, isto é, a trans-
formação definida por f(x) = x + 1 para todo x ∈ R. É fácil verificar que f
deixa invariante a medida de Lebesgue em R (que é infinita). Por outro lado,
nenhum ponto é recorrente para f . Portanto, pelo teorema de recorrência, f
não pode admitir nenhuma medida invariante finita.

No entanto, é posśıvel estender estes enunciados para certos casos de medidas
infinitas: veja o Exerćıcio 1.2.2.

Para terminar, apresentamos uma versão puramente topológica do Teo-
rema 1.2.4, chamada teorema de recorrência de Birkhoff, que não faz qualquer
menção a medidas invariantes:
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Teorema 1.2.6 (Recorrência de Birkhoff). Se f : M → M é uma trans-
formação cont́ınua num espaço métrico compacto M , então existe algum ponto
x ∈ X que é recorrente para f .

Demonstração. Considere a famı́lia I de todos os conjuntos fechados não-vazios
X ⊂ M que são invariantes, no sentido de que f(X) ⊂ X . Esta famı́lia é não-
vazia, uma vez que M ∈ I. Afirmamos que um elemento X ∈ I é minimal
para a relação de inclusão se, e somente se, a órbita de todo ponto x ∈ X é
densa em X . De fato, é claro que se X é fechado invariante então X contém o
fecho da órbita de qualquer dos seus pontos. Logo, para ser minimal X precisa
coincidir com qualquer desses fechos. Reciprocamente, pela mesma razão, se X
coincide com o fecho da órbita de qualquer dos seus pontos então ele coincide
com qualquer subconjunto fechado invariante, ou seja, X é minimal. Isto prova
a nossa afirmação. Em particular, qualquer ponto x num conjunto minimal
é recorrente. Logo, para provar o teorema basta mostrar que existe algum
conjunto minimal.

Afirmamos que todo conjunto totalmente ordenado {Xα} ⊂ I admite algum
minorante. De fato, considere X = ∩αXα. Observe que X é não-vazio, uma
vez que os Xα são compactos e constituem uma famı́lia totalmente ordenada.
É claro que X é fechado e invariante por f e também que ele é um minorante
para o conjunto {Xα}. Isto prova a nossa afirmação. Agora podemos aplicar o
Lema de Zorn para concluir que I realmente contém elementos minimais.

O Teorema 1.2.6 também segue imediatamente do Teorema 1.2.4 juntamente
com o fato, que provaremos mais tarde, que toda transformação cont́ınua num
espaço métrico compacto admite alguma medida de probabilidade invariante.

1.2.4 Exerćıcios

1.2.1. Mostre que o seguinte enunciado é equivalente ao Teorema 1.2.1, isto é,
qualquer um deles pode ser obtido a partir do outro. Seja f : M → M uma
transformação mensurável e seja µ uma medida invariante finita. Seja E ⊂ M
qualquer conjunto mensurável com µ(E) > 0. Então existeN ≥ 1 e um conjunto
D ⊂ E com medida positiva, tal que fN(x) ∈ E para todo ponto x ∈ D.

1.2.2. Seja f : M → M uma transformação invert́ıvel e suponha que µ é uma
medida invariante não necessariamente finita. Seja B ⊂ M um conjunto com
medida finita. Mostre que, dado qualquer conjunto mensurável E ⊂ M com
medida positiva, quase todo ponto x ∈ E regressa infinitas vezes a E ou tem
apenas um número finito de iterados em B.

1.2.3. Seja f : M → M uma transformação invert́ıvel e suponha que µ é
uma medida invariante σ-finita: existe uma sequência crescente de subconjuntos
mensuráveis Mk com µ(Mk) < ∞ para todo k e ∪kMk = M . Dizemos que um
ponto x vai para infinito se, para qualquer k, existe apenas um número finito de
iterados de x que estão em Mk. Mostre que, dado qualquer conjunto mensurável
E ⊂ M com medida positiva, quase todo ponto x ∈ E regressa a E infinitas
vezes ou vai para infinito.
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1.2.4. Sejam f : M → M uma transformação, não necessariamente invert́ıvel,
µ uma probabilidade invariante e D ⊂ M um conjunto com medida positiva.
Prove que quase todo ponto de D passa uma fração positiva do tempo em D:

lim sup
n

1

n
#{0 ≤ j ≤ n− 1 : f j(x) ∈ D} > 0

para µ-quase todo ponto x ∈ D. [Observação: Dá para substituir lim sup por
lim inf no enunciado, mas a prova desse fato terá que esperar até o Caṕıtulo 3.]

1.2.5. Seja f : M → M uma transformação mensurável que preserva uma
medida finita µ. Dado qualquer conjunto mensurável A ⊂ M com µ(A) > 0,
seja n1 < n2 < · · · a sequência dos valores de n tais que µ(f−n(A) ∩A) > 0. O
objetivo deste exerćıcio é mostrar que o conjunto VA = {n1, n2, . . . } é sindético,
ou seja, que existe C > 0 tal que ni+1 − ni ≤ C para todo i.

1. Mostre que para qualquer sequência crescente k1 < k2 < · · · existem
j > i ≥ 1 tal que µ(A ∩ f−(kj−ki)(A)) > 0.

2. Dada qualquer sequência infinita ℓ = (lj)j de números naturais, denote
por S(ℓ) o conjunto de todas as somas finitas de elementos cont́ıguos de
ℓ. Mostre que VA intersecta S(ℓ) qualquer que seja ℓ.

3. Deduza que o conjunto VA é sindético.

[Observação: Veremos outra demonstração deste fato no Exerćıcio 3.1.2.]

1.2.6. Mostre que se f : [0, 1] → [0, 1] é uma transformação mensurável preser-
vando a medida de Lebesgue m então m-quase todo ponto x ∈ [0, 1] satisfaz

lim inf
n

n|fn(x) − x| ≤ 1.

[Observação: Boshernitzan [Bos93] provou um resultado bastante mais geral:
lim infn n

1/dd(fn(x), x) < ∞ para µ-quase todo ponto e toda probabilidade µ
invariante por f : M → M , se M é um espaço métrico separável cuja medida
de Hausdorff d-dimensional é σ-finita.]

1.2.7. Seja ω = (1+
√

5/2 a razão áurea e seja f : [0, 1] → [0, 1] a transformação
definida por f(x) = (x + ω) − [x + ω]. Dado x, verifique que n|fn(x) − x| =
n2|ω−qn| para todo n, onde (qn)n → ω é a sequência de números racionais dada
por qn = [x+nω]/n. Usando que as ráızes do polinômio R(z) = z2 +z−1 são ω
e ω−

√
5, mostre que lim infn n

2|ω− qn| ≥ 1/
√

5. [Observação: Isto mostra que
a constante 1 no Exerćıcio 1.2.6 não pode ser substitúıda por nenhuma outra
menor que 1/

√
5. Não é conhecido se 1 é a menor constante que vale para toda

transformação no intervalo.]

1.3 Exemplos

Em seguida vamos descrever alguns exemplos simples de medidas invariantes
por transformações ou por fluxos, que nos ajudam a interpretar o significado do
teorema de recorrência de Poincaré, bem como obter conclusões interessantes.
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1.3.1 Expansão decimal

O nosso primeiro exemplo é a transformação definida no intervalo [0, 1] do se-
guinte modo

f : [0, 1] → [0, 1], f(x) = 10x− [10x]

onde [10x] representa o maior inteiro menor ou igual a 10x. Em outras palavras,
f associa a cada x ∈ [0, 1] a parte fracionária de 10x. O gráfico da transformação
f está representado na Figura 1.1.

0 2/10 4/10 6/10 8/10

1

1

E

Figura 1.1: Transformação parte fracionária de 10x

Afirmamos que a medida de Lebesgue µ no intervalo é invariante pela trans-
formação f , isto é, ela satisfaz a condição

µ(E) = µ(f−1(E)) para todo conjunto mensurável E ⊂M. (1.3.1)

Esse fato pode ser verificado da seguinte forma. Comecemos por supor que E
é um intervalo. Então, conforme ilustrado na Figura 1.1, a pré-imagem f−1(E)
consiste de dez intervalos, cada um deles dez vezes mais curto do que E. Logo, a
medida de Lebesgue de f−1(E) é igual à medida de Lebesgue de E. Isto mostra
que (1.3.1) é satisfeita no caso de intervalos. Como consequência, essa relação
é satisfeita sempre que E é uma união finita de intervalos. Agora, a famı́lia das
uniões finitas de intervalos é uma álgebra que gera a σ-álgebra de Borel de [0, 1].
Portanto, para concluir a demonstração basta usar o seguinte fato geral:

Lema 1.3.1. Seja f : M →M uma transformação mensurável e µ uma medida
finita em M . Suponha que existe uma álgebra A de subconjuntos mensuráveis
de M tal que A gera a σ-álgebra B de M e µ(E) = µ(f−1(E)) para todo E ∈ A.
Então o mesmo vale para todo conjunto E ∈ B, isto é, a medida µ é invariante
por f .

Demonstração. Comecemos por provar que C = {E ∈ B : µ(E) = µ(f−1(E))}
é uma classe monótona. Para isso, seja E1 ⊂ E2 ⊂ . . . uma sequência de ele-
mentos em C e seja E = ∪∞

i=1Ei. Pelo Teorema A.1.14 (veja o Exerćıcio A.1.9),
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temos que

µ(E) = lim
i
µ(Ei) e µ(f−1(E)) = lim

i
µ(f−1(Ei)).

Então, usando o fato de que Ei ∈ C,

µ(E) = lim
i
µ(Ei) = lim

i
µ(f−1(Ei)) = µ(f−1(E)).

Logo E ∈ C. De modo inteiramente análogo se mostra que a interseção de
qualquer sequência decrescente de elementos de C está em C. Isto prova que C
é de fato uma classe monótona.

Agora é fácil obter a conclusão do lema. Note que C contém A, por hipótese.
Portanto, usando o teorema das classes monótonas (Teorema A.1.18), segue que
C contém a σ-álgebra B gerada por A. Isto é precisamente o que queŕıamos
provar.

Agora vamos explicar como, a partir do fato de que a medida de Lebesgue é
invariante pela transformação f , podemos obter conclusões interessantes usando
o teorema de recorrência de Poincaré. A função f tem uma relação direta com
o algoritmo da expansão decimal: se x é dado por

x = 0, a0a1a2a3 · · ·

com ai ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} e ai 6= 9 para infinitos valores de i, então a sua
imagem é dada por

f(x) = 0, a1a2a3 · · · .
Com isso, fica fácil escrever a expressão do iterado n-ésimo, para qualquer n ≥ 1:

fn(x) = 0, anan+1an+2 · · · (1.3.2)

Agora, seja E o subconjunto dos x ∈ [0, 1] cuja expansão decimal começa
com o d́ıgito 7, ou seja, tais que a0 = 7. De acordo com o Teorema 1.2.1, quase
todo elemento de E tem infinitos iterados que também estão em E. Levando
em conta a expressão (1.3.2), isto quer dizer que existem infinitos valores de n
tais que an = 7. Portanto, provamos que quase todo número x cuja expansão
decimal começa por 7 tem infinitos d́ıgitos iguais a 7.

Claro que no lugar de 7 podemos considerar qualquer outro d́ıgito. Além
disso, também podemos considerar blocos com vários d́ıgitos (Exerćıcio 1.3.2).
Mais tarde provaremos um resultado muito mais forte: para quase todo número
x ∈ [0, 1], todo d́ıgito aparece com frequência 1/10 na expansão decimal de x.

1.3.2 Transformação de Gauss

O sistema que apresentamos nesta seção está relacionado com outro impor-
tante algoritmo em Teoria dos Números, a expansão de um número em fração
cont́ınua, cuja origem remonta ao problema de achar a melhor aproximação
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racional para um número real qualquer. Vamos descrever este algoritmo sucin-
tamente.

Dado um número x0 ∈ (0, 1), sejam

a1 =

[
1

x0

]
e x1 =

1

x0
− a1.

Note que a1 é um número natural, x1 ∈ [0, 1) e tem-se

x0 =
1

a1 + x1
.

Supondo que x1 seja diferente de zero, podemos repetir o processo, definindo

a2 =

[
1

x1

]
e x2 =

1

x1
− a2.

Então

x1 =
1

a1 + x2
e portanto x0 =

1

a1 +
1

a2 + x2

.

Por recorrência, para cada n ≥ 1 tal que xn−1 ∈ (0, 1) define-se

an =

[
1

xn−1

]
e xn =

1

xn−1
− an = G(xn−1)

e tem-se

x0 =
1

a1 +
1

a2 +
1

· · · + 1

an + xn

. (1.3.3)

Pode mostrar-se que a sequência

zn =
1

a1 +
1

a2 +
1

· · · + 1

an

. (1.3.4)

converge para x0 quando n→ ∞, e é usual traduzir este fato escrevendo

x0 =
1

a1 +
1

a2 +
1

· · · + 1

an +
1

· · ·

, (1.3.5)

que é chamada expansão em fração cont́ınua de x0.
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Note que a sequência (zn)n definida pela relação (1.3.4) consiste de números
racionais. De fato, mostra-se que estes são os números racionais que melhor
aproximam o número x0, no sentido de que zn está mais próximo de x0 do
que qualquer outro número racional com denominador menor ou igual que o
denominador de zn (escrito em forma irredut́ıvel). Observe também que para
obter (1.3.5) suposemos que xn ∈ (0, 1) para todo n ∈ N. Se encontramos algum
xn = 0, o processo pára nesse momento e consideramos (1.3.3) a expansão em
fração cont́ınua de x0. Claro que este último caso ocorre somente se x0 é um
número racional.

O algoritmo de expansão em fração cont́ınua está intimamente conectado
com o sistema dinâmico no intervalo [0, 1] que vamos descrever a seguir. A
transformação de Gauss G : [0, 1] → [0, 1] é definida por

G(x) =
1

x
−
[

1

x

]
= parte fracionária de 1/x,

se x ∈ (0, 1] e G(0) = 0. O gráfico de G pode ser esboçado facilmente, a partir
da seguinte observação: para todo x em cada intervalo Ik = (1/(k + 1), 1/k] a
parte inteira de 1/x é igual a k e, portanto, G(x) = 1/x− k. Veja a Figura 1.2.

...

0 1

1

1/21/31/4

Figura 1.2: Transformação de Gauss

A expansão em fração cont́ınua de qualquer número x0 ∈ (0, 1) pode ser
obtida a partir da transformação de Gauss, da seguinte forma: para cada n ≥ 1
o número natural an é determinado por

Gn−1(x0) ∈ Ian .

e xn é simplesmente o n-ésimo iterado Gn(x0) de x0. Este processo termina
se encontrarmos algum xn = 0; como explicamos anteriormente, isto só pode
acontecer se o número x0 for racional (veja o Exerćıcio 1.3.4). Em particular,
existe um conjunto com medida de Lebesgue total tal que todos os iterados de
G estão definidos para os pontos deste conjunto.
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O que torna esta transformação interessante do ponto de vista da Teoria
Ergódica é que G admite uma probabilidade invariante que é equivalente à
medida de Lebesgue no intervalo. De fato, considere a medida definida por

µ(E) =

∫

E

c

1 + x
dx para cada mensurável E ⊂ [0, 1], (1.3.6)

onde c é uma constante positiva. Note que a integral está bem definida, já que
a função integranda é cont́ınua no intervalo [0, 1]. Além disso, essa função toma
valores no intervalo [c/2, c] e, portanto,

c

2
m(E) ≤ µ(E) ≤ cm(E) (1.3.7)

para todo conjunto mensurável E ⊂ [0, 1]. Em particular, µ é de fato equivalente
à medida de Lebesgue m, isto é, as duas medidas têm os mesmos conjuntos com
medida nula.

Proposição 1.3.2. A medida µ é invariante por G. Além disso, se escolhermos
c = 1/log2 então µ é uma probabilidade.

Demonstração. Vamos utilizar o seguinte lema:

Lema 1.3.3. Seja f : [0, 1] → [0, 1] uma transformação tal que existem inter-
valos abertos I1, I2, . . . disjuntos dois-a-dois tais que

1. a união ∪kIk tem medida de Lebesgue total em [0, 1] e

2. a restrição fk = f | Ik a cada Ik é um difeomorfismo sobre (0, 1).

Seja ρ : [0, 1] → [0,∞) uma função integrável (para a medida de Lebesgue) com

ρ(y) =
∑

x∈f−1(y)

ρ(x)

|f ′(x)| (1.3.8)

para quase todo y ∈ [0, 1]. Então a medida µ = ρdx é invariante por f .

Demonstração. Seja φ = χE a função caracteŕıstica de um conjunto mensurável
E ⊂ [0, 1] qualquer. Pela fórmula de mudança de variáveis,

∫

Ik

φ(f(x))ρ(x) dx =

∫ 1

0

φ(y)ρ(f−1
k (y))|(f−1

k )′(y)| dy.

Note que (f−1
k )′(y) = 1/f ′(f−1

k (y)). Portanto, a relação anterior implica que

∫ 1

0

φ(f(x))ρ(x) dx =
∞∑

k=1

∫

Ik

φ(f(x))ρ(x) dx

=

∞∑

k=1

∫ 1

0

φ(y)
ρ(f−1

k (y))

|f ′(f−1
k (y))| dy.

(1.3.9)
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Usando o teorema da convergência monótona (Teorema A.2.9) e a hipótese
(1.3.8), vemos que a última expressão em (1.3.9) é igual a

∫ 1

0

φ(y)

∞∑

k=1

ρ(f−1
k (y))

|f ′(f−1
k (y))| dy =

∫ 1

0

φ(y)ρ(y) dy.

Deste jeito mostramos que
∫ 1

0
φ(f(x))ρ(x) dx =

∫ 1

0
φ(y)ρ(y) dy. Como µ = ρdx

e φ = XE , isto quer dizer que µ(f−1(E)) = µ(E) para todo conjunto mensurável
E ⊂ [0, 1]. Portanto, µ é invariante por f .

Para concluir a demonstração da Proposição 1.3.2 devemos mostrar que a
condição (1.3.8) vale para ρ(x) = c/(1 + x) e f = G. Seja Ik = (1/(k + 1), 1/k)
e seja Gk a restrição de G a Ik. Note que G−1

k (y) = 1/(y+k) para todo k. Note
também que G′(x) = (1/x)′ = −1/x2 para todo x 6= 0. Portanto,

∞∑

k=1

ρ(G−1
k (y))

|G′(G−1
k (y))| =

∞∑

k=1

c(y + k)

y + k + 1

( 1

y + k

)2
=

∞∑

k=1

c

(y + k)(y + k + 1)
. (1.3.10)

Observando que

1

(y + k)(y + k + 1)
=

1

y + k
− 1

y + k + 1
,

vemos que a última soma em (1.3.10) pode ser escrita na forma telescópica:
todos os termos, exceto o primeiro, aparecem duas vezes, com sinais contrários,
e portanto se cancelam. Logo a soma é igual ao primeiro termo:

∞∑

k=1

c

(y + k)(y + k + 1)
=

c

y + 1
= ρ(y).

Isto mostra que a igualdade (1.3.8) é realmente satisfeita e, portanto, podemos
usar o Lema 1.3.1 para concluir que µ é invariante.

Finalmente, usando a primitiva c log(1 + x) da função ρ(x) vemos que

µ([0, 1]) =

∫ 1

0

c

1 + x
dx = c log 2.

Logo, escolhendo c = 1/ log 2 obtemos que µ é uma probabilidade.

Esta proposição permite utilizar ideias de Teoria Ergódica, aplicadas à trans-
formação de Gauss, para obter conclusões interessantes em Teoria dos Números.
Por exemplo (veja o Exerćıcio 1.3.3), o número 7 aparece infinitas vezes na ex-
pansão em fração cont́ınua de quase todo número x0 ∈ (1/8, 1/7), isto é, tem-se
an = 7 para infinitos valores de n ∈ N. Mais tarde provaremos um fato muito
mais preciso, que implica o seguinte: para quase todo x0 ∈ (0, 1) o número 7
aparece com frequência

1

log 2
log

64

63

na sua expansão em fração cont́ınua. Tente intuir desde já de onde vem este
número!
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1.3.3 Rotações no ćırculo

Considere na reta R a relação de equivalência ∼ que identifica quaisquer números
cuja diferença é um número inteiro, isto é:

x ∼ y ⇔ x− y ∈ Z.

Representamos por [x] ∈ R/Z a classe de equivalência de qualquer x ∈ R e
denotamos por R/Z o espaço de todas as classes de equivalência. Este espaço
será chamado de ćırculo e também será denotado por S1. A razão de ser desta
terminologia é que R/Z pode ser identificado de maneira natural com o ćırculo
unitário no plano complexo, por meio da aplicação

φ : R/Z → {x ∈ C : |z| = 1}, [x] 7→ e2πxi. (1.3.11)

Note que φ está bem definida: a expressão e2πxi não depende da escolha do
representante x na classe [x], uma vez que a função x 7→ e2πxi é periódica de
peŕıodo 1. Além disso, φ é uma bijeção.

O ćırculo herda da reta uma estrutura de grupo abeliano, dada pela operação

[x] + [y] = [x+ y].

Observe esta definição está bem formulada: a classe de equivalência do lado
direito não depende da escolha dos representantes x e y das classes do lado
esquerdo. Dado θ ∈ R, chamamos rotação de ângulo θ a transformação

Rθ : R/Z → R/Z, [x] 7→ [x+ θ] = [x] + [θ].

Note que a aplicação que lhe corresponde em {z ∈ C : |z| = 1}, via a identi-
ficação (1.3.11), é o que chamaŕıamos de rotação de ângulo 2πθ, ou seja, é a
restrição ao ćırculo unitário da transformação z 7→ e2πθiz. É imediato da de-
finição que R0 é a identidade e Rθ ◦Rτ = Rθ+τ para todo θ e τ . Em particular,
toda rotação Rθ é invert́ıvel e a inversa é R−θ.

Também podemos munir S1 com uma estrutura natural de espaço de proba-
bilidade, da seguinte forma. Seja π : R → S1 a projeção canônica que associa a
cada x ∈ R a respectiva classe de equivalência [x]. Primeiramente, dizemos que
um conjunto E ⊂ R é mensurável se π−1(E) é um subconjunto mensurável da
reta. Em seguida, seja m a medida de Lebesgue na reta. Definimos a medida
de Lebesgue µ no ćırculo da seguinte forma:

µ(E) = m
(
π−1(E) ∩ [k, k + 1)

)
para qualquer k ∈ Z.

Note que o lado esquerdo desta igualdade não depende de k, uma vez, por
definição, π−1(E)∩ [k, k+ 1) =

(
π−1(E)∩ [0, 1)

)
+ k e a medida m é invariante

por translações.
É claro da definição que µ é uma probabilidade. Além disso, µ é invari-

ante por toda rotação Rθ (trata-se da única medida de probabilidade com esta
propriedade, como veremos no Exerćıcio 1.3.8). Isto pode ser mostrado da se-
guinte forma. Por definição, π−1(R−1

θ (E)) = π−1(E) − θ para todo conjunto
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mensurável E ⊂ S1. Seja k a parte inteira de θ. Como m é invariante por
translações,

m
(
(π−1(E) − θ) ∩ [0, 1)

)
= m

(
π−1(E) ∩ [θ, θ + 1)

)

= m
(
π−1(E) ∩ [θ, k + 1)

)
+m

(
π−1(E) ∩ [k + 1, θ + 1)

)

Note que π−1(E) ∩ [k+ 1, θ+ 1) =
(
π−1(E)∩ [k, θ)

)
+ 1. Portanto, a expressão

no lado direito da igualdade anterior pode ser escrita como

m
(
π−1(E) ∩ [θ, k + 1)

)
+m

(
π−1(E) ∩ [k, θ)

)
= m

(
π−1(E) ∩ [k, k + 1)

)
.

Combinando estas duas igualdades obtemos que

µ
(
R−1
θ (E)

)
= m

(
π−1(R−1

θ (E) ∩ [0, 1))
)

= m
(
π−1(E) ∩ [k, k + 1)

)
= µ(E)

para todo conjunto mensurável E ⊂ S1.
A dinâmica da rotação Rθ : S1 → S1 apresenta dois comportamentos bem

distintos, dependendo do valor de θ. Se θ é racional, digamos θ = p/q com p ∈ Z
e q ∈ N, então

Rqθ([x]) = [x+ qθ] = [x] para todo [x].

Como consequência, todo ponto x ∈ S1 é periódico de peŕıodo q. No caso
contrário temos:

Proposição 1.3.4. Se θ é irracional então O([x]) = {Rnθ ([x]) : n ∈ N} é um
subconjunto denso de R/Z para todo [x].

Demonstração. Afirmamos que o conjunto D = {m + nθ : m ∈ Z, n ∈ N} é
denso em R. De fato, considere um número qualquer r ∈ R. Dado qualquer
ε > 0, podemos escolher p ∈ Z e q ∈ N tais que |qθ−p| < ε. Note que o número
a = qθ − p é necessariamente diferente de zero, uma vez que θ é irracional.
Suponhamos que a é positivo (o outro caso é análogo). Subdividindo a reta
em intervalos de comprimento a, vemos que existe um número inteiro l tal que
0 ≤ r − la < a. Isto implica que

|r − (lqθ − lp)| = |r − la| < a < ε.

Como m = lq e n = −lq são inteiros e ε é arbitrário, isto mostra que r está no
fecho do conjunto D, para todo r ∈ R.

Agora, dados y ∈ R e ε > 0, podemos tomar r = y−x e, usando o parágrafo
anterior, podemos encontrar m,n ∈ Z tais que |m + nθ − (y − x)| < ε. Isto
equivale a dizer que a distância de [y] ao iterado Rnθ ([x]) é menor que ε. Como
x, y e ε são arbitrários, isto mostra que toda órbita O([x]) é densa.

Em particular, segue que todo ponto do ćırculo é recorrente para Rθ (isto
também é verdade quando θ é racional). A proposição anterior também terá
várias implicações interessantes no estudo das medidas invariantes de Rθ. Entre
outras coisas, veremos posteriormente que se θ é irracional então a medida de
Lebesgue é a única medida de probabilidade que é preservada por Rθ. Relacio-
nado com isso, veremos que as órbitas de Rθ se distribuem de modo uniforme
em S1.
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1.3.4 Rotações em toros

As noções que acabamos de apresentar podem ser generalizadas para qualquer
dimensão, como vamos explicar em seguida. Para cada d ≥ 1, considere a
relação de equivalência em Rd que identifica dois vetores se a sua diferença é
um vetor com coordenadas inteiras:

(x1, . . . , xd) ∼ (y1, . . . , yd) ⇔ (x1 − y1, . . . , xd − yd) ∈ Zd.

Chamamos toro de dimensão d ou, simplesmente, d-toro o espaço

Td = Rd/Zd = (R/Z)d

das classes de equivalência desta relação. Seja m a medida de volume em Rd.
A operação

[(x1, . . . , xd)] + [(y1, . . . , yd)] = [(x1 + y1, . . . , xd + yd)]

faz de Td um grupo abeliano. A rotação associada a um vetor θ = (θ1, . . . , θd)
é

Rθ : Td → Td, Rθ([x]) = [x] + [θ].

A aplicação
φ : [0, 1]d → Td, (x1, . . . , xd) 7→ [(x1, . . . , xd)]

é sobrejetora e nos permite definir a medida de probabilidade de Lebesgue µ no
d-toro, por meio da seguinte fórmula: µ(B) = m

(
φ−1(B)

)
para todo B ⊂ Td

tal que φ−1(B) é mensurável. Esta medida é invariante por Rθ para todo θ.
Dizemos que um vetor θ = (θ1, . . . , θd) é racionalmente independente se para

quaisquer números inteiros n0, n1, . . . , nd temos que

n0 + n1θ1 + · · · + ndθd = 0 ⇒ n0 = n1 = · · · = nd = 0.

Caso contrário dizemos que θ é racionalmente dependente. Pode mostrar-se que
θ é racionalmente independente se, e somente se, rotação é uma transformação
minimal, ou seja, a órbita O([x]) = {Rnθ ([x]) : n ∈ N} é um subconjunto denso
de Td para todo [x]. A este respeito, veja os Exerćıcios 1.3.9- 1.3.10 e também
o Corolário 4.2.3.

1.3.5 Transformações conservativas

Seja M ⊂ Rk um aberto do espaço euclidiano Rd e seja f : M → M um
difeomorfismo de classe C1. Isto quer dizer que f é uma bijeção e tanto ele
quanto a sua inversa são deriváveis com derivada cont́ınua. Representaremos
por vol a medida de Lebesgue, ou medida de volume, em M . A fórmula de
mudança de variáveis afirma que, para qualquer conjunto mensurável B ⊂M ,

vol(f(B)) =

∫

B

| detDf | dx. (1.3.12)

Daqui se deduz facilmente o seguinte fato:
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Lema 1.3.5. Um difeomorfismo f : M → M de classe C1 deixa invariante a
medida de volume se, e somente se, o valor absoluto | detDf | do seu jacobiano
é constante igual a 1.

Demonstração. Suponha primeiro que o valor absoluto do jacobiano é igual 1
em todo ponto. Considere um conjunto mensurável E e seja B = f−1(E). A
fórmula (1.3.12) dá que

vol(E) =

∫

B

1 dx = vol(B) = vol(f−1(E)).

Isto significa que f deixa invariante o volume e, portanto, provamos a parte
“se”do enunciado.

Para provar a parte “somente se”, suponha que | detDf | fosse maior que 1 em
algum ponto x. Então, como o jacobiano é cont́ınuo, existiria uma vizinhança
U de x e algum número σ > 1 tais que

| detDf(y)| ≥ σ para todo y ∈ U.

Então a fórmula (1.3.12) aplicada a B = U daria

vol(f(U)) ≥
∫

U

σ dx ≥ σ vol(U).

Denotando E = f(U), isto implica que vol(E) > vol(f−1(E)) e, portanto, f não
deixa invariante o volume. Do mesmo modo se mostra que se o valor absoluto
do jacobiano é menor que 1 em algum ponto então f não deixa invariante o
volume.

1.3.6 Fluxos conservativos

Agora vamos considerar o caso de fluxos f t : M →M , t ∈ R. Suporemos que o
fluxo é de classe C1, no sentido de que a aplicação (t, x) 7→ f t(x) é de classe C1.
Então cada transformação f t é um difeomorfismo C1: a inversa é f−t. Como f0

é a identidade e o jacobiano varia continuamente, obtemos que detDf t(x) > 0
em todo ponto.

Aplicando o Lema 1.3.5 neste contexto, obtemos que o fluxo deixa invariante
a medida de volume se, e somente se,

detDf t(x) = 1 para todo x ∈ U e todo t ∈ R. (1.3.13)

No entanto esta conclusão não é muito útil na prática porque, em geral, não
temos uma expressão expĺıcita para f t, e portanto não é claro como verificar
a condição (1.3.13). Felizmente, existe uma expressão razoavelmente expĺıcita
para o jacobiano, de que iremos falar em seguida, que pode ser usada em muitas
situações interessantes.

Suponhamos que M é um aberto de Rd e o fluxo f t : M → M corresponde
às trajetórias de um campo de vetores F : M → Rd de classe C1. Em outras
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palavras, t 7→ f t(x) é a solução da equação diferencial

dy

dt
= F (y) (1.3.14)

que tem x como condição inicial (quando tratando de equações diferenciáveis
sempre suporemos que as suas soluções estão definidas para todo tempo).

A fórmula de Liouville exprime o jacobiano de f t em termos do divergente
divF do campo de vetores:

detDf t(x) = exp
( ∫ t

0

divF (fs(x)) ds
)

para todo x e todo t.

Lembre que o divergente de um campo de vetores F é o traço da sua matriz
jacobiana, isto é

divF =
∂F

∂x1
+ · · · + ∂F

∂xd
. (1.3.15)

Combinando a fórmula de Liouville com (1.3.13) obtemos

Lema 1.3.6 (Liouville). O fluxo (f t)t associado a um campo de vetores F de
classe C1 deixa invariante a medida de volume se, e somente se, o divergente
de F é identicamente nulo.

Podemos generalizar esta discussão para o caso em que M é uma variedade
riemanniana qualquer, de dimensão d ≥ 2. Por simplicidade, suponhamos que
a variedade é orientável. Neste caso, a medida de Lebesgue é dada por uma d-
forma diferenciável ω, chamada forma de volume, que se escreve em coordenadas
locais como ω = ρdx1 · · · dxd. Isto significa que o volume de qualquer conjunto
mensurável B contido num domı́nio de coordenadas locais (x1, . . . , xd) é dado
por

vol(B) =

∫

B

ρ(x1, . . . , xd) dx1 · · · dxd.

Seja F um campo de vetores de classe C1 em M . Escrevendo

F (x1, . . . , xd) = (F1(x1, . . . , xd), . . . , Fd(x1, . . . , xd)),

podemos definir o divergente de F como sendo

divF =
∂(ρF )

∂x1
+ · · · + ∂(ρF )

∂xd

(a definição não depende da escolha das coordenadas locais). Então temos a
seguinte versão do teorema de Liouville (a prova pode ser encontrada no livro
de Sternberg [Ste58]):

Teorema 1.3.7 (Liouville). O fluxo (f t)t associado a um campo de vetores F
de classe C1 preserva a medida de volume na variedade M se, e somente se,
divF = 0 em todo ponto.

Então, segue do teorema de recorrência para fluxos que, se a variedade M
tem volume finito (por exemplo, se M é compacta) e divF = 0, então quase
todo ponto é recorrente para o fluxo de F .
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1.3.7 Exerćıcios

1.3.1. Utilizando o Lema 1.3.3, dê outra prova de que a transformação expansão
decimal f(x) = 10x− [10x] preserva a medida de Lebesgue no intervalo.

1.3.2. Prove que, para quase todo número x ∈ [0, 1] cuja expansão decimal
contém o bloco 617 (por exemplo x = 0, 3375617264 · · · ), esse bloco aparece
infinitas vezes na expansão. Vá mais longe e mostre que, de fato, o bloco 617
aparece infinitas vezes na expansão decimal de quase todo x ∈ [0, 1].

1.3.3. Para (Lebesgue) quase todo número x0 ∈ (1/618, 1/617) o número 617
aparece infinitas vezes na sua expansão em fração cont́ınua, isto é, an = 617
para infinitos valores de n ∈ N.

1.3.4. Seja G a transformação de Gauss. Mostre que um número x ∈ (0, 1) é
racional se, e somente se, existe n ≥ 1 tal que Gn(x) = 0.

1.3.5. Considere a sequência 1, 2, 4, 8, . . . , an = 2n, . . . das potências de 2. Mos-
tre que dado qualquer d́ıgito i ∈ {1, . . . , 9}, existe uma quantidade infinita de
valores n tais que an começa com este d́ıgito.

1.3.6. Prove a seguinte extensão do Lema 1.3.3. Suponha que f : M → M é
um difeomorfismo local de classe C1 de uma variedade riemanniana compacta
M . Seja vol a medida de volume em M e seja ρ : M → [0,∞) uma função
cont́ınua. Mostre que f preserva a medida µ = ρ vol se, e somente se,

∑

x∈f−1(y)

ρ(x)

| detDf(x)| = ρ(y) para todo y ∈M.

No caso em que f é invert́ıvel isto significa que f preserva a medida µ se, e
somente se, ρ(x) = ρ(f(x))| detDf(x)| para todo x ∈M .

1.3.7. Mostre que se A é uma matriz n × n com coeficientes inteiros e deter-
minante diferente de zero, então a transformação fA : Td → Td definida por
fA([x]) = [A(x)] preserva a medida de Lebesgue de Td.

1.3.8. Mostre que a medida de Lebesgue em S1 é a única probabilidade no
ćırculo S1 que é invariante por todas as rotações. De fato, ela é a única proba-
bilidade invariante por todas as rotações racionais de S1.

1.3.9. Suponha que θ = (θ1, . . . , θd) é vetor racionalmente dependente. Mostre
que existe alguma função cont́ınua ϕ : Td → C não constante tal que ϕ◦Rθ = ϕ.
Conclua que existem abertos U e V , não vazios, disjuntos e invariantes por Rθ,
ou seja, tais que Rθ(U) = U e Rθ(V ) = V . Deduza que nenhuma órbita O([x])
da rotação Rθ é densa em Td.

1.3.10. Suponha que θ = (θ1, . . . , θd) é vetor racionalmente independente. Mos-
tre que se V ⊂ Td é aberto, não vazio, invariante por Rθ, então V é denso no
toro. Conclua que ∪n∈ZR

n
θ (U) é denso no toro, qualquer que seja o aberto não

vazio U . Conclua que existe [x] cuja órbita O([x]) pela rotação Rθ é densa em
Td. Deduza que O([y]) é densa em Td para todo [y].
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1.3.11. Seja U um aberto de R2d e H : U → R uma função de classe C2.
Representamos as variáveis em R2d por (p1, . . . , pd, q1, . . . , qd). O campo de
vetores hamiltoniano associado a H é definido por

F (p1 , . . . , pd , q1 , . . . , qd) =

(
∂H

∂q1
, . . . ,

∂H

∂qd
,−∂H

∂p1
, . . . , −∂H

∂pd

)
.

Verifique que o fluxo definido por F preserva o volume.

1.3.12. Seja f : U → U um difeomorfismo de classe C1 preservando a medida
de Lebesgue num aberto U de Rd. Seja H : U → R uma integral primeira de f ,
ou seja, uma função de classe C1 tal que H ◦ f = H . Seja c um valor regular
de H e seja ds a medida de volume definida na hipersuperf́ıcie Hc = H−1(c)
pela restrição da métrica riemanniana de Rd. Mostre que a restrição de f à
hipersuperf́ıcie Hc preserva a medida ds/‖ gradH‖.

1.4 Indução

Nesta seção vamos descrever certas construções, baseadas no teorema de re-
corrência de Poincaré, que permitem associar a um dado sistema (f, µ) outros
sistemas intimamente relacionados com ele, que chamamos sistemas induzidos
por (f, µ). O seu interesse resulta do seguinte. Por um lado, em muitos casos
o sistema induzido pode ser constrúıdo de modo a ter melhores propriedades
globais que o sistema original, o que torna a sua análise mais acesśıvel. Por outro
lado, a partir das propriedades do sistema induzido é posśıvel obter conclusões
interessantes a respeito do sistema original.

1.4.1 Transformação de primeiro retorno

Seja f : M →M uma transformação mensurável e µ uma probabilidade invari-
ante. Seja E ⊂ M um conjunto mensurável com µ(E) > 0 e seja ρ(x) = ρE(x)
o tempo de primeiro retorno de x a E, tal como foi definido em (1.2.1). A
transformação de primeiro retorno ao domı́nio E é definida por

g(x) = fρ(x)(x)

num subconjunto com medida total de E. Também denotamos por µE a res-
trição de µ aos subconjuntos mensuráveis de E.

Proposição 1.4.1. A medida µE é invariante pela transformação g : E → E.

Demonstração. Para cada k ≥ 1, denote por Ek o conjunto dos pontos x ∈ E
tais que ρ(x) = k. Por definição, g(x) = fk(x) para todo x ∈ Ek. Seja B um
subconjunto mensurável qualquer de E. Então

µ(g−1(B)) =

∞∑

k=1

µ(f−k(B) ∩ Ek). (1.4.1)



1.4. INDUÇÃO 23

Por outro lado, como µ é f -invariante,

µ
(
B
)

= µ
(
f−1(B)

)
= µ

(
f−1(B) ∩ E1

)
+ µ

(
f−1(B) \ E

)
. (1.4.2)

Analogamente,

µ
(
f−1(B) \ E

)
= µ

(
f−2(B) \ f−1(E)

)

= µ
(
f−2(B) ∩ E2

)
+ µ

(
f−2(B) \ (E ∪ f−1(E))

)
.

Substituindo em (1.4.2), obtemos

µ
(
B
)

=
2∑

k=1

µ
(
f−k(B) ∩ Ek

)
+ µ

(
f−2(B) \

1⋃

k=0

f−k(E)
)
.

Repetindo este argumento sucessivamente, obtemos que

µ
(
B
)

=

n∑

k=1

µ
(
f−k(B) ∩Ek

)
+ µ

(
f−n(B) \

n−1⋃

k=0

f−k(E)
)
. (1.4.3)

Vamos passar ao limite quando n→ ∞. É claro que a última parcela é majorada
por µ

(
f−n(E) \⋃n−1

k=0 f
−k(E)

)
. Logo, usando a Observação 1.2.3, ela converge

para zero quando n→ ∞. Deste modo, conclúımos que

µ
(
B
)

=
∞∑

k=1

µ
(
f−k(B) ∩ Ek

)
.

Juntamente com (1.4.1), isto mostra que µ(g−1(B)) = µ(B) para todo subcon-
junto mensurável B de E. Isto é, a medida µE é invariante por g.

Exemplo 1.4.2. Considere a transformação f : [0,∞) → [0,∞) dada por

f(0) = 0 e f(x) = 1/x se x ∈ (0, 1) e f(x) = x− 1 se x ≥ 1.

Considere E = [0, 1]. O tempo ρ de primeiro retorno a E é dado por

ρ(0) = 1 e ρ(x) = k + 1 se x ∈ (1/(k + 1), 1/k] com k ≥ 1.

Então a transformação de primeiro retorno a E é dada por

g(0) = 0 e g(x) = 1/x− k se x ∈ (1/(k + 1), 1/k] com k ≥ 1.

Em outras palavras, g é a transformação de Gauss. Vimos na Seção 1.3.2 que
a transformação de Gauss admite uma probabilidade invariante equivalente à
medida de Lebesgue em [0, 1). Segue, usando as ideias que apresentaremos na
próxima seção, que a transformação original f admite uma medida (infinita)
invariante equivalente à medida de Lebesgue em [0,∞).
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1.4.2 Transformações induzidas

Na direção contrária, dada uma medida invariante ν qualquer de g : E → E,
podemos construir uma certa medida invariante νρ para f : M → M . Aliás,
para isto g não precisa ser a transformação de primeiro retorno: a construção
que vamos apresentar a seguir é válida para qualquer transformação induzida
de f , ou seja, qualquer transformação da forma

g : E → E, g(x) = fρ(x)(x), (1.4.4)

onde ρ : E → N é uma função mensurável (basta que esteja definida num sub-
conjunto com medida total em E). Como antes, denotamos por Ek o conjunto
dos x ∈ E tais que ρ(x) = k. Então definimos:

νρ(B) =

∞∑

n=0

∑

k>n

ν(f−n(B) ∩ Ek), (1.4.5)

para todo conjunto mensurável B ⊂M .

Proposição 1.4.3. A medida νρ definida em (1.4.5) é invariante por f e sa-
tisfaz νρ(M) =

∫
E
ρ dν. Em particular, νρ é finita se, e somente se, a função ρ

é integrável com respeito a ν.

Demonstração. Primeiro, provamos a invariância de νρ. Pela definição (1.4.5),

νρ
(
f−1(B)

)
=

∞∑

n=0

∑

k>n

ν
(
f−(n+1)(B) ∩Ek

)
=

∞∑

n=1

∑

k≥n

ν
(
f−n(B) ∩ Ek

)
.

Podemos reescrever a expressão acima como:

νρ
(
f−1(B)

)
=

∞∑

n=1

∑

k>n

ν
(
f−n(B) ∩Ek

)
+

∞∑

k=1

ν
(
f−k(B) ∩Ek

)
. (1.4.6)

A respeito da última parcela, observe que

∞∑

k=1

ν
(
f−k(B) ∩ Ek

)
= ν

(
g−1(B)

)
= ν

(
B
)

=

∞∑

k=1

ν
(
B ∩ Ek

)
,

uma vez que ν é invariante por g. Substituindo esta igualdade em (1.4.6), vemos
que

νρ
(
f−1(B)

)
=

∞∑

n=1

∑

k>n

ν
(
f−n(B) ∩ Ek

)
+

∞∑

k=1

ν
(
B ∩ Ek

)
= νρ

(
B
)

para todo conjunto mensurável B ⊂ E. A segunda afirmação na proposição é
uma consequência direta das definições:

νρ(M) =

∞∑

n=0

∑

k>n

ν(f−n(M) ∩ Ek) =

∞∑

n=0

∑

k>n

ν(Ek) =

∞∑

k=1

kν(Ek) =

∫

E

ρ dν.

Isto completa a demonstração.
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É interessante analisar como esta construção se relaciona com a construção
da seção anterior quando g é a transformação de primeiro retorno de f e a
medida ν é a restrição µ | E de alguma medida invariante µ de f :

Corolário 1.4.4. Se g é a transformação de primeiro retorno de f a E, então

1. νρ(B) = ν(B) = µ(B) para todo conjunto mensurável B ⊂ E.

2. νρ(B) ≤ µ(B) para todo conjunto mensurável B ⊂M .

Demonstração. Por definição, f−n(E) ∩ Ek = ∅ para todo 0 < n < k. Isto
implica que, dado qualquer conjunto mensurável B ⊂ E, todas as parcelas com
n > 0 na definição (1.4.5) são nulas. Logo, νρ(B) =

∑
k>0 ν(B ∩ Ek) = ν(B)

tal como afirmado na primeira parte do enunciado.
Considere qualquer conjunto mensurável B ⊂M . Então,

µ
(
B
)

= µ
(
B ∩ E

)
+ µ

(
B ∩Ec

)
= ν(B ∩ E) + µ

(
B ∩ Ec

)

=

∞∑

k=1

ν
(
B ∩ Ek

)
+ µ

(
B ∩ Ec

)
.

(1.4.7)

Como µ é invariante, µ(B ∩ Ec) = µ
(
f−1(B) ∩ f−1(Ec)

)
. Então, tal como na

igualdade anterior

µ
(
B ∩ Ec

)
= µ

(
f−1(B) ∩E ∩ f−1(Ec)

)
+ µ

(
f−1(B) ∩ Ec ∩ f−1(Ec)

)

=

∞∑

k=2

ν
(
f−1(B) ∩Ek

)
+ µ

(
f−1(B) ∩ Ec ∩ f−1(Ec)

)
.

Substituindo em (1.4.7), obtemos

µ
(
B
)

=

1∑

n=0

∑

k>n

ν
(
f−n(B) ∩ Ek

)
+ µ

(
f−1(B) ∩

1⋂

n=0

f−n(Ec)
)
.

Repetindo este argumento sucessivamente, obtemos que

µ
(
B
)

=

N∑

n=0

∑

k>n

ν
(
f−n(B) ∩Ek

)
+ µ

(
f−N (B) ∩

N⋂

k=0

f−n(Ec)
)

≥
N∑

n=0

∑

k>n

ν
(
f−n(B) ∩Ek

)
para todo N ≥ 1.

Passando ao limite quando N → ∞, conclúımos que µ(B) ≥ νρ(B).

Além disso, o teorema de Kac̆ nos diz que,

νρ(M) =

∫

E

ρ dν =

∫

E

ρ dµ = µ(M) − µ(E∗
0 ).

Portanto, segue do Corolário 1.4.4 que νρ = µ se, e somente se, µ(E∗
0 ) = 0.
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Exemplo 1.4.5 (Manneville-Pomeau). Dado d > 0, seja a o único número em
(0, 1) que satisfaz a(1 + ad) = 1. Então defina f : [0, 1] → [0, 1] da seguinte
forma:

f(x) = x(1 + xd) se x ∈ [0, a] e f(x) =
x− a

1 − a
se x ∈ (a, 1].

O gráfico de f está representado no lado esquerdo da Figura 1.3. Observe que
|f ′(x)| ≥ 1 em todo ponto, sendo que a igualdade ocorre apenas para x = 0.
Seja (an)n a sequência no intervalo [0, a] definida por a1 = a e f(an+1) = an
para n ≥ 1. Também escrevemos a0 = 1. As propriedades desta sequência são
estudadas no Exerćıcio 1.4.2.

...

00 1

1

1

1

a1

a1a1

f g

a2

a2a2 a3a3

Figura 1.3: Construção de tranformação induzida

Agora considere a aplicação g(x) = fρ(x)(x), onde

ρ : [0, 1] → N, ρ(x) = 1 + min{n ≥ 0 : fn(x) ∈ (a, 1]}.

Em outras palavras, ρ(x) = k e portanto g(x) = fk(x) para todo x ∈ (ak, ak−1].
O gráfico de g está representado no lado direito da Figura 1.3. Note que a
restrição a cada intervalo (ak, ak−1] é uma bijeção sobre (0, 1]. Um ponto crucial
é que a transformação induzida g é expansora:

|g′(x)| ≥ 1

1 − a
> 1 para todo x ∈ [0, 1].

Pode mostrar-se, usando as ideias que desenvolveremos no Caṕıtulo 11, que g
admite uma única probabilidade invariante ν equivalente à medida de Lebesgue
em (0, 1]. Além disso, a densidade de ν relativamente à medida de Lebesgue
está limitada de zero e infinito. Então a medida f -invariante νρ em (1.4.5) é
equivalente à medida de Lebesgue. Resulta (veja o Exerćıcio 1.4.2) que esta
medida é finita se, e somente se, d ∈ (0, 1).
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1.4.3 Torres de Kakutani-Rokhlin

É posśıvel e útil generalizar a construção anterior ainda mais, abrindo mão
da própria transformação f : M → M . Mais precisamente, dada uma trans-
formação g : E → E, uma medida ν em E invariante por g, e uma função
mensurável ρ : E → N, vamos mostrar como construir uma transformação
f : M →M e uma medida νρ invariante por f tais que E pode ser identificado
com um subconjunto de M , g é a transformação de primeiro retorno de f a E,
com tempo de retorno dado por ρ, e a medida νρ restrita a E coincide com ν.

Esta transformação f é chamada torre de g com tempo ρ. A medida νρ é
finita se, e somente se, ρ é integrável com respeito a ν. Elas são constrúıdas da
seguinte forma. Começamos por definir:

M = {(x, n) : x ∈ E e 0 ≤ n < ρ(x)}

=
∞⋃

k=1

k−1⋃

n=0

Ek × {n}.

Ou seja, M consiste de k cópias de cada conjunto Ek = {x ∈ E : ρ(x) = k},
‘empilhadas’ umas sobre as outras. Chamamos cada ∪k>nEk ×{n} de n-ésimo
andar de M . Veja a Figura 1.4.

...
...

E1 E2 E3 Ek
térreo

andar 1

andar 2

andar k − 1

andar k

g

Figura 1.4: Torre de g com tempo ρ

Em seguida definimos f : M →M da seguinte forma:

f(x, n) =

{
(x, n+ 1) se n < ρ(x) − 1
(g(x), 0) se n = ρ(x) − 1

.

Em outras palavras, a dinâmica ‘eleva’ cada ponto (x, n) um andar de cada
vez, até alcançar o andar ρ(x) − 1; a essa altura o ponto ‘cai’ diretamente para
(g(x), 0), no andar térreo. O andar térreo E × {0} se identifica naturalmente
com o conjunto E. Além disso, a transformação de primeiro retorno a E × {0}
corresponde precisamente a g : E → E.
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Finalmente, a medida νρ fica definida por

νρ | (Ek × {n}) = ν | Ek
para todo 0 ≤ n < k. É claro que a restrição de νρ ao andar térreo coincide
com ν. Além disso, νρ é invariante por f e

νρ(M) =

∞∑

k=1

kν(Ek) =

∫

E

ρ dν.

Isto completa a construção da torre de Kakutani-Rokhlin.

1.4.4 Exerćıcios

1.4.1. Seja f : S1 → S1 a transformação f(x) = 2x mod Z. Mostre que
a função τ(x) = min{k ≥ 0 : fk(x) ∈ (1/2, 1)} é integrável relativamente
à medida de Lebesgue. Enuncie e prove um resultado correspondente para
qualquer transformação g : S1 → S1 de classe C1 que esteja C1 próxima de
f , ou seja, tal que supx{‖g(x) − f(x)‖, ‖g′(x) − f ′(x)‖} seja suficientemente
pequeno.

1.4.2. Considere a medida νρ e a sequência (an)n definidas no Exemplo 1.4.5.
Verifique que νρ é sempre σ-finita. Mostre que (an)n é decrescente e converge
para zero. Além disso, existem c1, c2, c3, c4 > 0 tais que

c1 ≤ ajj
1/d ≤ c2 e c3 ≤

(
aj − aj+1

)
j1+1/d ≤ c4 para todo j. (1.4.8)

Deduza que a medida g-invariante νρ é finita se, e somente se, d ∈ (0, 1).

1.4.3. Seja σ : Σ → Σ a aplicação definida no espaço Σ = {1, . . . , d}Z por
σ((xn)n) = (xn+1)n. Descreva a transformação g de primeiro retorno ao con-
junto {(xn)n ∈ Σ : x0 = 1}.
1.4.4. [Lema de Kakutani-Rokhlin] Seja f : M → M uma transformação in-
vert́ıvel e seja µ uma medida de probabilidade invariante sem átomos tal que
µ(∪n∈Nf

n(E)) = 1 para todo E ⊂ M com µ(E) > 0. Mostre que para todo
n ≥ 1 e todo ε > 0 existe um conjunto mensurável B ⊂ M tal que os iterados
B, f(B), . . . , fn−1(B) são disjuntos dois-a-dois e o complementar da sua união
tem medida menor que ε. Em particular, isto vale para todo sistema invert́ıvel
aperiódico, ou seja, cujo conjunto dos pontos periódicos tem medida nula.

1.4.5. Seja f : M → M uma transformação e seja (Hj)j≥1 uma coleção de
subconjuntos de M tal que se x ∈ Hn então f j(x) ∈ Hn−j para todo 0 ≤ j < n.
Seja H o conjunto dos pontos que pertencem a Hj para infinitos de valor de j,
ou seja, H = ∩∞

k=1 ∪∞
j=k Hj. Para y ∈ H defina τ(y) = min{j ≥ 1 : y ∈ Hj}

e T (y) = f τ(y)(y). Observe que T é uma aplicação de H em H . Além disso,
mostre que

lim sup
n

1

n
#{1 ≤ j ≤ n : x ∈ Hj} ≥ θ > 0 ⇒ lim inf

k

1

k

k−1∑

i=0

τ(T i(x)) ≤ 1

θ
.
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1.4.6. Seja f : M →M uma transformação preservando uma medida µ. Sejam
(Hj)j≥1 e τ : M → N como no Exerćıcio 1.4.5. Considere a sequência de funções
(τn)n definida por τ1(x) = τ(x) e τn(x) = τ(f τn−1(x)(x)) + τn−1(x) para n > 1.
Suponha que

lim sup
n

1

n
#{1 ≤ j ≤ n : x ∈ Hj} ≥ θ > 0 para µ quase todo x ∈M .

Mostre que τn+1(x)/τn(x) → 1 para µ-quase todo ponto x ∈ M . [Observação:
Dizemos que a sequência (τn)n é não lacunar.]

1.5 Teoremas de recorrência múltipla

Vamos considerar famı́lias finitas de transformações fi : M → M , i = 1, . . . , q
que comutam entre si, isto é, tais que

fi ◦ fj = fj ◦ fi para todo i, j ∈ {1, . . . , q}.

O objetivo é mostrar que os resultados da Seção 1.2 se estendem para este
contexto: obtemos pontos que são simultaneamente recorrentes por todas as
transformações.

O primeiro resultado nesta linha generaliza o teorema de recorrência de
Birkhoff (Teorema 1.2.6):

Teorema 1.5.1 (Recorrência múltipla de Birkhoff). Seja M um espaço métrico
compacto e sejam f1, . . . , fq : M → M transformações cont́ınuas que comutam
entre si. Então existe a ∈M e existe uma sequência (nk)k → ∞ tal que

lim
k
fnk

i (a) = a para todo i = 1, . . . , q. (1.5.1)

A demonstração deste teorema será dada na Seção 1.5.1. A seguir, discuti-
mos a seguinte generalização do teorema de recorrência de Poincaré:

Teorema 1.5.2 (Recorrência múltipla de Poincaré). Seja (M,B, µ) um espaço
de probabilidade e sejam fi : M →M , i = 1, . . . , q transformações mensuráveis
que preservam µ e que comutam entre si. Então, para qualquer conjunto E ⊂M
com medida positiva, existe n ≥ 1 tal que

µ
(
E ∩ f−n

1 (E) ∩ · · · ∩ f−n
q (E)

)
> 0.

Em outras palavras, existe algum tempo n tal que os iterados de um sub-
conjunto com medida positiva de pontos de E retornam a E, simultaneamente
para todas as transformações fi, nesse momento n.

A demonstração do Teorema 1.5.2 não será apresentada aqui; veja o livro de
Furstenberg [Fur77]. Vamos apenas mencionar algumas consequências diretas
e, mais tarde, usaremos o teorema para provar o teorema de Szemerédi sobre
existência de progressões aritméticas em subconjuntos ‘densos’ dos números
inteiros.
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Observe, primeiramente, que o conjunto dos retornos simultâneos é sempre
infinito. De fato, seja n qualquer iterado como no enunciado. Aplicando o
Teorema 1.5.2 ao conjunto F = E ∩ f−n

1 (E)∩ · · · ∩ f−n
q (E), obtemos que existe

m ≥ 1 tal que

µ
(
E ∩ f−(m+n)

1 (E) ∩ · · · ∩ f−(m+n)
q (E)

)

≥ µ
(
F ∩ f−m

1 (F ) ∩ · · · ∩ f−m
q (F )

)
> 0.

Em outras palavras, m + n também é um retorno simultâneo a E, para algum
subconjunto de E com medida positiva.

Segue que, para qualquer conjunto E ⊂ M com µ(E) > 0 e para µ-quase
todo ponto x ∈ E existem infinitos iterados n que são retornos simultâneos de x
a E, ou seja, que satisfazem fni (x) ∈ E para todo i = 1, . . . , q. De fato, suponha
que existisse um subconjunto F ⊂ E com medida positiva tal que todo ponto
de F tem um número finito de retornos simultâneos a E. Por um lado, a menos
de substituir F por um subconjunto adequado, podemos supor que todos esses
retornos simultâneos dos pontos de F ao conjunto E são menores que um dado
k ≥ 1 fixado. Por outro lado, usando o parágrafo anterior, existe n > k tal
que G = F ∩ f−n

1 (F ) ∩ · · · ∩ f−n
q (F ) tem medida positiva. Ora, é imediato da

definição que n é um retorno simultâneo a E para todo x ∈ G. Isto contradiz a
escolha de F , provando a nossa afirmação.

Outra consequência simples é o teorema de recorrência múltipla de Birkhoff
(Teorema 1.5.1). De fato, se fi : M → M , i = 1, 2, . . . , q são transformações
cont́ınuas num espaço métrico compacto que comutam entre si, então existe
alguma probabilidade invariante µ comum a todas essas transformações (este
fato será verificado no próximo caṕıtulo, no Exerćıcio 2.2.2). A partir daqui
podemos argumentar exatamente como na demonstração do Teorema 1.2.4. Ou
seja, considere qualquer base enumerável {Uk} da topologia de M . De acordo
com o parágrafo anterior, para cada k existe um conjunto Ũk ⊂ Uk com me-
dida nula tal que todo ponto de Uk \ Ũk tem infinitos retornos simultâneos a
Uk. Então Ũ = ∪kŨk tem medida nula e todo ponto do seu complementar é
simultaneamente recorrente, no sentido do Teorema 1.5.1.

1.5.1 Teorema de recorrência múltipla de Birkhoff

Vamos tratar o caso em que as transformações f1, . . . , fq são homeomorfismos
de M , que é suficiente para os nossos objetivos no presente caṕıtulo. O caso
geral pode ser deduzido facilmente (veja o Exerćıcio 2.4.7) usando a ideia de
extensão natural, que apresentaremos no próximo caṕıtulo.

O teorema pode ser reformulado do seguinte modo útil. Considere a trans-
formação F : M q → M q definida no espaço produto M q = M × · · · ×M por
F (x1, . . . , xq) = (f1(x1), . . . , fq(xq)). Denote por ∆q a diagonal de Md, ou seja,
o subconjunto dos pontos da forma x̃ = (x, . . . , x). O Teorema 1.5.1 afirma,
precisamente, que existe ã ∈ ∆q e existe (nk)k → ∞ tal que

lim
k
Fnk(ã) = ã. (1.5.2)
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A demonstração será por indução no número q de transformações. O caso
q = 1 está contido no Teorema 1.2.6. A seguir, considere qualquer q ≥ 2
e suponha que o enunciado é verdadeiro para qualquer famı́lia formada por
q − 1 homeomorfismos que comutam entre si. Vamos provar que ele também é
verdadeiro para a famı́lia f1, . . . , fq.

Denote por G o grupo (abeliano) gerado pelos homeomorfismos f1, . . . , fq.
Dizemos que um conjunto X ⊂M é G-invariante se g(X) ⊂ X para todo g ∈ G.
Considerando também a inversa g−1, vemos que isto implica g(X) = X para
todo g ∈ G. Tal como fizemos no Teorema 1.2.6, podemos usar o lema de
Zorn para concluir que existe algum conjunto X ⊂ M não-vazio fechado G-
invariante minimal (Exerćıcio 1.5.2). O enunciado do teorema não é afetado se
substituirmos M por X . Portanto, não constitui restrição supor que o espaço
ambiente M é minimal. Essa suposição será usada da seguinte forma:

Lema 1.5.3. Se M é minimal então para todo aberto não-vazio U ⊂M existe
um subconjunto finito H ⊂ G tal que

⋃

h∈H

h−1(U) = M.

Demonstração. Dado qualquer x ∈M , o fecho da órbita G(x) = {g(x) : g ∈ G}
é um subconjunto não-vazio de M , fechado e G-invariante. Portanto, a hipótese
de que M é minimal implica que a órbita G(x) é densa em M . Em particular,
existe g ∈ G tal que g(x) ∈ U . Isto prova que {g−1(U) : g ∈ G} é uma cobertura
aberta de M . Por compacidade, segue que existe uma subcobertura finita. Essa
é, precisamente, a afirmação no lema.

Consideraremos o produto M q munido da distância dada por

d
(
(x1, . . . , xq), (y1, . . . , yq)

)
= max{d(xi, yi) : 1 ≤ i ≤ q}.

Note que a aplicação M → ∆q, x 7→ x̃ = (x, . . . , x) é um homeomorfismo e,
mesmo, uma isometria para esta escolha da distância. Todo aberto U ⊂ M
corresponde a um aberto Ũ ⊂ ∆q via esse homeomorfismo. Dado qualquer
g ∈ G, representaremos por g̃ : M q → M q o homeomorfismo definido por
g̃(x1, . . . , xq) = (g(x1), . . . , g(xq)). O fato de que G é abeliano implica que g̃
comuta com F ; note também que todo g̃ preserva a diagonal ∆q. Então a
conclusão do Lema 1.5.3 pode ser reescrita na seguinte forma:

⋃

h∈H

h̃−1(Ũ) = ∆q. (1.5.3)

Lema 1.5.4. Dado ε > 0 existem x̃, ỹ ∈ ∆q e n ≥ 1 tais que d(Fn(x̃), ỹ) < ε.

Demonstração. Defina gi = fi ◦ f−1
q para cada i = 1, . . . , q − 1. A hipótese de

que os fi comutam entre si implica que o mesmo vale para os gi. Então, pela
hipótese de indução, existe y ∈M e (nk)k → ∞ tal que

lim
k
gnk

i (y) = y para todo i = 1, . . . , q − 1.
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Denote xk = f−nk
q (y) e considere x̃k = (xk, . . . , xk) ∈ ∆q. Então,

Fnk(x̃k) = (fnk
1 f−nk

q (y), . . . , fnk
q−1f

−nk
q (y), fnk

q f−nk
q (y))

= (gnk
1 (y), . . . , gnk

q−1(y), y)

converge para (y, . . . , y, y) quando k → ∞. Isto prova o lema com x̃ = x̃k,
ỹ = (y, . . . , y, y) e n = nk para qualquer k suficientemente grande.

Em seguida, mostraremos que o ponto ỹ no Lema 1.5.4 é arbitrário:

Lema 1.5.5. Dados ε > 0 e z̃ ∈ ∆q existem w̃ ∈ ∆q e m ≥ 1 satisfazendo
d(Fm(w̃), z̃) < ε.

Demonstração. Dados ε > 0 e z̃ ∈ ∆q, considere Ũ = bola aberta de centro z̃
e raio ε/2. Pelo Lema 1.5.3 e pela observação (1.5.3), podemos encontrar um

conjunto finito H ⊂ G tal que os conjuntos h̃−1(Ũ), h ∈ H cobrem ∆q. Como
os elementos de G são (uniformemente) cont́ınuos, existe δ > 0 tal que

d(x̃1, x̃2) < δ ⇒ d(h̃(x̃1), h̃(x̃2)) < ε/2 para todo h ∈ H.

Pelo Lema 1.5.4 existem x̃, ỹ ∈ ∆q e n ≥ 1 tais que d(Fn(x̃), ỹ) < δ. Fixe h ∈ H
tal que ỹ ∈ h̃−1(Ũ). Então,

d
(
h̃(Fn(x̃)), z̃

)
≤ d
(
h̃(Fn(x̃)), h̃(ỹ)

)
+ d
(
h̃(ỹ), z̃

)
< ε/2 + ε/2.

Tome w̃ = h̃(x̃). Como h̃ comuta com Fn, a desigualdade anterior dá que
d(Fn(w̃), z̃) < ε, como queŕıamos provar.

Usando o Lema 1.5.5, mostraremos que é posśıvel tomar x̃ = ỹ no Lema 1.5.4:

Lema 1.5.6 (Bowen). Dado ε > 0 existem ṽ ∈ ∆q e k ≥ 1 com d(F k(ṽ), ṽ) < ε.

Demonstração. Dados ε > 0 e z̃0 ∈ ∆q, considere as sequências εj, mj e z̃j,
j ≥ 1, definidas por recorrência da seguinte forma. Inicialmente, tome ε1 = ε/2.

• Pelo Lema 1.5.5 existem z̃1 ∈ ∆q e m1 ≥ 1 tais que d(Fm1(z̃1), z̃0) < ε1.

• Por continuidade de Fm1 , existe ε2 < ε1 tal que d(z̃, z̃1) < ε2 implica
d(Fm1(z̃), z̃0) < ε1.

Em seguida, dado qualquer j ≥ 2:

• Pelo Lema 1.5.5 existem z̃j ∈ ∆q e mj ≥ 1 tais que d(Fmj (z̃j), z̃j−1) < εj .

• Por continuidade de Fmj , existe εj+1 < εj tal que d(z̃, z̃j) < εj+1 implica
d(Fmj (z̃), z̃j−1) < εj .
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Em particular, para quaisquer i < j,

d(Fmi+1+···+mj (z̃j), z̃i) < εi+1 ≤ ε

2
.

Como ∆q é compacto, podemos encontrar i, j com i < j tais que d(z̃i, z̃j) < ε/2.
Tome k = mi+1 + · · · +mj . Então

d(F k(z̃j), z̃j) ≤ d(F k(z̃j), z̃i) + d(z̃i, z̃j) < ε.

Isto completa a demonstração do lema.

Agora estamos prontos para concluir a demonstração do Teorema 1.5.1. Para
tal, consideremos a função

φ : ∆q → [0,∞), φ(x̃) = inf{d(Fn(x̃), x̃) : n ≥ 1}.

Observe que φ é semicont́ınua superiormente: dado qualquer ε > 0, todo ponto x̃
admite alguma vizinhança V tal que φ(ỹ) < φ(x̃)+ε para todo y ∈ V . Isso segue
imediatamente do fato de que φ é dada pelo ı́nfimo de uma famı́lia de funções
cont́ınuas. Então (Exerćıcio 1.5.4), φ admite algum ponto de continuidade ã.
Vamos mostrar que este ponto satisfaz a conclusão do Teorema 1.5.1.

Para isso, começamos por observar que φ(ã) = 0. De fato, suponha que φ(ã)
é positivo. Então, por continuidade, existem β > 0 e uma vizinhança V de ã
tais que φ(ỹ) ≥ β > 0 para todo ỹ ∈ V . Então,

d(Fn(ỹ), ỹ) ≥ β para todo y ∈ V e todo n ≥ 1. (1.5.4)

Por outro lado, de acordo com (1.5.3), para todo x̃ ∈ ∆q existe h ∈ H tal que

h̃(x̃) ∈ V . Como as transformações h são uniformemente cont́ınuas, podemos
fixar α > 0 tal que

d(z̃, w̃) < α ⇒ d
(
h̃(z̃), h̃(w̃)

)
< β para todo h ∈ H. (1.5.5)

Pelo Lema 1.5.6, existe n ≥ 1 tal que d(x̃, Fn(x̃)) < α. Então, usando (1.5.5) e
lembrando que F comuta com todo h̃,

d
(
h̃(x̃), Fn(h̃(x̃))

)
< β.

Isto contradiz (1.5.4). Esta contradição mostra que φ(ã) = 0, tal como afirma-
mos.

Em outras palavras, existe (nk)k → ∞ tal que d(Fnk(ã), ã) → 0 quando
k → ∞. Isto significa que (1.5.2) é satisfeita e, portanto, a prova do teorema
está completa.

1.5.2 Exerćıcios

1.5.1. Mostre, por meio de exemplos, que a conclusão do Teorema 1.5.1 é falsa,
em geral, se as transformações fi não comutam.
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1.5.2. Seja G o grupo abeliano gerado por homeomorfismos f1, . . . , fq : M → M
num espaço métrico compacto que comutam entre si. Mostre que existe X ⊂M
minimal para a relação de inclusão na famı́lia dos fechados, G-invariantes, não
vazios.

1.5.3. Mostre que se ϕ : M → R é uma função semicont́ınua superiormente num
espaço métrico compacto então ϕ atinge o seu supremo, isto é, existe p ∈M tal
que ϕ(p) ≥ ϕ(x) para todo x ∈M .

1.5.4. Mostre que se ϕ : M → R é uma função semicont́ınua (superiormente ou
inferiormente) num espaço métrico compacto então o conjunto dos pontos de
continuidade de ϕ contém uma interseção enumerável de subconjuntos abertos
e densos de M . Em particular, o conjunto dos pontos de continuidade é denso
em M .

1.5.5. Seja f : M → M uma transformação mensurável preservando uma me-
dida finita µ. Dado k ≥ 1 e A ⊂M com medida positiva, mostre que para quase
todo x ∈ A existe n ≥ 1 tal que f jn(x) ∈ A para todo 1 ≤ j ≤ k.

1.5.6. Sejam f1, . . . , fq : M → M homeomorfismos de um espaço métrico com-
pacto que comutam entre si. Por definição, o conjunto não errante Ω(f1, · · · , fq)
é o conjunto dos pontos x ∈ M tais que para toda vizinhança U de x existem
n1, . . . , nq ≥ 1 tais que fn1

1 · · · fnq
q (U) intersecta U . Prove que Ω(f1, · · · , fq) é

um compacto, não-vazio.



Caṕıtulo 2

Existência de Medidas

Invariantes

Neste caṕıtulo provaremos o seguinte resultado, que garante a existência de
medidas invariantes para uma classe muito ampla de transformações:

Teorema 2.1 (Existência de medidas invariantes). Seja f : M → M uma
transformação cont́ınua num espaço métrico compacto. Então existe pelo menos
uma medida de probabilidade em M que é invariante por f .

O ponto principal na demonstração é considerar uma certa topologia no con-
junto M1(M) das medidas de probabilidade em M , que chamamos de topologia
fraca∗. A ideia é que duas medidas são consideradas próximas se as integrais
que elas dão a (muitas) funções cont́ınuas limitadas estão próximas. A definição
precisa e as propriedades da topologia fraca∗ serão apresentadas na Seção 2.1.
A propriedade crucial, que torna esta topologia tão útil para provar o teorema
de existência, é que ela faz de M1(M) um espaço compacto (Teorema 2.1.5).

A demonstração do Teorema 2.1 será dada na Seção 2.2. Também veremos,
por meio de exemplos, que as hipóteses de continuidade e compacidade não
podem ser omitidas.

Na Seção 2.3 vamos inserir a construção da topologia fraca∗ numa perspec-
tiva mais ampla de Análise Funcional e também aproveitaremos a oportunidade
para introduzir a noção de operador de Koopman de uma transformação, que
será muito útil a seguir. Em particular, ele nos permite usar ferramentas de
Análise Funcional para dar uma demonstração alternativa do Teorema 2.1, como
veremos.

Na Seção 2.4 descreveremos construções expĺıcitas de medidas invariantes
para duas classes importantes de sistemas: produtos semi-diretos e extensões
naturais (ou limites inversos) de transformações não invert́ıveis.

Finalmente, na Seção 2.5 discutiremos algumas aplicações importantes da
ideia de recorrência múltipla (Seção 1.5) no âmbito da Aritmética Combinatóri-
ca. O Teorema 2.1.5 tem um papel importante nos argumentos e essa é a razão
de termos adiado esta discussão para o presente caṕıtulo.

35
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2.1 Topologia fraca∗

Nesta seção M sempre será um espaço métrico. O nosso objetivo é definir a
topologia fraca∗ no conjunto M1(M) das medidas borelianas de probabilidade
em M e discutir as suas propriedades principais.

Representamos por d(·, ·) a função distância em M e por B(x, δ) a bola de
centro x ∈ M e raio δ > 0. Dado B ⊂ M , denotamos d(x,B) = inf{d(x, y) :
y ∈ B} e chamamos δ-vizinhança de B ao conjunto Bδ dos pontos x ∈ M tais
que d(x,B) < δ.

2.1.1 Definição e propriedades da topologia fraca∗

Dada uma medida µ ∈ M1(M), um conjunto finito Φ = {φ1, . . . , φN} de funções
cont́ınuas limitadas φi : M → R e um número ε > 0, definimos

V (µ,Φ, ε) = {ν ∈ M1(M) :
∣∣
∫
φi dν −

∫
φi dµ

∣∣ < ε para todo i}. (2.1.1)

Note que a interseção de dois quaisquer conjuntos desta forma contém algum
conjunto desta forma. Isto assegura que a famı́lia {V (µ,Φ, ε) : Φ, ε} pode ser
tomada como base de vizinhanças de cada µ ∈ M1(M).

A topologia fraca∗ é a topologia definida por estas bases de vizinhanças. Em
outras palavras, os abertos da topologia fraca∗ são os conjuntos A ⊂ M1(M)
tais que para todo elemento µ ∈ A existe algum V (µ,Φ, ε) contido em A.
Observe que esta topologia depende apenas da topologia de M e não da sua
distância. Observe também que ela é Hausdorff: a Proposição A.3.3 implica
que se µ e ν são probabilidades distintas então existe ε > 0 e alguma função
cont́ınua limitada φ : M → R tal que V (µ, {φ}, ε) ∩ V (ν, {φ}, ε) = ∅.
Lema 2.1.1. Uma sequência (µn)n∈N converge para uma medida µ ∈ M1(M)
na topologia fraca∗ se, e somente se,

∫
φdµn →

∫
φdµ para toda função cont́ınua limitada φ : M → R.

Demonstração. Para provar a parte “somente se”, considere qualquer função
cont́ınua limitada φ e forme o conjunto Φ = {φ}. Como (µn)n → µ, temos que
dado qualquer ε > 0 existe uma ordem n̄ tal que µn ∈ V (µ,Φ, ε) para todo
n ≥ n̄. Mas isto significa, precisamente, que

∣∣
∫
φdµn −

∫
φdµ

∣∣ < ε para todo n ≥ n̄.

Em outras palavras, a sequência (
∫
φdµn)n converge para

∫
φdµ.

A rećıproca afirma que se (
∫
φdµn)n converge para

∫
φdµ, para toda função

cont́ınua limitada φ então, dados quaisquer Φ e ε existe uma ordem a partir da
qual µn ∈ V (µ,Φ, ε). Para verificar esse fato, escrevemos Φ = {φ1, . . . , φN}. A
hipótese garante que para cada i existe n̄i tal que

∣∣
∫
φi dµn −

∫
φi dµ

∣∣ < ε para todo n ≥ n̄i .
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Tomando n̄ = max{n̄1, . . . , n̄N}, temos µn ∈ V (µ,Φ, ε) para todo n ≥ n̄.

2.1.2 Teorema Portmanteau

Vamos agora discutir outras maneiras úteis de definir a topologia fraca∗. De
fato, nas relações (2.1.3), (2.1.4), (2.1.5) e (2.1.2) apresentaremos outras es-
colhas naturais de vizinhanças de uma probabilidade µ ∈ M1. Em seguida,
no Teorema 2.1.2, provaremos que todas estas escolhas dão origem à mesma
topologia em M1(M), que é a topologia fraca∗.

Uma variação direta da definição da topologia fraca∗ é obtida tomando como
base de vizinhanças a famı́lia de conjuntos

V (µ,Ψ, ε) = {η ∈ M1(M) :
∣∣
∫
ψi dη −

∫
ψi dµ

∣∣ < ε para todo i}. (2.1.2)

onde ε > 0 e Ψ = {ψ1, . . . , ψN} é uma famı́lia finita de funções Lipschitz. A
próxima definição é formulada em termos dos fechados de M . Dada qualquer
famı́lia finita F = {F1, . . . , FN} de fechados de M e dado qualquer ε > 0,
considere

Vf (µ,F , ε) = {ν ∈ M1 : ν(Fi) < µ(Fi) + ε para todo i}. (2.1.3)

A construção seguinte é análoga, apenas substituindo fechados por abertos.
Dada qualquer famı́lia finita A = {A1, . . . , AN} de abertos deM e dado qualquer
ε > 0, considere

Va(µ,A, ε) = {ν ∈ M1 : ν(Ai) > µ(Ai) − ε para todo i}. (2.1.4)

Chamamos conjunto de continuidade de µ qualquer conjunto boreliano B cujo
bordo ∂B tem medida nula para µ. Dada uma famı́lia finita B = {B1, . . . , BN}
de conjuntos de continuidade de µ e dado qualquer ε > 0, considere

Vc(µ,B, ε) = {ν ∈ M1 : |µ(Bi) − ν(Bi)| < ε para todo i}. (2.1.5)

Dadas duas topologias T1 e T2 num mesmo conjunto, dizemos que T1 é mais
fraca que T2 (ou T2 é mais forte que T1) se todo subconjunto que é aberto para
T1 também é aberto para T2. Dizemos que as duas topologias são equivalentes
se elas contêm exatamente os mesmos abertos.

Teorema 2.1.2. As topologias definidas pelas bases de vizinhanças (2.1.1),
(2.1.3), (2.1.4), (2.1.5) e (2.1.2) são todas equivalentes.

Demonstração. É claro que a topologia (2.1.2) é mais fraca que a topologia
(2.1.1), já que toda função Lipschitz é cont́ınua.

Para mostrar que a topologia (2.1.3) é mais fraca que a topologia (2.1.2),
considere qualquer famı́lia finita F = {F1, . . . , FN} de subconjuntos fechados de
M . De acordo com o Lema A.3.4, para cada δ > 0 e cada i, existe uma função
Lipschitz ψi : M → [0, 1] tal que XFi ≤ ψi ≤ XF δ

i
. Observe que ∩δF δi = Fi,
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porque Fi é fechado, e portanto µ(F δi ) → µ(Fi) quando δ → 0. Fixe δ > 0
suficientemente pequeno para que µ(F δi ) < ε/2 para todo i. Seja Ψ o conjunto
das funções ψ1, . . . , ψN obtidas deste modo. Observe que

∣∣
∫
ψi dν −

∫
ψi dµ

∣∣ < ε/2 ⇒ ν(Fi) − µ(F δi ) < ε/2 ⇒ ν(Fi) ≤ µ(Fi) + ε

para todo i. Em outras palavras, V (µ,Ψ, ε/2) está contido em Vf (µ,F , ε).
É fácil ver que as topologias (2.1.3) e (2.1.4) são equivalentes. De fato, seja

F = {F1, . . . , Fn} uma famı́lia finita de fechados e seja A = {A1, . . . , AN}, onde
cada Ai é o complementar de Fi. É claro que

Vf (µ,F , ε) = {ν ∈ M1 : ν(Fi) < µ(Fi) + ε para todo i}
= {ν ∈ M1 : ν(Ai) > µ(Ai) − ε para todo i} = Va(µ,A, ε).

Em seguida, vamos mostrar que a topologia (2.1.5) é mais fraca que as
topologias equivalentes (2.1.3) e (2.1.4). Dada qualquer famı́lia finita B =
{B1, . . . , BN} de conjuntos de continuidade de µ seja, para cada i, Fi o fe-
cho e Ai o interior de Bi. Denote F = {F1, . . . , FN} e A = {A1, . . . , AN}.
Como µ(Fi) = µ(Bi) = µ(Ai),

ν(Fi) < µ(Fi) + ε ⇒ ν(Bi) < µ(Bi) + ε

ν(Ai) > µ(Ai) − ε ⇒ ν(Bi) > µ(Bi) − ε

para todo i. Isto significa que Vf (µ,F , ε)∩Va(µ,A, ε) está contido em Vc(µ,B, ε).
Finalmente, provemos que a topologia (2.1.1) é mais fraca que a topolo-

gia (2.1.5). Seja Φ = {φ1, . . . , φN} uma famı́lia finita de funções cont́ınuas
limitadas. Fixemos um inteiro ℓ tal que sup |φi(x)| < ℓ para todo i. Para
cada i, as pré-imagens φ−1

i (s), s ∈ [−ℓ, ℓ] são disjuntas duas-a-duas. Portanto,
µ
(
φ−1
i (s)

)
= 0 exceto para um conjunto enumerável de valores de s. Em parti-

cular, podemos escolher k ∈ N e pontos −ℓ = t0 < t1 < · · · < tk−1 < tk = ℓ tais
que tj − tj−1 < ε/2 e µ({φ−1

i (tj)}) = 0 para todo j. Então cada

Bi,j = φ−1
i ((tj−1, tj ])

é conjunto de continuidade para µ. Além disso,

k∑

j=1

tj µ(Bi,j) ≥
∫
φi dµ ≥

k∑

j=1

tj−1 µ(Bi,j) >

k∑

j=1

tj µ(Bi,j) − ε/2

e valem desigualdades análogas para as integrais relativamente a ν. Segue que

∣∣
∫
φi dµ−

∫
φi dν

∣∣ ≤
k∑

j=1

ℓ |µ(Bi,j) − ν(Bi,j)| + ε/2 (2.1.6)

para todo i. Denote B = {Bi,j : i = 1, . . . , N e j = 1, . . . , k}. Então a relação
(2.1.6) implica que Vc(µ,B, ε/(2kℓ)) está contido em V (µ,Φ, ε).

Veremos no Exerćıcio 2.1.3 que a topologia fraca∗ em M1(M) é separável
sempre que o espaço métrico M é separável. Na próxima seção vamos mostrar
que, nas mesmas condições, ela também é metrizável.
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2.1.3 A topologia fraca∗ é metrizável

Agora suponha que o espaço métrico M é separável. Então M1(M) munido
da topologia fraca∗ é um espaço separável (Exerćıcio 2.1.3). Nesta seção vamos
mostrar que esse espaço também é metrizável: é posśıvel exibir distâncias em
M1(M) que induzem a topologia fraca∗.

Dados µ, ν ∈ M1(M), defina D(µ, ν) como sendo o ı́nfimo de todos os
números δ > 0 tais que

µ(B) < ν(Bδ) + δ e ν(B) < µ(Bδ) + δ para todo boreliano B. (2.1.7)

Lema 2.1.3. A função D é uma distância em M1(M).

Demonstração. Comecemos por mostrar que se D(µ, ν) = 0 então µ = ν. De
fato, a hipótese implica que

µ(B) ≤ ν(B̄) e ν(B) ≤ µ(B̄)

para todo subconjunto boreliano B ⊂ M , onde B̄ representa o fecho. Quando
B é um fechado estas desigualdades significam que µ(B) = ν(B). Como vi-
mos anteriormente, duas medidas que coincidem nos subconjuntos fechados são
necessariamente iguais.

Deixamos a verificação das demais condições na definição de distância ao
cuidado do leitor (Exerćıcio 2.1.5).

Esta distância é denominada métrica de Levy-Prohorov. No que segue repre-
sentaremos por BD(µ, r) a bola relativamente a D com centro em µ ∈ M1(M)
e raio r > 0.

Proposição 2.1.4. Se M é espaço métrico separável então a topologia induzida
pela distância D coincide com a topologia fraca∗ em M1(M).

Demonstração. Seja ε > 0 e seja F = {F1, . . . , FN} uma famı́lia finita de fe-
chados de M . Fixe δ ∈ (0, ε/2) tal que µ(F δi ) < µ(Fi) + ε/2 para todo i. Se
ν ∈ BD(µ, δ) então

ν(Fi) < µ(F δi ) + δ < µ(Fi) + ε para todo i,

o que significa que ν ∈ Vf (µ,F , ε). Isto mostra que a topologia induzida pela
distância D é mais forte que a topologia (2.1.3) a qual, como vimos anterior-
mente, é equivalente à topologia fraca∗.

Resta provar que se M é separável então a topologia fraca∗ é mais forte que
a topologia induzida por D. Dado ε > 0, fixemos δ ∈ (0, ε/3). Para isso, seja
{p1, p2, . . . } um subconjunto enumerável denso de M . Para cada j, as esferas
∂B(pj, r) ⊂ {x : d(x, pj) = r}, r > 0 são disjuntas duas-a-duas. Portanto, é
posśıvel encontrar r > 0 arbitrariamente pequeno tal que µ(∂B(pj , r)) = 0 para
todo j. Fixemos um tal r, com r ∈ (0, δ/3). A famı́lia {B(pj , r) : j = 1, 2, . . . } é
uma cobertura enumerável de M por conjuntos de continuidade de µ. Fixemos
k ≥ 1 tal que o conjunto U = ∪kj=1B(pj , r) satisfaz

µ
(
U
)
> 1 − δ. (2.1.8)
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Em seguida, consideremos a partição (finita) P de U definida pela famı́lia
{B(pj , r) : j = 1, . . . , k}: os elementos de P são os conjuntos maximais P ⊂ U
tais que, para cada j, ou P está contido em B(pj , r) ou P é disjunto de B(pj , r).
Veja a Figura 2.1. Em seguida, seja E a famı́lia de todos as uniões finitas de
elementos de P . Note que o bordo de todo elemento de E está contido na união
dos bordos dos B(pj , r), 1 ≤ j ≤ k e, consequentemente, tem medida nula. Ou
seja, todo elemento de E é conjunto de continuidade de µ.

Figura 2.1: Partição definida por uma cobertura

Se ν ∈ Vc(µ, E , δ) então

|µ(E) − ν(E)| < δ para todo E ∈ E . (2.1.9)

Em particular, (2.1.8) juntamente com (2.1.9) implicam que

ν
(
U
)
> 1 − 2δ. (2.1.10)

Agora, dado um subconjunto boreliano B qualquer, denote por EB a união dos
elementos de P que intersectam B. Então EB ∈ B e portanto a relação (2.1.9)
dá que

|µ(EB) − ν(EB)| < δ.

Observe que B está contido em EB ∪ U c. Além disso, EB ⊂ Bδ porque todo
elemento de P tem diâmetro menor que 2r < δ. Estes fatos, juntamente com
(2.1.8) e (2.1.10) implicam que

µ(B) ≤ µ(EB) + δ < ν(EB) + 2δ ≤ ν(Bδ) + 2δ

ν(B) ≤ ν(EB) + 2δ < µ(EB) + 3δ ≤ µ(Bδ) + 3δ.

Como 3δ < ε, estas relações implicam que ν ∈ BD(µ, ε).

Pode mostrar-se que se M é espaço métrico completo separável então a
métrica de Levy-Prohorov em M1(M) é completa (e separável, de acordo com o
Exerćıcio 2.1.3). Veja, por exemplo, o Teorema 6.8 do livro de Billingsley [Bil68].

2.1.4 A topologia fraca∗ é compacta

Nesta seção suporemos que o espaço métrico M é compacto. Vamos provar o
seguinte fato:
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Teorema 2.1.5. O espaço M1(M) munido da topologia fraca∗ é compacto.

Como já sabemos que M1(M) é metrizável, basta provar o seguinte:

Proposição 2.1.6. Toda sequência (µk)k∈N em M1(M) admite alguma sub-
sequência que é convergente na topologia fraca∗.

Demonstração. Seja {φn : n ∈ N} um subconjunto enumerável denso na bola
unitária de C0(M) (lembre do Teorema A.3.13). Para cada n ∈ N, a sequência
de números reais

∫
φn dµk , k ∈ N é limitada por 1. Portanto, para cada n ∈ N

existe uma sequência (knj )j∈N tal que
∫
φn dµkn

j
converge para algum número Φn ∈ R quando j → ∞.

Além disso, cada sequência (kn+1
j )j∈N pode ser escolhida como subsequência da

anterior (knj )j∈N. Definamos ℓj = kjj para cada j ∈ N. Por construção, (ℓj)j∈N

é uma subsequência de (knj )j∈N a menos de um número finito de termos. Logo

(∫
φn dµℓj

)

j

→ Φn para todo n ∈ N.

Daqui se deduz facilmente que

Φ(ϕ) = lim
j

∫
ϕdµℓj existe (2.1.11)

para toda função ϕ ∈ C0(M). De fato, suponha primeiro que ϕ está na bola
unitária de C0(M). Dado qualquer ε > 0 podemos encontrar n ∈ N tal que
‖ϕ− φn‖ ≤ ε. Então

∣∣
∫
ϕdµℓj −

∫
φn dµℓj

∣∣ ≤ ε

para todo j. Como
∫
φn dµℓj converge (para Φn), segue que

lim sup
j

∫
ϕdµℓj − lim inf

j

∫
ϕdµℓj ≤ 2ε.

Como ε é arbitrário, conclúımos que limj

∫
ϕdµℓj existe. Isto prova (2.1.11)

quando a função está na bola unitária. O caso geral reduz-se imediatamente a
esse, substituindo ϕ por ϕ/‖ϕ‖. Assim, completamos a prova de (2.1.11).

Finalmente, é claro que o operador Φ : C0(M) → R definido por (2.1.11)
é linear e positivo: Φ(ϕ) ≥ minϕ ≥ 0 sempre que ϕ ≥ 0 em todo ponto.
Além disso, Φ(1) = 1. Logo, pelo Teorema A.3.11, existe alguma probabilidade
boreliana µ em M tal que Φ(ϕ) =

∫
ϕdµ para toda função cont́ınua ϕ. Agora

a igualdade em (2.1.11) pode ser reescrita
∫
ϕdµ = lim

j

∫
ϕdµℓj para toda ϕ ∈ C0(M).

De acordo com o Lema 2.1.1, isto quer dizer que a subsequência (µℓj )j∈N con-
verge para µ na topologia fraca∗.
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Conforme observamos anteriormente, o Teorema 2.1.5 é uma consequência
imediata da proposição que acabamos de demonstrar.

2.1.5 Teorema de Prohorov

O teorema que vamos enunciar nesta seção dá um critério muito geral para
compacidade de uma famı́lia de medidas de probabilidade. De fato, a classe de
espaços métricos M a que ele se aplica inclui praticamente todos os exemplos
interessantes.

Definição 2.1.7. Um conjunto M de medidas num espaço topológico é justo
se para todo ε > 0 existe um subconjunto compacto K tal que µ(Kc) < ε para
toda medida µ ∈ M.

Note que quando M se reduz a uma única medida esta definição corresponde
exatamente à Definição A.3.6. Claramente, esta propriedade é hereditária: se
um conjunto é justo então todo subconjunto dele também é justo. Note também
que se M é um espaço métrico compacto então o espaço M1(M) de todas as
medidas de probabilidade constitui um conjunto justo. Portanto o resultado a
seguir generaliza o Teorema 2.1.5:

Teorema 2.1.8 (Prohorov). Seja M um espaço métrico separável completo.
Um conjunto K ⊂ M1(M) é justo se, e somente se, toda sequência em K possui
alguma subsequência convergente em M1(M).

Demonstração. Vamos provar apenas a condição necessária, que é a parte mais
útil do enunciado. No Exerćıcio 2.1.8 convidamos o leitor a provar a rećıproca.

Suponha que K é justo. Considere uma sequência crescente (Kl)l de sub-
conjuntos compactos de M tais que η(Kc

l ) ≤ 1/l para todo l e todo η ∈ K. Fixe
uma sequência qualquer (µn)n em K. Afirmamos, inicialmente, que para cada l
existe uma subsequência (nj)j e existe uma medida νl em M tal que νl(K

c
l ) = 0

e (µnj | Kl)j converge para νl, no sentido de que

∫

Kl

ψ dµnj →
∫

Kl

ψ dνl para toda função cont́ınua ψ : Kl → R. (2.1.12)

Este fato é uma consequência simples do Teorema 2.1.5: a menos de restringir
a uma subsequência, podemos supor que o limite bl = limn µn(Kl) existe (note
que 1 ≥ bl ≥ 1 − 1/l); segue do teorema que a sequência de restrições nor-
malizadas

(
(µn | Kl)/µn(Kl)

)
n

admite subsequência convergente para alguma
probabilidade ηl ∈ M1(Kl); para concluir a prova da afirmação basta tomar
considerar ηl uma probabilidade em M , com ηl(K

c
l ) = 0, e tomar νl = blηl.

Em seguida, usando um argumento diagonal análogo ao da Proposição 2.1.6,
podemos escolher a subsequência (nj)j de tal forma que (2.1.12) vale, simulta-
neamente, para todo l ≥ 1. Observe que a sequência (ηl)l é monótona não
decrescente: dados k > l e qualquer função cont́ınua φ : M → [0, 1],

∫
φdνl = lim

j

∫

Kl

φdµnj ≤ lim
j

∫

Kk

φdµnj =

∫
φdνk.
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Analogamente, para quaisquer k > l e qualquer função cont́ınua φ : M → [0, 1],
∫
φdνk −

∫
φdνl = lim

j

∫

Kk\Kl

φdµnj ≤ lim sup
j

µnj (K
c
l ) ≤ 1/l.

Usando o Exerćıcio A.3.5, podemos traduzir estes fatos em termos de medidas
de conjuntos: para todo k > l e todo boreliano E ⊂M ,

νl(E) ≤ νk(E) ≤ νl(E) + 1/l. (2.1.13)

Defina ν(E) = liml νl(E) para cada boreliano E. Afirmamos que ν é uma
probabilidade em M . É imediato da definição que ν(∅) = 0 e que ν é aditiva.
Além disso, ν(M) = liml ν(Kl) = liml bl = 1. Para mostrar que ν é σ-aditiva,
usaremos o critério da continuidade no vazio. Considere qualquer sequência
decrescente (Bn)n de borelianos de M com ∩nBn = ∅. Dado ε > 0, escolha l
tal que 1/l < ε. Como νl é σ-aditiva, o Teorema A.1.14 dá que νl(Bn) < ε para
todo n suficientemente grande. Logo, ν(Bn) ≤ νl(Bn) + 1/l < 2ε para todo
n suficientemente grande. Isto prova que (ν(Bn))n converge para zero e, pelo
Teorema A.1.14, segue que ν é realmente σ-aditiva.

A definição de ν implica (veja o Exerćıcio 2.1.1 ou o Exerćıcio 2.1.4) que
(νl)l converge para ν na topologia fraca∗. Portanto, dado ε > 0 e dada uma
função cont́ınua limitada ϕ : M → R qualquer, |

∫
ϕdνl−

∫
ϕdν| < ε para todo

l suficientemente grande. Fixe l satisfazendo também sup |ϕ|/l < ε. Então,

|
∫
ϕdµnj −

∫
ϕdνl| ≤ |

∫

Kc
l

ϕdµnj | + |
∫

Kl

ϕdµnj −
∫

Kl

ϕdνl| ≤ 2ε

para todo j suficientemente grande. Isto mostra que |
∫
ϕdµnj −

∫
ϕdν| < 3ε

sempre que j é suficientemente grande e, portanto, (µnj )j converge para ν na
topologia fraca∗.

2.1.6 Exerćıcios

2.1.1. Seja M um espaço métrico e seja (µn)n uma sequência em M1(M).
Mostre que as seguintes condições são todas equivalentes:

1. (µn)n converge para uma probabilidade µ na topologia fraca∗.

2. lim supn µn(F ) ≤ µ(F ) para todo fechado F ⊂M .

3. lim infn µn(A) ≥ µ(A) para todo aberto A ⊂M .

4. limn µn(B) = µ(B) para todo conjunto de continuidade B de µ.

5. limn

∫
ψ dµn =

∫
ψ dµ para toda função Lipschitz ψ : M → R.

2.1.2. Fixe qualquer subconjunto denso F da bola unitária de C0(M). Mostre
que uma sequência (µn)n∈N de probabilidades em M converge na topologia
fraca∗ para alguma µ ∈ M1(M) se, e somente se,

∫
φdµn converge para

∫
φdµ, para todo φ ∈ F .
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2.1.3. Mostre que o conjunto das medidas com suporte finito é denso em
M1(M), relativamente à topologia fraca∗. Supondo que o espaço métrico M é
separável, conclua que M1(M) também é separável.

2.1.4. A topologia uniforme em M1(M) é definida pelo sistema de vizinhanças

Vu(µ, ε) = {ν ∈ M1(M) : |µ(B) − ν(B)| < ε para todo B ∈ B}

e a topologia pontual é definida pelo sistema de vizinhanças

Vp(µ,B, ε) = {ν ∈ M1(M) : |µ(Bi) − ν(Bi)| < ε para i}

onde ε > 0, n ≥ 1 e B = {B1, . . . , BN} é uma famı́lia finita de conjuntos
mensuráveis. Verifique que a topologia uniforme é mais forte que a topologia
pontual a qual, por sua vez, é mais forte que a topologia fraca∗. Mostre, por
meio de exemplos, que essas relações podem ser estritas.

2.1.5. Complete a demonstração do Lema 2.1.3.

2.1.6. Sejam Vk, k = 1, 2, . . . variáveis aleatórias reais, ou seja, funções men-
suráveis Vk : (X,B, µ) → R em algum espaço de probabilidade (X,B, µ). A
função de distribuição de Vk é a função monótona Fk : R → [0, 1] definida por
Fk(a) = µ({x ∈ X : Vk(x) ≤ a}). Diz-se que (Vk)k converge em distribuição
para uma variável aleatória V se limk Fk(a) = F (a) para todo ponto de conti-
nuidade a da função de distribuição F da variável aleatória V . O que isto tem
que ver com a topologia fraca∗?

2.1.7. Seja (µn)n∈N uma sequência de probabilidades convergindo para uma
probabilidade µ na topologia fraca∗. Seja B um conjunto de continuidade para
µ com µ(B) > 0. Mostre que as restrições normalizadas (µn | B)/µn(B) con-
vergem para a restrição normalizada (µ | B)/µ(B) quando n→ ∞. O que pode
ser dito se substituirmos conjunto de continuidade por subconjunto fechado, ou
por subconjunto aberto?

2.1.8. (Rećıproca do teorema de Prohorov) Mostre que se K ⊂ M1(M) é tal
que toda sequência em K admite alguma subsequência convergente em M1(M),
então K é justo.

2.2 Demonstração do teorema de existência

Comecemos por introduzir uma notação útil. Dado f : M → M e qualquer
medida η em M denota-se por f∗η e chama-se iterado (ou imagem) de η por
f a medida definida por f∗η

(
B
)

= η
(
f−1(B)

)
para cada conjunto mensurável

B ⊂M . Note que η é invariante por f se, e somente se, f∗η = η.

Lema 2.2.1. Sejam η uma medida e φ uma função mensurável limitada. Então
∫
φdf∗η =

∫
φ ◦ f dη. (2.2.1)



2.2. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DE EXISTÊNCIA 45

Demonstração. Se φ é a função caracteŕıstica de um conjunto mensurável B
então a relação (2.2.1) significa que f∗η(B) = η(f−1(B)), o que é verdade por
definição. Pela linearidade da integral, segue que (2.2.1) vale sempre que φ é
uma função simples. Finalmente, como toda função mensurável limitada pode
ser aproximada uniformemente por funções simples (veja a Proposição A.1.33),
segue que a conclusão do lema é verdadeira em geral.

Proposição 2.2.2. A aplicação f∗ : M1(M) → M1(M) é cont́ınua relativa-
mente à topologia fraca∗.

Demonstração. Seja ε > 0 e Φ = {φ1, . . . , φn} uma famı́lia qualquer de funções
cont́ınuas limitadas. Como f é cont́ınua, a famı́lia Ψ = {φ1 ◦ f, . . . , φn ◦ f}
também consiste de funções cont́ınuas limitadas. Pelo lema anterior,

|
∫
φi d(f∗µ) −

∫
φi d(f∗ν)| = |

∫
(φi ◦ f) dµ−

∫
(φi ◦ f) dν|

e portanto o lado esquerdo é menor que ε se o lado direito for menor que ε. Isto
quer dizer que

f∗
(
V (µ,Ψ, ε)

)
⊂ V (f∗µ,Φ, ε)) para todo µ, Φ e ε

e este último fato mostra que f∗ é cont́ınua.

A esta altura, o Teorema 2.1 pode ser deduzido de um resultado clássico
sobre operadores cont́ınuos em espaços vetoriais topológicos, conhecido como
teorema do ponto fixo de Schauder-Tychonoff.

Um espaço vetorial topológico é um espaço vetorial V munido de uma to-
pologia relativamente à qual as duas operações (adição de vetores e produto de
um vetor por um escalar) são cont́ınuas. Um conjunto K ⊂ V diz-se convexo se
(1 − t)x+ ty ∈ K para todo x, y ∈ K e todo t ∈ [0, 1].

Teorema 2.2.3 (Schauder-Tychonoff). Seja F : V → V uma transformação
cont́ınua num espaço vetorial topológico V . Suponha que existe um conjunto
compacto convexo K ⊂ V tal que F (K) ⊂ K. Então F (v) = v para algum
v ∈ K.

O Teorema 2.1 corresponde ao caso em que V = M(M) é o espaço das
medidas complexas, K = M1(M) é o espaço das probabilidades emM , e F = f∗
é a ação de f em M(M).

No entanto, a situação do Teorema 2.1 é bem mais simples do que o caso
geral do teorema de Schauder-Tychonoff, porque o operador f∗ além de ser
cont́ınuo também é linear. Isso permite dar uma demonstração direta e elemen-
tar do Teorema 2.1, que também tem a vantagem de fornecer alguma informação
adicional sobre a medida invariante.

Para fazer isso, seja ν uma probabilidade qualquer em M : por exemplo, a
medida de Dirac em um ponto qualquer. Forme a sequência de probabilidades

µn =
1

n

n−1∑

j=0

f j∗ν (2.2.2)
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onde f j∗ν é a imagem de ν pelo iterado f j. Pelo Teorema 2.1.5, esta sequência
tem algum ponto de acumulação, ou seja, existe alguma subsequência (nk)k∈N

e alguma probabilidade µ ∈ M1(M) tais que

1

nk

nk−1∑

j=0

f j∗ν → µ (2.2.3)

na topologia fraca∗. Agora é suficiente provar o seguinte:

Lema 2.2.4. Todo ponto de acumulação de uma sequência (µn)n∈N do tipo
(2.2.2) é uma probabilidade invariante por f .

Demonstração. A relação (2.2.3) afirma que dada uma famı́lia Φ = {φ1, . . . , φn}
de funções cont́ınuas limitadas e para todo ε > 0 tem-se

∣∣ 1

nk

nk−1∑

j=0

∫
(φi ◦ f j) dν −

∫
φi dµ

∣∣ < ε/2 (2.2.4)

para todo i e todo k suficientemente grande. Pelo Lema 2.2.2, temos que

f∗µ = f∗
(
lim
k

1

nk

nk−1∑

j=0

f j∗ν
)

= lim
k

1

nk

nk∑

j=1

f j∗ν . (2.2.5)

Agora observe que

∣∣ 1

nk

nk−1∑

j=0

∫
(φi ◦ f j) dν −

1

nk

nk∑

j=1

∫
(φi ◦ f j) dν

∣∣

=
1

nk

∣∣
∫
φi dν −

∫
(φi ◦ fnk) dν

∣∣ ≤ 2

nk
sup |φi|

e esta última expressão é menor que ε/2 para todo i e todo k suficientemente
grande. Juntando este fato com (2.2.4), conclúımos que

∣∣ 1

nk

nk∑

j=1

∫
(φi ◦ f j) dν −

∫
φi dµ

∣∣ < ε (2.2.6)

para todo i e todo k suficientemente grande. Isto significa que

1

nk

nk∑

j=1

f j∗ν → µ

quando k → ∞. Mas (2.2.5) significa que esta mesma sequência converge para
f∗µ. Por unicidade do limite, segue que f∗µ = µ.

Agora a demonstração do Teorema 2.1 está completa. Os exemplos simples
a seguir mostram que nenhuma das duas hipóteses do teorema, continuidade e
compacidade, pode ser omitida.
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Exemplo 2.2.5. Considere f : (0, 1] → (0, 1] dada por f(x) = x/2. Suponha
que f admite alguma probabilidade invariante; o objetivo é mostrar que isso
não acontece. Pelo teorema de recorrência (Teorema 1.2.4), relativamente a
essa probabilidade quase todo ponto de (0, 1] é recorrente. Mas é imediato que
não existe nenhum ponto recorrente: a órbita de qualquer x ∈ (0, 1] converge
para zero e, em particular, não acumula no ponto inicial x. Portanto, f é um
exemplo de transformação cont́ınua num espaço não compacto que não admite
nenhuma probabilidade invariante.

Exemplo 2.2.6. Modificando um pouco o exemplo, podemos mostrar que o
mesmo fenômeno pode ocorrer em espaços compactos, se a transformação não é
cont́ınua. Considere f : [0, 1] → [0, 1] dada por f(x) = x/2 se x 6= 0 e f(0) = 1.
Pela mesma razão que antes, nenhum ponto x ∈ (0, 1] é recorrente. Portanto,
se existe alguma probabilidade invariante µ ela tem que dar peso total ao único
ponto recorrente, que é x = 0. Em outras palavras, µ precisa ser a medida de
Dirac δ0 suportada em zero, que é definida por

δ0(E) = 1 se 0 ∈ E e δ0(E) = 0 se 0 /∈ E.

Mas a medida δ0 não é invariante por f : tomando E = {0} temos que E tem
medida 1 mas a sua pré-imagem f−1(E) é o conjunto vazio, que tem medida
nula. Portanto, esta transformação também não tem nenhuma probabilidade
invariante.

O nosso terceiro exemplo é de natureza um pouco diferente:

Exemplo 2.2.7. Consideremos f : [0, 1] → [0, 1] dada por f(x) = x/2. Trata-se
de uma transformação cont́ınua num espaço compacto. Logo, pelo Teorema 2.1,
ela admite alguma probabilidade invariante. Pelos mesmos argumentos que
usamos no caso anterior, se conclui que de fato há uma única probabilidade
invariante, que é a medida de Dirac δ0 suportada no ponto zero. Note que neste
caso a medida δ0 é de fato invariante.

Mencionamos este último caso para enfatizar as limitações do Teorema 2.1
(que são inerentes à sua grande generalidade): as medidas que ele garante existi-
rem podem ser completamente triviais; por exemplo, neste caso quando falamos
de “quase todo ponto”estamos nos referindo apenas ao ponto x = 0. Por isso,
um objetivo importante em Teoria Ergódica é encontrar medidas invariantes
mais sofisticadas, com propriedades adicionais (por exemplo, serem equivalen-
tes à medida de Lebesgue) que as tornem mais interessantes.

Como uma aplicação imediata do Teorema 2.1, temos a seguinte demonstra-
ção alternativa do teorema de recorrência de Birkhoff (Teorema 1.2.6). Suponha
que f : M → M é uma transformação cont́ınua num espaço métrico compacto.
Pelo Teorema 2.1, existe alguma probabilidade f -invariante µ. Por outro lado,
todo espaço métrico compacto admite uma base enumerável de abertos. Por-
tanto, podemos aplicar o Teorema 1.2.4, para concluir que µ-quase todo ponto
é recorrente. Em particular, o conjunto dos pontos recorrentes é não vazio, tal
como afirma o Teorema 1.2.6.
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2.2.1 Exerćıcios

2.2.1. Prove a seguinte generalização do Lema 2.2.4. Seja f : M → M uma
transformação cont́ınua num espaço métrico compacto, ν uma probabilidade
em M e (In)n uma sequência de intervalos de números naturais tais que #In
converge para infinito quando n vai para infinito. Então qualquer ponto de
acumulação da sequência

µn =
1

#In

∑

j∈In

f j∗ν

é uma probabilidade f -invariante.

2.2.2. Seja f1, . . . , fq : M → M uma famı́lia finita qualquer de transformações
cont́ınuas num espaço métrico compacto que comutam entre si. Prove que
existe alguma medida de probabilidade µ que é invariante por fi para todo
i ∈ {1, . . . , q}. Além disso, a conclusão permanece válida para qualquer famı́lia
infinita enumerável {fj : j ∈ N} de transformações que comutam entre si.

2.2.3. Seja f : [0, 1] → [0, 1] a transformação expansão decimal. Mostre que,
para cada k ≥ 1, existe alguma probabilidade invariante cujo suporte é formado
por exatamente k pontos (em particular, f admite infinitas probabilidades in-
variantes). Determine se existem probabilidades invariantes µ tais que

(a) o suporte de µ é infinito enumerável;

(b) o suporte de µ é não enumerável mas tem interior vazio;

(c) o suporte de µ tem interior não vazio mas µ é singular com relação à
medida de Lebesgue m.

2.2.4. Prove o teorema de existência de medidas invariantes para fluxos: todo
fluxo cont́ınuo (f t)t∈R num espaço métrico compacto admite alguma medida de
probabilidade invariante.

2.2.5. Mostre que a transformação f : [−1, 1] → [−1, 1], f(x) = 1− 2x2 admite
alguma medida de probabilidade invariante equivalente à medida de Lebesgue
no intervalo.

2.2.6. Seja f : M →M uma transformação mensurável invert́ıvel e seja m uma
probabilidade em M tal que m(A) = 0 se, e somente se, m(f(A)) = 0. Dizemos
que o par (f,m) é totalmente dissipativo se existe um conjunto mensurável
W ⊂ M cujos iterados f j(W ), j ∈ Z são disjuntos dois-a-dois e a sua união
tem medida total. Mostre que se (f,m) é totalmente dissipativo então f admite
alguma medida invariante, σ-finita, equivalente à medida m. Essa medida é
necessariamente infinita.

2.2.7. Seja f : M →M uma transformação mensurável invert́ıvel e seja m uma
probabilidade em M tal que m(A) = 0 se, e somente se, m(f(A)) = 0. Dizemos
que o par (f,m) é conservativo se não existe conjunto mensurável W ⊂M com
medida positiva cujos iterados f j(W ), j ∈ Z são disjuntos dois-a-dois. Mostre
que se (f,m) é conservativo então, para todo conjunto mensurável X ⊂ M ,
m-quase todo ponto de X regressa a X infinitas vezes.
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2.2.8. Suponha que (f,m) é conservativo. Mostre que f admite uma medida
invariante σ-finita µ equivalente a m se, e somente se, existem conjuntos X1 ⊂
· · · ⊂ Xn ⊂ · · · com M = ∪nXn e m(Xn) < ∞ para todo n, tais que a
transformação de primeiro retorno fn a cada Xn admite uma medida invariante
µn finita e absolutamente cont́ınua com respeito à restrição de m a Xn.

2.2.9. Dê exemplos de pares conservativos (f,m) tais que f não admite me-
didas invariantes finitas equivalentes a m. [Observação: Ornstein [Orn60] deu
exemplos em que f não admite sequer medidas invariantes σ-finitas equivalentes
a m.]

2.3 Comentários de Análise Funcional

A definição da topologia fraca∗ no espaço das probabilidades é um caso especial
de uma construção geral em Análise Funcional que vamos relembrar a seguir.
Ela nos conduzirá a introduzir uma certa isometria linear Uf do espaço L1(µ),
denominada operador de Koopman do sistema (f, µ). Estes operadores são de
grande utilidade em Teoria Ergódica pois permitem fazer uso de ferramentas
de Análise no estudo das propriedades de medidas invariantes. Para ilustrar
este fato, daremos uma demonstração alternativa do Teorema 2.1 a partir de
propriedades espectrais do operador de Koopman.

2.3.1 Dualidade e topologias fracas

Seja E um espaço de Banach, ou seja, um espaço vetorial munido de uma norma
completa. Seja E∗ o seu dual, isto é, o espaço dos funcionais lineares cont́ınuos.
O dual é também um espaço de Banach, com a norma

‖g‖ = sup
{ |g(v)|

‖v‖ : v ∈ E \ {0}
}
. (2.3.1)

A topologia fraca no espaço E é a topologia definida pela base de vizinhanças

V (v, {g1, . . . , gN}, ε) = {w ∈ E : |gi(v) − gi(w)| < ε para todo i}, (2.3.2)

onde g1, . . . , gN ∈ E∗. Em termos de sequências, ela satisfaz

(vn)n → v ⇒ (g(vn))n → g(v) para todo g ∈ E∗.

A topologia fraca∗ no dual E∗ é a topologia definida pela base de vizinhanças

V ∗(g, {v1, . . . , vN}, ε) = {h ∈ E∗ : |g(vi) − h(vi)| < ε para todo i}, (2.3.3)

onde v1, . . . , vN ∈ E. Ela satisfaz

(gn)n → g ⇒ (gn(v))n → g(v) para todo v ∈ E.

Esta última topologia é notável devido ao seguinte fato:
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Teorema 2.3.1 (Banach-Alaoglu). A bola unitária fechada de E∗ é compacta
para a topologia fraca∗.

A construção que realizamos anteriormente corresponde ao caso em que E
é o espaço C0(M) das funções cont́ınuas e E∗ é o espaço M(M) das medi-
das complexas num espaço métrico compacto M : de acordo com o teorema de
Riesz-Markov (Teorema A.3.12) M(M) corresponde ao dual de C0(M) quando
identificamos cada medida µ ∈ M(M) com o funcional linear Iµ(φ) =

∫
φdµ.

Note que a definição da norma (2.3.1) dá

‖µ‖ = sup
{ |
∫
φdµ|

sup |φ| : φ ∈ C0(M) \ {0}
}
.

Em particular, o conjunto M1(M) das medidas de probabilidade está contido
na bola unitária de M(M). Como este subconjunto é fechado na topologia
fraca∗, conclúımos que o Teorema 2.1.5 também segue diretamente do teorema
de Banach-Alaoglu.

Agora consideremos uma transformação cont́ınua f : M → M qualquer em
M e consideremos a sua ação f∗ : M(M) → M(M), µ 7→ f∗µ no espaço das
medidas complexas. Então f∗ é um operador linear em M(M) e é cont́ınuo
relativamente à topologia fraca∗. Existe outro operador linear cont́ınuo natural-
mente associado a f , a saber Uf : C0(M) → C0(M), φ 7→ φ ◦ f . Agora observe
que estes operadores são duais (lembre do Lema 2.2.1):

∫
Uf (φ) dµ =

∫
(φ ◦ f) dµ =

∫
φd(f∗µ). (2.3.4)

Estas considerações motivam a noção que apresentaremos na próxima seção.

2.3.2 Operador de Koopman

Sejam (M,B) um espaço mensurável, f : M → M uma transformação men-
surável e µ uma medida invariante por f . O operador de Koopman é o operador
linear

Uf : L1(µ) → L1(µ), Uf (φ) = φ ◦ f.
Note que Uf está bem definido e é uma isometria, isto é, ele preserva a norma
do espaço L1(µ):

‖Uf(φ)‖1 =

∫
|Uf (φ)| dµ =

∫
|φ| ◦ f dµ =

∫
|φ| dµ = ‖φ‖1 (2.3.5)

uma vez que µ é invariante. Além disso, Uf é um operador linear positivo:
Uf (φ) ≥ 0 em µ-quase todo ponto sempre que φ ≥ 0 em µ-quase todo ponto.
Resumimos estes fatos na seguinte proposição:

Proposição 2.3.2. O operador Uf : L1(M) → L1(M) induzido por f é linear,
positivo e uma isometria.
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A propriedade (2.3.5) implica que o operador Uf é injetivo. Em geral Uf
não é sobrejetivo (veja o Exerćıcio 2.3.5). Claro que se f é invert́ıvel então Uf
é um isomorfismo: o inverso é o operador de Koopman Uf−1 da inversa de f .

Podemos também considerar versões do operador de Koopman definidas nos
espaços Lp(µ),

Uf : Lp(µ) → Lp(µ), Uf (φ) = φ ◦ f
para qualquer p ∈ [1,∞]. A Proposição 2.3.2 permanece válida em todos estes
casos: todos estes operadores são isometrias lineares positivas.

Quando M é um espaço métrico compacto e f é cont́ınua, é particular-
mente interessante observar a ação de Uf restrita ao espaço C0(M) das funções
cont́ınuas:

Uf : C0(M) → C0(M).

É claro que este operador é cont́ınuo relativamente à norma da convergência
uniforme. Conforme vimos anteriormente, o dual de C0(M) está identificado
de maneira natural com o espaço M(M) das medidas complexas em M . Além
disso, a relação (2.3.4) mostra que o operador dual

U∗
f : C0(M)∗ → C0(M)∗

corresponde precisamente à ação f∗ : M(M) → M(M) da transformação f
quando fazemos essa identificação. Esse fato vai nos permitir usar resultados de
Teoria Espectral para dar outra demonstração do Teorema 2.1.

Para isso precisamos lembrar algumas noções da teoria de operadores posi-
tivos. O leitor interessado poderá encontrar mais detalhes e demonstrações no
livro de Deimling [Dei85].

Seja E um espaço de Banach. Um subconjunto fechado e convexo C é
chamado de cone de E, se ele satisfaz:

λC ⊂ C para todo λ ≥ 0 e C ∩ (−C) = {0}. (2.3.6)

Dizemos que o cone C é normal quando

inf{‖x+ y‖ : x, y ∈ C tais que ‖x‖ = ‖y‖ = 1} > 0.

Fixemos um cone C de E. Dado um operador linear cont́ınuo T : E → E,
diremos que T é um operador positivo sobre C se T (C) ⊂ C. Dado um funcional
linear cont́ınuo φ : E → R, diremos que φ é um funcional positivo sobre C se
φ(v) ≥ 0 para todo v ∈ C. Por definição, o cone dual C∗ é o cone em E∗

formado por todos os funcionais positivos sobre C.

Exemplo 2.3.3. C0
+(M) = {ϕ ∈ C0(M) : ϕ ≥ 0} é um cone normal de C0(M)

(Exerćıcio 2.3.3). Pelo teorema de Riesz-Markov (Teorema A.3.11), o cone dual
se identifica naturalmente com o espaço das medidas (positivas) finitas em M .

Denotaremos por r(T ) o raio espectral do operador linear cont́ınuo T :

r(T ) = lim
n

n
√
‖T n‖.
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Representando por T ∗ : E∗ → E∗ o operador dual de T , vale que r(T ) = r(T ∗).
O resultado a seguir é uma consequência do teorema de Banach-Mazur; veja a
Proposição 7.2 no livro de Deimling [Dei85]:

Teorema 2.3.4. Seja C um cone normal num espaço de Banach E e seja
T : E → E um operador linear positivo sobre C. Então, r(T ∗) é autovalor do
operador dual T ∗ : E∗ → E∗ e admite algum autovetor v∗ ∈ C∗.

Como aplicação deste resultado, vamos dar uma prova alternativa da exis-
tência de probabilidades invariantes. Considere o cone C = C0

+(M) em E =
C0(M). Conforme já observamos, o cone dual C∗ é o espaço das medidas posi-
tivas finitas em M . É claro da definição que o operador T = Uf é positivo sobre
C. Além disso, o seu raio espectral é igual a 1, uma vez sup |T (ϕ)| ≤ sup |ϕ|
para todo ϕ ∈ C0(M) e T (1) = 1. Logo, pelo Teorema 2.3.4, existe alguma
medida finita µ em M que é autovetor do operador dual T ∗ = f∗ associado ao
autovalor 1. Em outras palavras, a medida µ é invariante. Multiplicando por
uma constante adequada, podemos supor que µ é uma probabilidade.

2.3.3 Exerćıcios

2.3.1. Seja ℓ1 o espaço das sequências somáveis de números complexos, munido
da norma ‖(an)n‖1 =

∑∞
n=0 |an|. Seja ℓ∞ o espaço das sequências limitadas

e seja c0 o espaço das sequências convergentes para zero, ambos munidos da
norma ‖(an)n‖∞ = supn≥0 |an|.

(a) Verifique que ℓ∞, ℓ1 e c0 são espaços de Banach.

(b) Mostre que a aplicação (an)n 7→ [(bn)n 7→∑
n anbn] define isomorfismos

isométricos entre ℓ∞ e o dual (ℓ1)∗ e entre ℓ1 e o dual (c0)
∗.

2.3.2. Mostre que uma sequência (xk)k em ℓ1 (escreva xk = (xkn)n para cada
k) é convergente na topologia da norma se, e somente se, ela é convergente na
topologia fraca, ou seja, se (

∑
n anx

k
n)k converge qualquer que seja (an)n ∈ ℓ∞.

[Observação: Isso não implica que as duas topologias sejam iguais. Porquê?]
Mostre que afirmação torna-se falsa se substituirmos a topologia fraca pela
topologia fraca∗.

2.3.3. Verifique que C0
+(M) é um cone normal.

2.3.4. Seja Rθ : S1 → S1 uma rotação irracional e seja m a medida de Lebesgue
no ćırculo. Calcule os autovalores e os autovetores do operador de Koopman
Uθ : L2(m) → L2(m). Mostre que o espectro de Uθ coincide com o ćırculo
unitário {z ∈ C : |z| = 1}.

2.3.5. Mostre, por meio de exemplos, que o operador de Koopman Uf pode
não ser sobrejetivo.

2.3.6. Seja U : H → H uma isometria de um espaço de Hilbert. Pelo Exerćı-
cio A.6.8, a imagem de U é um subespaço fechado de H . Conclua que existem
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subespaços fechados V e W tais que U(V ) = V , os iterados de W são ortogonais
a V e entre si, e

H = V ⊕
∞⊕

n=0

Un(W ).

Além disso, U é um isomorfismo se, e somente se, W = {0}.
2.3.7. Seja φ : E → R um funcional convexo cont́ınuo em um espaço de Banach
separável E, derivável em todas as direções num ponto u ∈ E. Prove que existe,
no máximo, um funcional linear limitado T : E → R tangente a φ em u, ou seja,
tal que T (v) ≤ φ(u+v)−φ(u) para todo v ∈ E. Se φ é derivável em u, a derivada
Dφ(u) é um funcional linear tangente a φ em u. [Observação: O teorema de
suavidade de Mazur (Teorema 1.20 no livro de Phelps [Phe93]) afirma que o
conjunto dos pontos onde φ é derivável e, consequentemente, existe um único
funcional tangente a φ é residual em E.]

2.4 Produtos semi-diretos e extensões naturais

Nesta seção vamos descrever duas construções úteis em Teoria Ergódica. A
primeira construção modela a situação em que temos dois sistemas dinâmicos
acoplados da seguinte forma: um sistema é autônomo mas o outro não, porque
a evolução do segundo depende da evolução do primeiro. A segunda construção
associa um sistema invert́ıvel a qualquer sistema dinâmico dado; além disso, as
medidas invariantes dos dois sistemas estão em correspondência biuńıvoca. Isto
permite reduzir ao caso invert́ıvel muitos enunciados sobre sistemas gerais, não
necessariamente invert́ıveis .

2.4.1 Medidas em produtos semi-diretos

Sejam (X,A) e (Y,B) espaços mensuráveis. Chamamos produto semi-direto a
qualquer transformação mensurável F : X × Y → X × Y da forma F (x, y) =
(f(x), g(x, y)). Representamos por π : X × Y → X a projeção canônica. Por
definição,

π ◦ F = f ◦ π. (2.4.1)

Seja m uma probabilidade em X × Y invariante por F e seja µ = π∗m a sua
projeção para X . Então, usando a invariância de m,

f∗µ = f∗π∗m = π∗F∗m = π∗m = µ,

ou seja, µ é invariante por f . A próxima proposição dá uma rećıproca parcial
para esta conclusão: sob hipóteses apropriadas, toda a medida invariante por f
é projeção de alguma medida invariante por F .

Proposição 2.4.1. Suponha que X é um espaço métrico completo separável,
Y é um espaço métrico compacto e F é cont́ınua. Então, para toda medida
de probabilidade µ em X invariante por f existe alguma medida m em X × Y
invariante por F , tal que π∗m = µ.
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Demonstração. Dada qualquer medida de probabilidade invariante µ em X ,
seja K ⊂ M1(X × Y ) o conjunto das medidas η em X × Y tais que π∗η = µ.
Considere qualquer η ∈ K. Então, π∗F∗η = f∗π∗η = f∗µ = µ. Isto mostra que K
é invariante por F∗. Em seguida, note que a projeção π : X×Y → X é cont́ınua
e, consequentemente, o operador π∗ é cont́ınuo relativamente à topologia fraca∗.
Portanto, K é fechado em M1(X × Y ). Pela Proposição A.3.7, dado qualquer
ε > 0 existe um compacto K ⊂ X tal que µ(Kc) < ε. Então K ×Y é compacto
e η
(
(K × Y )c

)
= µ(Kc) < ε para todo η ∈ K. Isto prova que o conjunto K é

justo. Considere qualquer η ∈ K. Pelo teorema de Prohorov (Teorema 2.1.8), a
sequência

1

n

n−1∑

j=0

F j∗ η

admite algum ponto de acumulação m ∈ K. Argumentando como na prova do
Lema 2.2.4 conclúımos que m é invariante por F .

2.4.2 Extensões naturais

Dada uma transformação sobrejetiva f : M → M é sempre posśıvel encontrar
uma extensão f̂ : M̂ → M̂ que é invert́ıvel. Por extensão queremos dizer que
existe uma aplicação sobrejetiva π : M̂ → M tal que π ◦ f̂ = f ◦ π. Este fato é
muito útil porque permite reduzir a prova de muitos enunciados do caso geral ao
caso de transformações invert́ıveis. Conforme comentaremos no Exemplo 2.4.2, a
hipótese de que f é sobrejetiva pode ser removida em muitos casos interessantes.

Para começar, tomamos para M̂ o conjunto de todas as pré-órbitas de f , ou
seja, o conjunto de todas as sequências (xn)n≤0 indexadas pelos números inteiros
não-positivos e satisfazendo f(xn) = xn+1 para todo n < 0. Consideramos a
aplicação π : M̂ → M que associa a cada sequência (xn)n≤0 o seu termo x0 de

ordem zero. Observe que π(M̂) = M . Finalmente, definimos f̂ : M̂ → M̂ como
sendo o deslocamento à esquerda:

f̂(. . . , xn, . . . , x0) = (. . . , xn, . . . , x0, f(x0)). (2.4.2)

É claro que f̂ está bem definida e satisfaz π ◦ f̂ = f ◦ π. Além disso, ela é
invert́ıvel: a inversa é o deslocamento à direita

(. . . , yn, . . . , y−1, y0) 7→ (. . . , yn, . . . , y−2, y−1).

Se M é um espaço mensurável podemos tornar M̂ um espaço mensurável,
munindo-o da σ-álgebra gerada pelos cilindros mensuráveis

[Ak, . . . , A0] = {(xn)n≤0 ∈ M̂ : xi ∈ Ai para i = k, . . . , 0}, (2.4.3)

onde k ≤ 0 e Ak, . . . , A0 são subconjuntos mensuráveis de M . Então π é
aplicação mensurável, uma vez que

π−1(A) = [A]. (2.4.4)
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Além disso, f̂ é mensurável se f for:

f̂−1([Ak, . . . , A0]) = [Ak, . . . , A−2, A−1 ∩ f−1(A0)]. (2.4.5)

A inversa de f̂ também é mensurável, já que

f̂([Ak, . . . , A0]) = [Ak, . . . , A0,M ]. (2.4.6)

Analogamente, se M é um espaço topológico podemos tornar M̂ um espaço
topológico, munindo-o da topologia gerada pelos cilindros abertos [Ak, . . . , A0],
onde k ≤ 0 e Ak, . . . , A0 são subconjuntos abertos de M . As relações (2.4.4) e

(2.4.6) mostram que π e f̂−1 são cont́ınuas, enquanto que (2.4.5) mostra que f̂ é
cont́ınua se f for. Observe que se M admite alguma base enumerável de abertos
U , então os cilindros [Ak, . . . , A0] com k ≥ 0 e A0, . . . , Ak ∈ U constituem uma
base enumerável de abertos para M̂ .

Se M é um espaço métrico, com distância d, podemos tornar M̂ um espaço
métrico munindo-o da distância

d̂
(
x̂, ŷ) =

0∑

n=−∞

2n min{d(xn, yn), 1} (2.4.7)

onde x̂ = (xn)n≤0 e ŷ = (yn)n≤0. A seguinte observação é uma consequência
imediata da definição: se x̂ e ŷ estão numa mesma pré-imagem π−1(x) então

d̂(f̂ j(x̂), f̂ j(ŷ)) ≤ 2−j d̂(x̂, ŷ) para todo j ≥ 0.

Portanto, toda pré-imagem π−1(x) é um conjunto estável, ou seja, um conjunto

onde a transformação f̂ é uniformemente contrativa.

Exemplo 2.4.2. Dada uma transformação g : M → M qualquer, considere
Mg = ∩∞

n=1g
n(M). É claro g(Mg) ⊂Mg. Suponha que

(a) M é compacto e g é cont́ınua ou (b) #g−1(y) <∞ para todo y.

Então (Exerćıcio 2.4.3), a restrição f = (g | Mg) : Mg → Mg é sobrejetiva.
Esta restrição contém a dinâmica interessante de g. Por exemplo, supondo
que o conjunto fn(M) é mensurável para todo n, toda probabilidade invariante
por g também é probabilidade invariante por f . De modo semelhante, todo
ponto recorrente por g também é ponto recorrente por f , pelo menos no caso
(a). Assim, também nos referiremos à extensão natural de f = (g | Mg) como
extensão natural de g.

Um conjunto Λ ⊂ M tal que f−1(Λ) = Λ é chamado conjunto invariante

de f . Vale uma noção análoga para a transformação f̂ . A próxima proposição
mostra que todo conjunto invariante fechado de f admite um único levantamento
a um conjunto invariante fechado de f̂ :

Proposição 2.4.3. Suponha que M é um espaço topológico. Se Λ ⊂ M é um
conjunto fechado invariante de f então Λ̂ = π−1(Λ) é o único conjunto fechado
invariante de f satisfazendo π(Λ̂) = Λ.
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Demonstração. Como π é cont́ınua, se Λ é fechado então Λ̂ = π−1(Λ) também

é fechado. Além disso, se Λ é invariante por f então Λ̂ é invariante por f̂ :

f̂−1(Λ̂) = (π ◦ f̂)−1(Λ) = (f ◦ π)−1(Λ) = π−1(Λ) = Λ̂,

Na direção rećıproca, seja Λ̂ um conjunto invariante fechado de f̂ tal que
π(Λ̂) = Λ. É claro que Λ̂ ⊂ π−1(Λ). Para provar a outra inclusão, devemos
mostrar que, dado qualquer x0 ∈ Λ, se x̂ ∈ π−1(x0) então x̂ ∈ Λ̂. Escrevamos
x̂ = (xn)n≤0. Considere n ≤ 0 e qualquer vizinhança de x̂ da forma

V = [An, . . . , A0], An, · · · , A0 abertos de M .

Pela definição da extensão natural, x0 = f−n(xn) e, portanto, xn ∈ fn(Λ) = Λ.
Então, a hipótese de que π(Λ̂) = Λ implica que existe algum ponto ŷn ∈ Λ̂ tal

que π(ŷn) = xn. Como Λ̂ é invariante por f̂ , temos que f̂−n(ŷn) ∈ Λ̂. Além
disso, a propriedade π(ŷn) = xn implica que

f−n(ŷn) = (. . . , yn,k, . . . , yn,−1, yn,0 = xn, xn−1, . . . , x−1, x0).

Portanto f−n(ŷn) ∈ V , já que V contém x̂ e a sua definição só envolve as
coordenadas com ı́ndices j ∈ {n, . . . , 0}. Isto mostra que x̂ é acumulado por
elementos de Λ̂. Como Λ̂ é fechado, segue que x̂ ∈ Λ̂.

Agora seja µ̂ uma medida invariante por f̂ e seja µ = π∗µ̂. A propriedade
π ◦ f̂ = f ◦ π implica que µ é invariante por f :

f∗µ = f∗π∗µ̂ = π∗f̂∗µ̂ = π∗µ̂ = µ.

Dizemos que µ̂ é um levantamento de µ. O próximo resultado, uma espécie de
versão da Proposição 2.4.3 para medidas, é devido a Rokhlin [Rok61]:

Proposição 2.4.4. Suponha que M é um espaço métrico completo separável
e que f : M → M é cont́ınua. Então, toda probabilidade µ invariante por f
admite um único levantamento, ou seja, única medida µ̂ em M̂ invariante por
f̂ e tal que π∗µ̂ = µ.

A unicidade é imediata e não depende das hipóteses sobre o espaço M e a
transformação f . De fato, se µ̂ é um levantamento de µ então (2.4.4) e (2.4.5)
implicam que a medida de cada cilindro está unicamente determinada:

µ̂([Ak, . . . , A0]) = µ̂([Ak ∩ · · · ∩ f−k(A0)]) = µ(Ak ∩ · · · ∩ f−k(A0)). (2.4.8)

A prova da existência usa ideias que serão desenvolvidas no Caṕıtulo 5 e será
proposta ao leitor no Exerćıcio 5.2.4. Esses argumentos se estendem para siste-
mas em espaços de Lebesgue, conforme observaremos no Exerćıcio 8.5.7. Mas o
enunciado de existência não é válido para espaços de probabilidade arbitrários
(veja o exemplo no Exerćıcio 1.15 no livro de Przytycki, Urbański [PU10]).
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2.4.3 Exerćıcios

2.4.1. Seja M um espaço métrico compacto e seja X um conjunto de aplicações
cont́ınuas f : M → M , munido de uma probabilidade ν. Considere o produto
semidireto F : XN ×M → XN ×M definido por F ((fn)n, x) = ((fn+1)n, f0(x)).
Mostre que F admite alguma probabilidade invariante m da forma m = νN ×µ.
Além disso, uma medida m dessa forma é invariante por F se, e somente se,
a medida µ é estacionária para ν, isto é, µ(E) =

∫
f∗µ(E) dν(f) para todo

conjunto mensurável E ⊂M .

2.4.2. Sejam f : M → M uma transformação sobrejetiva, f̂ : M̂ → M̂ a sua
extensão natural e π : M̂ →M a projeção canônica. Mostre que se g : N → N
é uma transformação invert́ıvel tal que f ◦ p = p ◦ g para alguma aplicação
p : N →M então existe uma única transformação p̂ : N → M̂ tal que π ◦ p̂ = p
e p̂ ◦ g = f̂ ◦ p̂. Suponha que M e N são espaços topológicos compactos e
que as aplicações p e g são cont́ınuas. Mostre que se p é sobrejetiva então p̂ é
sobrejetiva (portanto, g : N → N é uma extensão de f̂ : M̂ → M̂).

2.4.3. Verifique as afirmações no Exemplo 2.4.2.

2.4.4. Mostre que se (M,d) é um espaço métrico separável completo então o

mesmo vale para o espaço (M̂, d̂) das pré-órbitas de qualquer transformação
cont́ınua sobrejetiva f : M →M .

2.4.5. O objetivo deste exerćıcio e do seguinte é generalizar a noção de extensão
natural para transformações que comutam entre si. SejaM um espaço compacto
e sejam f1, . . . , fq : M →M transformações cont́ınuas sobrejetivas que comutam

entre si. Seja M̂ o conjunto das sequências (xn1,...,nq)n1,...,nq≤0, indexadas pelas
q-uplas de inteiros não positivos, tais que

fi(xn1,...,ni,...,nq) = xn1,...,ni+1,...,nq para todo i e todo (n1, . . . , nq).

Seja π : M̂ → M a aplicação que envia (xn1,...,nq)n1,...,nq≤0 no ponto x0,...,0.

Para cada i, seja f̂i : M̂ → M̂ a transformação que envia (xn1,...,ni,...nq)n1,...,nq≤0

em (xn1,...,ni+1,...nq )n1,...,nq≤0.

(a) Mostre que M̂ é um espaço compacto. Além disso, M̂ é metrizável se M
é metrizável.

(b) Mostre que cada f̂i : M̂ → M̂ é um homeomorfismo com π ◦ f̂i = fi ◦ π.
Além disso, estes homeomorfismos comutam entre si.

(c) Mostre que π é cont́ınua e sobrejetiva. Em particular, M̂ é não vazio.

2.4.6. Seja M um espaço compacto e sejam g1, . . . , gq : M →M transformações
cont́ınuas que comutam entre si. Defina Mg = ∩∞

n=1g
n
1 · · · gnq (M).

(a) Verifique que Mg = ∩n1,...,nqg
n1
1 · · · gnq

q (M), onde a interseção é sobre
todas as q-uplas (n1, . . . , nq) com ni ≥ 1 para todo i.



58 CAPÍTULO 2. EXISTÊNCIA DE MEDIDAS INVARIANTES

(b) Mostre que gi(Mg) ⊂Mg e que a restrição fi = gi |Mg é sobrejetiva, para
todo i.

[Observação: É claro que estas restrições fi comutam entre si.]

2.4.7. Use a construção nos Exerćıcios 2.4.5 e 2.4.6 para estender a demons-
tração do Teorema 1.5.1 para o caso em que as transformações fi não são ne-
cessariamente invert́ıveis.

2.5 Progressões aritméticas

Nesta seção vamos provar dois resultados fundamentais da Aritmética Combi-
natórica, o teorema de van der Waerden e o teorema de Szemerédi, a partir dos
teoremas de recorrência múltipla (Teorema 1.5.1 e Teorema 1.5.2) que foram
apresentados na Seção 1.5.

Chamamos partição do conjunto dos números inteiros a qualquer famı́lia
finita de conjuntos S1, . . . , Sk ⊂ Z disjuntos dois-a-dois e cuja união é todo o Z.
Lembre que uma progressão aritmética (finita) é uma sequência da forma

m+ n,m+ 2n, . . . ,m+ qn, com m ∈ Z e n, q ≥ 1.

O número q é chamado comprimento da progressão.
O seguinte resultado foi obtido, originalmente, pelo matemático holandês

Bartel van der Waerden [vdW27] nos anos 20 do século passado:

Teorema 2.5.1 (van der Waerden). Dada qualquer partição finita {S1, . . . , Sl}
de Z existe algum j ∈ {1, . . . , l} tal que Sj contém progressões aritméticas de
todos os comprimentos. Em outras palavras, para todo q ≥ 1 existem m ∈ Z e
n ≥ 1 tais que m+ in ∈ Sj para todo 1 ≤ i ≤ q.

Algum tempo depois, os matemáticos húngaros P̊al Erdös e P̊al Turan [ET36]
formularam a seguinte conjectura, que é mais forte que o teorema de van der
Waerden: todo conjunto S ⊂ Z cuja densidade superior é positiva contém
sequências aritméticas de comprimento arbitrário. Esta conjectura foi demons-
trada por outro matemático húngaro, Endre Szemerédi [Sze75], quase quatro
décadas mais tarde. Para enunciarmos o teorema de Szemerédi precisamos in-
troduzir a noção de densidade superior de um subconjunto de Z.

Chamamos intervalo do conjunto Z dos números inteiros qualquer subcon-
junto I da forma {n ∈ Z : a ≤ n < b}, com a ≤ b em Z. O cardinal do intervalo
é o número #I = b− a.

A densidade superior Ds(S) de um subconjunto S de Z é o número

Ds(S) = lim sup
#I→∞

#(S ∩ I)
#I

onde I representa qualquer intervalo em Z. Do mesmo modo se define a den-
sidade inferior Di(S), trocando limite superior por limite inferior. Em outras
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palavras, Ds(S) é o maior número D tal que existe uma sequência de intervalos
Ij ⊂ Z satisfazendo

#Ij → ∞ e
#(S ∩ Ij)

#Ij
→ D

e Di(S) é o menor número nessas condições.
No próximo lema colecionamos algumas propriedades simples destas noções.

A demonstração do lema fica a cargo do leitor (Exerćıcio 2.5.1).

Lema 2.5.2. Tem-se 0 ≤ Di(S) ≤ Ds(S) ≤ 1 e Di(S) = 1 −Ds(Z \ S) para
todo S ⊂ Z. Além disso, se S1, . . . , Sl é uma partição de Z então

Di(S1) + · · · +Di(Sl) ≤ 1 ≤ Ds(S1) + · · · +Ds(Sl).

Exemplo 2.5.3. Seja S o conjunto dos números pares. Dado qualquer intervalo
I ⊂ Z, temos que #(S ∩ I) = #I/2 se o cardinal de I é par e #(S ∩ I) =
(#I ± 1)/2 se o cardinal de I é ı́mpar, onde o sinal ± é positivo se o menor
elemento de I é um número par e é negativo caso contrário. Desta observação
segue, imediatamente, que Ds(S) = Di(S) = 1/2.

Exemplo 2.5.4. Seja S o seguinte subconjunto de Z:

{1, 3, 4, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 16, 21, 22, 23, 24, 25, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 43, . . .}.

Isto é, para cada k ≥ 1 inclúımos em S um bloco de k inteiros consecutivos e omi-
timos os k inteiros seguintes. Este conjunto contém intervalos com comprimento
arbitrariamente grande. Portanto Ds(S) = 1. Por outro lado, o complemen-
tar de S também contém intervalos com comprimento arbitrariamente grande.
Portanto, Di(S) = 1 −Ds(Z \ S) = 0.

Observe que em qualquer destes dois exemplos o conjunto S contém pro-
gressões aritméticas de qualquer comprimento. De fato, no Exemplo 2.5.3 o
conjunto S até contém progressões aritméticas de comprimento infinito. Isso
não é verdade no Exemplo 2.5.4, uma vez que nesse caso o complementar de S
contém intervalos arbitrariamente longos.

Teorema 2.5.5 (Szemerédi). Se S é um subconjunto de Z com densidade su-
perior positiva, então ele contém progressões aritméticas de comprimento ar-
bitrário.

Observe que o teorema de van der Waerden é realmente uma consequência
fácil do teorema de Szemerédi. De fato, segue do Lema 2.5.2 que se S1, . . . , Sl
é uma partição de Z então existe j tal que Ds(Sj) > 0. Pelo Teorema 2.5.5, tal
Sj contém progressões aritméticas de comprimento arbitrário.

As primeiras demonstrações destes resultados foram de natureza combi-
natórica. Furstenberg (veja [Fur81]) observou que eles podem também ser de-
duzidos de ideias da Teoria Ergódica: mostraremos na Seção 2.5.1 como obter
o teorema de van der Waerden a partir do teorema de recorrência múltipla de
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Birkhoff (Teorema 1.5.1); argumentos análogos dão o teorema de Szemerédi a
partir do teorema de recorrência múltipla de Poincaré (Teorema 1.5.2), como
veremos na Seção 2.5.2.

A teoria de Szemerédi continua sendo uma área de pesquisa muito ativa. Em
particular, outras demonstrações do Teorema 2.5.5 vêm sendo dadas por diversos
autores. Recentemente, a teoria culminou no seguinte resultado espetacular do
matemático ingês Ben Green e do matemático australiano Terence Tao [GT08]:
existem progressões aritméticas arbitrariamente longas formadas por números
primos.

O conjunto dos números primos não tem densidade positiva e, portanto, o
teorema de Green-Tao não é consequência do teorema de Szemerédi. No entanto,
este último tem um papel importante na sua demonstração. Por outro lado, o
teorema de Green-Tao é um caso particular de outra conjectura devida a Erdös:
se S ⊂ N é tal que a soma dos inversos diverge, ou seja, tal que

∑

n∈S

1

n
= ∞,

então S contém progressões aritméticas de qualquer comprimento. Esta afirma-
ção mais geral permanece em aberto.

2.5.1 Teorema de van der Waerden

Nesta seção vamos demonstrar o Teorema 2.5.1. A ideia é reduzir a conclusão
a uma afirmação sobre o deslocamento à esquerda

σ : Σ → Σ, (αn)n∈Z 7→ (αn+1)n∈Z

no espaço Σ = {1, 2, . . . , l}Z das sequências bilaterais com valores no conjunto
{1, 2, . . . , l}, a qual será provada por meio do teorema de recorrência múltipla
de Birkhoff.

Observe que toda partição {S1, . . . , Sl} de Z em l subconjuntos determina
um elemento α = (αn)n∈Z de Σ, definido por αn = i⇔ n ∈ Si. Reciprocamente,
todo α ∈ Σ define uma partição de Z em subconjuntos

Si = {n ∈ Z : αn = i}, i = 1, . . . , l.

Vamos mostrar que para todo α ∈ Σ e todo q ≥ 1, existem m ∈ Z e n ≥ 1 tais
que

αm+n = · · · = αm+qn. (2.5.1)

Em vista do que acabamos de observar, isto significa que para toda partição
{S1, . . . , Sl} e todo q ≥ 1 existe i ∈ {1, . . . , l} tal que Si contém alguma pro-
gressão aritmética de comprimento q. Como a famı́lia dos Si é finita, isso implica
que algum Sj contém progressões aritméticas de comprimento arbitrariamente

grande. É claro que uma progressão aritmética de comprimento q contém pro-
gressões aritméticas de todos os comprimentos menores que q. Portanto, segue
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que Sj contém progressões aritméticas de todos os comprimentos, tal como é
afirmado no teorema. Resta provar a afirmação em (2.5.1).

Para tal, consideremos em Σ a distância d(β, γ) = 2−N(β,γ), onde

N(β, γ) = max
{
N ≥ 0 : βn = γn para todo n ∈ Z com |n| < N

}
.

Note que
d(β, γ) < 1 se, e somente se, β0 = γ0. (2.5.2)

Como o espaço métrico (Σ, d) é compacto, o fecho Z =
{
σn(α) : n ∈ Z

}
da

trajetória de α é também um compacto. Além disso, Z é invariante pelo des-
locamento. Consideremos as transformações f1 = σ, f2 = σ2, . . . , fq = σq

definidas de Z em Z. É claro que as fi comutam entre si. Portanto, pode-
mos aplicar o Teorema 1.5.1 para concluir que existe θ ∈ Z e uma sequência
(nk)k → ∞ tal que

lim
k
fnk
i (θ) = θ para todo i = 1, 2, . . . , q.

Observe que f
nj

i = σi nj . Em particular, podemos fixar n = nj tal que os
iterados σn(θ), σ2n(θ), . . . , σqn(θ) estão todos a distância menor que 1/2 do
ponto θ. Consequentemente,

d
(
σin(θ), σjn(θ)

)
< 1 para todo 1 ≤ i, j ≤ q.

Então, como θ está no fecho Z da órbita de α, podemos encontrar m ∈ Z tal
que σm(α) está tão próximo de θ que

d
(
σm+in(α), σm+jn(α)

)
< 1 para todo 1 ≤ i, j ≤ q.

Levando em conta a observação (2.5.2) e a definição do deslocamento σ, isto
quer dizer que αm+n = · · · = αm+qn, como pretend́ıamos provar. Isto completa
a demonstração do teorema de van der Waerden.

2.5.2 Teorema de Szemerédi

Agora vamos demonstrar o Teorema 2.5.5. Para isso, usaremos o mesmo tipo de
dicionário entre partições de Z e sequências de inteiros que foi usado na seção
anterior para provar o teorema de van der Waerden.

Considere S um conjunto com densidade superior positiva, isto é, tal que
existe c > 0 e existem intervalos Ij = [aj , bj) de Z tais que

lim
j

#Ij = ∞ e lim
j

#(S ∩ Ij)
#Ij

≥ c.

Associamos a S a sequência α = (αj)j∈Z ∈ Σ = {0, 1}Z definida por:

αj = 1 ⇔ j ∈ S.
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Considere o deslocamento σ : Σ → Σ e o subconjunto A = {α ∈ Σ : α0 = 1} de
Σ. Note que A é um aberto e também um fechado, uma vez que tanto ele quanto
o seu complementar são cilindros de Σ. Note também que, para qualquer j ∈ Z,

σj(α) ∈ A⇔ αj = 1 ⇔ j ∈ S.

Logo, para mostrar o teorema de Szemerédi basta provar que para todo k ∈ N
existem m ∈ Z e n ≥ 1 tais que

σm+n(α), σm+2n(α), . . . , σm+kn(α) ∈ A. (2.5.3)

Para tal, considere a sequência µj de probabilidades definidas em Σ por:

µj =
1

#Ij

∑

i∈Ij

δσi(α) (2.5.4)

Como o conjunto M1(Σ) das probabilidades em Σ é compacto (Teorema 2.1.5),
a menos de substituir (µj)j por uma subsequência, podemos supor que ela con-
verge na topologia fraca∗ para alguma probabilidade µ de Σ.

Observe que µ é uma probabilidade σ-invariante pois, para toda função
cont́ınua ϕ : Σ → R, vale

∫
(ϕ ◦ σ) dµj =

1

#Ij

∑

i∈Ij

ϕ(σi(α)) +
1

#Ij

[
ϕ(σbj (α)) − ϕ(σaj (α))

]

=

∫
ϕdµj +

1

#Ij

[
ϕ(σbj (α)) − ϕ(σaj (α))

]

e, passando ao limite quando j → ∞, isto dá que
∫

(ϕ◦σ) dµ =
∫
ϕdµ. Observe

também que µ(A) > 0. De fato, como A é fechado, o Teorema 2.1.2 garante que

µ(A) ≥ lim sup
j

µj(A) = lim sup
j

#(S ∩ Ij)
#Ij

≥ c.

Dado qualquer k ≥ 1, considere as transformações fi = σi para i = 1, . . . , k. É
claro que estas transformações comutam entre si. Então, estamos em condições
de aplicar o Teorema 1.5.2 e concluir que existe algum n ≥ 1 tal que

µ
(
A ∩ σ−n(A) ∩ · · · ∩ σ−kn(A)

)
> 0.

Como A é aberto, isto implica (Teorema 2.1.2) que

µl
(
A ∩ σ−n(A) ∩ · · · ∩ σ−kn(A)

)
> 0

para qualquer l suficientemente grande. Pela definição de µl em (2.5.4), isto
quer dizer que existe algum m ∈ Il tal que

σm(α) ∈ A ∩ σ−n(A) ∩ · · · ∩ σ−kn(A).

Em particular, σm+in(α) ∈ A para todo i = 1, . . . , k, como queŕıamos provar.
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2.5.3 Exerćıcios

2.5.1. Demonstre o Lema 2.5.2.

2.5.2. Mostre que a conclusão do Teorema 2.5.1 ainda vale para partições de
subconjuntos finitos de Z, desde que sejam suficientemente grandes. Mais pre-
cisamente: dados q, l ≥ 1 existe N ≥ 1 tal que, dada qualquer partição do
conjunto {1, 2, . . . , N} em l subconjuntos, algum desses subconjuntos contém
progressões aritméticas com comprimento q.

2.5.3. Um ponto x ∈M é dito super não errante se, dada qualquer vizinhança
U de x e dado qualquer k ≥ 1, existe n ≥ 1 tal que ∩kj=0f

−jn(U) 6= ∅. Mostre
que o Teorema de van der Warden é equivalente ao seguinte enunciado: toda
aplicação invert́ıvel num espaço métrico compacto tem algum ponto super não
errante.

2.5.4. Prove a seguinte generalização do teorema de van der Waerden para
dimensão arbitrária (teorema de Grünwald): dada qualquer partição finita Nk =
S1 ∪ · · · ∪ Sl e qualquer q ≥ 1, existem j ∈ {1, . . . , l}, d ∈ N e b ∈ Nk tais que

b+ d(a1, . . . , ak) ∈ Sj para quaisquer 1 ≤ ai ≤ q e 1 ≤ i ≤ k.



64 CAPÍTULO 2. EXISTÊNCIA DE MEDIDAS INVARIANTES



Caṕıtulo 3

Teoremas Ergódicos

Neste caṕıtulo apresentaremos alguns dos resultados fundamentais da Teoria
Ergódica. Para motivar o tipo de enunciado, consideremos um conjunto men-
surável E ⊂ M com medida positiva e um ponto x ∈ M qualquer. Queremos
analisar o conjunto dos iterados de x que visitam E, isto é,

{j ≥ 0 : f j(x) ∈ E}.

Por exemplo, o teorema de recorrência de Poincaré afirma que, para quase todo
x ∈ E, este conjunto é infinito. Gostaŕıamos de ter informação mais precisa, de
natureza quantitativa. Chamamos tempo médio de visita de x a E o valor de

τ(E, x) = lim
n→∞

1

n
#{0 ≤ j < n : f j(x) ∈ E}. (3.0.1)

No caso de fluxos temos uma noção análoga, definida por

τ(E, x) = lim
T→∞

1

T
m
(
{0 ≤ t ≤ T : f t(x) ∈ E}

)
(3.0.2)

(m é a medida de Lebesgue na reta). Seria interessante saber, por exemplo,
em que condições este tempo médio de visita é positivo. Antes de abordar este
problema, é necessário responder a uma questão ainda mais básica: os limites
em (3.0.1)-(3.0.2) existem?

Estas perguntas remontam ao trabalho do f́ısico austŕıaco Ludwig Boltzmann
(1844-1906), fundador da teoria cinética dos gases. Boltzmann era partidário
da teoria atômica, que na época ainda era muito controversa, segundo a qual a
matéria gasosa está formada por um grande número de minúsculas part́ıculas
em movimento e que se chocam continuamente. Em prinćıpio, seria posśıvel
descrever o comportamento de um gás aplicando as leis da Mecânica Newtoniana
a cada uma das suas part́ıculas (moléculas). Na prática isso não é realista,
porque o número de moléculas é enorme.

O problema da teoria cinética dos gases era, então, explicar o comportamento
dos gases no ńıvel macroscópico, como resultado estat́ıstico da combinação de

65
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todos esses movimentos das suas moléculas. Para formular matematicamente
a sua teoria, Boltzmann precisou de fazer uma suposição, que ficou conhecida
como hipótese ergódica. Em linguagem moderna, a hipótese ergódica afirma
que, para os sistemas (fluxos hamiltonianos) que descrevem o movimento das
part́ıculas de um gás, o tempo médio de visita a qualquer subconjunto mensurável
E existe e é igual à medida de E, para quase todo ponto x.

O esforço para validar (ou invalidar) esta hipótese conduziu a importantes
avanços tanto em Matemática (Teoria Ergódica, Sistemas Dinâmicos) quanto
em F́ısica Teórica (Mecânica Estat́ıstica). O que nos interessa neste caṕıtulo
são os resultados matemáticos relativos à existência do tempo médio de visita.
A questão de saber quando τ(E, x) = µ(E) para quase todo x será tratada no
Caṕıtulo 4.

Representando por ϕ a função caracteŕıstica do conjunto E, podemos rees-
crever a expressão no lado direito de (3.0.1) como:

lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(x)). (3.0.3)

Isto sugere uma generalização natural da nossa pergunta inicial: o limite acima
existe para funções ϕ muito gerais, por exemplo, para todas as funções in-
tegráveis?

O teorema ergódico de von Neumann (Teorema 3.1.5) afirma que, de fato, o
limite em (3.0.3) existe no espaço L2(µ), para toda função ϕ ∈ L2(µ). O teorema
ergódico de Birkhoff (Teorema 3.2.3) vai mais longe e afirma que há convergência
em µ-quase todo ponto, para toda função ϕ ∈ L1(µ). Em particular, o limite
em (3.0.1) está bem definido para µ-quase todo x (Teorema 3.2.1).

Daremos uma demonstração direta do teorema de von Neumann e também
mostraremos como ele pode ser deduzido do teorema ergódico de Birkhoff.
Quanto a este último, iremos obtê-lo como caso particular de um resultado
ainda mais forte, o teorema ergódico subaditivo de Kingman (Teorema 3.3.3).
Este teorema afirma que ψn/n converge em quase todo ponto, para qualquer
sequência de funções ψn tal que ψm+n ≤ ψm + ψn ◦ fm.

Todos estes resultados permanecem válidos para fluxos, conforme comenta-
remos na Seção 3.4.

3.1 Teorema ergódico de Von Neumann

Nesta seção enunciamos e provamos o teorema ergódico de von Neumann.

3.1.1 Isometrias em espaços de Hilbert

Seja H um espaço de Hilbert e seja F um subespaço fechado de H . Então

H = F ⊕ F⊥, (3.1.1)
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onde F⊥ = {w ∈ H : v · w = 0 para todo v ∈ F} é o complementar ortogonal
de F . A projeção PF : H → F associada à decomposição (3.1.1) é chamada
projeção ortogonal sobre F . Ela está unicamente caracterizada por

‖x− PF (x)‖ = min{‖x− v‖ : v ∈ F}.

Observe que PF (v) = v para todo v ∈ F e, por consequência, P 2
F = PF .

Exemplo 3.1.1. Considere o espaço de Hilbert L2(µ), com o produto interno

ϕ · ψ =

∫
ϕψ̄ dµ.

Se ϕ0 é a função constante igual a 1 e F é o subespaço gerado por ϕ0 em L2(µ),
ou seja, o espaço das funções constantes, então a projeção ortogonal PF (ϕ) é
dada por

PF (ϕ) =

∫
ϕdµ.

De fato, como F é gerado por ϕ0, temos que PF (ϕ) = cϕ0 para algum c ∈ R.
Para calcular a constante c, note que

(PF (ϕ) − ϕ) · ϕ0 = 0 ⇔ c =
ϕ · ϕ0

ϕ0 · ϕ0
=

∫
ϕdµ.

O operador adjunto U∗ : H → H de um operador linear cont́ınuo U : H → H
está definido pela relação

U∗u · v = u · Uv para todo u, v ∈ H . (3.1.2)

O operador U diz-se uma isometria se ele preserva o produto interno:

Uu · Uv = u · v para todo u, v ∈ H . (3.1.3)

Isso é equivalente a dizer que U preserva a norma de H (veja o Exerćıcio A.6.9).
Outra condição equivalente é U∗U = id . De fato,

Uu · Uv = u · v para todo u, v ⇔ U∗Uu · v = u · v para todo u, v.

A propriedade U∗U = id implica que U é injetivo; em geral, uma isometria
pode não ser sobrejetiva. Veja os Exerćıcios 2.3.5 e 2.3.6.

Exemplo 3.1.2. Se f : M →M preserva uma medida µ então, como vimos na
Seção 2.3.2, o seu operador de Koopman Uf : L2(µ) → L2(µ) é uma isometria.

Chamamos conjunto dos vetores invariantes de um operador linear cont́ınuo
U : H → H ao subespaço

I(U) = {v ∈ H : Uv = v}.

Observe que I(U) é um subespaço vetorial fechado, uma vez que U é cont́ınuo.
Quando U é uma isometria, temos que I(U) = I(U∗):
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Lema 3.1.3. Se U : H → H é uma isometria então Uv = v se, e somente se,
U∗v = v.

Demonstração. Como U∗U = id , é claro que Uv = v implica U∗v = v. Agora
suponha que U∗v = v. Então 〈Uv, v〉 = 〈v, U∗v〉 = 〈v, v〉 = ‖v‖2. Logo, usando
que U preserva a norma de H ,

‖Uv − v‖2 = 〈Uv − v, Uv − v〉 = ‖Uv‖2 − 2〈Uv, v〉 + ‖v‖2 = 0.

Isto significa que Uv = v.

Para encerrar esta breve discussão, citamos um resultado clássico de Análise
Funcional, devido a Marshall H. Stone, que permite reduzir o estudo dos ope-
radores de Koopman de sistemas a tempo cont́ınuo ao caso discreto:

Teorema 3.1.4. Seja Ut : H → H, t ∈ R um grupo a 1-parâmetro de operadores
unitários num espaço de Hilbert. Suponha que o grupo é fortemente cont́ınuo,
isto é,

lim
t→t0

Utv = Ut0v, para todo t0 ∈ R e v ∈ H.

Então existe um único operador auto-adjunto A : H → H tal que Ut = e2πitA

para todo t ∈ R.

O leitor pode encontrar a demonstração no livro de Yosida [Yos68] e uma
aplicação simples está dada no Exerćıcio 3.1.5.

3.1.2 Enunciado e prova do teorema

Teorema 3.1.5 (von Neumann). Seja U : H → H uma isometria num espaço
de Hilbert H, e seja P a projeção ortogonal sobre o subespaço I(U) dos vetores
invariantes por U . Então,

lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

U jv = Pv para todo v ∈ H. (3.1.4)

Demonstração. Seja L(U) o conjunto dos vetores v ∈ H da forma v = Uu − u
para algum u ∈ H e seja L̄(U) o seu fecho. Afirmamos que

I(U) = L̄(U)⊥. (3.1.5)

Isto pode ser verificado da seguinte forma. Considere quaisquer v ∈ I(U) e
w ∈ L̄(U). Pelo Lema 3.1.3, temos que v ∈ I(U∗), ou seja U∗v = v. Além disso,
por definição de L̄(U), existem un ∈ H , n ≥ 1 tais que Uuk − uk → w. Então

〈v, Uun − un〉 = 〈v, Uun〉 − 〈v, un〉 = 〈U∗v, un〉 − 〈v, un〉 = 0

para todo n e, como consequência, 〈v, w〉 = 0. Isto prova que I(U) ⊂ L̄(U)⊥.
Em seguida, considere qualquer v ∈ L̄(U)⊥. Então, em particular,

〈v, Uu− u〉 = 0 ou seja, 〈U∗v, u〉 − 〈v, u〉 = 0
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para todo u ∈ H . Isto quer dizer que U∗v = v. Usando Lema 3.1.3 uma vez
mais, deduzimos que v ∈ I(U). Isto mostra que L̄(U)⊥ ⊂ I(U) e, portanto, a
prova de (3.1.5) está completa. Como consequência, usando (3.1.1),

H = I(U) ⊕ L̄(U) (3.1.6)

Agora vamos verificar a igualdade (3.1.4), sucessivamente, quando v ∈ I(U),
quando v ∈ L̄(U), e no caso geral. Suponha primeiro que v ∈ I(U). Por um
lado, Pv = v. Por outro lado,

1

n

n−1∑

j=0

U jv =
1

n

n−1∑

j=0

v = v

para todo n. Logo esta sequência converge para v quando n → ∞. Isto prova
(3.1.4) neste caso.

Em seguida suponha que v ∈ L(U). Então, por definição, existe u ∈ H tal
que v = Uu− u. É imediato que

1

n

n−1∑

j=0

U jv =
1

n

n−1∑

j=0

(
U j+1u− U ju

)
=

1

n
(Unu− u).

A norma desta última expressão está majorada por 2‖u‖/n e, portanto, converge
para zero quando n→ ∞. Isto mostra que

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

U jv = 0 para todo v ∈ L(U). (3.1.7)

Mais em geral, suponha que v ∈ L̄(U). Então, existem vk ∈ L(U) convergindo
para v quando k → ∞. Observe que

∥∥ 1

n

n−1∑

j=0

U jv − 1

n

n−1∑

j=0

U jvk
∥∥ ≤ 1

n

n−1∑

j=0

‖U j(v − vk)‖ ≤ ‖v − vk‖

para todo n e todo k. Juntamente com (3.1.7), isto implica que

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

U jv = 0 para todo v ∈ L̄(U). (3.1.8)

Como a relação (3.1.5) implica que Pv = 0 para todo v ∈ L̄(U), isto mostra que
(3.1.4) vale também quando v ∈ L̄(U).

O caso geral de (3.1.4) segue imediatamente, já que H = I(U) ⊕ L̄(U).

3.1.3 Convergência em L2(µ)

Dada uma transformação mensurável f : M → M que preserva uma probabili-
dade µ em M , dizemos que uma função mensurável ψ : M → R é invariante se
ψ ◦ f = ψ em µ-quase todo ponto. O seguinte resultado é um caso particular
do Teorema 3.1.5:
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Teorema 3.1.6. Para qualquer ϕ ∈ L2(µ) a sequência

1

n

n−1∑

j=0

ϕ ◦ f j (3.1.9)

converge em L2(µ) para a projeção ortogonal ϕ̃ da função ϕ no subespaço das
funções invariantes. Se f é invert́ıvel, então a sequência

1

n

n−1∑

j=0

ϕ ◦ f−j (3.1.10)

também converge em L2(µ) para ϕ̃.

Demonstração. Seja U = Uf : L2(µ) → L2(µ) o operador de Koopman de uma
transformação f : M → M que preserva uma medida finita µ. Note que uma
função ψ está em I(U) se, e somente se, ψ ◦ f = ψ em µ-quase todo ponto.
Seja ϕ̃ a projeção ortogonal de ϕ em I(U). Pelo Teorema 3.1.5, a sequência em
(3.1.9) converge para ϕ̃ em L2(µ). Isto prova a primeira afirmação.

A segunda afirmação é análoga, considerando U = Uf−1 , ou seja U = U−1
f .

Obtemos que a sequência em (3.1.10) converge para a projeção ortogonal de ϕ
no espaço I(U−1

f ). Observando que I(U−1
f ) = I(Uf ), conclúımos que o limite

desta sequência é a mesma função ϕ̃ que obtivemos antes.

3.1.4 Exerćıcios

3.1.1. Mostre que sob as hipóteses do teorema de Von Neumman vale a seguinte
conclusão mais forte:

lim
n−m→∞

1

n−m

n−1∑

j=m

ϕ ◦ f j → P (ϕ).

3.1.2. Use o exerćıcio anterior para mostrar que dado A ⊂ M com µ(A) > 0,
o conjunto dos valores de n ∈ N tais que µ(A ∩ f−n(A)) > 0 é sindético.
[Observação: Já vimos outra prova deste fato no Exerćıcio 1.2.5].

3.1.3. Prove que o conjunto F = {ϕ ∈ L1(µ) : ϕ é f -invariante} é um subespaço
fechado de L1(µ).

3.1.4. Enuncie e prove uma versão do Teorema de Von Neumann para fluxos.

3.1.5. Seja µ uma probabilidade invariante por um fluxo cont́ınuo ft : M → M
num espaço métrico compacto M . Sejam Ut : L2(µ) → L2(µ), t ∈ R o grupo a
1-parâmetro de operadores unitários dados por Utϕ = ϕ◦ft e A : L2(µ) → L2(µ)
o operador auto-adjunto associado (dado pelo Teorema 3.1.4). Mostre que 0 é
um auto-valor simples de A se, e somente se, toda função ϕ ∈ L2(µ) que satisfaz
Utϕ = ϕ para todo t ∈ R é constante em µ-quase todo ponto.
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3.2 Teorema ergódico de Birkhoff

O teorema que apresentamos nesta seção foi demonstrado por George David
Birkhoff 1, um dos maiores matemáticos americanos da sua geração e autor de
muitas outras contribuições fundamentais em Dinâmica. O teorema de Birkhoff
melhora bastante o teorema de von Neumann porque a sua conclusão é formu-
lada em termos de convergência em µ-quase todo o ponto, que é uma propriedade
mais forte do que convergência em L2(µ).

3.2.1 Tempo médio de visita

Começamos por enunciar a versão do teorema para tempos médios de visita:

Teorema 3.2.1 (Birkhoff). Seja f : M → M uma transformação mensurável
e µ uma probabilidade invariante por f . Dado qualquer conjunto mensurável
E ⊂M , o tempo médio visita

τ(E, x) = lim
n

1

n
#{j = 0, 1, . . . , n− 1 : f j(x) ∈ E}

existe em µ-quase todo ponto x ∈M . Além disso,
∫
τ(E, x) dµ(x) = µ(E).

Observe que se τ(E, x) existe para um certo ponto x ∈M então

τ(E, f(x)) = τ(E, x). (3.2.1)

De fato, por definição,

τ(E, f(x)) = lim
n→∞

1

n

n∑

j=1

XE(f j(x))

= lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

XE(f j(x)) − 1

n

[
XE(x) −XE(fn(x))

]

= τ(E, x) + lim
n→∞

1

n

[
XE(x) −XE(fn(x))

]

Como a função caracteŕıstica é limitada, o último limite é igual a zero. Isto
prova a igualdade (3.2.1).

O exemplo a seguir mostra que o tempo médio de visita não existe para todo
ponto, em geral:

Exemplo 3.2.2. Considere o número x ∈ (0, 1) definido pela expansão decimal
x = 0, a1a2a3 . . . , onde ai = 1 se 2k ≤ i < 2k+1 com k par e ai = 0 se
2k ≤ i < 2k+1 com k ı́mpar. Ou seja,

x = 0, 10011110000000011111111111111110 . . . ,

1Seu filho, Garret Birkhoff, também foi um matemático, bem conhecido por seus trabalhos
em Álgebra. É devida a ele a noção de distância projetiva, que usaremos na Seção 12.3.
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onde os blocos alternantes de 0s e de 1s têm comprimentos dados pelas sucessivas
potências de dois. Seja f : [0, 1] → [0, 1] a transformação definida na Seção 1.3.1
e seja E = [0, 1/10). Isto é, E é o conjunto dos pontos cuja expansão decimal
começa com o d́ıgito 0. É fácil ver que se n = 2k − 1 com k = 2q então

1

n

n−1∑

j=0

XE(f j(x)) =
1 + 22 + 24 + · · · + 2k−2

2k − 1
=

1

3
.

Por outro lado, se n = 2k − 1 e k = 2q + 1 então, quando q → ∞,

1

n

n∑

j=0

XE(f j(x)) =
1 + 22 + 24 + · · · + 2k−1

2k − 1
=

1

3

2k+1 − 1

2k − 1
→ 2

3
.

Assim, o tempo médio de visita de x ao conjunto E não existe.

3.2.2 Médias temporais

Conforme observamos anteriormente

τ(E, x) = lim
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(x)), onde ϕ = XE .

O próximo enunciado generaliza o Teorema 3.2.1 para o caso em que ϕ é uma
função integrável qualquer:

Teorema 3.2.3 (Birkhoff). Seja f : M → M uma transformação mensurável
e seja µ uma probabilidade invariante por f . Dada qualquer função integrável
ϕ : M → R, o limite

ϕ̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(x)) (3.2.2)

existe em µ-quase todo ponto x ∈ M . Além disso, a função ϕ̃ definida desta
forma é integrável e satisfaz

∫
ϕ̃(x) dµ(x) =

∫
ϕ(x) dµ(x).

Um pouco mais adiante obteremos este teorema como caso particular de
um resultado mais geral, o teorema ergódico subaditivo. O limite ϕ̃ é chamado
média temporal, ou média orbital, de ϕ: A proposição a seguir mostra que as
médias temporais são constantes ao longo de órbitas, em µ-quase todo ponto,
generalizando a igualdade (3.2.1):

Proposição 3.2.4. Seja ϕ : M → R uma função integrável. Então,

ϕ̃(f(x)) = ϕ̃(x) para µ-quase todo ponto x ∈M . (3.2.3)
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Demonstração. Por definição,

ϕ̃(f(x)) = lim
n→∞

1

n

n∑

j=1

ϕ(f j(x)) = lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(x)) +
1

n

[
ϕ(fn(x)) − ϕ(x)

]

= ϕ̃(x) + lim
n→∞

1

n

[
ϕ(fn(x)) − ϕ(x)

]

Vamos precisar do seguinte lema:

Lema 3.2.5. Se φ é uma função integrável então limn n
−1φ(fn(x)) = 0 para

µ-quase todo ponto x ∈M .

Demonstração. Fixe qualquer ε > 0. Como µ é invariante, temos que

µ
(
{x ∈M : |φ(fn(x))| ≥ nε}

)
= µ

(
{x ∈M : |φ(x)| ≥ nε}

)

=

∞∑

k=n

µ
(
{x ∈M : k ≤ |φ(x)|

ε
< k + 1}

)
.

Somando sobre todo n ∈ N, obtemos que

∞∑

n=1

µ
(
{x ∈M : |φ(fn(x))| ≥ nε}

)
=

∞∑

k=1

kµ
(
{x ∈M : k ≤ |φ(x)|

ε
< k + 1}

)

≤
∫ |φ|

ε
dµ.

Como φ é integrável, por hipótese, todas estas expressões são finitas. Isso implica
que o conjunto B(ε) dos pontos x tais que |φ(fn(x))| ≥ nε para infinitos valores
de n tem medida nula (veja o Exerćıcio A.1.6). Segue imediatamente da de-
finição de B(ε) que para todo x /∈ B(ε) existe algum p ≥ 1 tal que |φ(fn(x))| <
nε para todo n ≥ p. Agora considere o conjunto B = ∪∞

i=1B(1/i). Então B tem
medida nula e para todo x /∈ B vale que limn(1/n)φ(fn(x)) = 0.

Aplicando o Lemma 3.2.5 à função φ = ϕ obtemos a igualdade (3.2.3). Isto
completa a demonstração da Proposição 3.2.4.

Em geral, o subconjunto com medida total onde vale a convergência (3.2.2)
no Teorema 3.2.3 depende da função ϕ que estamos considerando. No entanto,
em alguns casos é posśıvel escolher esse conjunto independentemente da função.
Um exemplo útil desta situação é o seguinte:

Teorema 3.2.6. Suponha que M é um espaço métrico compacto e f : M →M
é uma aplicação cont́ınua. Então existe um conjunto mensurável G ⊂ M com
µ(G) = 1 tal que

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(x)) → ϕ̃(x) (3.2.4)

para todo x ∈ G e toda função cont́ınua ϕ : M → R.
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Demonstração. Pelo teorema ergódico de Birkhoff, para cada função cont́ınua
ϕ existe um conjunto G(ϕ) ⊂M com µ(G(ϕ)) = 1 tal que (3.2.4) é válido para
todo x ∈ G(ϕ). Pelo Teorema A.3.13, o espaço C0(M) das funções cont́ınuas
admite algum subconjunto {ϕk : k ∈ N} enumerável denso. Tomemos

G =
∞⋂

k=1

G(ϕk).

É claro que µ(G) = 1. Portanto basta provar que (3.2.4) vale para toda função
cont́ınua ϕ sempre que x ∈ G. Isso pode ser feito da seguinte maneira. Dado
ϕ ∈ C0(M) e qualquer ε > 0, tomemos k ∈ N tal que

‖ϕ− ϕk‖ = sup
{
|ϕ(x) − ϕk(x)| : x ∈M

}
≤ ε.

Então, dado qualquer ponto x ∈ G,

lim sup
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(x)) ≤ lim
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕk(f
j(x)) + ε = ϕ̃k(x) + ε

lim inf
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(x)) ≥ lim
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕk(f
j(x)) − ε = ϕ̃k(x) − ε.

Isto implica que

lim sup
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(x)) − lim inf
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(x)) ≤ 2ε.

Como ε é arbitrário, segue que o limite ϕ̃(x) existe, conforme afirmado.

Em geral não é posśıvel dizer nada sobre a velocidade da convergência no
Teorema 3.2.3. Por exemplo, segue de um teorema de Kakutani e Petersen
(confira as páginas 94 a 99 do livro de Petersen [Pet83]) que se a medida µ
é ergódica e não atômica então, dada qualquer sequência (an)n de números
positivos com limn an = 0, existe alguma função mensurável limitada ϕ tal que

lim sup
n

1

an

∣∣ 1
n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(x)) −
∫
ϕdµ

∣∣ = +∞.

Dizemos que uma medida invariante µ é ergódica se f−1(A) = A a menos
de medida nula implica que µ(A) = 0 ou µ(Ac) = 0. O estudo das medidas
ergódicas será o tema do próximo caṕıtulo.

Outra observação interessante é que não existe um análogo do teorema
ergódico de Birkhoff para medidas invariantes infinitas. De fato, suponha que µ
é medida invariante σ-finita, mas infinita, de uma transformação f : M → M .
Dizemos que um conjunto mensurável W ⊂ M é errante se as pré-imagens
f−i(W ), i ≥ 0 são disjuntas duas-a-duas. Suponha que µ é ergódica e conser-
vativa, ou seja, todo conjunto errante tem medida nula. Então, dada qualquer
sequência (an)n de números positivos,
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• ou lim infn
1
an

∑n−1
j=0 ϕ◦f j = 0 em quase todo ponto, para toda ϕ ∈ L1(µ);

• ou existe (nk)k → ∞ tal que limk
1
ank

∑nk−1
j=0 ϕ ◦ f j = ∞ em quase todo

ponto, para toda ϕ ∈ L1(µ).

Este resultado e outros fatos correlatos estão demonstrados na Seção 2.4 do livro
de Aaronson [Aar97].

3.2.3 Teorema de von Neumann e consequências

O teorema de von Neumann (Teorema 3.1.6) também pode ser deduzido dire-
tamente do teorema de Birkhoff, como vamos mostrar a seguir.

Considere qualquer função ϕ ∈ L2(µ) e seja ϕ̃ a sua média temporal. Co-
meçamos por mostrar que ϕ̃ ∈ L2(µ) e a sua norma satisfaz ‖ϕ̃‖2 ≤ ‖ϕ‖2. Para
isso, note que

|ϕ̃| ≤ lim
n

1

n

n−1∑

j=0

|ϕ ◦ f j| e, portanto, |ϕ̃
∣∣2 ≤ lim

n

( 1

n

n−1∑

j=0

∣∣ϕ ◦ f j|
)2

.

Então, pelo lema de Fatou (Teorema A.2.10),

[ ∫
|ϕ̃
∣∣2 dµ

]1/2
≤ lim inf

n

[ ∫ ( 1

n

n−1∑

j=0

|ϕ ◦ f j |
)2

dµ
]1/2

. (3.2.5)

Podemos usar a desigualdade de Minkowski (Teorema A.5.3) para majorar a
sequência do lado direito:

[ ∫ ( 1

n

n−1∑

j=0

|ϕ ◦ f j|
)2

dµ
]1/2

≤ 1

n

n−1∑

j=0

[ ∫
|ϕ ◦ f j|2 dµ

]1/2
. (3.2.6)

Como µ é invariante por f , a expressão do lado direito é igual a
[ ∫

|ϕ|2 dµ
]1/2

.
Portanto, (3.2.5) e (3.2.6) implicam que ‖ϕ̃‖2 ≤ ‖ϕ‖2 <∞.

Agora vamos mostrar que (1/n)
∑n−1
j=0 ϕ ◦ f j converge para ϕ̃ em L2(µ).

Inicialmente, suponha que a função ϕ é limitada, isto é, que existe C > 0 tal
que |ϕ| ≤ C. Então

∣∣∣
1

n

n−1∑

j=0

ϕ ◦ f j
∣∣∣ ≤ C para todo n e |ϕ̃| ≤ C.

Então podemos usar o teorema da convergência dominada (Teorema A.2.11)
para concluir que

lim
n

∫ ( 1

n

n−1∑

j=0

ϕ ◦ f j − ϕ̃
)2

dµ =

∫ (
lim
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕ ◦ f j − ϕ̃
)2

dµ = 0,
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ou seja, que (1/n)
∑n−1
j=0 ϕ ◦ f j converge para ϕ̃ em L2(µ). Falta estender esta

conclusão para uma função ϕ qualquer em L2(µ). Para isso, consideremos uma
sequência (ϕk) de funções limitadas tal que (ϕk)k converge para ϕ. Por exemplo

ϕk(x) =

{
ϕ(x) se |ϕ(x)| ≤ k
0 caso contrário.

Denotemos por ϕ̃k as respectivas médias temporais. Dado qualquer ε > 0,
fixemos k0 tal que ‖ϕ−ϕk‖2 < ε/3 para todo k ≥ k0. Note que ‖(ϕ−ϕk)◦f j‖2

é igual a ‖ϕ− ϕk‖2 para todo j ≥ 0, porque a medida µ é invariante. Logo,

∥∥∥
1

n

n−1∑

j=0

(ϕ− ϕk) ◦ f j
∥∥∥

2
≤ ‖ϕ− ϕk‖2 < ε/3 para todo n ≥ 1 e k ≥ k0. (3.2.7)

Observe também que ϕ̃k − ϕ̃ é a média temporal da função ϕ − ϕk. Portanto,
o argumento do parágrafo anterior dá que

‖ϕ̃− ϕ̃k‖2 ≤ ‖ϕ− ϕk‖2 < ε/3 para todo k ≥ k0. (3.2.8)

Por hipótese, para cada k ≥ 1 existe n0(k) ≥ 1 tal que

∥∥∥
1

n

n−1∑

j=0

ϕk ◦ f j − ϕ̃k

∥∥∥
2
< ε/3 para todo n ≥ n0(k). (3.2.9)

Somando (3.2.7), (3.2.8), (3.2.9) obtemos

∥∥∥
1

n

n−1∑

j=0

ϕ ◦ f j − ϕ̃
∥∥∥

2
< ε para todo n ≥ n0(k0).

Isto completa a prova do teorema de von Neumann a partir do teorema de
Birkhoff.

No Exerćıcio 3.2.5 propomos uma generalização destas conclusões para um
espaço Lp(µ) qualquer.

Corolário 3.2.7. A média temporal ϕ̃ de qualquer função ϕ ∈ L2(µ) coincide
com a projeção ortogonal P (ϕ) de ϕ no subespaço das funções invariantes.

Demonstração. Por um lado, o Teorema 3.1.6 dá que (1/n)
∑n−1
j=0 ϕ◦f j converge

para P (ϕ) em L2(µ). Por outro lado, acabamos de mostrar que essa sequência
converge para ϕ̃ em L2(µ). Por unicidade do limite, P (ϕ) = ϕ̃.

Corolário 3.2.8. Se f : M → M é invert́ıvel então as médias temporais de
qualquer função ϕ ∈ L2(µ) para f e para f−1 coincidem em µ-quase todo ponto:

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕ ◦ f−j = lim
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕ ◦ f j em µ-quase todo ponto. (3.2.10)
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Demonstração. O limite do lado esquerdo de (3.2.10) é a projeção ortogonal de
ϕ no subespaço das funções invariantes por f−1, enquanto que o limite do lado
direito é a projeção ortogonal de ϕ no subespaço das funções invariantes por f .
É claro que estes dois subespaços são exatamente o mesmo. Logo os dois limites
coincidem em L2(µ).

3.2.4 Exerćıcios

3.2.1. Seja X = {x1, . . . , xr} um conjunto finito e seja σ : X → X uma per-
mutação. A permutação σ é chamada de ćıclica se ela admite uma (única)
órbita de cardinalidade r.

1. Dada uma permutação ćıclica σ e uma função ϕ : X → R prove que

lim
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

ϕ(σi(x)) =
ϕ(x1) + · · · + ϕ(xr)

r
.

2. Mais geralmente, prove que para toda permutação σ e função ϕ

lim
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

ϕ(σi(x)) =
ϕ(x) + ϕ(σ(x)) + · · · + ϕ(σp−1(x))

p
.

onde p ≥ 1 é a cardinalidade da órbita de x.

3.2.2. Verifique que o Lema 3.2.5 também pode ser deduzido do teorema ergó-
dico de Birkhoff.

3.2.3. Uma função ϕ : Z → R é dita uniformemente quase periódica se para
cada ε > 0 existe L(ε) ∈ N tal que todo intervalo {n + 1, . . . , n + L(ε)} no
conjunto Z tem algum elemento τ tal que |ϕ(k+τ)−ϕ(k)| < ε para todo k ∈ Z.
Chamaremos τ de um ε-quase peŕıodo de f .

(a) Prove que se ϕ é uniformemente quase periódica então ela é limitada.

(b) Mostre que para todo ε > 0 existe ρ ≥ 1 tal que

|1
ρ

(n+1)ρ∑

j=nρ+1

ϕ(j) − 1

ρ

ρ∑

1=1

ϕ(j)| < 2ε para todo n ≥ 1.

(c) Mostre que a sequência (1/n)
∑n
j=1 ϕ(j) converge para algum número real

quando n→ ∞.

(d) Mais geralmente, prove que limn(1/n)
∑n
l=1 ϕ(x+ k) existe para todo x ∈

Z e é independente de x.

3.2.4. Prove que para Lebesgue quase todo ponto x ∈ [0, 1], a média geométrica
dos números inteiros a1, . . . , an, . . . na expansão de x em fração cont́ınua con-
verge para algum valor, ou seja, existe b ∈ R tal que limn(a1a2 · · · an)1/n = b.
[Observação: Compare com o Exerćıcio 4.2.11.]
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3.2.5. Seja ϕ : M → R uma função integrável e seja ϕ̃ a sua média temporal,
dada pelo Teorema 3.2.3. Mostre que se ϕ ∈ Lp(µ) para algum p > 1 então
ϕ̃ ∈ Lp(µ) e vale ‖ϕ̃‖p ≤ ‖ϕ‖p. Além disso,

1

n

n−1∑

j=0

ϕ ◦ f j

converge para ϕ̃ no espaço Lp(µ).

3.2.6. Prove o teorema de Birkhoff para fluxos: se µ é uma probabilidade
invariante por um fluxo f e ϕ ∈ L1(µ) então a função

ϕ̃(x) = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

ϕ(f t(x)) dt

está definida em µ-quase todo ponto e
∫
ϕ̃ dµ =

∫
ϕdµ.

3.2.7. Prove que se um homeomorfismo f : M → M de um espaço métrico M
só admite uma medida invariante µ e ela é tal que µ(A) > 0 para todo aberto
não vazio A ⊂M , então toda órbita de f é densa em M .

3.3 Teorema ergódico subaditivo

Dizemos que uma sequência de funções ϕn : M → R é subaditiva para uma
transformação f : M →M se

ϕm+n ≤ ϕm + ϕn ◦ fm para todo m,n ≥ 1. (3.3.1)

Exemplo 3.3.1. A sequência ϕn : M → R diz-se aditiva se vale a igualdade
em (3.3.1), ou seja, se ϕm+n = ϕm +ϕn ◦ fm para todo m,n ≥ 1. Por exemplo,
toda soma temporal

ϕn(x) =
n−1∑

j=0

ϕ(f j(x))

constitui uma sequência aditiva. É fácil verificar que toda sequência aditiva é
desta forma, com ϕ = ϕ1.

No próximo exemplo usamos a noção de norma de uma matriz quadrada,
que é definida do seguinte modo. Seja A uma matriz quadrada de dimensão
d ≥ 2. Então

‖A‖ = sup
{‖Av‖

‖v‖ : v ∈ Rd \ {0}
}

(3.3.2)

Compare com a Equação 2.3.1. Segue diretamente da definição que a norma do
produto de duas matrizes é menor ou igual que o produto das normas dessas
matrizes:

‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ . (3.3.3)
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Exemplo 3.3.2. Seja A : M → GL(d) uma função mensurável com valores
no conjunto GL(d) das matrizes quadradas invert́ıveis de dimensão d. Defina
φn(x) = A(fn−1(x)) · · ·A(f(x))A(x) para todo n ≥ 1 e x ∈ M . Então a
sequência ϕn(x) = log ‖φn(x)‖ é subaditiva. De fato,

φm+m(x) = φn(fm(x))φm(x)

e portanto, usando (3.3.3),

ϕm+n(x) = log ‖φn(fm(x))φm(x)‖
≤ log ‖φm(x)‖ + log ‖φn(fm(x))‖ = ϕm(x) + ϕn(f

m(x)).

para todo m, n e x.

Lembre que, dada uma função ϕ : M → R representamos por ϕ+ : M → R
a função definida por ϕ+(x) = max{ϕ(x), 0}.
Teorema 3.3.3 (Kingman). Seja µ uma probabilidade invariante para uma
transformação f : M →M e seja ϕn : M → R, n ≥ 1 uma sequência subaditiva
de funções mensuráveis tal que ϕ+

1 ∈ L1(µ). Então a sequência (ϕn/n)n con-
verge em µ-quase todo ponto para uma função f -invariante ϕ : M → [−∞,+∞).
Além disso, ϕ+ ∈ L1(µ) e

∫
ϕdµ = lim

n

1

n

∫
ϕn dµ = inf

n

1

n

∫
ϕn dµ ∈ [−∞,+∞).

A prova do Teorema 3.3.3 que vamos apresentar é devida a Avila, Bochi [AB],
os quais se inspiraram na demonstração do Teorema 3.2.3 dada por Katznelson,
Weiss [KW82]. Um ponto importante é que o teorema ergódico de Birkhoff não
é usado no argumento. Isso nos permitirá obter o teorema de Birkhoff como
corolário do Teorema 3.3.3.

3.3.1 Preparação da demonstração

Uma sequência (an)n em [−∞,+∞) é dita subaditiva se vale am+n ≤ am + an
para todo m,n ≥ 1.

Lema 3.3.4. Se (an)n é uma sequência subaditiva então

lim
n

an
n

= inf
n

an
n

∈ [−∞,∞). (3.3.4)

Demonstração. Se am = −∞ para algum m então, pela subaditividade, temos
que an = −∞ para todo n > m. Então os dois lados de (3.3.4) são iguais a −∞,
e portante o lema é válido neste caso. A partir daqui suporemos que an ∈ R
para todo n.

Seja L = infn(an/n) ∈ [−∞,+∞) e seja B qualquer número real maior do
que L. Então podemos encontrar k ≥ 1 tal que

ak
k
< B.
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Para n > k, podemos escrever n = kp+ q, onde p e q são números inteiros tais
que p ≥ 1 e 1 ≤ q ≤ k. Então, por subaditividade,

an ≤ akp + aq ≤ pak + aq ≤ pak + α,

onde α = max{ai : 1 ≤ i ≤ k}. Logo,

an
n

≤ pk

n

ak
k

+
α

n
.

Observe que pk/n converge para 1 e α/n converge para zero quando n → ∞.
Portanto, uma vez que ak/k < B, temos

L ≤ an
n
< B

para todo n suficientemente grande. Fazendo B → L, conclúımos que

lim
n

an
n

= L = inf
n

an
n
.

Isto completa o argumento.

Agora seja (ϕn)n como nas hipóteses do Teorema 3.3.3. Por subaditividade,

ϕn ≤ ϕ1 + ϕ1 ◦ f + · · · + ϕ1 ◦ fn−1.

Esta relação permanece válida quando colocamos ϕ+
n e ϕ+

1 no lugar de ϕn e ϕ1.
Logo, a hipótese de que ϕ+

1 ∈ L1(µ) implica que ϕ+
n ∈ L1(µ) para todo n. Além

disso, a hipótese de que (ϕn)n é subaditiva implica que

an =

∫
ϕn dµ, n ≥ 1,

é uma sequência subaditiva em [−∞,+∞). Logo, pelo Lema 3.3.4, o limite

L = lim
n

an
n

= inf
n

an
n

∈ [−∞,∞).

existe. Defina ϕ− : M → [−∞,∞] e ϕ+ : M → [−∞,∞] por

ϕ−(x) = lim inf
n

ϕn
n

(x) e ϕ+(x) = lim sup
n

ϕn
n

(x).

É claro que ϕ−(x) ≤ ϕ+(x) para todo x ∈M . Vamos provar que
∫
ϕ− dµ ≥ L ≥

∫
ϕ+ dµ, (3.3.5)

desde que toda função ϕn seja limitada por baixo. Consequentemente, as duas
funções ϕ− e ϕ+ coincidem em µ-quase todo ponto e a sua integral é igual a L.
Desta forma o teorema ficará demonstrado neste caso, com ϕ = ϕ− = ϕ+ (o fato
de que ϕ é f -invariante é provado no Exerćıcio 3.3.1). Ao final, removeremos a
condição de limitação usando um truque de truncagem.
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3.3.2 Lema fundamental

Nesta seção suporemos que ϕ− > −∞ em todo ponto. Fixado ε > 0, defina,
para cada k ∈ N,

Ek =
{
x ∈M : ϕj(x) ≤ j

(
ϕ−(x) + ε

)
para algum j ∈ {1, . . . , k}

}
.

É claro que Ek ⊂ Ek+1 para todo k. Além disso, a definição de ϕ−(x) implica
que M = ∪kEk. Logo µ(Ek) → 1 quando k → ∞. Defina também

ψk(x) =

{
ϕ−(x) + ε se x ∈ Ek
ϕ1(x) se x ∈ Eck.

Segue da definição que ψk(x) ≥ ϕ−(x) + ε para todo x ∈ M . O passo crucial
na prova do teorema é a seguinte estimativa:

Lema 3.3.5. Para todo n > k ≥ 1 e µ-quase todo x ∈M ,

ϕn(x) ≤
n−k−1∑

i=0

ψk(f
i(x)) +

n−1∑

i=n−k

max{ψk, ϕ1}(f i(x)).

Demonstração. Tome x ∈ M tal que ϕ−(x) = ϕ−(f j(x)) para todo j ≥ 1 (isso
vale em µ-quase todo ponto; veja o Exerćıcio 3.3.1). Considere a sequência,
possivelmente finita, de número inteiros

m0 ≤ n1 < m1 ≤ n2 < m2 ≤ . . . (3.3.6)

definida indutivamente da seguinte forma (veja também a Figura 3.1).

m0

m0

m1

m1

ml

ml n

n

nl+1

n1

n1 nl

nl

Eck EckEck

EckEckEckEck

Eck

Figura 3.1: Decomposição da trajetória de um ponto

Defina m0 = 0. Seja nj o menor inteiro maior ou igual a mj−1 tal que
fnj(x) ∈ Ek (caso exista). Então, pela definição de Ek, existe mj tal que
1 ≤ mj − nj ≤ k e

ϕmj−nj (f
nj (x)) ≤ (mj − nj)(ϕ−(fnj (x)) + ε). (3.3.7)
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Isto completa a definição da sequência (3.3.6). Agora, dado n ≥ k, seja l ≥ 0 o
maior número inteiro tal que ml ≤ n. Pela subaditividade,

ϕnj−mj−1(f
mj−1(x)) ≤

nj−1∑

i=mj−1

ϕ1(f
i(x))

para todo j = 1, . . . , l tal que mj−1 6= nj , e analogamente para ϕn−ml
(fml(x)).

Assim,

ϕn(x) ≤
∑

i∈I

ϕ1(f
i(x)) +

l∑

j=1

ϕmj−nj (f
nj (x)) (3.3.8)

onde I = ∪lj=1[mj−1, nj) ∪ [ml, n). Observe que

ϕ1(f
i(x)) = ψk(f

i(x)) para todo i ∈ ∪lj=1[mj−1, nj) ∪ [ml,min{nl+1, n}),

já que f i(x) ∈ Eck em todos esses casos. Além disso, como ϕ− é constante em
órbitas (veja o Exerćıcio 3.3.1) e ψk ≥ ϕ− + ε, a relação (3.3.7) nos dá que

ϕmj−nj (f
nj (x)) ≤

mj−1∑

i=nj

(ϕ−(f i(x)) + ε) ≤
mj−1∑

i=nj

ψk(f
i(x))

para todo j = 1, . . . , l. Deste modo, usando (3.3.8), conclúımos que

ϕn(x) ≤
min{nl+1,n}−1∑

i=0

ψk(f
i(x)) +

n−1∑

i=nl+1

ϕ1(f
i(x)).

Como nl+1 > n− k, o lema está provado.

3.3.3 Estimativa da função ϕ−

Na direção de provar (3.3.5), nesta seção vamos provar o seguinte lema:

Lema 3.3.6.
∫
ϕ− dµ = L

Demonstração. Suponha, por um instante, que ϕn/n está uniformemente limi-
tado por baixo, ou seja, que existe κ > 0 tal que ϕn/n ≥ −κ para todo n. Apli-
cando o lema de Fatou (Teorema A.2.10) à sequência de funções não-negativas
ϕn/n+ κ, obtemos que ϕ− é integrável e

∫
ϕ− dµ ≤ lim

n

∫
ϕn
n
dµ = L.

Para provar a outra desigualdade, observe que o Lema 3.3.5 implica que

1

n

∫
ϕn dµ ≤ n− k

n

∫
ψk dµ+

k

n

∫
max{ψk, ϕ1} dµ. (3.3.9)
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Note que max{ψk, ϕ1} ≤ max{ϕ−+ε, ϕ+
1 } e que esta última função é integrável.

Portanto, o lim sup da última parcela em (3.3.9) quando n → ∞ é menor ou
igual que zero. Então, fazendo n → ∞ obtemos que L ≤

∫
ψk dµ para todo k.

Logo, fazendo k → ∞, conclúımos que

L ≤
∫
ϕ− dµ+ ε.

Finalmente, fazendo ε→ 0 obtemos que L ≤
∫
ϕ− dµ. Isto prova o lema quando

ϕn/n está uniformemente limitado por baixo.
Agora resta remover essa hipótese. Defina, para cada κ > 0,

ϕκn = max{ϕn,−κn} e ϕκ− = max{ϕ−,−κ}.

A sequência (ϕκn)n satisfaz as hipóteses do Teorema 3.3.3, ou seja, ela é suba-
ditiva e a parte positiva de ϕκ1 é integrável. Além disso, ϕκ− = lim infn(ϕ

κ
n/n).

Então, o argumento do parágrafo anterior mostra que

∫
ϕκ− dµ = inf

n

1

n

∫
ϕκn dµ. (3.3.10)

Pelo teorema da convergência monótona (Teorema A.2.9), também temos que

∫
ϕn dµ = inf

κ

∫
ϕκn dµ e

∫
ϕ− dµ = inf

κ

∫
ϕκ− dµ. (3.3.11)

Combinando as relações (3.3.10) e (3.3.11), obtemos que

∫
ϕ− dµ = inf

κ

∫
ϕκ− = inf

κ
inf
n

1

n

∫
ϕκn dµ = inf

n

1

n

∫
ϕn dµ = L.

Isto completa a demonstração do lema.

3.3.4 Majoração da função ϕ+

Para completar a prova de (3.3.5), vamos mostrar que
∫
ϕ+ dµ ≤ L desde que

infn ϕn seja finito para todo n. Começamos por provar o seguinte resultado
auxiliar:

Lema 3.3.7. Para todo k fixado,

lim sup
n

ϕkn
n

= k lim sup
n

ϕn
n
.

Demonstração. A desigualdade ≤ é clara, uma vez que ϕkn/kn é subsequência
de ϕn/n. Para mostrar a desigualdade contrária, escrevemos n = kqn + rn com
rn ∈ {1, . . . , k}. Pela subaditividade,

ϕn ≤ ϕkqn + ϕrn ◦ fkqn ≤ ϕkqn + ψ ◦ fkqn
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onde ψ = max{ϕ+
1 , . . . , ϕ

+
k }. Observe que n/qn → k quando n → ∞. Além

disso, como ψ ∈ L1(µ), podemos usar o Lema 3.2.5 para ver que ψ ◦ fn/n
converge para zero em µ-quase todo ponto. Assim, dividindo a relação anterior
por n e tomando o lim sup quando n→ ∞ nós obtemos que

lim sup
n

1

n
ϕn ≤ lim sup

n

1

n
ϕkqn + lim sup

n

1

n
ψ ◦ fkqn =

1

k
lim sup

q

1

q
ϕkq,

como afirmado no lema.

Lema 3.3.8. Suponha que infn ϕn > −∞ para todo n. Então
∫
ϕ+ dµ ≤ L.

Demonstração. Para cada k fixado e n ≥ 1, considere θn = −∑n−1
j=0 ϕk ◦ f jk.

Observe que ∫
θn dµ = −n

∫
ϕk dµ para todo n, (3.3.12)

uma vez que fk preserva a medida µ. Como a sequência (ϕn)n é subaditiva,
θn ≤ −ϕkn para todo n. Logo, usando o Lema 3.3.7,

θ− = lim inf
n

θn
n

≤ − lim sup
n

ϕkn
n

= −k lim sup
n

ϕn
n

= −kϕ+

e, portanto, ∫
θ− dµ ≤ −k

∫
ϕ+ dµ. (3.3.13)

Observe também que a sequência (θn)n é aditiva: θm+n = θm + θn ◦ fkm para
todo m, n ≥ 1. Como θ1 = −ϕk é majorada por − inf ϕk, também temos que a
função θ+1 é limitada e, por consequência, integrável. Assim, podemos aplicar o
Lema 3.3.6, juntamente com a igualdade (3.3.12), para concluir que

∫
θ− dµ = lim inf

n

∫
θn
n
dµ = −

∫
ϕk dµ. (3.3.14)

Juntando as relações (3.3.13) e (3.3.14) obtemos que

∫
ϕ+ dµ ≤ 1

k

∫
ϕk dµ.

Finalmente, tomando o ı́nfimo sobre k obtemos que
∫
ϕ+ dµ ≤ L.

Os Lemas 3.3.6 e 3.3.8 provam a relação (3.3.5) e, portanto, o Teorema 3.3.3
quando inf ϕk > −∞ para todo k. No caso geral, defina

ϕκn = max{ϕn,−κn} e ϕκ− = max{ϕ−,−κ} e ϕκ+ = max{ϕ+,−κ}

para cada constante κ > 0. Os argumentos anteriores podem ser aplicados à
sequência (ϕκn)n para todo κ > 0 fixado. Portanto, ϕκ+ = ϕκ− em µ-quase todo
ponto para todo κ > 0. Como ϕκ− → ϕ− e ϕκ+ → ϕ+ quando κ→ ∞, segue que
ϕ− = ϕ+ em µ-quase todo ponto. A prova do Teorema 3.3.3 está completa.
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3.3.5 Expoentes de Lyapunov

Como observamos anteriormente, toda sequência de somas orbitais

ϕn =

n−1∑

j=0

ϕ ◦ f j, n ≥ 1

é aditiva e, em particular, subaditiva. Portanto, o teorema ergódico de Birkhoff
(Teorema 3.2.3) é um caso particular do Teorema 3.3.3.

Outra consequência importante do teorema ergódico subaditivo é o teorema
de Furstenberg-Kesten, que enunciamos a seguir.

Seja f : M →M uma transformação mensurável e seja µ uma probabilidade
invariante. Seja θ : M → GL(d) uma função mensurável com valores no conjunto
GL(d) das matrizes quadradas invert́ıveis de dimensão d. Seja θ−1 : M → GL(d)
a função definida por θ−1(x) = matriz inversa de θ(x). O cociclo definido por θ
é a sequência de funções

φn(x) = θ(fn−1(x)) · · · θ(f(x))θ(x) e φ−n(x) = inversa de φn(f−n(x))

para todo n ≥ 1 e x ∈M . Deixamos ao cuidado do leitor verificar que

φm+n(x) = φn(fm(x)) · φm(x) para todo m,n ∈ Z e todo x ∈M . (3.3.15)

Aliás, é por esta razão que a sequência (φn)n é chamada de cociclo.

Teorema 3.3.9 (Furstenberg-Kesten). Se log+ ‖θ‖ ∈ L1(µ) então

λmax(x) = lim
n

1

n
log ‖φn(x)‖

existe em µ-quase todo ponto. Além disso, λ+
max ∈ L1(µ) e

∫
λmax dµ = lim

n

1

n

∫
log ‖φn‖ dµ = inf

n

1

n

∫
log ‖φn‖ dµ

Se log+ ‖θ−1‖ ∈ L1(µ) então

λmin(x) = lim
n

− 1

n
log ‖φ−n(x)‖

existe em µ-quase todo ponto. Além disso, λmin ∈ L1(µ) e

∫
λmin dµ = lim

n
− 1

n

∫
log ‖φ−n‖ dµ = sup

n
− 1

n

∫
log ‖φ−n‖ dµ.

Para deduzir este resultado do Teorema 3.3.3 basta observar que as sequên-
cias

ϕmax
n (x) = log ‖φn(x)‖ e ϕmin

n (x) = log ‖φ−n(x)‖
são subaditivas (lembre do Exemplo 3.3.2).
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O teorema ergódico multiplicativo de Oseledets, que vamos enunciar a seguir,
refina muito a conclusão do teorema de Furstenberg-Kesten. Ele afirma que, nas
mesmas condições do Teorema 3.3.9, para µ-quase todo x ∈M existe um número
inteiro positivo k = k(x) e existem números reais λ1(x) > · · · > λk(x) e uma
filtração

Rd = V 1
x > · · · > V kx > V k+1

x = {0} (3.3.16)

tal que, para todo i ∈ {1, . . . , k} e para µ-quase todo x ∈M ,

(a1) k(f(x)) = k(x) e λi(f(x)) = λi(x) e θ(x) · V ix = V if(x);

(b1) lim
n

1

n
log ‖φn(x)v‖ = λi(x) para todo v ∈ V ix \ V i+1

x ;

(c1) lim
n

1

n
log | detφn(x)| =

k∑

i=1

di(x)λi(x), onde di(x) = dimV ix − dim V i+1
x .

Além disso, os números k(x) e λ1(x), . . . , λk(x) e os subespaços V 1
x , . . . , V

k
x

dependem mensuravelmente do ponto x.
Os números λi(x) são chamados expoentes de Lyapunov de θ relativamente a

f no ponto x. Eles satisfazem λ1 = λmax e λk = λmin. Por esta razão, também
chamamos λmax(x) e λmin(x) de expoentes de Laypunov extremais no ponto x.
Cada di(x) é chamado multiplicidade do expoente de Lyapunov λi(x).

Quando f é invert́ıvel, supondo também que log+ ‖θ−1‖ ∈ L1(µ), é posśıvel
obter uma conclusão mais forte: no lugar da filtração (3.3.16) obtemos uma
decomposição

Rd = E1
x ⊕ · · · ⊕Ekx (3.3.17)

tal que, para todo i = 1, . . . , k,

(a2) θ(x) · Eix = Eif(x) e V ix = V i+1
x ⊕ Eix;

(b2) lim
n→±∞

1

n
log ‖φn(x)v‖ = λi(x) para todo v ∈ Eix diferente de zero;

(c2) lim
n→+∞

1

n
log | detφn(x)| =

k∑

i=1

di(x)λi(x), onde di(x) = dimEix.

As expressões (3.3.16) e (3.3.17) estão relacionadas por V ix = Eix ⊕ V i+1
x . Em

particular, dimEix = dimV ix − dim V i+1
x .

3.3.6 Exerćıcios

3.3.1. Dada uma sequência subaditiva (ϕn)n com ϕ+
1 ∈ L1(µ), mostre que as

funções

ϕ− = lim inf
n

ϕn
n

e ϕ+ = lim sup
n

ϕn
n

são f -invariantes, isto é, ϕ−(x) = ϕ− ◦ f(x) e ϕ+(x) = ϕ+ ◦ f(x) para µ-quase
todo x ∈M .
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3.3.2. Enuncie e prove o teorema ergódico subaditivo para fluxos.

3.3.3. Seja f : M → M um difeomorfismo de classe C1 numa variedade com-
pacta, preservando a medida de Lebesgue. Verifique que

k(x)∑

i=1

di(x)λi(x) = 0 em µ-quase todo ponto x ∈M

onde λi(x), i = 1, . . . , k(x) são os expoentes de Lyapunov de Df no ponto x e
di(x), i = 1, . . . , k(x) são as respectivas multiplicidades.

3.3.4. Chamamos constante temporal de uma sequência subaditiva de funções
(ϕn)n ao limite

lim
n

1

n

∫
ϕn dµ.

Supondo que o limite existe e é finito, mostre que podemos escrever ϕn = ψn+γn
para cada n, de tal forma que (ψn)n é uma sequência aditiva e (γn)n é uma
sequência subaditiva com constante temporal igual a zero.

3.3.5. Nas condições do teorema de Furstenberg-Kesten, mostre que a sequên-
cia ψn = (1/n) log ‖φn‖ é uniformemente integrável, no seguinte sentido: para
todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

µ(E) < δ ⇒
∫

E

ψ+
n dµ < ε para todo n.

3.3.6. Nas condições do teorema de Furstenberg-Kesten, para cada k ≥ 1, seja
Ψk a média temporal de ψk relativamente a fk. Mostre que λmax(x) ≤ Ψk(x)
para todo k e µ-quase todo x. Usando o Exerćıcio 3.3.5, mostre que para todo
ρ > 0 e µ-quase todo x existe k tal que Ψk(x) ≤ λmax(x) + ρ.

3.4 Tempo discreto e tempo cont́ınuo

A maior parte do tempo focamos a nossa apresentação no contexto dos sistemas
dinâmicos com tempo discreto. No entanto, quase tudo que foi dito até aqui se
estende, de forma mais ou menos direta, para sistemas com tempo cont́ınuo. A
razão das duas teorias serem tão semelhantes é que é posśıvel relacionar sistemas
de um tipo com sistemas do outro tipo, por meio de certas construções que
vamos apresentar a seguir. Por simplicidade, nos ateremos ao caso de sistemas
invert́ıveis.

3.4.1 Fluxos suspensão

A nossa primeira construção associa a cada transformação invert́ıvel f : M →M
e cada função mensurável τ : M → (0,∞) um fluxo gt : N → N , t ∈ R chamado
suspensão de f com tempo de retorno τ , cujas propriedades de recorrência estão
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diretamente ligadas às propriedades da transformação f . Em particular, a cada
medida µ invariante por f vamos associar uma medida ν invariante pelo fluxo.
Na construção suporemos que a função τ é tal que, para todo x ∈M ,

∞∑

j=1

τ(f j(x)) =

∞∑

j=1

τ(f−j(x)) = +∞. (3.4.1)

Esse é o caso, por exemplo, se τ estiver afastada de zero.
O primeiro passo é construir o domı́nio N do fluxo suspensão. Consideremos

a transformação F : M × R → M × R dada por F (x, s) = (f(x), s − τ(x)).
Observe que F é invert́ıvel. Seja ∼ a relação de equivalência definida em M ×R
por

(x, s) ∼ (x̃, s̃) ⇔ existe n ∈ Z tal que Fn(x, s) = (x̃, s̃).

Denotamos por N o conjunto das classes de equivalência desta relação e por
π : M × R → N a projeção canônica que associa a cada (x, s) ∈ M × R a sua
classe de equivalência.

Agora considere o fluxo Gt : M ×R →M ×R dado por Gt(x, s) = (x, s+ t).
É imediato que Gt ◦ F = F ◦ Gt para todo t ∈ R. Isto garante que Gt, t ∈ R
induz um fluxo gt, t ∈ R no espaço quociente N , dado por

gt(π(x, s)) = π(Gt(x, s)) para todo x ∈M e s, t ∈ R. (3.4.2)

De fato, se π(x, s) = π(x̃, s̃) então existe n ∈ Z tal que Fn(x, s) = (x̃, s̃). Logo,

Gt(x̃, s̃) = Gt ◦ Fn(x, s) = Fn ◦Gt(x, s)

e, portanto, π(Gt(x, s)) = π(Gt(x̃, s̃)). Isto mostra que o fluxo gt, t ∈ R está
realmente bem definido.

Para compreender melhor como este fluxo se relaciona com a transformação
f , precisamos apresentar a construção de um ponto de vista mais concreto.
Consideremos o domı́nio D = {(x, s) ∈ M × R : 0 ≤ s < τ(x)}. Afirmamos
que D é um domı́nio fundamental para a relação de equivalência ∼, ou seja,
ele contém exatamente um representante de cada classe de equivalência. A
unicidade do representante é imediata: basta observar que se (x, s) ∈ D então
Fn(x, s) = (xn, sn) com sn < 0 para todo n > 0 e sn > τ(fn(x)) para todo
n > 0. Para provar a existência, precisamos da condição (3.4.1): ela garante
que os iterados (xn, sn) = Fn(x, s) de qualquer (x, s) satisfazem

lim
n→+∞

sn = −∞ e lim
n→−∞

sn = +∞;

tomando n máximo tal que sn ≥ 0, temos que (xn, sn) ∈ D. Desta forma, fica
provada a nossa afirmação, a qual significa que a restrição da projeção π ao
domı́nio D é uma bijeção sobre N . Portanto, podemos identificar N com D e,
em particular, podemos considerar gt, t ∈ R como um fluxo em D.

Da mesma forma, podemos identificarM com o subconjunto Σ = π(M×{0})
de N . Observando que

gτ(x)(π(x, 0)) = π(x, τ(x)) = π(f(x), 0) (3.4.3)
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vemos que, com esta identificação, a transformação f : M → M corresponde
à transformação de primeiro retorno (ou transformação de Poincaré) do fluxo
suspensão a Σ. Veja a Figura 3.2.

M

τ(x)

x

f(x)

R 0

Figura 3.2: Fluxo suspensão

Agora seja µ uma medida em M invariante por f . Denotemos por ds a
medida de Lebesgue na reta R. É claro que a medida (infinita) µ×ds é invariante
pelo fluxo Gt, t ∈ R. Além disso, ela é invariante pela transformação F , uma
vez que µ é invariante por f . Chamamos suspensão de µ com tempo de retorno
τ a medida ν definida em N por

ν = π∗(µ× ds | D). (3.4.4)

Em outras palavras, ν é a medida dada por

∫
ψ dν =

∫
dµ(x)

∫ τ(x)

0

ψ(π(x, s)) ds

para cada função mensurável limitada ψ : N → (0,∞). Em particular,

ν(N) =

∫
1 dν =

∫
τ(x) dµ(x) (3.4.5)

é finito se, e somente se, a função τ é integrável para µ.

Proposição 3.4.1. O fluxo gt, t ∈ R preserva a medida ν.

Demonstração. Fixemos t ∈ R. Dado qualquer conjunto mensurável B ⊂ N ,
seja B̂ = π−1(B)∩D. Pela definição de ν, temos que ν(B) = (µ×ds)(B̂). Para
cada n ∈ Z seja B̂n o conjunto dos (x, s) ∈ B̂ tais que G−t(x, s) ∈ Fn(D) e seja
Bn = π(B̂n). Como D é um domı́nio fundamental, {B̂n : n ∈ Z} é uma partição
de B̂ e {Bn : n ∈ Z} é uma partição de B. Além disso, B̂n = π−1(Bn) ∩ D e,
portanto, ν(Bn) = (µ × ds)(B̂n) para todo n. A definição do fluxo suspensão
dá que

π−1
(
g−t(Bn)

)
= G−t

(
π−1(Bn)

)
= G−t

( ⋃

k∈Z

F k(B̂n)
)

=
⋃

k∈Z

F k
(
G−t(B̂n)

)
.
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Observando que F−n(G−t(B̂n)) ⊂ D, conclúımos que

ν
(
g−t(Bn)

)
= (µ× ds)

(
π−1(g−t(Bn)) ∩D

)
= (µ× ds)

(
F−n(G−t(B̂n))

)
.

Como a medida µ× ds é invariante por F e por Gt, a última expressão é igual
a (µ× ds)(B̂n). Portanto,

ν(g−t(B)) =
∑

n∈Z

ν(g−t(Bn)) =
∑

n∈Z

(µ× ds)(B̂n) = (µ× ds)(B̂) = ν(B).

Isto prova que ν é invariante pelo fluxo gt, t ∈ R.

No Exerćıcio 3.4.2 convidamos o leitor a relacionar as propriedades de re-
corrência dos sistemas (f, µ) e (gt, ν).

3.4.2 Transformações de Poincaré

A seguir, apresentamos uma espécie de inversa da construção descrita na seção
anterior. Seja gt : N → N , t ∈ R um fluxo mensurável e seja ν uma medida
invariante. Seja Σ ⊂ N uma seção transversal do fluxo, ou seja, um subconjunto
de N tal que para todo x ∈ Σ existe τ(x) ∈ (0,∞] tal que gt(x) /∈ Σ para todo
t ∈ (0, τ(x)) e gτ(x)(x) ∈ Σ sempre que τ(x) for finito. Chamamos τ(x) de
tempo de primeiro retorno de x a Σ. O nosso objetivo é construir, a partir
de ν, uma medida µ invariante para a transformação de primeiro retorno (ou
transformação de Poincaré)

f : {x ∈ Σ : τ(x) <∞} → Σ, f(x) = gτ(x)(x).

Observe que esta transformação é injetiva.
Para cada ρ > 0, denotamos Σρ = {x ∈ Σ : τ(x) ≥ ρ}. Dados A ⊂ Σρ

e δ ∈ (0, ρ], denotamos Aδ = {gt(x) : x ∈ A e 0 ≤ t < δ}. Observe que a
aplicação (x, t) 7→ gt(x) é uma bijeção de A × [0, δ) em Aδ. Suporemos que Σ
está munida de uma σ-álgebra de subconjuntos mensuráveis para a qual:

1. a função τ e as transformações f e f−1 são mensuráveis;

2. se A ⊂ Σρ é mensurável então Aδ ⊂ N é mensurável, para todo δ ∈ (0, ρ].

Lema 3.4.2. Seja A um subconjunto mensurável de Σρ para algum ρ > 0.
Então, a função δ 7→ ν(Aδ)/δ é constante no intervalo (0, ρ].

Demonstração. Considere qualquer δ ∈ (0, ρ] e qualquer l ≥ 1. É claro que

Aδ =
l−1⋃

i=0

giδ/l(Aδ/l)

e esta união é disjunta. Usando que ν é invariante pelo fluxo gt, t ∈ R,
conclúımos que ν(Aδ) = lν(Aδ/l) para todo δ ∈ (0, ρ] e todo l ≥ 1. Então,
ν(Arδ) = rν(Aδ) para todo δ ∈ (0, ρ] e todo número racional r ∈ (0, 1). Usando
que os dois lados desta relação variam monotonamente com r, conclúımos que
a igualdade permanece válida para todo número real r ∈ (0, 1). Isso implica a
conclusão do lema.
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Dado qualquer subconjunto mensurável A de Σρ, ρ > 0, definimos

µ(A) =
ν(Aδ)

δ
para qualquer δ ∈ (0, ρ]. (3.4.6)

Em seguida, dado qualquer subconjunto mensurável A de Σ, definimos

µ(A) = sup
ρ
µ(A ∩ Σρ). (3.4.7)

Veja a Figura 3.3. Deixamos ao cuidado do leitor verificar que µ é uma medida
em Σ. Nós a chamaremos de transporte de ν pelo fluxo através de Σ.

Aδ

f(A)δ

Σ

A

f(A)

Figura 3.3: Medida transporte através de uma seção transversal

Proposição 3.4.3. Suponhamos que a medida ν é finita. Então a medida µ
em Σ é invariante pela transformação de Poincaré f .

Demonstração. Começamos por observar que a transformação f é essencial-
mente sobrejetiva: o complementar da imagem f(Σ) tem medida nula. De fato,
suponha que existe um conjunto E com µ(E) > 0 contido em Σ \ f(Σ). Não é
restrição supor que E ⊂ Σρ para algum ρ > 0. Então, ν(Eρ) > 0. Como ν é
finita, por hipótese, podemos aplicar o teorema de recorrência de Poincaré ao
fluxo g−t, t ∈ R. Obtemos que existe z ∈ Eρ tal que g−s(z) ∈ Eρ para valores
de s > 0 arbitrariamente grandes. Por definição, z = gt(y) para algum y ∈ E
e algum t ∈ (0, ρ]. Por construção, a trajetória passada de y intersecta Σ e,
portanto, existe x ∈ Σ tal que f(x) = y. Isto contradiz a escolha de E. Logo a
nossa afirmação está provada.

Dado um conjunto mensurável B ⊂ Σ, denotemos A = f−1(B). Além disso,
dado ε > 0, consideremos uma partição enumerável de B em subconjuntos
mensuráveis Bi satisfazendo as seguintes condições: para cada i existe ρi > 0
tal que

1. Bi e Ai = f−1(Bi) estão contidos em Σρi ;

2. sup(τ | Ai) − inf(τ | Ai) < ερi.
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Em seguida, escolha ti < inf(τ | Ai) ≤ sup(τ | Ai) < si tais que si − ti < ερi.
Fixe δi = ρi/2. Então, usando o fato de que f é essencialmente sobrejetiva,

gti(Aiδi
) ⊃ Biδi−(si−ti)

e gsi(Aiδi
) ⊂ Biδi+(si−ti)

.

Logo, usando a hipótese de que ν é invariante,

ν(Aiδi
) = ν(gti(Aiδi

)) ≥ ν(Biδi−(si−ti)
)

ν(Aiδi
) = ν(gsi(Aiδi

)) ≤ ν(Biδi+(si−ti)
).

Dividindo por δi obtemos que

µ(Ai) ≥ 1 − (si − ti)

δ
µ(Bi) > (1 − 2ε)µ(Bi)

µ(Ai) ≤ 1 +
(si − ti)

δ
µ(Bi) < (1 + 2ε)µ(Bi).

Finalmente, somando sobre todos os valores de i, conclúımos que

(1 − 2ε)µ(A) ≤ µ(B) ≤ (1 + 2ε)µ(A).

Como ε é arbitrário, isto prova que a medida ν é invariante por f .

3.4.3 Exerćıcios

3.4.1. Verifique que a função µ definida em (3.4.6)-(3.4.7) é de fato uma medida.

3.4.2. No contexto da Seção 3.4.1, suponha que M é um espaço topológico e
que f : M → M e τ : M → (0,∞) são cont́ınuas. Seja gt : N → N o fluxo
suspensão e seja ν a suspensão de uma medida boreliana µ invariante por f .

(a) Mostre que se x ∈M é recorrente para a transformação f então π(x, s) ∈
N é recorrente para o fluxo gt, qualquer que seja s ∈ R.

(b) Mostre que π(x, s) ∈ N é recorrente para o fluxo gt, para algum s ∈ R,
então x ∈M é recorrente para f .

(c) Conclua que o conjunto dos pontos recorrentes de f tem medida total para
µ se, e somente se, o conjunto dos pontos recorrentes de gt, t ∈ R tem
medida total para ν. Em particular, isto acontece se pelo menos uma das
medidas µ ou ν é finita.

3.4.3. Seja gt : N → N , t ∈ R o fluxo definido por um campo de vetores
X de classe C1 numa variedade riemanniana compacta N . Suponha que este
fluxo preserva a medida de volume ν associada à métrica riemanniana. Seja Σ
uma hipersuperf́ıcie de N transversal a X e seja νΣ a medida de volume em
Σ associada à restrição da métrica riemanniana. Defina φ : Σ → (0,∞) por
φ(y) = |X(y) · n(y)|, onde n(·) é um campo de vetores unitário ortogonal a
Σ. Mostre que a medida η = φνΣ é invariante pela transformação de Poincaré
f : Σ → Σ do fluxo. De fato, η coincide com o transporte de ν pelo fluxo através
de Σ.
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3.4.4. A seguinte construção tem um papel relevante na teoria de intercâmbios
de intervalos. Seja N̂ ⊂ R4

+ o conjunto das 4-uplas (λ1, λ2, h1, h2) de números
reais positivos, munido da medida de volume usual ν̂ = dλ1dλ2dh1dh2. Defina

F : N̂ → N̂ , F (λ1, λ2, h1, h2) =

{
(λ1 − λ2, λ2, h1, h1 + h2) se λ1 > λ2

(λ1, λ2 − λ1, h1 + h2, h2) se λ1 < λ2

(F não está definida quando λ1 = λ2.) Seja N o quociente de N̂ pela relação de
equivalência z ∼ z̃ ⇔ Fn(z) = z̃ para algum n ∈ Z e seja π : N̂ → N a projeção
canônica. Defina

Gt : N̂ → N̂ , t ∈ R, Gt(λ1, λ2, h1, h2) = (etλ1, e
tλ2, e

−th1, e
−th2).

Seja â : N̂ → (0,∞) o funcional dado por â(λ1, λ2, h1, h2) = λ1h1 + λ2h2. Para
cada c > 0, seja N̂c o subconjunto dos x ∈ N̂ tais que â(x) = c, seja ν̂c a medida
de volume definida em N̂c pela restrição da métrica Riemanniana de R4

+ e seja
η̂c = ν̂c/‖ grad â‖.

(a) Mostre que F preserva o funcional â e, portanto, existe um funcional
a : N → (0,∞) tal que a◦π = â. Mostre que Gt comuta com F e preserva
â. Logo, (Gt)t induz um fluxo (gt)t no espaço quociente N , o qual preserva
o funcional a. Justifique que F e (Gt)t preservam ν̂ e η̂c para todo c.

(b) Verifique que D = {(λ1, λ2, h1, h2) : λ1 + λ2 ≥ 1 > max{λ1, λ2} é um
domı́nio fundamental para ∼. Considere a medida ν = π∗(ν̂ | D) em N .
Justifique que a definição não depende da escolha do domı́nio fundamental
e mostre que ν é invariante pelo fluxo (gt)t. A medida ν é finita?

(c) Verifique que Σ = π({(λ1, λ2, h1, h2) : λ1 + λ2 = 1}) é uma seção trans-
versal para (gt)t. Calcule a transformação de Poincaré f : Σ → Σ e a
respectiva função tempo de primeiro retorno τ . Calcule a medida trans-
porte µ de ν pelo fluxo (gt)t através de Σ. A medida µ é finita?

(d) Para cada c > 0, seja Nc = π(N̂c) e ηc = π∗(η̂c ∩D). Mostre que Nc e ηc
são invariantes por (gt)t, para todo c > 0. Verifique que ηc(Nc) <∞ para
todo c. Conclua que ν-quase todo ponto é recorrente pelo fluxo (gt)t.
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Caṕıtulo 4

Ergodicidade

Os teoremas apresentados no caṕıtulo anterior dão plena justificativa à primeira
parte da hipótese ergódica de Boltzmann: o tempo médio de visita τ(E, x) a
um dado conjunto mensurável E está bem definido para quase todo ponto x.
A segunda parte da hipótese ergódica, isto é, que o tempo médio de visita seja
igual à medida de E para quase todo ponto x, é um enunciado de natureza
diferente e será o tema do presente caṕıtulo.

Ao longo do caṕıtulo sempre suporemos que µ é uma medida de probabi-
lidade invariante por uma transformação mensurável f : M → M . Diremos
que o sistema (f, µ) é ergódico se, dado qualquer conjunto mensurável E, temos
τ(E, x) = µ(E) para µ-quase todo ponto x ∈ M . Vamos ver que isto equivale
a dizer que o sistema é dinamicamente indiv́ısivel, no sentido de que qualquer
conjunto invariante tem medida nula ou medida total. Outras formulações equi-
valentes da propriedade de ergodicidade serão discutidas na Seção 4.1. Uma de-
las é que médias temporais coincidem com médias espaciais: para toda função
integrável ϕ,

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(x)) =

∫
ϕdµ em quase todo ponto.

Nas Seção 4.2 apresentaremos, por meio de exemplos, diversas técnicas para
provar ou desprovar ergodicidade. A maioria será reutilizada posteriormente,
em situações mais complexas. Em seguida adotaremos o seguinte ponto de vista:
fixamos o sistema dinâmico e analisamos as propriedades das medidas ergódicas
dentro do espaço de todas as medidas invariantes desse sistema dinâmico. Como
veremos na Seção 4.3, as medidas ergódicas são precisamente os elementos ex-
tremais desse espaço.

Na Seção 4.4 daremos um beve esboço do desenvolvimento histórico da te-
oria, no âmbito dos sistemas conservativos. Os principais marcos são a teoria
KAM, assim denominada em homenagem a Andrey Kolmogorov, Vladimir Ar-
nold e Jürgen Moser, e a dinâmica hiperbólica, iniciada por Steven Smale, Dmi-
try Anosov, Yakov Sinai e seus colaboradores. As duas teorias lidam com tipos

95
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distintos de comportamento dinâmico, eĺıtico e hiperbólico, e obtêm conclusões
opostas: em linhas gerais, sistemas hiperbólicos são ergódicos mas sistemas
eĺıticos não são.

4.1 Sistemas ergódicos

Conforme dissemos, a medida µ diz-se ergódica para f (ou f diz-se ergódica
relativamente a µ) se o tempo médio de visita a qualquer conjunto mensurável
coincide, em µ-quase todo ponto, com a medida desse conjunto. Nas duas
subseções a seguir estudaremos diversas propriedades equivalentes a esta.

4.1.1 Conjuntos e funções invariantes

Dizemos que uma função mensurável ϕ : M → R é invariante se ϕ = ϕ ◦ f
em µ-quase todo ponto. Ou seja, a menos de um conjunto com medida nula,
a função é constante em toda trajetória de f . Além disso, dizemos que um
conjunto mensurável B ⊂ M é invariante se a sua função caracteŕıstica XB é
uma função invariante. Em outras palavras, B é invariante se ele difere da sua
pré-imagem f−1(B) por um conjunto de medida nula:

µ(B∆f−1(B)) = 0.

Veja no Exerćıcio 1.1.4 formulações equivalentes desta propriedade. É fácil
verificar que a famı́lia de todos os conjuntos invariantes é uma σ-álgebra, isto
é, ela é fechada para o complementar e para uniões e interseções enumeráveis.

Exemplo 4.1.1. Seja f a expansão decimal, introduzida na Seção 1.3.1, e seja
µ a medida de Lebesgue. Claramente, o conjunto A = Q ∩ [0, 1] dos números
racionais é invariante. Outro exemplo interessante é o conjunto dos pontos
x = 0, a0a1 . . . em [0, 1] tais que a proporção de d́ıgitos ai com cada valor
k ∈ {0, . . . , 9} é prescrita. Ou seja, dado qualquer vetor p = (p0, . . . , p9) tal que
pi ≥ 0 para todo i e

∑
i pi = 1, defina

Ap = {x : lim
n

1

n
#{0 ≤ i ≤ n− 1 : ai = k} = pk para k = 0, . . . , 9}.

Para ver que Ap é invariante, observe que se x = 0, a0a1 . . . então todo ponto

y ∈ f−1(x) se escreve na forma y = 0, ba0a1 . . . para algum b ∈ {0, . . . , 9}. É
claro que o d́ıgito extra b não muda a frequência dos diversos valores 0, . . . , 9
na expansão decimal. Portanto y ∈ Ap se, e somente se, x ∈ Ap.

Exemplo 4.1.2. Seja ϕ : [0, 1] → R uma função em L1(µ). De acordo com o
teorema ergódico de Birkhoff (Teorema 3.2.3), a sua média temporal ϕ̃ é uma
função invariante. Então, todo conjunto de ńıvel

Bc = {x ∈ [0, 1]; ϕ̃(x) = c},
é invariante. Observe também que toda função invariante é desta forma: é fácil
ver que se ϕ é invariante então ela coincide em µ-quase todo ponto com a sua
média temporal ϕ̃.
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A seguinte proposição coleta diversas maneiras equivalentes de definir ergo-
dicidade. Dizemos que uma função ϕ é constante em µ-quase todo ponto se
existe c ∈ R tal que ϕ(x) = c para µ-quase todo x ∈M .

Proposição 4.1.3. Seja µ uma probabilidade invariante de uma transformação
mensurável f : M →M . As seguintes condições são equivalentes:

(a) Para todo conjunto mensurável B ⊂ M tem-se τ(B, x) = µ(B) para µ-
quase todo ponto.

(b) Para todo conjunto mensurável B ⊂ M a função τ(B, ·) é constante em
µ-quase todo ponto.

(c) Para toda função integrável ϕ : M → R tem-se ϕ̃(x) =
∫
ϕdµ para µ-

quase todo ponto.

(d) Para toda função integrável ϕ : M → R a média temporal ϕ̃ : M → R é
constante em µ-quase todo ponto.

(e) Para toda função integrável invariante ψ : M → R tem-se ψ(x) =
∫
ψ dµ

para µ-quase todo ponto.

(f) Toda função integrável invariante ψ : M → R é constante em µ-quase
todo ponto.

(g) Para todo subconjunto invariante A tem-se µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.

Demonstração. É imediato que (a) implica (b), que (c) implica (d) e que (e)
implica (f). Também é claro que (e) implica (c) e (f) implica (d), porque a média
temporal é uma função invariante (lembre da Proposição 3.2.4). Analogamente,
(c) implica (a) e (d) implica (b), porque o tempo médio de visita é uma média
temporal (da função caracteŕıstica de B). Agora basta provar as seguintes
implicações:

(b) implica (g): Seja A um conjunto invariante. Então τ(A, x) = 1 para
µ-quase todo x ∈ A e τ(A, x) = 0 para µ-quase todo x ∈ Ac. Como τ(A, ·) é
constante em µ-quase todo ponto, por hipótese, segue que µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.

(g) implica (e): Seja ψ uma função integrável invariante. Então todo con-
junto

Bc = {x ∈M : ψ(x) ≤ c}
é invariante. Logo, a hipótese implica que µ(Bc) ∈ {0, 1} para todo c ∈ R.
Como c 7→ µ(Bc) é não -decrescente, segue que existe c̄ ∈ R tal que µ(Bc) = 0
para todo c < c̄ e µ(Bc) = 1 para todo c ≥ c̄. Então ψ = c̄ em µ-quase todo
ponto. Logo,

∫
ψ dµ = c̄ e, portanto, ψ =

∫
ψ dµ em µ-quase todo ponto.

4.1.2 Caracterização espectral

A próxima proposição caracteriza a propriedade de ergodicidade por meio do
operador de Koopman Uf (ϕ) = ϕ ◦ f :
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Proposição 4.1.4. Seja µ uma probabilidade invariante de uma transformação
mensurável f : M →M . As seguintes condições são equivalentes:

(a) (f, µ) é ergódico.

(b) Para qualquer par de conjuntos mensuráveis A e B vale

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

µ(f−j(A) ∩B) = µ(A)µ(B). (4.1.1)

(c) Para quaisquer funções ϕ ∈ Lp(µ) e ψ ∈ Lq(µ), com 1/p+ 1/q = 1, vale

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

∫
(U jfϕ)ψ dµ =

∫
ϕdµ

∫
ψ dµ. (4.1.2)

Demonstração. É claro que (c) implica (b): basta tomar ϕ = XA e ψ = XB.
Para mostrar que (b) implica (a), suponha que A é um conjunto invariante.
Tomando A = B na hipótese (b), obtemos que

µ(A) = lim
n

1

n

n−1∑

j=0

µ(f−j(A) ∩A) = µ(A)2.

Isto implica que µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.
Agora resta provar que (a) implica (c). Considere ϕ ∈ Lp(µ) e ψ ∈ Lq(µ).

Por ergodicidade e pelo teorema ergódico de Birkhoff (Teorema 3.2.3) temos que

1

n

n−1∑

j=0

U jfϕ→
∫
ϕdµ (4.1.3)

em µ-quase todo ponto. Inicialmente, suponha que |ϕ| ≤ k para algum k ≥ 1.
Então, para todo n ∈ N,

∣∣( 1

n

n−1∑

j=0

U jfϕ
)
ψ
∣∣ ≤ k|ψ|.

Logo, como k|ψ| ∈ L1(µ), podemos usar o teorema da convergência dominada
(Teorema A.2.11) para concluir que

∫
(
1

n

n−1∑

j=0

U jfϕ)ψ dµ →
∫
ϕdµ

∫
ψ dµ.

Isto prova a afirmção (4.1.2) quando ϕ é limitada. Falta remover esta última
condição. Dado qualquer ϕ ∈ Lp(µ) e dado k ≥ 1, defina

ϕk(x) =





k se ϕ(x) > k
ϕ(x) se ϕ(x) ∈ [−k, k]
−k se ϕ(x) < −k.
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Fixemos ε > 0. Pelo argumento anterior, para todo k ≥ 1 vale que

∣∣
∫

(
1

n

n−1∑

j=0

U jfϕk)ψ dµ−
∫
ϕk dµ

∫
ψ dµ

∣∣ < ε (4.1.4)

se n é suficientemente grande (dependendo de k). Em seguida, observe que
‖ϕk − ϕ‖p → 0 quando k → ∞. Logo, usando a desigualdade de Hölder (Teo-
rema A.5.5), temos que

∣∣
∫

(ϕk − ϕ) dµ

∫
ψ dµ

∣∣ ≤ ‖ϕk − ϕ‖p
∣∣
∫
ψ dµ

∣∣ < ε, (4.1.5)

para todo k suficientemente grande. De modo semelhante,

∣∣
∫

1

n

n−1∑

j=0

U jf (ϕk − ϕ)ψ dµ
∣∣ ≤ 1

n

n−1∑

j=0

∣∣
∫
U jf (ϕk − ϕ)ψ dµ

∣∣

≤ 1

n

n−1∑

j=0

‖U jf (ϕk − ϕ)‖p ‖ψ‖q dµ

= ‖ϕk − ϕ‖p ‖ψ‖q < ε,

(4.1.6)

para todo n e todo k suficientemente grande, independente de n. Fixe k tal
que (4.1.5) e (4.1.6) sejam válidas e, em seguida, tome n suficientemente grande
para que (4.1.4) valha igualmente. Somando as três relações (4.1.4) a (4.1.6),
obtemos que

∣∣
∫

(
1

n

n−1∑

j=0

U jfϕ)ψ dµ−
∫
ϕdµ

∫
ψ dµ

∣∣ < 3ε

para todo n suficientemente grande. Isto conclui a prova da condição (c).

No caso p = q = 2, a condição (4.1.2) pode ser expressa em termos do
produto interno · no espaço L2(µ). Desta forma obtemos que (f, µ) é ergódico
se, e somente se:

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

[
(Unf ϕ) − (ϕ · 1)

]
· ψ = 0 para todo ϕ, ψ ∈ L2(µ). (4.1.7)

Usaremos algumas vezes o seguinte fato elementar: dados quaisquer conjun-
tos mensuráveis A e B,

|µ(A) − µ(B)| = |µ(A \B) − µ(B \A)|
≤ |µ(A \B)| + |µ(B \A)| = µ(A∆B).

(4.1.8)

Corolário 4.1.5. Suponha que a condição (4.1.1) na Proposição 4.1.4 é satis-
feita para todo A e B em alguma álgebra A que gera a σ-álgebra dos conjuntos
mensuráveis. Então (f, µ) é ergódico.
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Demonstração. Só precisamos mostrar que a condição (4.1.1) se estende a todo
par de borelianos. Sejam A e B conjuntos mensuráveis quaisquer. Pelo teorema
de aproximação (Teorema A.1.19), dado qualquer ε > 0 existem A0 e B0 em A
tais que µ(A∆A0) < ε e µ(B∆B0) < ε. Observe que

∣∣µ(f−j(A) ∩B) − µ(f−j(A0) ∩B0)
∣∣ ≤ µ(A∆A0) + µ(B∆B0) < 2ε

para todo j e |µ(A)µ(B) − µ(A0)µ(B0)| ≤ µ(A∆A0) + µ(B∆B0) < 2ε. Então,
a hipótese

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

µ(f−j(A0) ∩B0) = µ(A0)µ(B0)

implica que

−4ε ≤ lim inf
n

1

n

n−1∑

j=0

µ(f−j(A) ∩B) − µ(A)µ(B)

≤ lim sup
n

1

n

n−1∑

j=0

µ(f−j(A) ∩B) − µ(A)µ(B) ≤ 4ε.

Como ε é arbitrário, isto prova a nossa afirmação.

De modo semelhante, basta verificar o item (c) da Proposição 4.1.4 em
subconjuntos densos. A prova deste fato fica a cargo do leitor (veja o Exer-
ćıcio 4.1.3):

Corolário 4.1.6. Suponha que a condição (4.1.2) na Proposição 4.1.4 é satis-
feita para todo ϕ e ψ em subconjuntos densos de Lp(µ) e Lq(µ), respectivamente.
Então (f, µ) é ergódico.

4.1.3 Exerćıcios

4.1.1. Sejam (M,A) um espaço mensurável e f : M → M uma transformação
mensurável. Prove que se p ∈ M é um ponto periódico de peŕıodo k, então a
medida µp = 1

k (δp + δf(p) + · · · + δfk−1(p)) é ergódica.

4.1.2. Seja µ uma probabilidade invariante, não necessariamente ergódica, de
uma transformação mensurável f : M → M . Mostre que dados quaisquer
conjuntos mensuráveis A e B existe o limite

lim
n

1

n

n−1∑

i=0

µ(f−i(A) ∩B).

4.1.3. Mostre que uma probabilidade invariante µ é ergódica para uma trans-
formação f se, e somente se, ocorre qualquer uma das seguintes condições:

(a) µ(
⋃
n≥0 f

−n(A)) = 1 para todo A mensurável com µ(A) > 0;
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(b) dados quaisquer conjuntos mensuráveis A,B com µ(A)µ(B) > 0, existe
n ≥ 1 tal que µ

(
f−n(A) ∩B

)
> 0;

(c) a convergência na condição (c) da Proposição 4.1.4 vale para alguma esco-
lha de p, q e algum subconjunto denso de funções ϕ ∈ Lp(µ) e ψ ∈ Lq(µ);

(d) existe p ∈ [1,∞] tal que toda função invariante ϕ ∈ Lp(µ) é constante em
µ-quase todo ponto;

(e) toda função integrável ϕ com ϕ ◦ f ≥ ϕ em µ-quase todo ponto (ou
ϕ ◦ f ≤ ϕ em µ-quase todo ponto) é constante em µ-quase todo ponto.

4.1.4. Suponha que M é um espaço métrico. Prove que µ é ergódica para
f : M →M se, e somente se, a média temporal de toda função uniformemente
cont́ınua limitada ϕ : M → R é constante em µ-quase todo ponto.

4.1.5. Dada uma probabilidade invariante µ, chamamos bacia de µ o conjunto
B(µ) dos pontos x ∈M tais que

lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(x)) =

∫
ϕdµ

para toda função cont́ınua ϕ : M → R. Justifique que a bacia é um conjunto
invariante. Além disso, se µ é ergódica então B(µ) tem µ-medida total.

4.1.6. Mostre que se µ e η são probabilidades ergódicas distintas de uma trans-
formação f : M →M , então η e µ são mutuamente singulares.

4.1.7. Seja µ uma probabilidade invariante de uma transformação f : M →M .
Mostre que a medida produto µ2 = µ × µ é invariante pela transformação
f2 : M ×M → M ×M definida por f2(x, y) = (f(x), f(y)). Além disso, se
(f2, µ2) é ergódico então (f, µ) é ergódico. A rećıproca é verdadeira?

4.1.8. Seja f : M → M uma transformação preservando uma probabilidade
µ. Suponha que (fn, µ) é érgódico para todo n ≥ 1. Mostre que se ϕ é uma
autofunção não constante do operador de Koopman Uf então o autovalor não
é raiz da unidade e qualquer conjunto onde ϕ é constante tem medida nula.

4.2 Exemplos

Nesta seção apresentamos, por meio de exemplos, diversos métodos para verifi-
car se um dado sistema é ou não ergódico.

4.2.1 Rotações em toros

Consideremos inicialmente o caso de uma rotação Rθ : S1 → S1 no ćırculo
S1 = R/Z. Conforme observamos na Seção 1.3.3, a medida de Lebesgue m é
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invariante por Rθ. Queremos analisar o comportamento ergódico do sistema
(Rθ,m) para os diferentes valores de θ.

Se θ é racional, digamos θ = p/q em forma irredut́ıvel, então Rqθ(x) = x para
todo x ∈ S1. Então, dado qualquer segmento I ⊂ S1 com comprimento menor
que 1/q, o conjunto

A = I ∪Rθ(I) ∪ · · · ∪Rq−1
θ (I)

é invariante e a sua medida de Lebesgue satisfaz 0 < m(A) < 1. Assim, se
θ é racional a medida de Lebesgue não é ergódica. A rećıproca é muito mais
interessante:

Proposição 4.2.1. Se θ é irracional, então Rθ é ergódica para a medida de
Lebesgue.

Vamos mencionar duas demonstrações diferentes deste fato. A primeira,
que detalharemos a seguir, usa fatos simples de Análise de Fourier. A segunda,
que deixaremos como exerćıcio (Exerćıcio 4.2.6), é baseada num argumento de
ponto de densidade semelhante ao que usaremos na Seção 4.2.2 para provar a
ergodicidade da expansão decimal.

Como anteriormente, denotamos por L2(m) o espaço de Hilbert das funções
mensuráveis ψ cujo quadrado é integrável, ou seja, tais que:

∫
|ψ|2 dm <∞.

É conveniente considerarmos funções com valores em C, e assim será feito ao
longo da seção. Usaremos o fato bem conhecido de que a famı́lia de funções

φk : S1 → C, x 7→ e2πikx, k ∈ Z

é uma base de Hilbert deste espaço: dado qualquer ϕ ∈ L2(m) existe uma única
sequência (ak)k∈Z de números complexos tais que

ϕ(x) =
∑

k∈Z

ake
2πikx para quase todo x ∈ S1. (4.2.1)

Considere a expansão em série de Fourier (4.2.1) de uma função qualquer
ϕ ∈ L2(m). Então

ϕ
(
Rθ(x)

)
=
∑

k∈Z

ake
2πikθe2πikx. (4.2.2)

Suponha que ϕ é invariante. Então (4.2.1) e (4.2.2) coincidem. Pela unicidade
dos coeficientes da expansão de Fourier, isto acontece se, e somente se,

ake
2πikθ = ak para todo k ∈ Z.

A hipótese de que θ é irracional significa que e2πikθ 6= 1 para todo k 6= 0. Então
a relação que acabamos de obter implica que ak = 0 para todo k 6= 0. Em
outras palavras, ϕ(z) = a0 para m-quase todo z ∈ S1. Em particular, a função
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caracteŕıstica ϕ = XA de qualquer conjunto invariante A ⊂ S1 é constante em
m-quase todo ponto. Isto é o mesmo que dizer que A tem medida zero ou um.
Logo, pela Proposição 4.1.3, temos que m é ergódica.

Estas observações estendem-se naturalmente às rotações no d-toro Td, para
qualquer d ≥ 1:

Proposição 4.2.2. Se θ = (θ1, . . . , θd) é racionalmente independente então a
rotação Rθ : Td → Td é ergódica para a medida de Lebesgue.

Isto pode ser provado por um argumento análogo ao do caso d = 1, usando
o fato de que a famı́lia de funções

φk1,...,kd
: Td → C, (x1, . . . , xd) 7→ e2πi(k1x1+···+kdxd), (k1, . . . , kd) ∈ Zd

é uma base de Hilbert do espaço L2(m) das funções ϕ : Td → C com quadrado
somável. Deixamos esta tarefa ao cuidado do leitor (Exerćıcio 4.2.1).

Corolário 4.2.3. Se θ = (θ1, . . . , θd) é racionalmente independente então a
rotação Rθ : Td → Td é minimal, ou seja, toda órbita O(x) = {Rnθ (x) : n ∈ N}
é densa em Td.

Demonstração. Consideremos em Td a distância plana, que é definida por

d([ξ], [η]) = inf{d(ξ′, η′) : ξ′, η′ ∈ Rd, ξ′ ∼ ξ, η′ ∼ η}.

Observe que esta distância é preservada por toda rotação. Seja {Uk : k ∈ N}
uma base enumerável de abertos de Td e seja m a medida de Lebesgue em
Td. Por ergodicidade, existe W ⊂ Td, com medida de Lebesgue total, tal que
τ(Uk, x) = m(Uk) > 0 para todo k e todo x ∈ W . Em particular, a órbita
de x é densa em Td para todo x ∈ W . Agora considere um ponto arbitrário
x ∈ M e seja y ∈ W qualquer. Então, para todo δ > 0 existe k ≥ 1 tal que
d(fk(y), x) < δ. Segue então que d(fn+k(y), fn(x)) < δ para todo n ≥ 1. Como
a órbita de y é densa, isto implica que a órbita de x é δ-densa, ou seja, ela
intersecta a δ-vizinhanca de todo ponto. Como δ é arbitrário, isto implica que
a órbita de x é densa no toro ambiente.

De fato as rotações irracionais no ćırculo ou, mais geralmente, nos toros
satisfazem uma propriedade muito mais forte do que ergodicidade: elas são
unicamente ergódicas, o que quer dizer que elas têm uma única probabilidade
invariante (que é a medida de Lebesgue, claro). Sistemas unicamente ergódicos
serão estudados no Caṕıtulo 6.

4.2.2 Expansão decimal

Considere a transformação f : [0, 1] → [0, 1], f(x) = 10x − [10x] que gera
a expansão decimal. Na Seção 1.3.1 verificamos que f preserva a medida de
Lebesgue m. Afirmamos:

Proposição 4.2.4. A transformação f é ergódica para a medida de Lebesgue
m.
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Demonstração. De acordo com a Proposição 4.1.3, basta provar que todo con-
junto invariante A tem medida total. O principal ingrediente é o teorema de
derivação de Lebesgue (Teorema A.2.15), segundo o qual quase todo ponto de A
é ponto de densidade de A. Mais precisamente (veja também o Exerćıcio A.2.9),
m-quase todo ponto a ∈ A satisfaz

lim
ε→0

inf
{m(I ∩A)

m(I)
: I intervalo tal que a ∈ I ⊂ B(a, ε)

}
= 1 . (4.2.3)

Fixemos um ponto de densidade a ∈ A. Como o conjunto dos pontos da forma
m/10k, k ∈ N, 0 ≤ m ≤ 10k tem medida nula, podemos supor, sem qual-
quer restrição, que a não é desta forma. Consideremos a sequência famı́lia de
intervalos

I(k,m) =
(m− 1

10k
,
m

10k
)
, k ∈ N, m = 1, . . . , 10k.

É claro que para cada k ∈ N existe um único m = mk tal que I(k,mk) contém
o ponto a. Denotaremos Ik = I(k,mk). A propriedade (4.2.3) implica que

m(Ik ∩A)

m(Ik)
→ 1 quando k → ∞.

Observe também que cada fk é uma bijeção afim de Ik sobre o intervalo (0, 1).
Isso tem a seguinte consequência, que é crucial para o nosso argumento:

Lema 4.2.5 (Distorção limitada). Para todo k ∈ N, vale

m(fk(E1))

m(fk(E2))
=
m(E1)

m(E2)
(4.2.4)

para quaisquer subconjuntos mensuráveis E1 e E2 de Ik.

Aplicando este fato a E1 = Ik ∩A e E2 = Ik obtemos que

m
(
fk(Ik ∩A)

)

m
(
(0, 1)

) =
m(Ik ∩A)

m(Ik)
.

Claro que m
(
(0, 1)

)
= 1. Além disso, como estamos supondo que A é invariante,

fk(Ik ∩A) está contido em A. Deste modo obtemos que

m(A) ≥ m(Ik ∩A)

m(Ik)
para todo k.

Como a sequência do lado direito converge para 1 quando k → ∞, segue que
m(A) = 1, como queŕıamos demonstrar.

O Lema 4.2.5 depende do fato de que a transformação f é afim em cada
intervalo

(
(m − 1)/10,m/10

)
e isso pode dar a impressão de que o método de
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demonstração que acabamos de apresentar está restrito a uma classe muito par-
ticular de exemplos. De fato, não é assim, muito pelo contrário. A razão é que
existem muitas situações interessantes nas quais é posśıvel obter uma versão
apenas um pouco mais fraca do enunciado do Lema, mas que ainda é suficiente
para concluir a demonstração da ergodicidade. Em poucas palavras, no lugar de
afirmar que os dois lados de (4.2.4) são iguais, mostra-se, em muitos casos, que a
razão entre os dois termos é limitada por alguma constante uniforme. Isso é cha-
mado de propriedade de distorção limitada. Como exemplo de aplicação destas
ideias, na Seção 4.2.4 provaremos que a transformação de Gauss é ergódica.

Em seguida vamos dar uma aplicação da Proposição 4.2.4 no contexto da
Teoria dos Números. Dizemos que um número x ∈ R é balanceado (ou normal)
se todo d́ıgito aparece com a mesma freqüência, 1/10, na sua expansão decimal.
É fácil dar exemplos de números balanceados ou não-balanceados mas, em geral,
é muito dif́ıcil decidir se um dado número irracional é balanceado ou não. Por
exemplo, não é sabido até hoje se o número π é balanceado.

Por outro lado, a proposição anterior nos permite mostrar, facilmente, que
quase todo número é balanceado. Este resultado é conhecido como teorema
normal de Borel:

Proposição 4.2.6. O conjunto dos números x ∈ R não balanceados tem medida
de Lebesgue nula.

Demonstração. Como o fato de ser balanceado é independente da parte inteira
do número, só precisamos mostrar que quase todo x ∈ [0, 1] é balanceado.
Considere f : [0, 1] → [0, 1] definida por f(x) = 10x − [10x]. Para cada d́ıgito
j ∈ {0, . . . , 9} considere o intervalo Ij = [j/10, (j + 1)/10). Recorde que se x =
0, a0a1 · · · akak+1 · · · então fk(x) = 0, akak+1 · · · para cada k ≥ 1. Portanto,
fk(x) ∈ Ij se, e somente se, o j-ésimo d́ıgito da expansão decimal de x é igual a j.
Consequentemente, o tempo médio de visita τ(Ij , x) é exatamente a frequência
do d́ıgito j na expansão decimal de x. Usando o teorema ergódico de Birkhoff,
e o fato de que a transformação f é ergódica para a medida de Lebesgue m,
conclúımos que para cada j ∈ {0, . . . , 9} existe um subconjunto Bj de [0, 1] com
m(Bj) = 1 tal que

τ(Ij , x) = m(Ij) =
1

10
para todo x ∈ Bj .

Então B = B0 ∩B1 ∩ · · · ∩B9 também tem m(B) = 1, e todo número x ∈ B é
balanceado.

4.2.3 Deslocamentos de Bernoulli

Seja (X, C, ν) um espaço de probabilidade qualquer. Nesta seção consideramos
o espaço produto Σ = XN, munido da σ-álgebra produto B = CN e da medida
produto µ = νN (veja a definição na Seção A.2.3). Isto quer dizer que Σ é
o conjunto de todas as sequências (xn)n∈N com xn ∈ X para todo n. Por
definição, B é a σ-álgebra gerada pelos cilindros

[m;Am, . . . , An] = {(xi)i∈I : xi ∈ Ai para m ≤ i ≤ n}
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onde m ≤ n e cada Ai é um elemento de C. Além disso, µ é caracterizada por

µ([m;Am, . . . , An]) =

n∏

i=m

ν(Ai). (4.2.5)

Podemos pensar nos elementos de Σ como representando os resultados de
sequências de experimentos regidos por uma mesma distribuição de probabili-
dade ν: dado qualquer conjunto mensurável A ⊂ X , a probabilidade de obter-
mos xi ∈ A é igual a ν(A), qualquer que seja i. Além disso, os resultados dos
sucessivos experimentos são independentes: de fato a relação (4.2.5) signfica que
a probabilidade de xi ∈ Ai para todo m ≤ i ≤ n é o produto das probabilidades
de cada um dos eventos xi ∈ Ai separadamente.

Nesta seção introduzimos uma dinâmica σ : Σ → Σ no espaço Σ, chamada
deslocamento (ou “shift”) de Bernoulli, que preserva a medida µ. O principal
resultado é que o sistema obtido deste modo é ergódico. Vale a pena observar que
é posśıvel substituir N por Z em toda a construção, ou seja, podemos considerar
Σ como sendo o espaço das sequências bilaterais (. . . , x−n, . . . , x0, . . . , xn, . . . ).
A menos de pequenos ajustes, que deixamos a cargo do leitor, tudo o que vai
ser dito em seguida permanece válido nesse caso. Além disso, no caso bilateral
o deslocamento de Bernoulli é uma aplicação invert́ıvel.

O deslocamento de Bernoulli é a dupla (σ, µ) onde σ : Σ → Σ é a aplicação
definida por

σ
(
(xn)n) = (xn+1))n.

Ou seja, σ envia a sequência (x0, x1, . . . , xn, . . . ) na sequência (x1, . . . , xn, . . . ).
Observe que a pré-imagem de qualquer cilindro ainda é um cilindro:

σ−1([m;Am, . . . , An]) = [m+ 1;Am, . . . , An]. (4.2.6)

Segue que σ é mensurável relativamente à σ-álgebra B. Além disso,

µ
(
σ−1([m;Am, . . . , An])

)
= ν(Am) · · · ν(An) = µ

(
[m;Am, . . . , An]

)

e (usando o Lema 1.3.1) isso assegura que a medida µ é invariante por σ.

Proposição 4.2.7. Todo deslocamento de Bernoulli (σ, µ) é ergódico.

Demonstração. Seja A um conjunto mensurável invariante qualquer. Queremos
mostrar que µ(A) = 0 ou µ(A) = 1. Vamos usar o seguinte fato:

Lema 4.2.8. Se B e C são uniões finitas de cilindros disjuntos dois-a-dois,
então tem-se

µ(B ∩ σ−j(C)) = µ(B)µ(σ−j(C)) = µ(B)µ(C),

para todo j suficientemente grande.
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Demonstração. Para começar, suponhamos que B e C são ambos cilindros:
B = [k;Bk, . . . , Bl] e C = [m;Cm, . . . , Cn]. Então,

σ−j(C) = [m+ j;Cm, . . . , Cn] para cada j.

Consider qualquer j suficientemente grande para que m+ j > l. Então,

B ∩ σ−j(C) = {(xn)n : xk ∈ Bk, . . . , xl ∈ Bl, xm+j ∈ Cm, . . . , xn+j ∈ Cn}
= [k;Bk, . . . , Bl, X, . . . , X,Cm, . . . , Cn],

onde X aparece exatamente m+ j − l − 1 vezes. Pela definição (4.2.5), isto dá
que

µ(B ∩ σ−j(C)) =
l∏

i=k

ν(Bi) 1m+j−l−1
n∏

i=m

ν(Ci) = µ(B)µ(C).

Isto prova a conclusão do lema quando os conjuntos envolvidos são cilindros. O
caso geral segue imediatamente, pelo fato de µ ser finitamente aditiva.

Suponhamos, inicialmente, que o conjunto invariante A pertence à álgebra
B0 das uniões finitas de cilindros disjuntos. Nesse caso podemos aplicar o lema
anterior com B = C = A. Conclúımos que µ(A ∩ σ−j(A)) = µ(A)2 sempre que
tomemos j suficientemente grande. Mas, como A é invariante, o lado esquerdo
desta igualdade é µ(A). Desta forma obtemos que µ(A) = µ(A)2, o que só pode
acontecer se µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.

Agora vamos fazer a prova quando A é um conjunto invariante mensurável
qualquer. A ideia é aproximar o conjunto invariante por elementos da álgebra
B0, usando o teorema de aproximação (Teorema A.1.19): dado qualquer ε > 0
existe B ∈ B0 tal que µ(A∆B) < ε. Fixemos j tal que

µ(B ∩ σ−j(B)) = µ(B)µ(σ−m(B)) = µ(B)2. (4.2.7)

Observe que a diferença simétrica (A∩ σ−j(A))∆(B ∩ σ−j(B)) está contida em

(A∆B) ∪ (σ−j(A)∆σ−j(B)) = (A∆B) ∪ σ−j(A∆B).

Isto, juntamente com o fato de que µ é invariante por f , implica que

∣∣µ(A ∩ σ−j(A)) − µ(B ∩ σ−j(B))
∣∣ ≤ 2µ(A∆B) < 2ε (4.2.8)

(lembre da relação (4.1.8)). Além disso,

∣∣µ(A)2 − µ(B)2
∣∣ ≤ 2

∣∣µ(A) − µ(B)
∣∣ < 2ε. (4.2.9)

Juntando as relações (4.2.7), (4.2.8), (4.2.9), conclúımos que |µ(A)−µ(A)2| < 4ε.
Como ε é arbitrário, deduzimos que µ(A) = µ(A)2 e, portanto, ou µ(A) = 0 ou
µ(A) = 1.
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Quando X é um espaço topológico, e C é a sua σ-álgebra de Borel, podemos
munir Σ com a topologia produto que é, por definição, a topologia gerada pelos
cilindros [m;Am, . . . , An] onde os conjuntos Am, . . . , An são abertos de X . A
propriedade (4.2.6) implica que o deslocamento σ : Σ → Σ é cont́ınuo para esta
topologia. O teorema de Tychonoff (veja [Dug66]) afirma que Σ é compacto se
X for compacto.

Um caso particular importante ocorre quandoX é um conjunto finito munido
da topologia discreta, na qual todo subconjunto é aberto. Dizemos que uma
transformação f : M → M é transitiva se existe x ∈ M cuja trajetória fn(x),
n ≥ 1 é densa em Σ. Deixamos a demonstração do próximo resultado a cargo
do leitor (Exerćıcio 4.2.2):

Proposição 4.2.9. Seja X um conjunto finito e Σ = XN ou Σ = XZ. Então o
deslocamento σ : Σ → Σ é uma aplicação cont́ınua e transitiva. Além disso, o
conjunto dos pontos periódicos de σ é denso em Σ.

A seguinte afirmação, que é uma das variantes do paradoxo do macaco, ilustra
o significado da ergodicidade da medida µ: Se colocarmos um macaco para digi-
tar texto durante um tempo infinito então, com probabilidade total, ele acabará
digitando “Os Luśıadas” 1 e, de fato, o fará infinitas vezes.

Para “demonstrar” esta afirmação precisamos formular a situação de modo
um pouco mais preciso. Consideramos que o macaco se encontra perante o
teclado, apertando uma tecla após outra, ao acaso. O texto digitado é, portanto,
uma sequência (xn)n∈N onde xn pertence ao conjunto (finito) X dos caracteres
no teclado: letras, espaço, h́ıfen, sinais de pontuação, etc. Supomos que cada
caracter i no teclado tem uma probabilidade positiva pi de ser digitado, a cada
vez. Isto corresponde a uma medida de probabilidade

ν =
∑

i∈X

piδi

no conjunto X dos caracteres. Também supomos que a escolha de cada tecla
é independente das teclas digitadas anteriormente (o macaco não sabe o que
está escrevendo, ele apenas aperta teclas ao acaso). Isto quer dizer que as
posśıveis sequências (xn)n são regidas pela probabilidade de Bernoulli µ = νN.
Denotamos por σ : Σ → Σ a aplicação deslocamento no espaço Σ = XN.

O texto de “Os Luśıadas” corresponde a uma certa sequência finita (mas
longa) de caracteres (l0, . . . , lN). Consideremos o cilindro L = [0; l0, . . . , lN ].
Então

µ(L) =

N∏

j=1

plj > 0.

Uma sequência (xn)n contém o texto de “Os Luśıadas”, começando no k-ésimo
caracter, precisamente se σk

(
(xn)n

)
∈ L. Pelo teorema ergódico de Birkhoff

1Poema épico monumental, em 10 cantos, de autoria do poeta português Luis de Camões,
falecido em Lisboa em 1580.
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e pela ergodicidade de (σ, µ), com probabilidade total isso acontece para um
conjunto K de valores de k satisfazendo

lim
n

1

n
#(K ∩ [0, n− 1]) = µ(L) > 0. (4.2.10)

Em particular, o conjunto K é infinito. Ou seja, a sequência digitada contém
infinitas cópias de “Os Luśıadas”, conforme afirmamos. Na verdade, (4.2.10)
prova ainda mais: sempre com probabilidade total, as cópias do nosso poema
ocupam uma fração positiva de todos os caracteres digitados. Em outras pa-
lavras, em média, o macaco digita uma nova cópia de “Os Luśıadas” a cada
tantos anos.

4.2.4 Transformação de Gauss

Como vimos na Seção 1.3.2, a transformação de Gauss G(x) = 1/x − [1/x]
admite uma probabilidade invariante µ que é equivalente à medida de Lebesgue,
a saber:

µ(E) =
1

log 2

∫

E

dx

1 + x
. (4.2.11)

Proposição 4.2.10. O sistema (G,µ) é ergódico.

Este fato pode ser demonstrado por uma versão mais elaborada do método
que usamos na Seção 4.2.2. Vamos esboçar o argumento da demonstração,
focando na principal dificuldade adicional.

Seja A um conjunto invariante com medida positiva. Queremos mostrar que
µ(A) = 1. Em primeiro lugar, continua sendo verdade que para quase todo
ponto a ∈ [0, 1] existe uma sequência de intervalos Ik contendo a e tais que Gk

envia Ik bijetivamente e diferenciavelmente sobre (0, 1). Tais intervalos podem
ser encontrados da seguinte forma. Primeiramente, considere

I(1,m) =
( 1

m+ 1
,

1

m

)
,

para cada m ≥ 1. Em seguida defina, por recorrência,

I(k,m1, . . . ,mk) = I(1,m1) ∩G−k+1
(
I(k − 1,m2, . . . ,mk)

)

para m1, . . . ,mk ≥ 1. Então, basta tomar para Ik o intervalo I(k,m1, . . . ,mk)
que contém a. Isto está bem definido para todo k ≥ 1 e todo ponto a no
complementar de um conjunto enumerável, a saber, o conjunto ∪∞

k=0G
−k({0, 1}).

Por outro lado, embora a restrição de Gk a cada Ik seja uma bijeção dife-
renciável, ela não é afim. Por essa razão, não temos o análogo da relação (4.2.4)
neste caso. Esta dificuldade é contornada por meio do seguinte resultado, que
é um exemplo de controle da distorção: é importante notar que a constante K
no enunciado é independente de Ik, E1, E2 e, sobretudo, k.
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Proposição 4.2.11 (Distorção limitada). Existe uma constante K > 1 tal que
para todo k ≥ 1 e todo intervalo Ik tal que Gk restrita a Ik é uma bijeção
diferenciável, tem-se

µ(Gk(E1))

µ(Gk(E2))
≤ K

µ(E1)

µ(E2)

para quaisquer subconjuntos mensuráveis E1 e E2 de Ik.

Para a prova desta proposição precisamos de dois resultados auxiliares:

Lema 4.2.12. Para todo x ∈ (0, 1] vale que

|G′(x)| ≥ 1 e |(G2)′(x)| ≥ 2 e |G′′(x)/G′(x)2| ≤ 2.

Demonstração. Lembre que G(x) = 1/x−m em cada intervalo (1/(m+1), 1/m].
Portanto

G′(x) = − 1

x2
e G′′(x) =

2

x3
.

A primeira igualdade implica |G′(x)| ≥ 1 para todo x ∈ (0, 1]. Além disso
|G′(x)| ≥ 2 sempre que x ≤ 2/3. Por outro lado, x ≥ 2/3 implica que
G(x) = 1/x−1 < 2/3 e, por consequência, G′(G(x)) ≥ 2. Combinando estas ob-
servações obtemos que |(G2)′(x)| = |G′(x)| |G′(G(x))| ≥ 2 para todo x ∈ (0, 1].
Finalmente, |G′′(x)/G′(x)2| = 2|x| ≤ 2 também para todo x ∈ (0, 1].

Lema 4.2.13. Existe uma constante C > 1 tal que para todo k ≥ 1 e todo
intervalo Ik tal que Gk restrita a Ik é uma bijeção diferenciável, tem-se

|(Gk)′(x)|
|(Gk)′(y)| ≤ C para quaisquer x e y em Ik.

Consequentemente, diam Ik ≤ C.

Demonstração. Seja g um inversa local de G, isto é, uma função diferenciável
definida em algum intervalo e tal que G(g(z)) = z para todo z no domı́nio de
definição. Note que

[
log |G′ ◦ g(z)|

]′
=
G′′(g(z)) g′(z)

G′(g(z))
=
G′′(g(z))

G′(g(z))2
.

Portanto, a última estimativa no Lema 4.2.12 implica que
∣∣[ log |G′ ◦ g(z)|

]′∣∣ ≤ 2 para todo g e todo z. (4.2.12)

Em outras palavras, toda função da forma log |G′ ◦ g| admite 2 como constante
de Lipschitz. Observe também que se x, y ∈ Ik então

log
|(Gk)′(x)|
|(Gk)′(y)| =

k−1∑

j=0

log |G′(Gj(x))| − log |G′(Gj(y))|

=
k∑

j=1

log |G′ ◦ gj(Gj(x))| − log |G′ ◦ gj(Gj(y))|
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onde gj representa uma inversa local de G definida no intervalo [Gj(x), Gj(y)].
Usando a estimativa (4.2.12), obtemos que

log
|(Gk)′(x)|
|(Gk)′(y)| ≤ 2

k∑

j=1

|Gj(x) −Gj(y)| = 2

k−1∑

i=0

|Gk−i(x) −Gk−i(y)|. (4.2.13)

Agora, as duas primeiras estimativas no Lema 4.2.12 implicam que

|Gk(x) −Gk(y)| ≥ 2[i/2]|Gk−i(x) −Gk−i(y)|

para todo i = 0, . . . , k. Substituindo em (4.2.13), conclúımos que

log
|(Gk)′(x)|
|(Gk)′(y)| ≤ 2

k−1∑

i=0

2−[i/2]|Gk(x) −Gk(y)| ≤ 8|Gk(x) −Gk(y)| ≤ 8.

Agora basta tomar C = e8.

Demonstração da Proposição 4.2.11. Seja m a medida de Lebesgue em [0, 1]. O
Lema 4.2.13 implica que

m(Gk(E1))

m(Gk(E2))
=

∫
E1

|(Gk)′| dm
∫
E2

|(Gk)′| dm ≤ C
m(E1)

m(E2)
.

Por outro lado, a definição (4.2.11) implica que

1

2 log 2
m(E) ≤ µ(E) ≤ 1

log 2
m(E),

para todo conjunto mensurável E ⊂ [0, 1]. Combinando estas duas relações,
obtemos que

µ(Gk(E1))

µ(Gk(E2))
≤ 2

m(Gk(E1))

m(Gk(E2))
≤ 2C

m(E1)

m(E2)
≤ 4C

µ(E1)

µ(E2)
.

Assim, basta tomar K = 4C.

Estamos prontos para concluir que (G,µ) é ergódica. Seja A um conjunto
invariante por G com µ(A) > 0. Então A também tem medida de Lebes-
gue positiva, uma vez que µ é absolutamente cont́ınua com relação à medida
de Lebesgue. Seja a um ponto de densidade de A cuja trajetória futura está
contida no intervalo aberto (0, 1). Considere a sequência (Ik)k dos intervalos
I(k,m1, . . . ,mk) que contêm a. Segue do Lema 4.2.12 que

diam Ik ≤ sup
{ 1

|(Gk)′(x)| : x ∈ Ik
}
≤ 2−[k/2]

para todo k ≥ 1. Em particular, o diâmetro de Ik converge para zero e, portanto,

µ(Ik ∩A)

µ(Ik)
→ 1 quando k → ∞. (4.2.14)
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Tomemos E1 = Ik ∩Ac e E2 = Ik. Pela Proposição 4.2.11,

µ(Gk(Ik ∩Ac))
µ(Gk(Ik))

≤ K
µ(Ik ∩Ac)
µ(Ik)

.

Observe que Gk(Ik ∩ Ac) = Ac, a menos de um conjunto com medida nula,
porque o conjunto A é invariante. Lembre também que Gk(Ik) = (0, 1), o qual
tem medida total. Portanto, a desigualdade anterior pode ser escrita como

µ(Ac) ≤ K
µ(Ik ∩Ac)
µ(Ik)

.

De acordo com (4.2.14), a expressão do lado direito converge para zero quando
k → ∞. Logo µ(Ac) = 0, como queŕıamos demonstrar.

4.2.5 Endomorfismos lineares do toro

Lembre que chamamos toro de dimensão d ao quociente Td = Rd/Zd, ou seja, o
espaço das classes de equivalência da relação de equivalência definida em Rd por
x ∼ y ⇔ x − y ∈ Zd. Este quociente herda de Rd uma estrutura de variedade
diferenciável de dimensão d. No que segue suporemos que Td também está
munido da métrica riemanniana plana, que o torna localmente isométrico ao
espaço euclideano Rd. Seja m a medida de Lebesgue associada a esta métrica
riemanniana.

Seja A uma matriz d-por-d com coeficientes inteiros e determinante diferente
de zero. Então A(Zd) ⊂ Zd e, por consequência, A induz uma transformação

fA : Td → Td, fA([x]) = [A(x)]

onde [x] denota a classe de equivalência que contém x ∈ Rd. Chamamos tais
transformações de endomorfismos lineares do toro. Note que fA é diferenciável
e a derivada DfA(x) em cada ponto está canonicamente identificada com A.
Em particular, o jacobiano detDfA([x]) é constante igual a detA. Isso também
implica que o grau de f é igual a | detA|. Portanto, fA é invert́ıvel se, e somente
se, | detA| = 1. Neste caso, a sua inversa é a transformação fA−1 induzida pela
matriz inversa A−1; observe que A−1 também é uma matriz com coeficientes
inteiros.

Em qualquer caso, fA preserva a medida de Lebesgue em Td. Isto pode ser
visto da seguinte forma. Como fA é um difeomorfismo local, a pré-imagem de
qualquer conjunto mensurável D com diâmetro suficientemente pequeno está
formada por | detA| (= grau de fA) partes disjuntas Di, cada uma das quais
é enviada difeomorficamente sobre D. Pela fórmula de mudança de variável,
m(D) = | detA|m(Di) para todo i. Isto prova que m(D) = m(f−1(D)) para
todo domı́nio D suficientemente pequeno. Logo f preserva a medida m. Agora
vamos provar o seguinte fato:

Teorema 4.2.14. O sistema (fA,m) é ergódico se, e somente se, nenhum
autovalor da matriz A é raiz da unidade.
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Demonstração. Considere qualquer função ϕ ∈ L2(m) e seja

ϕ([x]) =
∑

k∈Zd

cke
2πi(k·x)

a sua expansão em série de Fourier. Observe que k · x = k1x1 + · · · + kdxd. Os
coeficientes ck ∈ C satisfazem

∑

k∈Zd

|ck|2 = ‖ϕ‖2
2 <∞. (4.2.15)

Então, a expansão em série de Fourier de ϕ ◦ fA é:

ϕ(fA([x])) =
∑

k∈Zd

cke
2πi(k·A(x)) =

∑

k∈Zd

cke
2πi(A∗(k)·x),

onde A∗ representa a adjunta de A. Suponha que ϕ é função invariante, isto
é, ϕ ◦ fA = ϕ em µ-quase todo ponto. Então, por unicidade da expansão de
Fourier, devemos ter

cA∗(k) = ck para todo k ∈ Z. (4.2.16)

Afirmamos que a trajetória de todo k 6= 0 pela transformação A∗ é infinita. De
fato, se a trajetória de algum k 6= 0 fosse finita então deveriam existir l,m ∈ Z
comm > 0 tais que A(l+m)∗(k) = Al∗(k). Isto só poderia acontecer se A∗ tivesse
algum autovalor λ tal que λm = 1. Mas essa possibilidade está exclúıda, por
hipótese, uma vez que A e A∗ têm os mesmos autovalores. Logo, a trajetória de
todo k 6= 0 é infinita, como afirmamos. Então a igualdade (4.2.16) juntamente
com (4.2.15) implica que ck = 0 para todo k 6= 0. Portanto, ϕ = c0 em m-quase
todo ponto. Isto prova a ergodicidade.

Para provar a rećıproca, suponha que A admite algum autovalor que é uma
ráız da unidade. Então o mesmo vale para A∗ e, portanto, existe m ≥ 1 tal
que 1 é autovalor de Am∗. Como Am∗ tem coeficientes inteiros, segue (veja o
Exerćıcio 4.2.8) que existe algum k ∈ Zd \ {0} tal que Am∗(k) = k. Fixe k e
considere a função ϕ ∈ L2(m) definida por

ϕ([x]) =

m−1∑

i=0

e2πi(x·A
i∗(k)) =

m−1∑

i=0

e2πi(A
i(x)·k)

Então ϕ é uma função invariante por fA mas não é constante. Logo, fA não é
ergódica.

4.2.6 Argumento de Hopf

Nesta seção vamos apresentar outro método, mais geométrico, para demonstrar
a ergodicidade de certos endomorfismos lineares do toro. Ele se aplica sempre
que | detA| = 1 e a matriz A é hiperbólica, ou seja, ela não tem autovalores de
módulo 1. Mas a sua grande vantagem é que ele pode ser estendido a sistemas
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diferenciáveis muito mais gerais, não necessariamente lineares. Algumas dessas
extensões serão mencionadas na Seção 4.4.

A hipótese de que a matriz A é hiperbólica significa que o espaço Rd pode
ser escrito como uma soma direta Rd = Es ⊕ Eu tal que:

1. A(Es) = Es e todos os autovalores de A | Es têm módulo menor que 1;

2. A(Eu) = Eu e todos os autovalores de A | Eu têm módulo maior que 1.

Então existem constantes C > 0 e λ < 1 tais que

‖An(vs)‖ ≤ Cλn‖vs‖ para todo vs ∈ Es e todo n ≥ 0,

‖A−n(vu)‖ ≤ Cλn‖vu‖ para todo vu ∈ Eu e todo n ≥ 0.
(4.2.17)

Exemplo 4.2.15. Considere A =

(
2 1
1 1

)
. Os seus autovalores são

λu =
3 +

√
5

2
> 1 > λs =

3 −
√

5

2
> 0

e os respectivos autoespaços são:

Eu = {(x, y) ∈ R2 : y =

√
5 − 1

2
x} e Es = {(x, y) ∈ R2 : y = −

√
5 + 1

2
x}.

A famı́lia de todos os subespaços afins de Rd da forma v +Es, com v ∈ Rd,
define uma partição Fs de Rd, que chamamos folheação estável e cujos elementos
chamamos folhas estáveis de A. Ela é invariante por A, ou, seja, a imagem de
qualquer folha estável é também uma folha estável. Além disso, pela propriedade
(4.2.17), a transformação A contrai distâncias, uniformemente, dentro de cada
folha. Analogamente, a famı́lia de todos os subespaços afins de R da forma
v+Eu com v ∈ Rd define uma partição Fu de Rd, chamada folheação instável.
Esta folheação também é invariante e a transformação A expande distâncias ao
longo das suas folhas.

Ws(x)

Wu(x)

x

Figura 4.1: Folheação estável e folheação instável no toro
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Projetando Fs e Fu pela projeção canônica π : Rd → Td obtemos folheações
Ws e Wu do toro que chamamos folheação estável e folheação instável da trans-
formação fA. Veja a Figura 4.1. As observações anteriores mostram que estas
folheações são invariantes por fA. Além disso:

(a) dados dois pontos quaisquer x e y na mesma folha estável, tem-se que
d(f jA(x), f jA(y)) → 0 quando j → +∞;

(b) dados dois pontos quaisquer y e z na mesma folha instável, tem-se que
d(f jA(y), f jA(z)) → 0 quando j → −∞.

Vamos usar esta informação geométrica para provar que (fA,m) é ergódica.
Para isso, considere qualquer função cont́ınua ϕ : Td → R e considere as médias
temporais

ϕ+(x) = lim
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f jA(x)) e ϕ−(x) = lim
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f−j
A (x)),

definidas para m-quase todo x ∈ Td. Pelo Corolário 3.2.8, existe um conjunto
X ⊂ Td com medida total tal que

ϕ+(x) = ϕ−(x) para todo x ∈ X . (4.2.18)

Denotaremos por Ws(x) e Wu(x), respectivamente, a folha estável e a folha
instável de fA passando por cada ponto x ∈ Td.

Lema 4.2.16. A função ϕ+ é constante em toda folha de Ws: se ϕ+(x) existe e
y ∈ Ws(x) então ϕ+(y) existe e é igual a ϕ+(x). Analogamente, ϕ− é constante
em toda folha de Wu.

Demonstração. De acordo com a propriedade (a) acima, d(f jA(x), f jA(y)) con-
verge para zero quando j → ∞. Como ϕ é cont́ınua (logo uniformemente
cont́ınua, uma vez que o domı́nio é compacto) isso implica que

ϕ(f jA(x)) − ϕ(f jA(y)) → 0 quando j → ∞.

Por maioria de razão, o limite Cesàro

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f jA(x)) − ϕ(f jA(y))

também é zero. Isso implica ϕ+(y) existe e é igual a ϕ+(x). O argumento para
ϕ− é inteiramente análogo.

Dado um subconjunto aberto R do toro e dado x ∈ R, denotamos por
Ws(x,R) a componente conexa de Ws(x) ∩ R que contém x e por Wu(x,R) a
componente conexa de Wu(x)∩R que contém x. Chamamos R de retângulo se
Ws(x,R) intersecta Wu(y,R) num único ponto, para todo x e y em R. Veja a
Figura 4.2.
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Lema 4.2.17. Dado qualquer retângulo R ⊂ Td, existe um conjunto mensurável
YR ⊂ X ∩ R tal que m(R \ YR) = 0 e, dados quaisquer x e y em YR, existem
pontos x′ e y′ em X ∩R tais que x′ ∈ Ws(x,R) e y′ ∈ Ws(y,R) e y′ ∈ Wu(x′).

Ws(x)

Ws(y)

x

y

R

x′

y′

Figura 4.2: Retângulo em Td

Demonstração. Representemos por ms
x a medida de Lebesgue na folha estável

Ws(x) de cada ponto x ∈ Td. Note que m(R \ X) = 0, uma vez que X tem
medida total em Td. Então, usando o teorema de Fubini,

ms
x

(
Ws(x,R) \X

)
= 0 para m-quase todo x ∈ R.

Defina YR =
{
x ∈ X ∩R : ms

x

(
Ws(x,R)\X

)
= 0
}
. Então YR tem medida total

em R. Dados x, y ∈ R considere a aplicação

π : Ws(x,R) → Ws(y,R), π(x′) = interseção entre Wu(x′, R) e Ws(y,R).

Esta aplicação é afim e, portanto, tem a seguinte propriedade, que chamamos
continuidade absoluta:

ms
x(E) = 0 ⇔ ms

y(π(E)) = 0.

Em particular, a imagem de Ws(x,R) ∩ X tem medida total em Ws(y,R) e,
consequentemente, ela intersecta Ws(y,R) ∩ X . Em outras palavras, existe
x′ ∈ Ws(x,R) ∩X cuja imagem y′ = π(x′) está em Ws(y,R)∩X . Observando
que x′ e y′ estão na mesma folha instável, pela definição da π, vemos que estes
pontos satisfazem as condições na conclusão do lema.

Considere um retângulo R qualquer. Dados quaisquer x, y em YR, considere
os pontos x′, y′ em X dados pelo Lema 4.2.17. Usando também o Lema 4.2.16,
obtemos:

ϕ−(x) = ϕ+(x) = ϕ+(x′) = ϕ−(x′) = ϕ−(y′) = ϕ+(y′) = ϕ+(y) = ϕ−(y).



4.2. EXEMPLOS 117

Isto mostra que as funções ϕ+ e ϕ− coincidem uma com a outra e são constantes
em YR. Agora seja R1, . . . , RN uma cobertura finita do toro por retângulos.
Considere o conjunto

Y =
N⋃

j=1

Yj , onde Yj = YRj .

Observe que m(Y ) = 1, uma vez que Y ∩ Rj ⊃ Yj tem medida total em Ri
para todo j. Afirmamos que ϕ+ = ϕ− é constante em todo o Y . De fato, dados
quaisquer k, l ∈ {1, . . . , N} podemos encontrar j0 = k, j1, . . . , jn−1, jn = l tais
que cada Rji intersecta Rji−1 (isto é uma simples consequência da conexidade
por arcos do toro). Lembrando que Rj é aberto e Xj é um subconjunto de me-
dida total, obtemos que cada Xji intersecta Xji−1 . Então, ϕ+ = ϕ− é constante
na união de todos os Xji . Isto prova a nossa afirmação.

Desta forma, mostramos que as médias temporais ϕ± de qualquer função
cont́ınua ϕ são constantes em m-quase todo ponto. Consequentemente (veja o
Exerćıcio 4.1.4), o sistema (fA,m) é ergódico.

4.2.7 Exerćıcios

4.2.1. Prove a Proposição 4.2.2.

4.2.2. Prove a Proposição 4.2.9.

4.2.3. Seja I = [0, 1] e f : I → I a função definida por

f(x) =





2x se 0 ≤ x < 1/3
2x− 2/3 se 1/3 ≤ x < 1/2
2x− 1/3 se 1/2 ≤ x < 2/3
2x− 1 se 2/3 ≤ x ≤ 1.

Mostre que f é ergódica relativamente à medida de Lebesgue m.

4.2.4. Seja Σ = {1, 2, . . . , k}N. Prove que todo subconjunto X infinito, com-
pacto, invariante pelo deslocamento σ : Σ → Σ contém algum ponto não-
periódico.

4.2.5. Seja X um espaço topológico, munido da sua σ-álgebra de Borel C, e seja
Σ = XN. Mostre que se X tem base enumerável de abertos então a σ-álgebra
de Borel de Σ (para a topologia produto) coincide com a σ-álgebra produto
B = CN. O mesmo vale para Σ = XZ e B = CZ.

4.2.6. Neste exerćıcio propomos outra demonstração para a Proposição 4.2.1.
Suponha que θ é irracional. Seja A um conjunto invariante com medida positiva.
Lembrando que a órbita {Rnθ (a) : n ∈ Z} de todo a ∈ S1 é densa em S1, mostre
que nenhum ponto de S1 é ponto de densidade de Ac. Conclua que µ(A) = 1.
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4.2.7. Suponha que θ é irracional. Seja ϕ : S1 → R uma função cont́ınua
qualquer. Mostre que

ϕ̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(Rjθ(x)) (4.2.19)

existe em todo ponto e, de fato, o limite é uniforme. Justifique o fato que
ϕ̃ é constante em todo ponto. Deduza que Rθ tem uma única probabilidade
invariante.

4.2.8. Seja A uma matriz quadrada de dimensão d com coeficientes racionais e
seja λ um autovalor racional. Mostre que existe algum autovetor com coeficien-
tes inteiros, ou seja, algum k ∈ Zd \ {0} tal que Ak = λk.

4.2.9. Um número x ∈ (0, 1) tem expansão em fração cont́ınua de tipo limitado
se a sequência (an)n constrúıda na Seção 1.3.2 é limitada. Prove que o conjunto
L ⊂ (0, 1) dos pontos com expansão em fração cont́ınua de tipo limitado tem
medida de Lebesgue zero.

4.2.10. Seja f : M → M uma transformação mensurável, seja µ uma medida
invariante ergódica e seja ϕ : M → R uma função tal que

∫
ϕdµ = +∞. Prove

que limn(1/n)
∑n−1
j=0 ϕ(f j(x)) = +∞ para µ-quase todo x ∈M .

4.2.11. Observe que o número b no Exerćıcio 3.2.4 é independente de x num
conjunto com medida de Lebesgue total. Prove que a média aritmética dos
números a1, . . . , an, . . . vai para infinito: limn(1/n)(a1 + · · · + an) = +∞.

4.3 Propriedades das medidas ergódicas

Nesta seção consideramos que a transformação f : M → M está fixada e ana-
lisamos o espaço M1(f) das probabilidades invariantes por f , especialmente o
subconjunto Me(f) das probabilidades ergódicas.

Lembre que uma medida ν diz-se absolutamente cont́ınua com relação a
outra medida µ se µ(E) = 0 implica ν(E) = 0. Nesse caso escrevemos ν ≪ µ.
Esta relação é transitiva: se ν ≪ µ e µ≪ λ então ν ≪ λ. O primeiro resultado
afirma que probabilidades ergódicas são minimais para esta relação de ordem:

Lema 4.3.1. Se µ e ν são probabilidades invariantes tais que µ é ergódica e ν
é absolutamente cont́ınua com relação a µ, então µ = ν.

Demonstração. Seja ϕ : M → R uma função mensurável limitada qualquer.
Como µ é invariante e ergódica, a média temporal

ϕ̃(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(x))
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é constante: ϕ̃(x) =
∫
ϕdµ em µ-quase todo ponto. Segue que esta igualdade

também vale em ν-quase todo ponto, já que ν ≪ µ. Em particular,
∫
ϕdν =

∫
ϕ̃ dν =

∫
ϕdµ

(a primeira igualdade é parte do teorema ergódico de Birkhoff). Portanto, as
integrais de ϕ com relação a µ e em relação a ν coincidem, qualquer que seja
a função mensurável limitada ϕ. Em particular, considerando funções carac-
teŕısticas, conclúımos que µ = ν.

É claro que se µ1 e µ2 são probabilidades invariantes com respeito à trans-
formação f então (1 − t)µ1 + tµ2 também é probabilidade invariante, qualquer
que seja t ∈ (0, 1). Isto significa que o espaço M1(f) das probabilidades invari-
antes é convexo. A proposição que apresentamos a seguir afirma que as medidas
ergódicas são os elementos extremais deste convexo:

Proposição 4.3.2. Uma probabilidade invariante µ é ergódica se, e somente
se, não é posśıvel escrevê-la na forma µ = (1 − t)µ1 + tµ2 com t ∈ (0, 1) e µ1,
µ2 probabilidades invariantes distintas.

Demonstração. Para provar a parte “se”, suponha que µ não é ergódica. Então
existe algum conjunto invariante A com 0 < µ(A) < 1. Defina µ1 e µ2 como
sendo as restrições normalizadas de µ a A e ao seu complementar, respectiva-
mente:

µ1(E) =
µ(E ∩A)

µ(A)
e µ2(E) =

µ(E ∩Ac)
µ(Ac)

.

Como A e Ac são conjuntos invariantes e µ é medida invariante, µ1 e µ2 são
também probabilidades invariantes. Além disso,

µ = µ(A)µ1 + µ(Ac)µ2

e portanto µ não é extremal. Para provar a rećıproca, suponha que µ é ergódica
e temos µ = (1 − t)µ1 + tµ2 com t ∈ (0, 1). É claro que µ(E) = 0 implica
µ1(E) = µ2(E) = 0, ou seja, µ1 e µ2 são absolutamente cont́ınuas com relação
a µ. Logo, pelo Lema 4.3.1, µ1 = µ = µ2. Isto prova que µ é extremal.

Também observamos que medidas ergódicas distintas “vivem”em subconjun-
tos disjuntos do espaço M (veja também o Exerćıcio 4.3.6):

Lema 4.3.3. Suponha que a σ-álgebra de M admite um gerador enumerável.
Seja {µi : i ∈ I} uma famı́lia qualquer de probabilidades invariantes e ergódi-
cas, todas distintas. Então as medidas µi são mutuamente singulares: existem
subconjuntos mensuráveis invariantes {Pi : i ∈ I} disjuntos dois-a-dois e tais
que µi(Pi) = 1 para todo i ∈ I.

Demonstração. Seja Γ um gerador enumerável da σ-álgebra de M e seja A a
álgebra gerada por Γ. Note que A é enumerável, já que ela coincide com a união
das álgebras geradas pelos subconjuntos finitos de Γ. Para cada i ∈ I, defina

Pi = {x ∈M : τ(A, x) = µi(A) para todo A ∈ A}.
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Por ergodicidade, µi(Pi) = 1 para todo i ∈ I. Além disso, se existe x ∈ Pi ∩ Pj
então µi(A) = τ(A, x) = µj(A) para todo A ∈ A; em outras palavras, µi = µi.
Isto prova que os Pi são disjuntos dois-a-dois.

Agora suponha que f : M → M é uma aplicação cont́ınua num espaço
topológico. Dizemos que a aplicação f é transitiva se existe algum x ∈ M tal
que {fn(x) : n ∈ N} é denso em M

O lema a seguir dá uma caracterização útil da transitividade. Lembre que um
espaço topológico M é chamado de espaço de Baire se a interseção de qualquer
famı́lia enumerável de abertos densos é densa em M . Todo espaço métrico
completo é um espaço de Baire e o mesmo vale para todo espaço topológico
localmente compacto (veja [Dug66]).

Lema 4.3.4. Suponha que M é um espaço de Baire com base enumerável de
abertos. Então f : M → M é transitiva se, e somente se, para todo par de
abertos U e V existe k ≥ 1 tal que f−k(U) intersecta V .

Demonstração. Suponha que f é transitiva e seja x ∈M um ponto cuja órbita
{fn(x) : n ∈ N} é densa em M . Então existe m ≥ 1 tal que fm(x) ∈ V e
(usando que {fn(x) : n > m} também é denso) existe n > m tal que fn(x) ∈ U .
Tome k = n−m. Então fm(x) ∈ f−k(U) ∩ V . Isto prova a parte ‘somente se’
do enunciado.

Para provar a rećıproca, seja {Uj : j ∈ N} uma base enumerável de abertos
de M . A hipótese garante que o aberto ∪∞

k=1f
−k(Uj) é denso em M para todo

j ∈ N. Então a interseção

X =

∞⋂

j=1

∞⋃

k=1

f−k(Uj)

é um subconjunto denso de M . Em particular, ele é não vazio. Por outro
lado, por definição, se x ∈ X então para todo j ∈ N existe algum k ≥ 1 tal
que fk(x) ∈ Uj. Como os Uj constituem uma base de vizinhanças de M , isto
significa que {fk(x) : k ∈ N} é densa em M .

Proposição 4.3.5. Suponha que M é um espaço de Baire com base enumerável
de abertos. Então a restrição de f ao suporte de µ é transitiva.

Demonstração. Comece por notar que suppµ tem base enumerável de abertos,
por ser um subespaço de M , e é um espaço de Baire, uma vez que é fechado
em M . Sejam U e V abertos de suppµ. Pela definição do suporte, µ(U) > 0
e µ(V ) > 0. Defina B = ∪∞

k=1f
−k(U). Então µ(B) > 0, porque B ⊃ U ,

e f−1(B) ⊂ B. Por ergodicidade (veja o Exerćıcio 1.1.4) segue que µ(B) =
1. Então B deve intersectar V . Isto prova que existe k ≥ 1 tal que f−k(U)
intersecta V . Pelo Lema 4.3.4, segue que a transformação f : suppµ → suppµ
é transitiva.
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4.3.1 Exerćıcios

4.3.1. Seja f : M → M uma aplicação mensurável num espaço topológico M
com base enumerável de abertos e seja µ uma medida de probabilidade ergódica
para f . Mostre que a órbita {fn(x) : n ≥ 0} de µ-quase todo ponto x ∈ M é
densa no suporte de µ.

4.3.2. Seja f : M → M uma transformação cont́ınua em um espaço métrico
compacto. Fixada uma função ϕ : M → R, prove que existe uma probabilidade
invariante µϕ tal que ∫

ϕdµϕ = sup
η∈M1(f)

∫
ϕdη.

4.3.3. Seja g : E → E uma transformação induzida por f : M → M , ou
seja uma transformação da forma g(x) = fρ(x)(x) com ρ : E → N (veja a
Seção 1.4.2). Seja ν uma probabilidade invariante de g e seja νg a medida
invariante de f definida por (1.4.5). Suponha que νρ(M) < ∞ e denote µ =
νρ/νρ(M). Mostre que (f, µ) é ergódico se, e somente se, (g, ν) é ergódico.

4.3.4. Seja f : M →M uma transformação cont́ınua num espaço métrico com-
pleto separável. Dada uma probabilidade invariante µ, seja µ̂ o seu levantamento
para a extensão natural f̂ : M̂ → M̂ (veja a Seção 2.4.2). Mostre que (f̂ , µ̂) é
ergódico se, e somente se, (f, µ) é ergódico.

4.3.5. Seja f : M → M uma transformação e seja µ uma medida invariante.
Seja gt : N → N , t ∈ R um fluxo suspensão de f e seja ν a suspensão corres-
pondente da medida µ (veja a Seção 3.4.1). Suponha que ν(N) < ∞ e denote
ν̂ = ν/ν(N). Mostre que ν̂ é ergódica para o fluxo (gt)t se, e somente se, µ é
ergódica para f .

4.3.6. Mostre que no caso de famı́lias finitas ou enumeráveis de medidas ergó-
dicas a conclusão do Lema 4.3.3 vale mesmo que a σ-álgebra não seja enumera-
velmente gerada.

4.3.7. Dê exemplo de um espaço métrico M e uma transformação f : M →M ,
tais que existe uma sequência de medidas borelianas µn ergódicas para f que
convergem, na topologia fraca∗, para uma medida µ que não é ergódica.

4.3.8. Seja M um espaço métrico, f : M → M uma transformação cont́ınua e
µ uma probabilidade invariante e ergódica. Mostre que, dada qualquer proba-
bilidade ν em M absolutamente cont́ınua com respeito a µ, mas não necessari-
amente invariante,

1

n

n−1∑

j=0

f j∗ν converge para µ na topologia fraca∗.

4.3.9. Considere X = {1, . . . , d} e seja σ : Σ → Σ o deslocamento em Σ = XN

ou Σ = XZ.
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(1) Mostre que para todo δ > 0 existe k ≥ 1 tal que, dados x1, . . . , xs ∈ Σ
e m1, . . . ,ms ≥ 1, existe um ponto periódico y ∈ Σ com peŕıodo ns e
satisfazendo d(f j+ni (y), f j(xi)) < δ para todo 0 ≤ j < mi, onde n1 = 0
e ni = (m1 + k) + · · · + (mi−1 + k) para 1 < i ≤ s.

(2) Sejam ϕ : Σ → R uma função cont́ınua e ϕ̃ a sua média de Birkhoff.
Mostre, que dados ε > 0, x1, . . . , xs ∈ Σ tais que a média de Birkhoff está
definida e α1, . . . , αs > 0 tais que

∑
i α

i = 1, existe um ponto periódico
y ∈ Σ satisfazendo |ϕ̃(y) −∑i α

iϕ̃(xi)| < ε.

(3) Conclua que o conjunto Me(σ) das medidas invariantes ergódicas é denso
no espaço de todas as probabilidades invariantes M1(σ).

4.4 Comentários sobre sistemas conservativos

O teorema ergódico de Birkhoff, provado nos anos trinta do século 20, deu
sólida fundamentação matemática para o enunciado da hipótese ergódica de
Boltzmann, mas deixou totalmente em aberto a questão da sua veracidade.
Nesta seção vamos dar um breve panorama dos principais resultados obtidos
desde então nesta direção, no contexto de sistemas conservativos, isto é, sistemas
dinâmicos que preservam uma medida de volume numa variedade.

Começamos por observar que, num certo sentido topológico abstrato, a mai-
oria dos sistemas conservativos são ergódicos. Esse é o sentido do teorema que
vamos enunciar a seguir, provado no ińıcio dos anos 1940 por John Oxtoby and
Stanislav Ulam [OU41]. Lembre que um subconjunto de um espaço de Baire
é chamado residual se ele pode ser escrito como uma interseção enumerável de
subconjuntos abertos e densos. Por definição de espaço de Baire, todo subcon-
junto residual é denso.

Teorema 4.4.1 (Oxtoby, Ulam). Para toda variedade riemanniana compacta
M , existe um subconjunto residual R do espaço Homeovol(M) dos homeomor-
fismos conservativos de M tal que todo elemento de R é ergódico.

Os resultados que apresentaremos a seguir implicam que a conclusão deste
teorema torna-se falsa quando substitúımos Homeo(M) pelo espaço Difeokvol(M)
dos difeomorfismos conservativos de classe Ck, pelo menos para k > 3. Prati-
camente nada é sabido a este respeito nos casos k = 2 e k = 3. Por outro lado,
Artur Avila, Sylvain Crovisier e Amie Wilkinson anunciaram recentemente uma
versão C1 do teorema anterior: para toda variedade riemanniana compacta M ,
existe um subconjunto residual R do espaço Difeo1

vol(M) dos difeomorfismos
conservativos de classe C1 tal que todo f ∈ R com entropia hvol(f) positiva é
ergódico. A noção de entropia será estudada no Caṕıtulo 9.

4.4.1 Sistemas hamiltonianos

Os sistemas em que Boltzmann estava interessado, relativos ao movimento das
moléculas de gases podem, em prinćıpio, ser descritos pelas leis da mecânica
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clássica newtoniana. No chamado formalismo hamiltoniano da mecânica clássi-
ca, os estados do sistema são representados por meio das “coordenadas genera-
lizadas” q1, . . . , qd e dos “momentos generalizados” p1, . . . , pd e a sua evolução
é descrita pelas soluções das equações de Hamilton-Jacobi:

dqj
dt

=
∂H

∂pj
e

dpj
dt

= −∂H
∂qj

, j = 1, . . . , d, (4.4.1)

onde H (a energia total do sistema) é uma função de classe C2 das variáveis
q = (q1, . . . , qd) e p = (p1, . . . , pd); o inteiro d ≥ 1 é o número de graus de
liberdade do sistema.

Exemplo 4.4.2 (Pêndulo). Tome d = 1 e H(q, p) = p2/2 − g cos q, onde g é
uma constante positiva e (q, p) ∈ R2. As equações de Hamilton-Jacobi

dq

dt
= p e

dp

dt
= −g sin q

descrevem o movimento de um pêndulo sujeito ao um campo gravitacional cons-
tante: a coordenada q mede o ângulo relativo à posição de equiĺıbrio (estável) e
p mede o momento angular. O hamiltoniano H corresponde à energia total do
sistema: H = energia cinética + energia potencial.

Note que H sempre é uma integral primeira do sistema, ou seja, ela é cons-
tante ao longo das trajetórias do fluxo:

dH

dt
=

d∑

j=1

∂

∂qj

dqj
dt

+
∂

∂pj

dpj
dt

≡ 0.

Então, podemos considerar a restrição do fluxo a cada hipersuperf́ıcie de ener-
gia Hc = {(q, p) : H(q, p) = c}. A medida de volume dq1 · · · dqddp1 · · ·dpd é
chamada medida de Liouville. Observando que o campo de vetores

F =
(
− ∂H

∂p1
, . . . ,−∂H

∂pd
,
∂H

∂q1
, . . . ,

∂H

∂qd

)

tem divergente nulo (lembre a Seção 1.3.6), conclúımos que o fluxo preserva a
medida de Liouville. Em consequência (veja o Exerćıcio 1.3.12), a restrição do
fluxo a cada hipersuperf́ıcie de energia Hc também tem uma medida invariante
µc, que é dada por

µc(E) =

∫

E

ds

‖ gradH‖ para todo conjunto mensurável E ⊂ Hc

onde ds representa o elemento de volume na hipersuperf́ıcie. Então é natural
perguntar se, em geral, sistemas hamiltonianos são ergódicos relativamente à
medida invariante em (quase) toda hipersuperf́ıcie de energia.

O primeiro resultado importante nesta direção foi anunciado por Andrey
Kolmogorov em 1954 e foi, logo em seguida, substanciado pelos trabalhos de



124 CAPÍTULO 4. ERGODICIDADE

Vladimir Arnold e Jürgen Moser. Isto conduziu a uma teoria muito profunda,
que é conhecida como Teoria KAM em homenagem aos seus fundadores, e para
qual contribúıram de maneira decisiva diversos outros matemáticos, tais como
Helmut Rüssmann, Michael Herman, Eduard Zehnder, Jean-Christophe Yoccoz,
Jürgen Pöschel, entre outros. Inicialmente, a teoria lida com sistemas “quase
integráveis”.

Um sistema hamiltoniano diz-se integrável (no sentido de Liouville) se ele
admite d integrais primeiras I1, . . . , Id:

• independentes: ou seja, tais que os gradientes

grad Ij =

(
∂Ij
∂q1

,
∂Ij
∂p1

, . . . ,
∂Ij
∂qd

,
∂Ij
∂pd

)
, 1 ≤ j ≤ d,

são linearmente independentes em todo ponto num subconjunto aberto e
denso do domı́nio;

• em involução: ou seja, tais que os colchetes de Poisson

{Ij , Ik} =
d∑

i=1

[
∂Ij
∂qi

∂Ik
∂pi

− ∂Ij
∂pi

∂Ik
∂qi

]
.

são todos identicamente nulos.

Segue dos comentários anteriores que todo sistema com d = 1 grau de liberdade
é integrável: o próprio hamiltoniano H é uma integral primeira. Outro exemplo
importante:

Exemplo 4.4.3. Para qualquer número d ≥ 1 de graus de liberdade, suponha
que o hamiltoniano H depende apenas das variáveis p = (p1, . . . , pd). Então as
equações de Hamilton-Jacobi (4.4.1) se reduzem a

dqj
dt

=
∂H

∂pj
(p) e

dpj
dt

= −∂H
∂qj

(p) = 0.

A segunda equação significa, precisamente, que cada pj é uma integral primeira;
é fácil ver que estas integrais primeiras são independentes e estão em involução.
Observe também que na primeira equação o termo da direita é independente do
tempo. Logo, a solução da equação é

qj(t) = qj(0) +
∂H

∂pi
(p(0)) t.

Como vamos comentar a seguir, este exemplo é totalmente t́ıpico de sistemas
integráveis.

Um teorema clássico de Liouville afirma que se o sistema é integrável então
as equações de Hamilton-Jacobi podem ser resolvidas completamente por qua-
draturas. Na demonstração (veja o livro de Arnold [Arn78]) são constrúıdas
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funções ϕ = (ϕ1, . . . , ϕd) ∈ Td as quais, juntamente com as integrais primeiras
I = (I1, . . . , Id) ∈ Rd, constituem coordenadas canônicas do sistema (chamadas
na literatura de coordenadas ação-ângulo). Com isto, queremos dizer que

Ψ : (q, p) 7→ (ϕ, I)

é um mudança de coordenadas (ou seja, um difeomorfismo) que preserva a forma
das equações de Hamilton-Jacobi: (4.4.1) traduz-se para

dϕj
dt

=
∂H ′

∂Ij
e

dIj
dt

= −∂H
′

∂ϕj
, (4.4.2)

ondeH ′ = H◦Ψ−1 é a expressão do hamiltoniano nas novas coordenadas. Como
as Ij são integrais primeiras, a segunda equação dá que

0 =
dIj
dt

= −∂H
′

∂ϕj
.

Isto quer dizer que H não depende das variáveis ϕ e, portanto, estamos numa
situação similar ao Exemplo 4.4.3. Cada trajetória do fluxo hamiltoniano está
restrita a um toro {I = const} e, de acordo com a primeira equação em (4.4.2),
é linear na coordenada ϕ:

ϕj(t) = ϕj(0) + tωj(I)t, onde ωj(I) =
∂H ′

∂Ij
(I).

Em termos das coordenadas originais (q, p), conclúımos que as trajetórias do
fluxo hamiltoniano são dadas por

t 7→ Ψ−1(ϕ(0) + ω(I)t, I) = Φϕ(0),I(ω(I)t) (4.4.3)

onde Φϕ(0),I : Rd → M é uma função Zd-periódica e ω(I) = (ω1(I), . . . , ωd(I))
é chamado vetor de frequências. Dizemos que a trajetória é quase periódica.

4.4.2 Teoria de Kolmogorov-Arnold-Moser

É claro que sistemas integráveis nunca são ergódicos. Mas isso, por si só,
não seria impedimento para que a maioria dos sistemas hamiltonianos fossem
ergódicos, já que integrabilidade é uma propriedade muito rara. No entanto,
o resultado fundamental que vamos enunciar em seguida afirma que sistemas
integráveis genéricos são robustamente não ergódicos: todo fluxo hamiltoniano
próximo também é não ergódico.

Seja H0 um hamiltoniano integrável, escrito em coordenadas de ação-ângulo
(ϕ, I). Mais precisamente, seja Bd uma bola em Rd e suponha que H0(ϕ, I)
está definido para todo (ϕ, I) ∈ Td ×Bd mas depende apenas da coordenada I.
Dizemos que H0 é não-degenerado se a sua matriz hesseana é invert́ıvel:

det

(
∂2H0

∂Ii∂Ij

)

i,j

6= 0 em todo ponto. (4.4.4)
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Observe que a matriz hesseana de H0 coincide com a matriz jacobiana de ω(I).
Portanto, a condição de torção (4.4.4) significa que a aplicação que associa a
cada valor de I o respectivo vetor de frequências ω(I) é um difeomorfismo local.

Teorema 4.4.4. Seja H0(I) um hamiltoniano integrável, não degenerado, de
classe C∞. Então existe uma vizinhança V de H0 no espaço C∞(Td×Bd,R) tal
que para todo H ∈ V existe um conjunto compacto K ⊂ Td ×Bd satisfazendo:

(a) K é uma união de toros diferenciáveis da forma {(ϕ, u(ϕ)) : ϕ ∈ Td} cada
um dos quais é invariante pelo fluxo hamiltoniano de H;

(b) a restrição do fluxo hamiltoniano a cada um destes toros é conjugada a
um fluxo linear em Td;

(c) o conjunto K tem volume positivo e, de fato, o volume do complementar
converge para zero quando H → H0.

Claramente, a existência um conjunto K como no enunciado implica que o
fluxo hamiltoniano de H não é ergódico. Podemos resumir o conteúdo do teo-
rema dizendo que a maioria dos toros invariantes persiste quando perturbamos
um sistema integrável não degenerado. A prova mostra a persistência ou não de
um dado toro está intimamente ligada às propriedades aritméticas do respectivo
vetor de frequências, da seguinte forma.

Dados c > 0 e τ > 0, dizemos que um vetor ω ∈ Rd é (c, τ)-diofantino se

|k · ω| ≥ c

‖k‖τ para todo k ∈ Zd, (4.4.5)

onde ‖k‖ = |k1|+ · · · |kd|. Vetores diofantinos são racionalmente independentes;
de fato a condição (4.4.5) significa que, num certo sentido, ω é mal aproximado
por vetores racionalmente dependentes. Dizemos que ω é τ -diofantino se ele é
(c, τ)-diofantino para algum c > 0. O conjunto dos vetores τ -diofantinos é não
vazio se, e somente se, τ ≥ d−1; além disso, ele tem medida total em Rd sempre
que τ é estritamente maior que d− 1 (veja o Exerćıcio 4.4.1).

Na prova do Teorema 4.4.4 mostra-se que, dados c > 0 e τ ≥ d − 1 e dado
qualquer compacto Ω ⊂ ω(Bd), podemos encontrar uma vizinhança V de H0

tal que, para todo H ∈ V e todo vetor (c, τ)-diofantino ω, o fluxo de H admite
um toro invariante diferenciável, restrito ao qual o fluxo hamiltoniano de H é
conjugado ao fluxo linear t 7→ ϕ(t) = ϕ(0) + tω.

A seguir discutimos uma versão do Teorema 4.4.4 para sistemas com tempo
discreto, mais precisamente, para transformações simpléticas. Lembre que uma
forma simplética numa variedadeM é uma 2-forma diferencial θ não degenerada:
para todo x ∈ M e todo u 6= 0, existe v tal que θx(u, v) 6= 0. Existência de
uma forma simplética implica que a dimensão de M é par: dimM = 2d; além
disso, a d-ésima potência θd = θ ∧ · · · ∧ θ é uma forma de volume em M . Uma
transformação diferenciável f : M →M diz-se simplética se ela preserva a forma
simplética: θx(u, v) = θf(x)(Df(x)u,Df(x)v) para todo x ∈ M e quaisquer

u, v ∈ TxM . Então, em particular, f preserva a forma de volume θd.
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Exemplo 4.4.5. Seja M = R2d, com coordenadas (q1, . . . , qd, p1, . . . , pd), e seja
θ a forma diferencial definida por

θx = dq1 ∧ dp1 + · · · + dqd ∧ dpd (4.4.6)

para todo x. Então θ é uma forma simplética em M . De fato, um teorema
clássico de Darboux afirma que para toda forma simplética numa variedade
existe uma atlas da variedade tal que a expressão da forma simplética em qual-
quer carta local desse atlas coincide com (4.4.6). Qualquer transformação da
forma

f(q1, . . . , qd, p1, . . . , pd) = (q1 + ω1(p), . . . , qd + ωd(p), p1, . . . , pd)

é simplética relativamente a θ. Usando

Df · ∂
∂qj

=
∂

∂qj
e Df · ∂

∂pj
=
∂

∂pj
+
∂ωj
∂qj

∂

∂qj
,

vemos que f é simplética relativamente à forma θ.

Por analogia com o caso de fluxos, dizemos que uma transformação f0 é
integrável se existem coordenadas (q, p) ∈ Td×Bd tais que f0(q, p) = (q+ω(p), p)
para todo (q, p). Além disso, dizemos que f0 é não degenerada se a aplicação
p 7→ ω(p) é um difeomorfismo local.

Teorema 4.4.6. Seja f0 uma transformação integrável não degenerada de clas-
se C∞. Então existe uma vizinhança V de f0 no espaço C∞(Td × Bd,Rd) tal
que para toda transformação simplética2 f ∈ V existe um conjunto compacto
K ⊂ Td ×Bd satisfazendo:

(a) K é uma união de toros diferenciáveis da forma {(q, u(q)) : q ∈ Td}, cada
um dos quais é invariante for f ;

(b) a restrição de f a cada um destes toros é conjugada a uma translação em
Td;

(c) o conjunto K tem volume positivo e, de fato, o volume do complementar
converge para zero quando f → f0.

Analogamente ao caso anterior, a presença de tal conjunto K implica que
f não é ergódica. Outra analogia é que o conjunto K está formado por toros
restritos aos quais a dinâmica é conjugada a uma rotação diofantina.

Os Teoremas 4.4.4 e 4.4.6 se estendem para sistemas de classe Cr com r finito
mas suficientemente grande (dependendo da dimensão). Por exemplo, a versão
do Teorema 4.4.6 para d = 1 é verdadeira para r > 3 e falsa para r < 3; no caso
de transformações de classe C3, as conclusões (a) e (b) do teorema permanecem
verdadeiras, mas não a conclusão (c).

2Relativamente à forma simplética canônica (4.4.6).
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4.4.3 Pontos periódicos eĺıticos

Os resultados enunciados acima podem ser aplicados, em particular, para des-
crever o comportamento de sistemas conservativos na vizinhança de pontos
periódicos eĺıticos. Vamos explicar isto sucintamente, começando pelo caso
simplético em dimensão 2.

Quando M é uma superf́ıcie, as noções de forma simplética e de forma de
área coincidem. Portanto, uma transformação f : M → M é simplética se, e
somente se, ela preserva área. Seja ζ ∈M um ponto fixo eĺıtico, ou seja, tal que
os autovalores de Df(ζ) estão no ćırculo unitário. Sejam λ e λ̄ os autovalores.
Dizemos que o ponto fixo ζ é não degenerado se λk 6= 1 para todo 1 ≤ k ≤ 4.
Então, pelo teorema da forma normal de Birkhoff (veja o Apêndice 7 no livro
de Arnold [Arn78]), existem coordenadas canônicas (x, y) ∈ R2 na vizinhança
do ponto fixo, com ζ = (0, 0) e tais que, relativamente às coordenadas “polares”
(θ, ρ) ∈ S1 × R definidas por

x =
√
ρ cos θ e y =

√
ρ sin θ

a transformação f se escreve na seguinte forma:

f(θ, ρ) = (θ + ω0 + ω1ρ, ρ) +R(θ, ρ) com |R(θ, ρ)| ≤ C|ρ|2. (4.4.7)

Observe que a forma normal (θ, ρ) 7→ (θ+ω0 +ω1ρ, ρ) é integrável. Além disso,
ela satisfaz a condição de torção (4.4.4), desde que ω1 6= 0 (esta última condição
não depende da escolha das coordenadas canônicas, apenas da transformação
f). Então podemos aplicar os métodos do Teorema 4.4.6 para concluir que
existe um conjunto K com área positiva formado por ćırculos invariantes com
números de rotação diofantinos, isto é, tais que a restrição de f a cada um
destes ćırculos é conjugada a uma rotação diofantina. Mais ainda, o ponto fixo
ζ é ponto de densidade deste conjunto:

lim
r→0

m(B(ζ, r) \K)

m(B(ζ, r))
= 0,

onde B(ζ, r) representa a bola de raio r > 0 em torno de ζ.
Vamos nos referir a pontos ζ nas condições do parágrafo anterior como pontos

fixos eĺıticos genéricos. Uma consequência importante do que acabamos de dizer
é que pontos fixos eĺıticos genéricos de transformações que preservam área são
estáveis: a trajetória de qualquer ponto próximo de ζ permanece próxima de
ζ para sempre, uma vez que está “presa” dentro de algum ćırculo invariante
pequeno. Este fato não se estende para dimensão maior, como comentaremos
mais tarde.

Ainda em dimensão dois, queremos mencionar outros fenômenos dinâmicos
importantes que ocorrem na vizinhança de pontos fixos eĺıticos genéricos. Co-
meçamos por apresentar uma ferramenta muito útil, o chamado último teorema
de Poincaré ou teorema do ponto fixo de Poincaré-Birkhoff. O enunciado e
certos casos particulares da demonstração foram propostos por Poincaré alguns
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meses antes da sua morte; o caso geral foi demonstrado por Birkhoff [Bir13] no
ano seguinte.

Seja A = S1×[a, b], com 0 < a < b, e seja f : A→ A um homeomorfismo que
preserva cada uma das componentes conexas do bordo do anel A. Dizemos que f
é um homeomorfismo de torsão se ele gira as componentes conexas do bordo em
sentidos opostos, ou seja, se existe algum levantamento F : R×[a, b] → R×[a, b],
F (θ, ρ) = (Θ(θ, ρ), R(θ, ρ)) da transformação f ao recobrimento universal do
anel, tal que

[
Θ(θ, a) − θ

][
Θ(θ, b) − θ

]
< 0 para todo θ ∈ R. (4.4.8)

Teorema 4.4.7 (Ponto fixo de Poincaré-Birkhoff). Se f : A→ A é um homeo-
morfismo de torsão que preserva área então f admite, pelo menos, dois pontos
fixos no interior de A.

Conforme comentado anteriormente, todo ponto fixo eĺıtico genérico ζ é acu-
mulado por ćırculos invariantes com números de rotação irracionais diofantinos.
Dois quaisquer dessas ćırculos delimitam um anel em torno de ζ. Aplicando o
Teorema 4.4.7 (ou, mais precisamente, o corolário no Exerćıcio 4.4.6) conclui-se
que cada um desses anéis contém, pelo menos, um par de órbitas periódicas com
o mesmo peŕıodo.

Em certo sentido, estes pares de órbitas periódicas são o que resta dos ćırculos
invariantes da forma normal com números de rotação racionais, destrúıdos pela
adição do termo R em (4.4.7). Os seus peŕıodos convergem para infinito quando
nos aproximamos de ζ. Genericamente, uma das órbitas periódicas é hiperbólica
(pontos de sela) e a outra eĺıtica. Um exemplo está esboçado na Figura 4.3: o
ponto fixo eĺıtico ζ está rodeado por uma órbita periódica hiperbólica e uma
órbita periódica eĺıtica, assinaladas com as letras p e q, respectivamente, ambas
com peŕıodo 4. Na figura também estão representadas dois ćırculos invariantes
em torno de ζ.

O matemático suiço Eduard Zehnder mostrou que, genericamente, as órbitas
periódicas hiperbólicas apresentam pontos homocĺınicos transversais, ou seja,
as respectivas variedades estáveis e instáveis se intersectam transversalmente,
tal como está representado na Figura 4.3. Isto implica que a geometria das
variedades estáveis e instáveis é extremamente complexa. As órbitas periódicas
eĺıticas podem ser obtidas satisfazendo as condições de genericidade referidas
anteriormente. Isto quer dizer que toda a complexidade dinâmica que estamos
descrevendo na vizinhança de ζ se reproduz na vizinhança de cada uma dessas
órbitas eĺıticas “satélites”.

Além disso, a teoria desenvolvida pelo f́ısico francês Serge Aubry e pelo ma-
temático americano John Mather mostra que ζ também é acumulado por certos
conjuntos invariantes totalmente desconexos, restrita a cada um dos quais a
transformação f é minimal (todas as órbitas são densas). Em certo sentido, es-
tes conjuntos de Aubry-Mather correspondem aos ćırculos invariantes da forma
normal con números de rotação irracionais não diofantinos, igualmente des-
trúıdos pela adição do termo R em (4.4.7).
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Figura 4.3: Cı́rculos invariantes, órbitas periódicas e interseções homocĺınicas
na vizinhança de um ponto fixo eĺıtico genérico

Figura 4.4: Evidência computacional da presença de ćırculos invariantes, ilhas
eĺıticas e interseções homocĺınicas transversais

A Figura 4.4 resume e ilustra boa parte do que acabamos de dizer. As tra-
jetórias calculadas por computador representadas na figura permitem intuir a
presença de ćırculos invariantes, de satélites eĺıticos, com seus próprios ćırculos
invariantes, e até mesmo de órbitas hiperbólicas com as respectivas interseções
homocĺınicas transversais. Também observamos na figura a presença de tra-
jetórias com comportamento “caótico”, aparentemente relacionadas com essas
interseções transversais.

Mais geralmente, seja f : M → M um difeomorfismo simplético numa vari-
edade simplética M de dimensão 2d ≥ 2 qualquer. Dizemos que um ponto fixo
ζ ∈M de f é eĺıtico se todos os autovalores da derivada Df(ζ) estão no ćırculo
unitário. Sejam λ1, λ̄1, . . . , λd, λ̄d esses autovalores. Dizemos que ζ é não dege-
nerado se λk11 . . . λkd

d 6= 1 para todo (k1, . . . , kd) ∈ Zd com |k1| + · · · + |kd| ≤ 4
(em particular, os autovalores são todos distintos). Então, pelo teorema da
forma normal de Birkhoff (Apêndice 7 no livro de Arnold [Arn78]), existem co-
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ordenadas canônicas (x1, . . . , xd, y1, . . . , yd) ∈ R2d na vizinhança de ζ tais que,
relativamente às coordenadas “polares” (θ, ρ) ∈ Td × Rd definidas por

xj =
√
ρj cos θj e yj =

√
ρj sin θj , j = 1, . . . , d,

a transformação f se escreve:

f(θ, ρ) = (θ + ω0 + ω1(ρ), ρ) +R(θ, ρ) onde ‖R(θ, ρ)‖ ≤ const ‖ρ‖2,

ω0 ∈ Rd e ω1 é uma aplicação linear em Rd. Supondo que ω1 seja um isomorfismo
(mais uma condição genérica sobre a transformação f), temos que a forma
normal

(θ, ρ) = (θ + ω0 + ω1(ρ), ρ)

é integrável e satisfaz a condição de torção 4.4.4. Aplicando as ideias do Teo-
rema 4.4.6, conclúımos que ζ é ponto de densidade de um conjunto K formado
por toros invariantes de dimensão d, restritos aos quais a transformação f é
conjugada a uma rotação diofantina.

Em particular, transformações simpléticas com pontos fixos (ou periódicos)
eĺıticos genéricos nunca são ergódicas. Observe, por outro lado que quando d > 1
um toro de dimensão d não separa o espaço ambiente M em duas componentes
conexas. Portanto, o argumento que usamos atrás para mostrar que pontos
fixos eĺıticos genéricos em superf́ıcies são estáveis não se estende para dimensão
superior. De fato, é sabido que quando d > 1 certas trajetórias começando
perto do ponto fixo podem escapar para longe dele. Isto está relacionado com
o fenômeno chamado de difusão de Arnold, que constitui um tema muito ativo
de pesquisa nesta área.

Finalmente, vamos observar que a teoria descrita anteriormente também se
aplica a sistemas conservativos com tempo cont́ınuo. Dizemos que um ponto
estacionário ζ de um fluxo hamiltoniano é eĺıtico se todos os autovalores da
derivada do campo de vetores no ponto ζ são números imaginários puros. Ar-
gumentos semelhantes ao do caso de tempo discreto mostram que, sob hipóteses
genéricas, o ponto estacionário eĺıtico é ponto de densidade de um conjunto for-
mado por toros invariantes de dimensão d restritos a cada um dos quais o fluxo
hamiltoniano é conjugado a um fluxo linear.

Além disso, valem resultados análogos para trajetórias periódicas de fluxos
hamiltonianos. Um modo de obter tais resultados é considerando uma seção
transversal ao fluxo cortando a trajetória periódica, e aplicando as ideias ante-
riores à transformação de Poincaré correspondente. Conclúımos que, sob certas
condições genéricas, trajetórias periódicas eĺıticas de fluxos hamiltonianos são
acumuladas por conjuntos com medida positiva formados por toros invariantes
do fluxo.

A teoria de Kolmogorov, Arnold, Moser tem muitas outras aplicações, numa
grande diversidade de situações em Matemática, que fogem ao escopo deste
texto. O leitor interessado poderá obter informação mais completa nas seguintes
referências: Arnold [Arn78], Bost [Bos86], Yoccoz [Yoc92], de la Llave [dlL93] e
Arnold, Kozlov, Neishtadt [AKN06], entre outras.



132 CAPÍTULO 4. ERGODICIDADE

4.4.4 Fluxos geodésicos

Seja M uma variedade riemanniana compacta. O fibrado tangente TM é o
espaço das duplas (x, v) em que x ∈ M e v é um vetor tangente à variedade
no ponto x. Denotamos por T 1M o fibrado tangente unitário, formado pelas
duplas (x, v) ∈ TM com ‖v‖ = 1. Segue da teoria das equações diferenciais que
para cada (x, v) ∈ TM existe uma única geodésica γx,v : R → M na variedade
tal que γx,v(0) = x e γ̇x,v(0) = v. Além disso, a famı́lia de transformações
definida por

f t : (x, v) 7→ (γx,v(t), γ̇x,v(t))

é um fluxo no fibrado tangente TM , que é chamado fluxo geodésico de M .
Equivalentemente, o fluxo geodésico pode ser definido como o fluxo hamilto-

niano em TM correspondente à função hamiltoniana H(x, v) = ‖v‖2. Portanto,
(f t)t preserva a medida de Liouville do fibrado tangente, a qual pode ser des-
crita da seguinte forma. A métrica riemanniana induz uma medida de volume
dx na variedade M e também induz um volume dv em cada espaço tangente
TxM . A medida de Liouville de TM é dada, localmente, pelo produto dxdv.
Além disso, a restrição m da medida de Liouville ao fibrado tangente unitário
é dada, localmente, pelo produto dxdα, onde dα é a medida de ângulo na es-
fera unitária de TxM . O fato de que H é uma integral primeira significa que
a norma ‖v‖ é constante ao longo de trajetórias do fluxo. Em particular, (f t)t
deixa invariante o fibrado tangente unitário. Além disso, ele preserva a medida
de Liouville m restrita a T 1M .

No entanto, o comportamento dos fluxos geodésicos é, geralmente, muito dis-
tinto da dinâmica dos sistemas quase integráveis que descrevemos na Seção 4.4.2.
Por exemplo, o matemático austŕıaco Eberhard Hopf [Hop39] mostrou em 1939
que se M é uma superf́ıcie compacta com curvatura gaussiana negativa em todo
ponto então o fluxo geodésico é ergódico. Este teorema foi estendido para vari-
edades de qualquer dimensão quase três décadas depois, por meio do seguinte
resultado notável do matemático soviético Dmitry Anosov [Ano67]:

Teorema 4.4.8 (Anosov). Seja M uma variedade compacta com curvatura sec-
cional negativa. Então o fluxo geodésico no fibrado tangente unitário é ergódico
para a medida de Liouville em T 1M .

Desta forma, os fluxos geodésicos em variedades de curvatura negativa cons-
tituiram a primeira classe importante de sistemas hamiltonianos para os quais
a hipótese ergódica pode ser comprovada rigorosamente.

4.4.5 Sistemas de Anosov

O primeiro ingrediente fundamental na demonstração do Teorema 4.4.8 é mos-
trar que todo fluxo geodésico de uma variedade com curvatura negativa é unifor-
memente hiperbólico. Isto quer dizer que toda trajetória γ do fluxo está contida
em subvariedades invariantes W s(γ) e Wu(γ) que se intersectam transversal-
mente ao longo de γ e tais que
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• toda trajetória em W s(γ) é exponencialmente assintótica a γ no futuro

• toda trajetória em Wu(γ) é exponencialmente assintótica a γ no passado

(veja a Figura 4.5), com taxas exponenciais de convergencia uniformes para
toda trajetória γ. Além disso, o fluxo geodésico é transitivo. A segunda parte
da demonstração do Teorema 4.4.8 consiste então em mostrar que todo fluxo
uniformemente hiperbólico (fluxo de Anosov), transitivo, de classe C2 que pre-
serva volume é ergódico. Comentaremos essa questão num instante.

γ

Wu(γ)

W s(γ)

Figura 4.5: Comportamento hiperbólico

Existe uma noção correspondente para sistemas com tempo discreto: dize-
mos que um difeomorfismo f : N → N numa variedade riemanniana compacta
é uniformemente hiperbólico (difeomorfismo de Anosov) se o espaço tangente
à variedade em todo ponto z ∈ N admite uma decomposição em soma direta
TzN = Esz ⊕Euz tal que a decomposição é invariante pela derivada do difeomor-
fismo:

Df(z)Esz = Esf(z) e Df(z)Euz = Euf(z) para todo z ∈ N , (4.4.9)

e a derivada contrai Esz e expande Euz , uniformemente:

sup
z∈N

‖Df(z) | Esz‖ < 1 e sup
z∈N

‖Df(z)−1 | Euz ‖ < 1 (4.4.10)

(para alguma escolha da norma compat́ıvel com a métrica riemanniana de M).
Prova-se que para cada z ∈ N o conjunto W s(z) dos pontos cuja trajetória

futura é assintótica à trajetória de z forma uma subvariedade diferenciável de N
tangente a Esz no ponto z; analogamente, o conjunto W s(z) dos pontos cuja tra-
jetória passada é assintótica à trajetória de z é uma subvariedade diferenciável
tangente a Euz no ponto z. Estas subvariedades formam laminações (ou seja,
decomposições de N em subvariedades diferenciáveis) que são invariantes pelo
difeomorfismo:

f(W s(z)) = W s(f(z)) e f(Wu(z)) = Wu(f(z)) para todo z ∈ N .

Anosov também provou que todo difeomorfismo uniformemente hiperbólico,
transitivo, de classe C2 que preserva o volume é ergódico. A ferramenta técnica
crucial é o seguinte teorema provado por Anosov, Sinai [AS67]:
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Teorema 4.4.9 (Continuidade absoluta). As laminações estável e instável de
qualquer difeomorfismo (ou fluxo) de Anosov de classe C2 são absolutamente
cont́ınuas:

1. se X ⊂ N tem volume zero então X ∩W s(x) tem volume zero dentro de
W s(x) para quase todo x ∈ N ;

2. se Y ⊂ Σ é um subconjunto com volume zero de uma subvariedade Σ
transversal à laminação estável, então a união das variedades estáveis dos
pontos de Y tem volume zero em N ;

e analogamente para a laminação instável.

A ergodicidade pode então ser deduzida por meio do argumento de Hopf,
que já ilustramos na Seção 4.2.6 num caso particular. Dada qualquer função
cont́ınua ϕ : N → R, seja Eϕ o conjunto dos pontos z ∈ N onde as médias
orbitais no futuro e no passado, ϕ+(z) e ϕ−(z) estão definidas e coincidem.
Eϕ tem volume total, como vimos no Corolário 3.2.8, Observe também que
ϕ+ é constante em cada variedade estável e ϕ− é constante em cada variedade
instável. Logo pela primeira parte do Teorema 4.4.9, a interseção Yz = Wu(z)∩
Eϕ tem volume total em Wu(z) para quase todo z ∈ N . Além disso, ϕ− = ϕ+

é constante em cada Yz. Fixe qualquer z nestas condições. A hipótese de
transitividade implica que a união das variedades estáveis dos pontos de Wu(z)
é toda a variedade N . Logo, usando a segunda parte do Teorema 4.4.9, a união
das variedades estáveis dos pontos de Yz tem volume total en N . Além disso,
ϕ+ é constante nessa união. Isto mostra que a média orbital de ϕ é constante
em quase todo ponto, para toda função cont́ınua. Portanto, f é ergódico.

Terminamos esta seção observando que todos os exemplos conhecidos de
difeomorfismos de Anosov são transitivos mas isso não é verdade no caso de
fluxos de Anosov (veja Verjovsky [Ver99]). Outro problema em aberto é se a
ergodicidade ainda vale quando o difeomorfismo ou fluxo de Anosov é apenas
de classe C1. É sabido que neste caso o teorema de continuidade absoluta
(Teorema 4.4.9) é falso, em geral (veja [Bow75b, RY80]).

4.4.6 Bilhares

Como vimos nas Seções 4.4.2 e 4.4.3, sistemas não ergódicos são bastante co-
muns no mundo dos fluxos hamiltonianos e das transformações simpléticas. No
entanto, por si só isto não basta para invalidar a hipótese ergódica de Boltzmann
no contexto em que ela foi formulada. De fato, gases ideais são sistemas de um
tipo especial: é conceb́ıvel que ergodicidade possa ser t́ıpico nesse âmbito mais
restrito, mesmo não o sendo para sistemas hamiltonianos gerais.

Na década de 1960, o matemático e f́ısico teórico soviético Yakov Sinai [Sin63]
conjecturou que os sistemas hamiltonianos formados por esferas que chocam
elasticamente entre si são ergódicos. Esse modelo para o comportamento de
gases ideais havia sido proposto originalmente pelo cientista americano Josiah
Willard Gibbs que, juntamente com Boltzmann e com o matemático e f́ısico
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teórico escocês James Clark Maxwell, criou a área da Mecânica Estat́ıstica. Ele
será apresentado de forma precisa no Exemplo 4.4.11. A hipótese ergódica de
Boltzmann-Sinai, como é conhecida a conjectura de Sinai, é o tema principal da
presente seção.

De fato, discutiremos a questão da ergodicidade para sistemas um pouco
mais gerais, chamados bilhares, cuja definição formal foi dada pela primeira vez
por Birkhoff, nos anos 1930.

Na sua forma mais simples, um bilhar é dado por um domı́nio conexo limi-
tado Ω ⊂ R2, a mesa do bilhar, cujo bordo ∂Ω está formado por um número
finito de curvas diferenciáveis. Chamamos cantos aos pontos onde o bordo não é
diferenciável; por hipótese eles formam um conjunto finito C ⊂ ∂Ω. Considera-
mos uma part́ıcula pontual em movimento retiĺıneo uniforme dentro de Ω, com
choques elásticos com o bordo. Isto é, a cada encontro com ∂Ω \ C a part́ıcula é
refletida, de tal forma que o ângulo de incidência é igual ao ângulo de reflexão.
Quando a part́ıcula acerta um dos cantos ela é absorvida: a trajetória não está
definida a partir dáı.

Denotamos por n o campo de vetores unitário normal ao bordo ∂Ω e apon-
tando “para dentro” de Ω. Ele define uma orientação em ∂Ω \ C: um vetor t
tangente ao bordo é positivo se a base {t,n} de R2 é positiva. É claro que o
movimento da part́ıcula fica totalmente caracterizado pela sequência de choques
com o bordo. Além disso, cada choque pode ser descrito pela posição s ∈ ∂Ω e
pelo ângulo de reflexão θ ∈ (−π/2, π/2). Portanto, a evolução do bilhar é regida
pela transformação

f : (∂Ω \ C) × (−π/2, π/2) → ∂Ω × (−π/2, π/2), (4.4.11)

que a cada choque (s, θ) associa o choque subsequente (s′, θ′). Veja a Figura 4.6.

s′

s
θ

θ′
s s′

θ

θ

∂Ω ∂Ω

Figura 4.6: Dinâmica de bilhares

No exemplo na esquerda da Figura 4.6 a mesa é poligonal, ou seja, o seu
bordo é conexo e está formado por um número finito de segmentos de reta.
A trajetória que está representada na figura acerta um dos cantos do bilhar.
Trajetórias próximas dela que colidem com o bordo em lados distintos do canto
apresentam ângulos de incidência muito diferentes. Em particular, a trans-
formação do bilhar (4.4.11) não é cont́ınua. No exemplo na direita da Figura 4.6
o bordo tem quatro componentes conexas, cada umas das quais é uma curva
diferenciável. Logo, não existem cantos. Considere a trajetória representada
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na figura, tangenciando uma das componentes conexas do bordo. Trajetórias
próximas dela colidem com componentes conexas distintas do bordo. Portanto,
a transformação do bilhar apresenta descontinuidades também neste caso.

Exemplo 4.4.10. (Mesa circular) No lado esquerdo da Figura 4.7 representa-
mos o bilhar na bola unitária Ω ⊂ R2. A respectiva transformação está dada
por

f : (s, θ) 7→ (s− (π − 2θ), θ);

no lado direito da Figura 4.7 descrevemos geometricamente o comportamento
desta transformação. Observe que f preserva a medida de área ds dθ. Note
que f é integrável (no sentido da Seção 4.4.2) e, em particular, a medida de
área não é ergódica. Note também que f satisfaz a condição de torção (4.4.4).
Veremos daqui a pouco, no Teorema 4.4.12, que todo bilhar plano preserva uma
medida natural, equivalente à medida de área em ∂Ω×(−π/2, π/2). A partir das
observações anteriores, a teoria KAM permite mostrar que muitos bilhares com
mesas quase circulares não são ergódicos relativamente a essa medida invariante.

s

s′

θ

θ′

π − 2θ

θ = π/2

θ = −π/2

Figura 4.7: Bilhar em mesa circular

A definição de bilhar se estende imediatamente para domı́nios conexos limi-
tados Ω em qualquer espaço euclideano Rd, d ≥ 1, cujo bordo está formado por
um número finito de hipersuperf́ıcies diferenciáveis que se intersectam ao longo
de subvariedades de codimensão maior que 1. Denotamos por C a união destas
subvariedades. Tal como antes, munimos ∂Ω com a orientação induzida pelo
vetor unitário normal n que aponta “para dentro”. Reflexões elásticas no bordo
são definidas pela condição de que a trajetória incidente, a trajetória refletida
e o vetor normal n são coplanares e o ângulo de incidência é igual ao ângulo de
reflexão. A transformação do bilhar é definida como em (4.4.11), tendo como
domı́nio

{(s, v) ∈ (∂Ω \ C) × Sd−1 : v · n(s) > 0}.
Mais geralmente ainda, podemos tomar como mesa de bilhar qualquer domı́nio
conexo limitado numa variedade riemanniana, cujo bordo está formado por um
número finito de hipersuperf́ıcies diferenciáveis. As definições são análogas,
exceto que as trajetórias entre choques consecutivos com o bordo são dadas por
geodésicas da variedade.
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Exemplo 4.4.11 (Gases ideais e bilhares). Idealmente, um gás está formado
por um grande número N de moléculas (N ≈ 1027) que se deslocam em movi-
mento retiĺıneo e uniforme e se chocam de forma elástica. Veja o lado direito
da Figura 4.8. Por simplicidade, vamos supor que as moléculas são esferas
idênticas, contidas no toro 3 de dimensão d ≥ 2. Suponhamos, igualmente, que
todas as moléculas se deslocam com velocidade escalar igual a 1. Este sistema
pode ser descrito por meio de um bilhar, da seguinte forma.

Td

vj
vi vj

v′j

Rij

vi

v′i

Figura 4.8: Modelo de um gás ideal

Para 1 ≤ i ≤ N , represente por pi ∈ Td a posição do centro da i-ésima
molécula Mi. Seja ρ > 0 o raio de cada molécula. Então, cada estado do
sistema fica inteiramente descrito por um valor de p = (p1, . . . , pN ) no conjunto

Ω = {p = (p1, . . . , pN) ∈ TNd : ‖pi − pj‖ ≥ 2ρ para todo i 6= j}
(este conjunto é conexo, desde que ρ seja suficientemente pequeno). Na ausência
de choques, o ponto p se desloca ao longo de uma reta, com velocidade com
norma constante igual a 1. Quando duas moléculas Mi e Mj se chocam temos
que ‖pi − pj‖ = 2ρ e os vetores de velocidade das duas moléculas mudam da
seguinte forma. Sejam vi e vj os vetores de velocidade imediatamente antes do
choque e seja Rij a reta que passa por pi e pj . A hipótese de que o choque é
elástico quer dizer que os vetores de velocidade v′i e v′j logo após o choque são
tais que: (veja o lado direito da Figura 4.8):

(i) as componentes dos vetores vi e v′i na direção da reta Rij são simétricas e
o mesmo vale para vj e v′j ;

(ii) as componentes dos vetores vi e v′i na direção ortogonal à reta Rij são
iguais e o mesmo vale para vj e v′j .

Isto significa (Exerćıcio 4.4.4) que o ponto p tem uma reflexão elástica na hi-
persuperf́ıcie {p ∈ ∂Ω : ‖pi − pj‖ = 2ρ} do bordo de Ω. Portanto, o movimento
do ponto p corresponde exatamente à evolução do bilhar na mesa Ω.

3Podemos substituir Td por recipientes fisicamente mais plauśıveis, como o cubo [0, 1]d de
dimensão d, por exemplo. Mas a análise que segue fica um pouco mais complicada nesse caso,
porque precisamos levar em conta também os choques das bolas com as paredes do recipiente.
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O fato que vamos enunciar em seguida coloca os bilhares dentro do domı́nio
de interesse da Teoria Ergódica. Seja ds a medida de volume induzida em ∂Ω
pela métrica riemanniana ambiente; no caso bidimensional, ds é, simplesmente,
o comprimento de arco. Denotemos por dθ a medida de ângulo em cada hemis-
fério {v ∈ Sd−1 : v · n(s) > 0}.

Teorema 4.4.12. A transformação f preserva a medida ν = cos θds dθ no
domı́nio {(s, v) ∈ ∂Ω × Sd−1 : v · n(s) > 0}.

Vamos esboçar a demonstração no caso de bilhares planos (ou seja, quando
Ω ⊂ R2), deixando a cargo do leitor verificar que os argumentos se estendem de
maneira natural para dimensão arbitrária.

s

s′

dθ
dt

s

s′

dh

Figura 4.9: Cálculo da derivada da transformação do bilhar

Considere uma famı́lia de trajetórias saindo de um único ponto do bordo
(ou seja, com s fixado), parametrizada pelo ângulo de reflexão θ, conforme
representado no lado esquerdo da Figura 4.9. Designe por ℓ(s, s′) o comprimento
do segmento ligando s a s′. Então ℓ(s, s′)dθ = dh = cos θ′ds′ e, portanto,

∂s′

∂θ
=
ℓ(s, s′)

cos θ′
.

Para calcular a derivada de θ′ em relação a θ, observe que a variação de θ′ é a
soma de duas componentes: a primeira corresponde à variação de θ enquanto
que a segunda provém da variação do vetor normal n(s′) à medida que o ponto
de incidência varia. Pela definição de curvatura, esta segunda componente é
igual a κ(s′)ds′. Portanto, dθ′ = dθ + κ(s′)ds′ e, consequentemente,

∂θ′

∂θ
= 1 + κ(s′)

∂s′

∂θ
= 1 + κ(s′)

ℓ(s, s′)

cos θ′
.

Resumindo, temos que

Df(s, θ)
∂

∂θ
=
ℓ(s, s′)

cos θ′
∂

∂s′
+
(
1 + κ(s′)

ℓ(s, s′)

cos θ′
) ∂
∂θ′

(4.4.12)

Em seguida, considere uma famı́lia de trajetórias paralelas, parametrizada
pelo comprimento de arco t na direção ortogonal, conforme representado no lado
direito da Figura 4.9. As variações de s e s′ ao longo desta famı́lia são dadas
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por − cos θds = dt = cos θ′ds′. Como as trajetórias têm direção constante, as
variações de θ e θ′ provêm apenas das variações dos vetores normais n(s) e n(s′)
quando s e s′ variam. Ou seja, dθ = κ(s)ds e dθ′ = κ(s′)ds′. Portanto,

Df(s, θ)
(
− 1

cos θ

∂

∂s
− κ(s)

cos θ

∂

∂θ

)
=

1

cos θ′
∂

∂s′
+
κ(s′)

cos θ′
∂

∂θ′
. (4.4.13)

Seja J(s, θ) a matriz da derivada Df(s, θ) relativamente às bases {∂/∂s, ∂/∂θ}
e {∂/∂s′, ∂/∂θ′}. As relações (4.4.13) e (4.4.13) dão que

detJ(s, θ) =

∣∣∣∣∣
ℓ(s,s′)
cos θ′

1
cos θ′

1 + κ(s′) ℓ(s,s
′)

cos θ′
κ(s′)
cos θ′

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣

0 − 1
cos θ

1 − κ(s)
cos θ

∣∣∣∣
=

cos θ

cos θ′
. (4.4.14)

Então, pela fórmula de mudança de variáveis na integral,

∫
ϕdν =

∫
ϕ(s′, θ′) cos θ′ ds′ dθ′ =

∫
ϕ(f(s, θ)) cos θ′

cos θ

cos θ′
ds dθ

=

∫
ϕ(f(s, θ)) cos θ ds dθ =

∫
(ϕ ◦ f) dν.

Isto mostra que f preserva a medida ν = cos θdsdθ, conforme afirmamos.
Dizemos que um bilhar é dispersivo se o seu bordo é estritamente convexo

em todo ponto, quando observado do interior. No caso plano, com as convenções
sobre orientação que fizemos anteriormente, isto significa que a curvatura κ é
negativa em todo ponto. A Figura 4.10 apresenta dois exemplos. No primeiro
Ω ⊂ R2 e o bordo é uma curva conexa formada por cinco segmentos de curva
diferenciáveis. No segundo exemplo Ω ⊂ T2 e o bordo tem três componentes
conexas, todas diferenciáveis e convexas.

T2

∂Ω

Figura 4.10: Bilhares dispersivos

A classe dos bilhares dispersivos foi introduzida por Sinai em artigo [Sin70]
publicado em 1970. A razão de ser da denominação é que para tais bilhares feixes
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de trajetórias paralelas se tornam divergentes após reflexão no bordo do bilhar,
conforme ilustrado na Figura 4.10. Sinai observou que bilhares dispersivos são
sistemas hiperbólicos, num sentido não uniforme: fibrados invariantes Esz e Euz
como em (4.4.9) existem em quase todo ponto; no lugar de (4.4.10) temos que a
derivada é assintoticamente contrativa ao longo de Esz e expansiva ao longo de
Euz , ou seja, para iterados suficientemente grandes (dependendo do ponto z).

Os bilhares associados a gases ideais com N = 2 moléculas (Exemplo 4.4.11)
são dispersivos: é fácil ver que {(p1, p2) ∈ R2d : ‖p1 − p2‖ = 2ρ} é uma hipersu-
perf́ıcie convexa. Consequentemente, esses bilhares são hiperbólicos, no sentido
do parágrafo anterior. Usando uma versão sutil do argumento de Hopf, Sinai
mostrou em [Sin70] que tais bilhares são ergódicos, pelo menos no caso d = 2.
Esta conclusão foi estendida para qualquer d ≥ 2 por Sinai e seu estudante
Nikolai Chernov [SC87], ainda no caso N = 2. Esta foi a primeira classe de
bilhares para os quais ergodicidade foi provada rigorosamente.

O caso N ≥ 3 da hipótese ergódica de Boltzmann-Sinai é bem mais dif́ıcil,
porque os bilhares correspondentes não são dispersivos: a hipersuperf́ıcie

{(p1, p2, . . . , pN) ∈ RNd : ‖p1 − p2‖ = 2ρ}
tem geometria ciĺındrica, com curvatura nula na direção das variáveis pi, i > 2.
Tais bilhares são chamados semi-dispersivos. A maior parte dos resultados nesse
caso é devida aos matemáticos húngaros András Krámli, Nándor Simányi y
Domoko Szász. Nos artigos [KSS91, KSS92] eles provaram hiperbolicidade e
ergodicidade para N = 3 e também para N = 4 supondo d ≥ 3. Posteriormente,
Simányi [Sim02] provou hiperbolicidade para o caso geral: qualquer número de
esferas em qualquer dimensão. A prova da ergodicidade continua em aberto,
em geral, embora existam muitos outros resultados parciais.

Figura 4.11: Estádio e cogumelo de Bunimovich

Atualmente são conhecidos diversos bilhares ergódicos que não são disper-
sivos, inclusive tais que a curvatura é maior ou igual que zero em todo ponto.
O exemplo mais conhecido é o estádio de Bunimovich, cujo bordo está formado
por dois semićırculos e dois segmentos de reta. Este bilhar é hiperbólico, mas
esta propriedade resulta de um mecanismo diferente, chamado desfocalização:
um feixe de trajetórias paralelas que se reflete num segmento côncavo da pa-
rede da mesa começa por se concentrar (focar), mas depois se dispersa. Veja a
Figura 4.11. Outro exemplo interessante é o cogumelo de Bunimovich, no qual
os comportamentos hiperbólico e eĺıtico coexistem, em conjuntos invariantes
disjuntos com medida positiva.
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4.4.7 Exerćıcios

4.4.1. Dizemos que ω ∈ Rd é τ -diofantino se ele é (c, τ)-diofantino, ou seja,
se ele satisfaz (4.4.5), para algum c > 0. Prove que o conjunto dos vetores
τ -diofantinos é não vazio se, e somente se, τ ≥ d− 1. Além disso, esse conjunto
tem medida total em Rd sempre que τ é estritamente maior que d− 1.

4.4.2. Considere um bilhar em uma mesa retangular. Verifique que toda tra-
jetória (que nunca acerta um dos vértices) ou é periódica ou é densa na mesa
do bilhar.

4.4.3. Mostre que todo bilhar em uma mesa triangular acutângula tem alguma
trajetória periódica. [Observação: O mesmo vale para triângulos retângulos.
Mas, este problema está em aberto no caso de triângulos obtusângulos.]

4.4.4. Considere o modelo de gás ideal descrito no Exemplo 4.4.11. Verifi-
que que os choques elásticos entre duas moléculas quaisquer correspondem a
reflexões elásticas do bilhar no bordo de Ω.

4.4.5. Demonstre o Teorema 4.4.7, sob a hipótese adicional de que a função
ρ 7→ Θ(θ, ρ) é monótona (crescente ou descrescente) para todo θ ∈ R.

4.4.6. Considere o contexto do Teorema 4.4.7 mas, no lugar de (4.4.8), suponha
que f gira as componentes conexas do bordo de A com velocidades distintas:
existe um levantamento F : R× [a, b] → R× [a, b] e existem p, q ∈ Z com q ≥ 1,
tais que, escrevendo F q = (Θq, Rq),

[
Θq(θ, a) − p− θ

][
Θq(θ, b) − p− θ

]
< 0 para todo θ ∈ R. (4.4.15)

Mostre que f tem pelo menos duas órbitas de peŕıodo q no interior de A.

4.4.7. Seja Ω um domı́nio convexo no plano cujo bordo ∂Ω é uma curva dife-
renciável. Mostre que o bilhar em Ω tem infinitas órbitas periódicas.
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Caṕıtulo 5

Decomposição Ergódica

No caso de subconjuntos convexos de espaços vetoriais com dimensão finita tem-
se que todo elemento do convexo pode ser escrito como combinação convexa dos
elementos extremais. Por exemplo, todo ponto num triângulo no plano pode
ser escrito como combinação convexa dos vértices do triângulo. Na sequência
dos resultados da Seção 4.3, é natural perguntar se a mesma propriedade vale
no espaço das probabilidades invariantes, ou seja, se toda medida invariante é
uma combinação linear de medidas ergódicas.

O teorema da decomposição ergódica que vamos provar neste caṕıtulo (Te-
orema 5.1.3) mostra que a resposta é afirmativa, exceto que o número de “par-
celas” nesta combinação não é necessariamente finito, nem mesmo enumerável.
Este teorema tem diversas importantes aplicações; em particular, ele permite re-
duzir a demonstração de muitos resultados ao caso em que o sistema é ergódico.

Provaremos o teorema da decomposição ergódica a partir de outro resultado
importante da Teoria da Medida, chamado teorema da desintegração de Rokhlin.
A instância mais simples deste teorema ocorre quando temos uma partição finita
de um espaço de medida (M,µ) num número finito de subconjuntos mensuráveis
P1, . . . , PN com medida positiva. Então, evidentemente, podemos escrever µ
como combinação linear

µ = µ(P1)µ1 + · · · + µ(PN )µN

das suas restrições normalizadas µi(E) = µ(E ∩ Pi)/µ(Pi) a cada um dos ele-
mentos da partição. O teorema da desintegração de Rokhlin (Teorema 5.1.11)
afirma que este tipo de desintegração da probabilidade é posśıvel para qualquer
partição P (possivelmente não enumerável!) que possa ser obtida como limite
de uma sequência crescente de partições finitas.

5.1 Teorema da decomposição ergódica

Antes de enunciarmos o teorema da decomposição ergódica vamos analisar um
par de exemplos que ajudam a motivar e delimitar o seu enunciado:
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Exemplo 5.1.1. Considere f : [0, 1] → [0, 1] dada por f(x) = x2. As medidas
de Dirac δ0 e δ1 são invariantes e ergódicas para f . Também é claro que x = 0
e x = 1 são os únicos pontos recorrentes por f e portanto toda probabilidade
invariante µ satisfaz µ({0, 1}) = 1. Em particular, µ = µ({0})δ0 + µ({1})δ1 é
uma combinação convexa (finita) de medidas ergódicas.

Exemplo 5.1.2. Considere f : T2 → T2 dada por f(x, y) = (x + y, y). A
medida de Lebesgue m no toro é preservada por f . Observe que todo ćırculo
horizontal Hy = S1 × {y} é invariante por f e a restrição f : Hy → Hy é a
rotação Ry. Seja my a medida de Lebesgue em Hy. Observe que my também
é invariante por f . Além disso, my é ergódica sempre que y é irracional. Por
outro lado, pelo teorema de Fubini,

m(E) =

∫
my(E) dy para todo conjunto mensurável E. (5.1.1)

A igualdade não é afetada se considerarmos a integral restrita ao subconjunto
dos valores irracionais de y. Então (5.1.1) apresenta µ como uma combinação
convexa (não-enumerável) de medidas ergódicas.

5.1.1 Enunciado do teorema

Antes de enunciar o teorema da decomposição ergódica, precisamos introduzir
alguma terminologia. No que segue (M,B, µ) será um espaço de probabilida-
de e P será uma partição de M em conjuntos mensuráveis. Denotaremos por
π : M → P a projeção natural que associa a cada ponto x ∈M o elemento P(x)
da partição que o contém. Esta projeção permite munir P de uma estrutura de
espaço de probabilidade, da seguinte forma. Primeiramente, dizemos que um
subconjunto Q de P é mensurável se, e somente se, a pré-imagem

π−1(Q) = união dos elementos P de P que pertencem a Q

é um subconjunto mensurável de M . É fácil ver que esta definição está correta:
a famı́lia B̂ dos subconjuntos mensuráveis é uma σ-álgebra em P . Em seguida,
definimos a medida quociente µ̂ por

µ̂(Q) = µ(π−1(Q)) para cada Q ∈ B̂.

Teorema 5.1.3 (Decomposição ergódica). Seja M um espaço métrico completo
separável, f : M → M uma transformação mensurável e µ uma probabilidade
invariante. Então existe um conjunto mensurável M0 ⊂ M com µ(M0) = 1,
uma partição P de M0 em subconjuntos mensuráveis e uma famı́lia de probabi-
lidades {µP : P ∈ P} em M , satisfazendo

(a) µP (P ) = 1 para µ̂-quase todo P ∈ P;

(b) P 7→ µP (E) é mensurável, para todo conjunto mensurável E ⊂M ;

(c) µP é invariante e ergódica para µ̂-quase todo P ∈ P;
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(d) µ(E) =
∫
µP (E) dµ̂(P ), para todo conjunto mensurável E ⊂M .

A relação (d) significa que µ é uma combinação convexa das várias probabi-
lidades ergódicas µP , em que cada µP entra com “peso” igual a µ̂(P ). O item
(b) assegura que a integral em (d) está bem definida. Observe também que a
afirmação em (b) implica que a aplicação P → M1(M) dada por P 7→ µP é
mensurável (veja o Exerćıcio 5.1.3).

5.1.2 Desintegração de uma medida

Vamos deduzir o Teorema 5.1.3 de um resultado de Teoria da Probabilidade, o
teorema da desintegração de Rokhlin, que tem muitas outras aplicações. Para
enunciar este teorema precisamos da seguinte noção.

Definição 5.1.4. Uma desintegração de µ relativamente a uma partição P é
uma famı́lia {µP : P ∈ P} de probabilidades em M tal que, para todo conjunto
mensurável E ⊂M :

(a) µP (P ) = 1 para µ̂-quase todo P ∈ P ;

(b) a aplicação P → R, definida por P 7→ µP (E) é mensurável;

(c) µ(E) =
∫
µP (E) dµ̂(P ).

Lembre que a partição P tem uma estrutura natural de espaço de proba-
bilidade, com uma σ-álgebra B̂ e uma probabilidade µ̂. As µP são chamadas
probabilidades condicionais de µ relativamente a P .

Exemplo 5.1.5. Seja P = {P1, . . . , Pn} uma partição finita de M em subcon-
juntos mensuráveis com µ(Pi) > 0 para todo i. A medida quociente µ̂ é dada
por µ̂({Pi}) = µ(Pi). Considere a restrição normalizada µi de µ a cada Pi:

µi(E) =
µ(E ∩ Pi)
µ(Pi)

para cada conjunto mensurável E ⊂M.

Então {µ1, . . . , µn} é uma desintegração da medida µ relativamente a P , já que
µ(E) =

∑n
i=1 µ̂({Pi})µi(E) para todo conjunto mensurável E ⊂M .

Esta construção se estende imediatamente ao caso de partições enumeráveis.
No próximo exemplo tratamos um caso não enumerável:

Exemplo 5.1.6. Seja M = T2 e seja P a partição de M em ćırculos horizontais
S1 ×{y}, y ∈ S1. Seja m a medida de Lebesgue em T2, seja m̂ a medida de Le-
besgue em S1, e denote por my a medida de Lebesgue (medida de comprimento)
em cada ćırculo horizontal S1 × {y}. Pelo teorema de Fubini,

m(E) =

∫
my(E) dm̂(y) para todo conjunto mensurável E ⊂ T2.

Logo {my : y ∈ S1} é uma desintegração de m relativamente a P .
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A próxima proposição mostra que desintegrações são essencialmente únicas,
quando existem. A hipótese da proposição é muito geral: ela é satisfeita, por
exemplo, sempre que M é um espaço topológico com base enumerável de abertos
e B é a sua σ-ágebra de Borel:

Proposição 5.1.7. Suponha que a σ-álgebra B admite algum gerador enume-
rável. Se {µP : P ∈ P} e {µ′

P : P ∈ P} são desintegrações de µ com respeito a
P, então µP = µ′

P para µ̂-quase todo P ∈ P.

Demonstração. Seja Γ um gerador enumerável de B e seja A a álgebra gerada
por Γ. Note que A é enumerável, uma vez que ela coincide com a união das
álgebras (finitas) geradas pelos subconjuntos finitos de Γ. Para cada A ∈ A
considere os conjuntos

QA = {P ∈ P : µP (A) > µ′
P (A)} e RA = {P ∈ P : µP (A) < µ′

P (A)}.

Se P ∈ QA então P está contido em π−1(QA) e, usando a propriedade (a) na
definição de desintegração, µP (A ∩ π−1(QA)) = µP (A). Caso contrário, P é
disjunto de π−1(QA) e, portanto, µP (A ∩ π−1(QA)) = 0. Além disso, valem
enunciados análogos com µ′

P no lugar de µP . Logo, usando a propriedade (c)
na definição de desintegração,

µ(A ∩ π−1(QA)) =






∫
P
µP (A ∩ π−1(QA)) dµ̂(P ) =

∫
QA

µP (A) dµ̂(P )

∫
P µ

′
P (A ∩ π−1(QA)) dµ̂(P ) =

∫
QA

µ′
P (A) dµ̂(P ).

Como µP (A) > µ′
P (A) para todo P ∈ QA, isto implica que µ̂(QA) = 0 para

todo A ∈ A. Um argumento análogo mostra que µ̂(RA) = 0 para todo A ∈ A.
Então ⋃

A∈A

QA ∪RA

também é um subconjunto de P com medida nula. Para todo P no complemen-
tar deste subconjunto, as medidas µP e µ′

P coincidem na álgebra geradora A e,
portanto, coincidem em toda a σ-álgebra B.

Por outro lado, desintegrações podem não existir:

Exemplo 5.1.8. Seja f : S1 → S1 uma rotação irracional e seja P a partição
de S1 cujos elementos são as órbitas {fn(x) : n ∈ Z} de f . Suponha que existe
uma desintegração {µP : P ∈ P} da medida de Lebesgue µ com relação a P .
Considere os iterados {f∗µP : P ∈ P} das probabilidades condicionais. Como
os elementos da partição são conjuntos invariantes, f∗µP (P ) = µP (P ) = 1 para
µ̂-quase todo P . É claro que, dado qualquer conjunto mensurável E ⊂M ,

P 7→ f∗µP (E) = µP (f−1(E))

é uma função mensurável. Além disso, como µ é uma medida invariante,

µ(E) = µ(f−1(E)) =

∫
µP (f−1(E)) dµ̂(P ) =

∫
f∗µP (E) dµ̂(P ).
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Estas observações mostram que {f∗µP : P ∈ P} é uma desintegração de µ
relativamente a P . Por unicidade (Proposição 5.1.7), segue que f∗µP = µP para
µ̂-quase todo P . Ou seja, quase toda probabilidade condicional µP é invariante.
Isto é uma contradição, uma vez que P = {fn(x) : n ∈ Z} é um conjunto infinito
enumerável e, portanto, não pode existir nenhuma probabilidade invariante que
dê peso positivo a P .

O teorema de Rokhlin afirma que desintegrações sempre existem se a partição
P for o limite de uma sequência crescente de partições enumeráveis e se o espaço
M for razoável. O enunciado preciso será dado na próxima seção.

5.1.3 Partições mensuráveis

Dizemos que P é uma partição mensurável se, restrita a algum subconjunto de
M com medida total, ela é o limite de uma sequência crescente de partições enu-
meráveis. Mais precisamente, a partição é mensurável se existe algum conjunto
mensurável M0 ⊂M com medida total tal que, restrito a M0,

P =
∞∨

n=1

Pn

para alguma sequência crescente P1 ≺ P2 ≺ · · · ≺ Pn ≺ · · · de partições
enumeráveis. Lembre que Pi ≺ Pi+1 significa que todo elemento de Pi+1 está
contido em algum elemento de Pi. Então dizemos que Pi é menos fina do que
Pi+1. Além disso, ∨∞

n=1Pn é a partição menos fina tal que

Pn ≺
∞∨

n=1

Pn para todo n.

Os seus elementos são as interseções não vazias da forma ∩∞
n=1Pn com Pn ∈ Pn

para todo n. Veja também o Exerćıcio 5.1.1.
É imediato da definição que toda partição finita ou enumerável é mensurável.

É fácil dar exemplos de partições mensuráveis não enumeráveis:

Exemplo 5.1.9. Seja M = T2, munido da medida de Lebesgue m, e seja P
a partição de M nos ćırculos horizontais S1 × {y}. Então P é uma partição
mensurável. Para ver isso, considere

Pn = {S1 × I(i, n) : i = 1, . . . , 2n},

onde I(i, n), 1 ≤ i ≤ 2n é o segmento de S1 = R/Z correspondente ao intervalo
[(i− 1)/2n, i/2n) ⊂ R. A sequência (Pn)n é crescente e P = ∨∞

n=1Pn.

Por outro lado, nem todas as partições são mensuráveis:

Exemplo 5.1.10. Seja f : M → M uma transformação mensurável tal que
(f, µ) é ergódica. Seja P a partição de M cujos elementos são as órbitas de f .
Então P não é mensurável, a menos que f possua alguma órbita com medida
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total. De fato, suponha que existe uma sequência P1 ≺ P2 ≺ · · · ≺ Pn ≺ · · ·
de partições enumeráveis tal que P = ∨∞

n=1Pn restrito a algum conjunto com
medida total. Esta última condição implica que quase toda órbita de f está
contida em algum elemento Pn da partição Pn. Em outras palavras, a menos
de um conjunto com medida nula, todo elemento de Pn é invariante por f .
Por ergodicidade, segue que para cada n existe exatamente um Pn ∈ Pn tal
que µ(Pn) = 1. Denote P = ∩∞

n=1Pn. Então P é um elemento da partição
∨∞
n=1Pn = P , ou seja, é uma órbita de f e tem µ(P ) = 1.

Teorema 5.1.11 (Desintegração de Rokhlin). Suponha que o espaço métrico
M é completo separável e que P é partição mensurável. Então a probabilidade
µ admite alguma desintegração relativamente a P.

O Teorema 5.1.11 será provado na Seção 5.2. Pode mostrar-se que a hipótese
de que P é mensurável é também necessária para a conclusão do teorema (veja
o Exerćıcio 5.2.2).

5.1.4 Prova do teorema da decomposição ergódica

Neste momento vamos usar o Teorema 5.1.11 para provar o teorema da decom-
posição ergódica. Seja U uma base enumerável de abertos de M e seja A a
álgebra gerada por U . Note que A é enumerável e que ela gera a σ-álgebra de
Borel de M . Pelo teorema ergódico de Birkhoff, para cada A ∈ A existe um
conjuntoMA ⊂M com µ(MA) = 1 tal o tempo médio de visita τ(A, x) está bem
definido para todo x ∈ MA. Considere M0 = ∩A∈AMA. Note que µ(M0) = 1,
uma vez que a interseção é enumerável.

Agora considere a partição P de M0 definida da seguinte forma: dois pontos
x, y ∈ M0 estão no mesmo elemento de P se, e somente se, τ(A, x) = τ(A, y)
para todo A ∈ A. Afirmamos que esta partição é mensurável. Para mostrar
esse fato, considere uma enumeração qualquer {Ak : k ∈ N} dos elementos da
álgebra A e seja {qk : k ∈ N} uma enumeração dos números racionais. Para
cada n ∈ N, considere a partição Pn de M0 definida da seguinte forma: dois
pontos x, y ∈ M0 estão no mesmo elemento de Pn se, e somente se, para todo
i, j ∈ {1, . . . , n},

ou τ(Ai, x) ≤ qj e τ(Ai, y) ≤ qj

ou τ(Ai, x) > qj e τ(Ai, y) > qj .

É claro que cada Pn é uma partição finita (com não mais de 2n
2

elementos).
Segue imediatamente da definição que x e y estão no mesmo elemento de ∨∞

n=1Pn
se, e somente se, τ(Ai, x) = τ(Ai, y) para todo i. Em outras palavras,

P =

∞∨

n=1

Pn.

Observe também que os elementos de P são conjuntos invariantes por f , já que
os tempos médios de visita são constantes ao longo de órbitas.
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Então, pelo Teorema 5.1.11, existe alguma desintegração {µP : P ∈ P} de
µ relativamente a P . Os itens (a), (b) e (d) do Teorema 5.1.3 estão contidos
na definição de desintegração. Para provar o item (c) basta mostrar que µP é
invariante e ergódica para µ̂-quase todo P , que é o que faremos a seguir.

Considere a famı́lia de probabilidades {f∗µP : P ∈ P}. Note que

f∗µP (P ) = µP (f−1(P )) = µP (P ) = 1

uma vez que todo P ∈ P é um conjunto invariante. Além disso, dado qualquer
conjunto mensurável E ⊂M , a função

P 7→ f∗µP (E) = µP (f−1(E))

é mensurável e, usando o fato de que µ é invariante por f ,

µ(E) = µ(f−1(E)) =

∫
µP (f−1(E)) dµ̂(P ) =

∫
f∗µP (E) dµ̂(P ).

Isto mostra que {f∗µP : P ∈ P} é uma desintegração de µ relativamente a P .
Por unicidade (Proposição 5.1.7), segue que f∗µP = µP para quase todo P .

Resta provar que µP é ergódica para quase todo P . Como µ(M0) = 1, temos
que µP (M0∩P ) = 1 para quase todo P . Logo, basta provar que, dado qualquer
P ∈ P e qualquer conjunto mensurável E ⊂M , o tempo médio de visita τ(E, x)
está bem definido para todo x ∈ M0 ∩ P e é constante nesse conjunto. Fixado
P , denotemos por C a classe dos conjuntos mensuráveis E para os quais valem
estas propriedades. Por construção, C contém a álgebra geradora A. Observe
que se E1, E2 ∈ C com E1 ⊃ E2 então E1 \ E2 ∈ C:

τ(E1 \ E2, x) = τ(E1, x) − τ(E2, x)

está definido e é constante em M0∩P . Em particular, C é fechada por passagem
ao complementar. Analogamente, C é fechada por uniões enumeráveis disjuntas:
se Ej ∈ C sao disjuntos dois-a-dois então

τ
(
∪j Ej , x) =

∑

j

τ(Ej , x)

está definido e é constante em M0 ∩ P . É fácil deduzir que C é uma classe
monótona: sejam An, Bn ∈ C com An ⊂ An+1 e Bn ⊃ Bn+1 para todo n; pelas
duas observações anteriores,

∞⋃

n=1

An = A1 ∪
∞⋃

n=1

(An+1 \An) ∈ C e

∞⋂

n=1

Bn =
( ∞⋃

n=1

Bcn
)c ∈ C.

Pelo Teorema A.1.18, segue que C contém a σ-álgebra de Borel de M .

Isto conclui a demonstração do Teorema 5.1.3 a partir do Teorema 5.1.11.
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5.1.5 Exerćıcios

5.1.1. Mostre que uma partição P é mensurável se, e somente se, existem
subconjuntos mensuráveis M0, E1, E2, . . . , En, . . . tais que µ(M0) = 1 e, restrito
a M0,

P =
∞∨

n=1

{En,M \ En}.

5.1.2. Seja µ uma probabilidade ergódica para uma transformação f e seja
k ≥ 2. Como é a decomposição ergódica de µ para o iterado fk?

5.1.3. Seja M um espaço métrico e seja X um espaço mensurável. Mostre que
as seguintes condições são equivalentes:

(a) a aplicação ν : X → M1(M), x 7→ νx é mensurável;

(b) a aplicação X → R, x 7→
∫
ϕdνx é mensurável, para toda função cont́ınua

limitada ϕ : M → R;

(c) a aplicação X → R, x 7→
∫
ψ dνx é mensurável, para toda função men-

surável limitada ψ : M → R;

(d) a aplicação X → R, x 7→ νx(E) é mensurável, para todo conjunto men-
surável E ⊂M .

5.1.4. Mostre que se {µP : P ∈ P} é uma desintegração de µ então
∫
ψ dµ =

∫ ( ∫
ψ dµP

)
dµ̂(P )

para toda função mensurável limitada ψ : M → R.

5.1.5. Seja µ uma probabilidade invariante para uma transformação mensurável
f : M →M . Seja f̂ : M̂ → M̂ a extensão natural de f e seja µ̂ o levantamento
de µ (Seção 2.4.2). Qual é a relação entre a decomposição ergódica de µ e a
decomposição ergódica de µ̂?

5.1.6. Quando M é um espaço métrico compacto, podemos obter a decom-
posição ergódica tomando para M0 o conjunto dos pontos x ∈M tais que

µx = lim
n

1

n

n−1∑

j=0

δfj(x)

existe na topologia fraca∗ e tomando para P a partição de M0 definida por
P(x) = P(y) ⇔ µx = µy. Verifique os detalhes desta demonstração alternativa
do Teorema 5.1.3 para espaços métricos compactos.

5.1.7. Seja σ : Σ → Σ o deslocamento em Σ = {1, . . . , d}Z. Considere a partição
Ws de Σ em “conjuntos estáveis”

Ws((an)n) = {(xn)n : xn = an para todo n ≥ 0}.
Dada qualquer probabilidade µ invariante por σ, seja {µP : P ∈ P} uma de-
composição ergódica de µ. Mostre que P ≺ Ws a menos de medida nula.
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5.2 Teorema da desintegração de Rokhlin

Agora vamos demonstrar o Teorema 5.1.11. Fixe uma sequência crescente qual-
quer P1 ≺ P2 ≺ · · · ≺ Pn ≺ · · · de partições enumeráveis tal que P = ∨∞

n=1Pn
restrito a algum conjunto M0 ⊂ M com medida total. Usaremos Pn(x) para
denotar o elemento de Pn que contém um dado ponto x ∈M .

5.2.1 Esperanças condicionais

Seja ψ : M → R uma função mensurável limitada qualquer. Para cada n ≥ 1,
defina en(ψ) : M → R da seguinte forma:

en(ψ, x) =





1

µ(Pn(x))

∫

Pn(x)

ψ dµ se µ(Pn(x)) > 0

0 caso contrário.
(5.2.1)

Como as partições Pn são enumeráveis, o segundo caso da definição se aplica
somente num conjunto de pontos com medida µ igual a zero. Observe também
que en(ψ) é constante em cada Pn ∈ Pn; denotamos por En(ψ, Pn) o valor desta
constante. Então,

∫
ψ dµ =

∑

Pn

∫

Pn

ψ dµ =
∑

Pn

µ(Pn)En(ψ, Pn) =

∫
en(ψ) dµ (5.2.2)

para todo n ∈ N (as somas envolvem somente os Pn ∈ Pn com medida positiva).

Lema 5.2.1. Dada qualquer função mensurável limitada ψ : M → R, existe
um subconjunto Mψ de M com µ(Mψ) = 1 tal que

(a) e(ψ, x) = limn en(ψ, x) existe para todo x ∈Mψ.

(b) e(ψ) : Mψ → R é mensurável e é constante em cada P ∈ P.

(c)
∫
ψ dµ =

∫
e(ψ) dµ.

Demonstração. Inicialmente, suponha que ψ ≥ 0. Para cada α < β, seja S(α, β)
o conjunto dos pontos x ∈M tais que

lim inf
n

en(ψ, x) < α < β < lim sup
n

en(ψ, x).

É claro que a sequência en(ψ, x) diverge se, e somente se, x ∈ S(α, β) para
algum par de números racionais α < β. Em outras palavras, o limite e(ψ, x)
existe se, e somente se, x pertence à interseção Mψ de todos os S(α, β)c com
α < β racionais. Como se trata de uma interseção enumerável, para provar que
µ(Mψ) = 1 basta mostrar que µ(S(α, β)) = 0 para todo α < β. Isso é o que
faremos a seguir.

Como α e β estão fixados, podemos escrever S = S(α, β). Dado x ∈ S, fixe
uma sequência de inteiros 1 ≤ ax1 < bx1 < · · · < axi < bxi < · · · tais que

eax
i
(ψ, x) < α e ebx

i
(ψ, x) > β para todo i ≥ 1.
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Defina Ai como sendo a união dos elementos Ai(x) = Pax
i
(x) e Bi como sendo a

união dos elementos Bi(x) = Pbx
i
(x) obtidos deste modo, para todos os pontos

x ∈ S. Por construção, S ⊂ Ai+1 ⊂ Bi ⊂ Ai para todo i ≥ 1. Em particular, S
está contido no conjunto

S̃ =

∞⋂

i=1

Bi =

∞⋂

i=1

Ai .

Como a sequência Pn, n ≥ 1, é crescente, dados dois quaisquer dos conjuntos
Ai(x) = Pax

i
(x) que formam Ai, ou eles são disjuntos ou um deles está contido no

outro. Então os conjuntos Ai(x) maximais são disjuntos dois-a-dois e, portanto,
constituem uma partição de Ai. Logo, somando apenas sobre estes conjuntos
maximais com medida positiva,

∫

Ai

ψ dµ =
∑

Ai(x)

∫

Ai(x)

ψ dµ ≤
∑

Ai(x)

αµ(Ai(x)) = αµ(Ai),

para qualquer i ≥ 1. Analogamente,

∫

Bi

ψ dµ =
∑

Bi(x)

∫

Bi(x)

ψ dµ ≥
∑

Bi(x)

βµ(Bi(x)) = βµ(Bi).

Como Ai ⊃ Bi e nós estamos supondo que ψ ≥ 0, segue que

αµ(Ai) ≥
∫

Ai

ψ dµ ≥
∫

Bi

ψ dµ ≥ βµ(Bi),

para todo i ≥ 1. Tomando o limite quando i→ ∞, obtemos que αµ(S̃) ≥ βµ(S̃).

Isto implica que µ(S̃) = 0 e, portanto, µ(S) = 0. Isto prova a afirmação quando
ψ é não-negativa. O caso geral segue imediatamente, uma vez que sempre
podemos escrever ψ = ψ+ − ψ−, onde ψ± são mensuráveis, não-negativas e
limitadas. Note que en(ψ) = en(ψ

+) − en(ψ
−) para todo n ≥ 1 e, portanto, a

conclusão do lema é verdadeira para ψ se ela vale para ψ+ e ψ−. Isto conclui a
prova da afirmação (a).

As demais afirmações são consequências simples da definição. A mensurabi-
lidade de e(ψ) segue diretamente da Proposição A.1.31. Dado que Pn é menos
fina que P , é claro que en(ψ) é constante em cada P ∈ P , restrito a um subcon-
junto de M com medida total. Logo o mesmo vale para e(ψ). Isto prova (b).
Observe também que |en(ψ)| ≤ sup |ψ| para todo n ≥ 1. Logo, podemos usar
o teorema da convergência dominada para passar ao limite em (5.2.2). Desta
forma obtemos a afirmação (c).

Aqui estamos especialmente interessados no caso em que ψ é uma função
caracteŕıstica: ψ = XA para algum conjunto mensurável A ⊂ M . Neste caso a
definição significa que

e(ψ, x) = lim
n

µ(Pn(x) ∩A)

µ(Pn(x))
. (5.2.3)
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Denotamos por PA o conjunto dos elementos P da partição P que intersectam
Mψ. Observe que µ̂(PA) = 1. Além disso, definimos E(A) : PA → R colocando
E(A,P ) = e(ψ, x) para qualquer x ∈ Mψ ∩ P . Observe que e(ψ) = E(A) ◦ π.
Logo, a função E(A) é mensurável e satisfaz:

∫
ψ dµ =

∫
e(ψ) dµ =

∫
E(A) dµ̂. (5.2.4)

5.2.2 Critério de σ-aditividade

A hipótese de que o ambiente M é um espaço métrico completo separável in-
tervém na prova por meio do importante critério de σ-aditividade que vamos
enunciar e provar a seguir:

Proposição 5.2.2. Seja M um espaço métrico completo separável e seja A a
álgebra gerada por uma base enumerável U = {Uk : k ∈ N} de abertos de M .
Seja µ : A → [0, 1] uma função aditiva com µ(∅) = 0. Então µ se estende a
uma medida de probabilidade na σ-álgebra de Borel de M .

A ideia da prova é a seguinte. Consideraremos o espaço produto Σ = {0, 1}N,
munido da topologia gerada pelos cilindros

[a1, . . . , as] = {(ik)k∈N : i1 = a1, . . . , is = as}, s ≥ 1.

Note que Σ é um compacto (Exerćıcio A.1.11). Usando o fato de que M é um
espaço métrico completo, mostraremos que a aplicação

γ : M → Σ, γ(x) =
(
XUk

(x)
)
k∈N

é um mergulho mensurável de M em Σ. Além disso, a função µ dá origem a
uma função aditiva ν definida na álgebra AΣ gerada pelos cilindros de Σ. Esta
álgebra é compacta (Definição A.1.15), uma vez que todo elemento é compacto.
Logo, ν se estende a uma medida de probabilidade na σ-álgebra de Borel de Σ,
que ainda representaremos por ν. Mostraremos que a imagem γ(M) tem medida
total para ν. Então a imagem γ−1

∗ ν é uma probabilidade na σ-álgebra de Borel
de M . Finalmente, verificaremos que esta probabilidade é uma extensão da
função µ.

Passemos a detalhar estes argumentos. No que segue, dado qualquer con-
junto A ⊂M , denotaremos A1 = A e A0 = Ac.

Lema 5.2.3. A imagem γ(M) é um subconjunto boreliano de Σ.

Demonstração. Seja x ∈M e (ik)k = γ(x). É claro que

(A)
⋂k
j=1 U

ij
j 6= ∅ para todo k ∈ N,

pois x pertence à interseção. Além disso, como U é uma base de abertos de M ,

(B) existe algum k tal que ik = 1 e diamUk ≤ 1 e
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(C) para todo k tal que ik = 1 existe l > k tal que il = 1 e Ūl ⊂ Uk e
diamUl ≤ diamUk/2.

Reciprocamente, suponha que (ik)k ∈ Σ satisfaz as condições (A), (B) e (C).
Vamos mostrar que existe x ∈M tal que γ(x) = (ik)k. Para isso, defina

Fn =
n⋂

k=1

Vk,

onde Vk = U ck se ik = 0 e Vk = Ūl(k) se ik = 1. Então (Fn)n é uma sequência
decrescente de conjuntos fechados. A condição (A) garante que Fn 6= ∅ para
todo n ≥ 1. As condições (B) e (C) implicam que o diâmetro de Fn converge
para zero. Então, como M é um espaço completo, a interseção ∩nFn contém
algum ponto x. Por construção, Fn está contido em ∩nk=1U

ik
k para todo n. Segue

que

x ∈
∞⋂

k=1

U ikk ou seja γ(x) = (ik)k.

Desta forma, mostramos que a imagem de γ é caracterizada perfeitamente pelas
condições (A), (B) e (C).

Para concluir a demonstração basta mostrar que o subconjunto descrito por
cada uma destas condições pode ser constrúıdo a partir dos cilindros por meio
de uniões e interseções enumeráveis. Dado k ∈ N, seja N(k) o conjunto das
k-uplas (a1, . . . , ak) em {0, 1} tais que Ua1

1 ∩ · · · ∩ Uak

k 6= ∅. A condição (A)
corresponde ao subconjunto

∞⋂

k=1

⋃

(a1,...,ak)∈N(k)

[a1, . . . , ak].

Seja D = {k ∈ N : diamUk ≤ 1}. Então a condição (B) corresponde a

⋃

k∈D

⋃

(a1,...,ak−1)

[a1, . . . , ak−1, 1].

Finalmente, dado k ∈ N, seja L(k) o conjunto dos l > k tais que Ūl ⊂ Uk e
diamUl ≤ diamUk/2. A condição (C) corresponde ao subconjunto

∞⋂

k=1

⋃

a1,...,ak−1

(
[a1, . . . , ak−1, 0]

∪
⋃

l∈L(k)

⋃

ak+1,...,al−1

[a1, . . . , ak−1, 1, ak+1, . . . , al−1, 1]
)
.

Isto completa a demonstração do lema.

Corolário 5.2.4. A aplicação γ : M → γ(M) é uma bijeção mensurável com
inversa mensurável.
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Demonstração. Dados quaisquer pontos x 6= y em M , existe algum k ∈ N tal
que Uk contém um dos pontos mas não o outro. Isto mostra que γ é injetiva.
Para todo s ≥ 1 e a1, . . . , as ∈ {0, 1},

γ−1([a1, . . . , as]) = Ua1
1 ∩ · · · ∩ Uas

s . (5.2.5)

Isto garante que a aplicação γ é mensurável, já que os cilindros geram a σ-álgebra
de Borel de Σ. Em seguida, observe que

γ(Ua1
1 ∩ · · · ∩ Uas

s ) = [a1, . . . , as] ∩ γ(M) para todo s, a1, . . . , as. (5.2.6)

Usando o Lema 5.2.3, segue que γ(Ua1

1 ∩ · · · ∩ Uas
s ) é um boreliano de Σ para

todo s, a1, . . . , as. Isto mostra que a transformação γ−1 é mensurável.

Usando este fato, vamos agora provar que µ se estende a uma medida de
probabilidade na σ-álgebra de Borel de M . Para isso, consideremos a álgebra
AΣ gerada pelos cilindros de Σ. Note que os seus elementos são as uniões
finitas de cilindros. Em particular, todos os elementos de AΣ são compactos e,
consequentemente, AΣ é uma álgebra compacta (Definição A.1.15). Defina

ν([a1, . . . , as]) = µ(Ua1
1 ∩ · · · ∩ Uas

s ), (5.2.7)

para cada s ≥ 1 e a1, . . . , as ∈ {0, 1}. Então ν é uma função aditiva no conjunto
dos cilindros, tomando valores em [0, 1]. Ela se estende de modo natural a uma
função aditiva na álgebra AΣ, que ainda denotaremos por ν.

É claro que ν(Σ) = 1. Além disso, como a álgebra AΣ é compacta, podemos
usar o Teorema A.1.14 para concluir que a função ν : AΣ → [0, 1] é σ-aditiva.
Logo, pelo Teorema A.1.13, ν se estende a uma medida de probabilidade definida
na σ-álgebra de Borel de Σ. Dada qualquer cobertura C de γ(M) por cilindros,
segue da definição (5.2.7) que

ν
( ⋃

C∈C

C
)

= µ(
⋃

C∈C

γ−1(C)
)

= µ(M) = 1.

Tomando o ı́nfimo sobre todas as coberturas, conclúımos que ν(γ(M)) = 1.
Então, pelo Corolário 5.2.4, a imagem γ−1

∗ ν é uma probabilidade boreliana
em M . Por definição e pela relação (5.2.6)

γ−1
∗ ν(Ua1

1 ∩ · · · ∩ Uas
s ) = ν(γ(Ua1

1 ∩ · · · ∩ Uas
s )) = ν([a1, . . . , as] ∩ γ(M))

= ν([a1, . . . , as]) = µ(Ua1
1 ∩ · · · ∩ Uas

s )

para quaisquer s, a1, . . . , as. Isto implica que γ−1
∗ ν é uma extensão da função

µ : A → [0, 1]. Portanto, a prova da Proposição 5.2.2 está completa.

5.2.3 Construção das medidas condicionais

Seja U = {Uk : k ∈ N} uma base de abertos de M e seja A a álgebra gerada
por U . É claro que A gera a σ-álgebra de Borel de M . Observe também que
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A é enumerável: ela coincide com a união das álgebras (finitas) geradas pelos
subconjuntos {Uk : 1 ≤ k ≤ n}, para cada n ≥ 1. Defina:

P∗ =
⋂

A∈A

PA

Então µ̂(P∗) = 1, já que a interseção é enumerável. Para cada P ∈ P∗, defina:

µP : A → [0, 1], µP (A) = E(A,P ). (5.2.8)

Em particular, µP (M) = E(M,P ) = 1. É claro que µP é uma função aditiva:
a definição (5.2.3) dá que

A ∩B = ∅ ⇒ E(A ∪B,P ) = E(A,P ) + E(B,P ) para todo P ∈ P∗.

Pela Proposição 5.2.2, segue que esta função se estende a uma medida de proba-
bilidade (que ainda denotaremos por µP ) definida na σ-álgebra de Borel de M .
Resta verificar que esta famı́lia de medidas {µP : P ∈ P∗} satisfaz as condições
na definição de desintegração (Definição 5.1.4).

Comecemos pela condição (a). Seja P ∈ P∗ e, para cada n ∈ N, seja Pn
o elemento da partição Pn que contém P . Observe que se A ∈ A é tal que
A ∩ Pn = ∅ para algum n, então,

µP (A) = E(A,P ) = lim
m

µ(A ∩ Pm)

µ(Pm)
= 0,

já que Pm ⊂ Pn para todo m ≥ n. Fixe n. Para cada s ≥ 1, seja P sn a união de
todos os conjuntos da forma Ua1

1 ∩· · ·∩Uas
s que intersectam Pn. Pela observação

que acabamos de fazer, os cilindros de comprimento s que não estão em P sn têm
medida nula para µP . Portanto, µP (P sn) = 1 para todo s ≥ 1. Passando ao
limite quando s → ∞, conclúımos que µP (U) = 1 para todo conjunto aberto
U que contém Pn. Como a medida µP é regular (Proposição A.3.2), segue que
µP (Pn) = 1. Passando ao limite quando n → ∞, obtemos que µP (P ) = 1 para
todo P ∈ P∗.

Agora tratamos das duas condições (b) e (c). Por construção (lembre o
Lema 5.2.1), dado qualquer A ∈ A, a função P 7→ µP (A) = E(A,P ) é men-
surável e satisfaz

µ(A) =

∫
E(A,P ) dµ̂(P ) =

∫
µP (A) dµ̂(P ).

Afirmamos que a famı́lia dos subconjuntos de M para os quais valem estas duas
propriedades é uma classe monótona. De fato, suponha que B é a união de uma
sequência crescente (Bj)j de conjuntos para os quais estas são propriedades são
válidas. Então, pela Proposição A.1.31

P 7→ µP (B) = sup
j
µP (Bj) é uma função mensurável
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e, usando o teorema da convergência monótona,

µ(B) = lim
n
µ(Bn) = lim

n

∫
µP (Bn) dµ̂ =

∫
lim
n
µP (Bn) dµ̂ =

∫
µP (B) dµ̂.

Analogamente, se B é a intersecão de uma sequência decrescente (Bj)j de con-
juntos para os quais as propriedades (b) e (c) são válidas então P 7→ µP (B)
é mensurável e µ(B) =

∫
µP (B) dµ̂(P ). Isto implica que as duas propriedades

permanecem válidas em toda a classe monótona gerada por A, ou seja (Teo-
rema A.1.18), em toda a σ-álgebra de Borel de M .

A prova do Teorema 5.1.11 está completa.

5.2.4 Exerćıcios

5.2.1. Sejam P e Q partições mensuráveis de (M,B, µ) tais que P ≺ Q a menos
de medida nula. Seja {µP : P ∈ P} uma desintegração de µ relativamente a
P e, para cada P ∈ P , seja {µP,Q : Q ∈ Q, Q ⊂ P} uma desintegração de µP
relativamente a Q. Seja π : Q → P a projeção canônica, tal que Q ⊂ π(Q) para
quase todo Q ∈ Q. Mostre que {µπ(Q),Q : Q ∈ Q} é uma desintegração de µ
relativamente a Q.

5.2.2. (Rećıproca do teorema de Rokhlin) Seja M um espaço métrico completo
separável. Mostre que se P satisfaz a conclusão do Teorema 5.1.11, isto é, se µ
admite uma desintegração relativamente a P , então a partição P é mensurável.

5.2.3. Seja P1 ≺ · · · ≺ Pn ≺ · · · uma sequência crescente de partições enu-
meráveis tais que a união ∪nPn gera a σ-álgebra B dos conjuntos mensuráveis a
menos de medida nula. Mostre que a esperança condicional e(ψ) = limn en(ψ)
coincide com ψ em quase todo ponto, para toda função mensurável limitada.

5.2.4. Prove a Proposição 2.4.4, usando a Proposição 5.2.2.
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Caṕıtulo 6

Unicidade Ergódica

Este caṕıtulo é dedicado a uma classe especial de sistemas dinâmicos, caracteri-
zados pela propriedade de possuirem exatamente uma probabilidade invariante.
Inicialmente, na Seção 6.1, daremos algumas formulações equivalentes desta
propriedade e analisaremos as propriedades da única medida invariante.

A relação entre unicidade ergódica e minimalidade é outro tema importante
deste caṕıtulo. Um sistema dinâmico diz-se minimal se toda órbita é densa no
espaço ambiente. Veremos na Seção 6.2 que todo sistema unicamente ergódico
é minimal restrito ao suporte da medida invariante, mas a rećıproca não é ver-
dadeira em geral.

A principal construção de transformações unicamente ergódicos é de natu-
reza algébrica. Na Seção 6.3 introduziremos a noção de medida de Haar de um
grupo topológico. Veremos que toda translação transitiva num grupo topológico
compacto metrizável é minimal e mesmo unicamente ergódica: a medida de Haar
é a única probabilidade invariante.

Na Seção 6.4 apresentaremos uma aplicação notável da ideia de unicidade
ergódica no domı́nio da Aritmética: o teorema de Hermann Weyl sobre equidis-
tribuição dos valores de funções polinomiais definidas nos números inteiros.

Ao longo do caṕıtulo, a menos de menção em contrário, suporemos que M
é um espaço métrico compacto e f : M →M é uma transformação cont́ınua.

6.1 Unicidade ergódica

Dizemos que uma transformação f : M → M é unicamente ergódica se admite
exatamente uma medida de probabilidade invariante. Vale uma noção inteira-
mente análoga para fluxos. A razão de ser da denominação é que a probabilidade
invariante µ é necessariamente ergódica. De fato, suponha que existisse A ⊂M
invariante com 0 < µ(A) < 1. Então a restrição normalizada de µ a A, definida
por

µA(E) =
µ(E ∩A)

µ(A)
para cada conjunto mensurável E ⊂M

159
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seria uma probabilidade invariante, distinta de µ, o que estaria em contradição
com a unicidade de µ.

Proposição 6.1.1. As seguintes condições são equivalentes:

(a) f admite uma única probabilidade invariante;

(b) f admite uma única probabilidade ergódica;

(c) para toda função cont́ınua ϕ : M → R, a sequência das médias orbitais

n−1
∑n−1

j=0 ϕ(f j(x)) converge em todo ponto para uma constante.

(d) para toda função cont́ınua ϕ : M → R, a sequência das médias orbitais

n−1
∑n−1

j=0 ϕ ◦ f j converge uniformemente para uma constante;

Demonstração. É fácil ver que (b) implica (a). De fato, como toda medida
invariante é uma combinação convexa de medidas ergódicas (Teorema 5.1.3),
se existe uma única probabilidade ergódica então a probabilidade invariante
é, igualmente, única. É claro que (d) implica (c), uma vez que convergência
uniforme implica convergência pontual. Para ver que (c) implica (b), suponha
que µ e ν são probabilidades invariantes ergódicas de f . Então, dada qualquer
função cont́ınua ϕ : M → R,

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(x)) =





∫
ϕdµ em µ-quase todo ponto

∫
ϕdν em ν-quase todo ponto.

Como, por hipótese, o limite não depende do ponto x, segue que
∫
ϕdµ =

∫
ϕdν

para toda função cont́ınua ϕ. Usando a Proposição A.3.3, obtemos que µ = ν.
Resta mostrar que (a) implica (d). Comece por lembrar que f admite alguma

probabilidade invariante µ (pelo Teorema 2.1). A ideia é mostrar que se (d) não
vale então existe outra probabilidade ν diferente de µ e, portanto, (a) também
não vale. Suponha então que (d) não vale, isto é, que existe alguma função

cont́ınua ϕ : M → R tal que n−1
∑n−1

j=0 ϕ◦ f j não converge uniformemente para

nenhuma constante; em particular, não converge uniformemente para
∫
ϕdµ.

Por definição, isto significa que existe ε > 0 tal que para todo k ≥ 1 existe
nk ≥ k e existe xk ∈M tal que

∣∣ 1

nk

nk−1∑

j=0

ϕ(f j(xk)) −
∫
ϕdµ

∣∣ ≥ ε. (6.1.1)

Consideremos a sequência de probabilidades

νk =
1

nk

nk−1∑

j=0

δfj(xk).
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Como o espaço M1(M) das probabilidades em M é compacto para a topo-
logia fraca∗ (Teorema 2.1.5), a menos de substituir esta sequência por uma
subsequência, podemos supor que ela converge para alguma probabilidade ν em
M . Pelo Lema 2.2.4 aplicado à medida de Dirac δx, temos que a probabilidade
ν é invariante por f . Por outro lado, o fato de que (νk)k converge para ν na
topologia fraca∗ implica que

∫
ϕdν = lim

k

∫
ϕdνk = lim

k

1

nk

nk−1∑

j=0

ϕ(f j(xk)).

Então, lembrando (6.1.1), temos que

∣∣
∫
ϕdν −

∫
ϕdµ

∣∣ ≥ ε.

Em particular, ν 6= µ. Isto conclui o argumento.

6.1.1 Exerćıcios

6.1.1. Dê exemplo de uma transformação f : M → M num espaço métrico
compacto tal que (1/n)

∑n−1
j=0 ϕ◦ f j converge uniformemente, qualquer que seja

ϕ : M → R cont́ınua, mas f não é unicamente ergódica.

6.1.2. Seja f : M → M uma transformação cont́ınua transitiva em um espaço
métrico compacto. Mostre que se (1/n)

∑n−1
j=0 ϕ ◦ f j converge uniformemente,

qualquer que seja ϕ : M → R cont́ınua, então f é unicamente ergódica.

6.1.3. Seja f : M → M um homeomorfismo isométrico num espaço métrico
compacto M . Mostre que se µ é uma medida invariante ergódica para f então,
para cada n ∈ N, a função ϕ(x) = d(x, fn(x)) é constante no suporte de µ.

6.2 Minimalidade

Seja Λ ⊂ M um conjunto invariante fechado de f : M → M . Dizemos que Λ é
minimal se ele coincide com o fecho da órbita {fn(x) : n ≥ 0} de todo ponto
x ∈ Λ. Dizemos que a transformação f é minimal se o ambiente M for um
conjunto minimal.

Lembre que o suporte de uma medida µ é o conjunto dos pontos x ∈M tais
que µ(V ) > 0 para toda vizinhança V de x. Segue imediatamente da definição
que o complementar do suporte é um conjunto aberto: se x /∈ suppµ então
existe uma vizinhança aberta V tal que µ(V ) = 0; então V está toda contida
no complementar do suporte. Portanto suppµ é um conjunto fechado.

Também é fácil ver que o suporte de qualquer medida invariante é um
conjunto invariante, no seguinte sentido: f(suppµ) ⊂ suppµ. De fato, seja
x ∈ suppµ e seja V uma vizinhança qualquer de y = f(x). Como f é cont́ınua,
f−1(V ) é uma vizinhança de x. Então µ(f−1(V )) > 0 uma vez que x ∈ suppµ.
Logo, usando que µ é invariante, µ(V ) > 0. Isto prova que y ∈ suppµ.
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Proposição 6.2.1. Se f : M → M é unicamente ergódica então o suporte da
única probabilidade invariante µ é um conjunto minimal.

Demonstração. Suponha que existe x ∈ suppµ cuja órbita {f j(x) : j ≥ 0} não
é densa no suporte de µ. Isto significa que existe algum subconjunto aberto U
de M tal que U ∩ suppµ é não vazio e

f j(x) /∈ U ∩ suppµ para todo j ≥ 0. (6.2.1)

Seja ν um ponto de acumulação qualquer da sequência de probabilidades

νn = n−1
n−1∑

j=0

δfj(x), n ≥ 1

relativamente à topologia fraca∗. Tais pontos de acumulação existem, pelo Te-
orema 2.1.5, e ν é uma probabilidade invariante, pelo Lema 2.2.4. A condição
(6.2.1) significa que νn(U) = 0 para todo n ≥ 1. Logo, usando o Teorema 2.1.2
(veja também o item 3 do Exerćıcio 2.1.1) temos que ν(U) = 0. Isto implica que
nenhum ponto de U está no suporte de µ, contradizendo o fato de que U∩suppµ
é não vazio.

A rećıproca da Proposição 6.2.1 é falsa em geral:

Teorema 6.2.2 (Furstenberg). Existe um difeomorfismo anaĺıtico f : T2 → T2

que é minimal, preserva a medida de Lebesgue m no toro, mas não é ergódico
para m. Em particular, f não é unicamente ergódico.

No que resta desta seção daremos um esboço sucinto da demonstração deste
resultado. A demonstração detalhada pode ser encontrada no artigo original
de Furstenberg [Fur61] ou no livro de Mañé [Mañ87]. Na Seção 7.3.1 mencio-
naremos outros exemplos de transformações minimais que não são unicamente
ergódicas.

Para provar o Teorema 6.2.2, buscaremos uma transformação f da forma
f(x, y) = (x + α, y + φ(x)) onde α é um número irracional e φ : S1 → R é
uma função anaĺıtica com

∫
φ(x) dx = 0. Observe que f preserva a medida de

Lebesgue de T2. Consideremos também a transformação f0 : T2 → T2 dada por
f0(x, y) = (x+ α, y). Note que que f0 não possui órbitas densas em T2 e que o
sistema (f0,m) não é ergódico.

Consideremos a equação cohomológica

u(x+ α) − u(x) ≡ φ(x). (6.2.2)

Se φ e α são tais que (6.2.2) admite alguma solução mensurável u : S1 → R
então (f0,m) e (f,m) são ergodicamente equivalentes (veja o Exerćıcio 6.2.1) e,
consequentemente, (f,m) não é ergódico. Por outro lado, pode mostrar-se que
se (6.2.2) não admite solução cont́ınua então f é minimal (a rećıproca deste fato
é o Exerćıcio 6.2.2). Portanto, basta que encontremos φ e α tais que a equação
cohomológica admita solução mensurável mas não solução cont́ınua.
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É conveniente expressar estas condições em termos da expansão de Fourier
φ(x) =

∑
n∈Z ane

2πinx. Para garantir que φ é anaĺıtica é suficiente exigir que:

existe ρ < 1 tal que |an| ≤ ρn para n suficientemente grande. (6.2.3)

De fato, nesse caso a série
∑

n∈Z anz
n converge uniformemente em toda coroa

circular {z ∈ C : r ≤ |z| ≤ r−1} com r > ρ. Em particular, a sua soma no ćırculo
unitário (a qual coincide com φ) é uma função anaĺıtica. Como queremos que
φ tenha média nula e tome valores na reta real, também devemos exigir:

a0 = 0 e a−n = ān para todo n ≥ 1. (6.2.4)

De acordo com o Exerćıcio 6.2.3, a equação cohomológica admite uma solu-
ção no espaço L2(m) se, e somente se,

∞∑

n=1

∣∣∣
an

e2πniα − 1

∣∣∣
2

<∞. (6.2.5)

Além disso, essa solução está unicamente determinada: u =
∑

n∈Z bne
2πinx com

bn =
an

e2πinα − 1
para todo n ∈ Z. (6.2.6)

O teorema de Fejér’s (veja [Zyg68]) afirma que se uma função u é cont́ınua
então a sequência das somas parciais da sua expansão de Fourier converge Cesàro
uniformemente para u:

1

n

n∑

k=1

( k∑

j=−k

bje
2πijx

)
converge uniformemente para u(x). (6.2.7)

Logo, para garantir que u não é cont́ınua é suficiente exigir:

( k∑

j=−k

bj

)

k
não é Cesàro convergente. (6.2.8)

Desta forma, o problema fica reduzido a encontrar α e (an)n satisfazendo
(6.2.3), (6.2.4), (6.2.5) e (6.2.8). O Exerćıcio 6.2.4 dá uma ideia das questões
envolvidas na escolha destes objetos.

6.2.1 Exerćıcios

6.2.1. Mostre que se u é solução mensurável da equação cohomológica (6.2.2)
então h : T2 → T2, h(x, y) = (x, y + u(x)) é uma equivalência ergódica entre
(f0,m) e (f,m). Em particular, (f,m) não pode ser ergódico.

6.2.2. Mostre que se u é solução cont́ınua da equação cohomológica (6.2.2)
então h : T2 → T2, h(x, y) = (x, y + u(x)) é uma conjugação topológica entre
f0 e f . Em particular, f não pode ser transitivo.
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6.2.3. Verifique que se u(x) =
∑
n∈Z bne

2πinx é solução de (6.2.2) então

bn =
an

e2πinα − 1
para todo n ∈ Z. (6.2.9)

Além disso, u ∈ L2(m) se, e somente se,
∑∞

n=1 |bn|2 <∞.

6.2.4. Dizemos que um número irracional α é diofantino se existem c > 0 e
τ > 0 tais que |qα− p| ≥ c|q|−τ para quaisquer p, q ∈ Z com q 6= 0. Mostre que
a condição (6.2.5) é satisfeita sempre que α é diofantino e φ satisfaz (6.2.3).

6.2.5. (Teorema de Gottschalk) Seja f : M → M uma aplicação cont́ınua em
um espaço métrico compacto M . Mostre que o fecho da órbita de um ponto
x ∈M é um conjunto minimal se, e somente se, Rε = {n ∈ Z : d(x, fn(x)) < ε}
é um conjunto sindético para todo ε > 0.

6.2.6. Seja f : M → M uma aplicação cont́ınua em um espaço métrico com-
pacto M . Dizemos que x, y ∈ M estão próximos se infn d(f

n(x), fn(y)) = 0.
Mostre que para todo x ∈ M tal que o fecho da sua órbita é um conjunto
minimal, toda vizinhança U de x e todo ponto y próximo de x, existe uma
sequência crescente (ni)i tal que fni1+···+nik (x) e fni1+···+nik (y) estão em U
para quaisquer i1 < · · · < ik e k ≥ 1.

6.2.7. Um teorema de Auslander e Ellis (veja [Fur81, Teorema 8.7]) afirma que
nas condições do Exerćıcio 6.2.6 o fecho da órbita de todo y ∈M contém algum
ponto x que está próximo de y e cujo fecho da órbita é um conjunto minimal.
Deduza o seguinte refinamento do teorema de van der Waerden (Teorema de
Hindman): dada qualquer decomposição N = S1 ∪ · · · ∪ Sq do conjunto dos
números naturais em conjuntos disjuntos dois-a-dois, existe j tal que Sj contém
uma sequência n1 < · · · < ni < · · · tal que ni1 + · · ·+ nik ∈ Sj para todo k ≥ 1
e quaisquer i1 < · · · < ik.

6.3 Medida de Haar

Nesta seção veremos que grupos topológicos ou diferenciáveis compactos pos-
suem uma probabilidade notável, chamada medida de Haar, que é invariante
pelas translações e pelos endomorfismos sobrejetivos do grupo. Supondo que
o grupo é metrizável, toda translação transitiva é unicamente ergódica, com a
medida de Haar como única probabilidade invariante.

6.3.1 Rotações em toros

Fixe d ≥ 1 e um vetor racionalmente independente θ = (θ1, . . . , θd). Conforme
vimos na Seção 4.2.1, a rotação Rθ : Td → Td é ergódica para a medida de
Lebesgue m no toro. Agora o nosso objetivo é mostrar que, na verdade, Rθ é
unicamente ergódica.
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De acordo com a Proposição 6.1.1, basta mostrar que para toda função
cont́ınua ϕ : Td → R existe cϕ ∈ R tal que

ϕn =
1

n

n−1∑

j=0

ϕ ◦Rjθ converge para cϕ em todo ponto. (6.3.1)

Tomemos cϕ =
∫
ϕdm. Por ergodicidade, a sequência (ϕn)n das médias orbitais

converge para cϕ em m-quase todo ponto. Em particular, ϕn(x) → cϕ para um
conjunto denso de valores de x ∈ Td.

Seja d a distância induzida no toro Td = Rd/Zd pela norma usual em Rd: a
distância entre dois pontos quaisquer do toro é o mı́nimo das distâncias entre
os seus representantes em Rd. É claro que a rotação Rθ preserva esta distância:

d(Rθ(x), Rθ(y)) = d(x, y) para todo x, y ∈ Td.

Então, usando que ϕ é cont́ınua, dado qualquer ε > 0 podemos encontrar δ > 0
tal que

d(x, y) < δ ⇒ d(Rjθ(x), R
j
θ(y)) < δ ⇒ |ϕ(Rjθ(x)) − ϕ(Rjθ(y))| < ε

para todo j ≥ 0. Mas então,

d(x, y) < δ ⇒ |ϕn(x) − ϕn(y)| < ε para todo n ≥ 1.

Como ε não depende de n, isto mostra que a sequência (ϕn)n é equicont́ınua.
Isto nos permite usar o Teorema de Ascoli para provar a afirmação (6.3.1), do

seguinte modo. Suponha que existe x̄ ∈ Td tal que (ϕn(x̄))n não converge para
cϕ. Então existe c 6= cϕ e alguma subsequência (nk)k tal que ϕnk

(x̄) converge
para c quando k → ∞. Pelo teorema de Ascoli, a menos de tomarmos uma
subsequência, podemos supor que (ϕnk

)k é uniformemente convergente. Seja
ψ o seu limite. Então ψ é uma função cont́ınua tal que ψ(x) = cϕ para um

conjunto denso de valores de x ∈ Td mas ψ(x̄) = c é diferente de cϕ. É claro
que tal função não existe. Esta contradição prova a nossa afirmação de que Rθ
é unicamente ergódica.

6.3.2 Grupos topológicos e grupos de Lie

Lembre que um grupo topológico é um grupo (G, ·) munido de uma topologia
relativamente à qual as operações

G×G→ G, (g, h) 7→ gh e G→ G, g 7→ g−1 (6.3.2)

são cont́ınuas. Em tudo o que segue suporemos que a topologia é tal que todo
conjunto pontual é um conjunto fechado. Quando G é uma variedade e as
operações em (6.3.2) são diferenciáveis, dizemos que (G, ·) é um grupo de Lie.
Veja o Exerćıcio 6.3.1.

O espaço euclideano Rd é um grupo topológico, e até um grupo de Lie, para
a adição e o mesmo vale para o toro Td. Lembre que Td é o quociente de Rd pelo
seu subgrupo Zd. Esta construção pode ser generalizada da seguinte forma:
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Exemplo 6.3.1. Dado qualquer subgrupo normal fechado H de um grupo to-
pológico G, seja G/H o conjunto das classes de equivalência para a relação de
equivalência definida em G por x ∼ y ⇔ x−1y ∈ H . Represente por xH a
classe de equivalência que contém cada x ∈ G. Considere a seguinte operação
de grupo em G/H :

xH · yH = (x · y)H.
A hipótese de que H é subgrupo normal assegura que esta operação está bem
definida. Seja π : G 7→ G/H a projeção canônica, dada por π(x) = xH .
Considere em G/H a topologia quociente, definida da seguinte forma: uma
função ψ : G/H → X é cont́ınua se, e somente se, ψ ◦ π : G → X é cont́ınua.
A hipótese de que H é fechada assegura que todo subconjunto pontual é um
subconjunto fechado de G/H . Segue facilmente das definições que G/H é um
grupo topológico. Lembre também que se G é abeliano então todos os seus
subgrupos são normais.

Exemplo 6.3.2. O conjunto G = GL(d,R) das matrizes reais invert́ıveis de
dimensão d é um grupo de Lie para a operação de multiplicação de matrizes,
chamado grupo linear real de dimensão d. De fato, G pode ser identificado com
um aberto do espaço euclideano R(d2) e portanto tem uma estrutura natural
de variedade. Além disso, segue diretamente das definições que a multiplicação
de matrizes e a aplicação A 7→ A−1 são diferenciáveis para esta estrutura dife-
renciável. G contém diversos subgrupos de Lie importantes, tais como o grupo
especial linear SL(d,R) das matrizes com determinante igual a 1, e o grupo
ortogonal O(d,R) formado pelas matrizes ortogonais.

Dado qualquer g ∈ G, chamamos g-translação à esquerda e g-translação à
direita, respectivamente, as aplicações

Eg : G→ G, Eg(h) = gh e Dg : G→ G, Dg(h) = hg.

Um endomorfismo de G é uma aplicação cont́ınua φ : G → G que também
preserva a operação de grupo, isto é, tal que φ(gh) = φ(g)φ(h). Quando φ
é invert́ıvel, ou seja, uma bijeção cuja inversa também é um endomorfismo,
dizemos que se trata de um automorfismo.

Exemplo 6.3.3. Seja A ∈ GL(d,Z), isto é, uma matriz invert́ıvel de dimensão
d com coeficientes inteiros. Então, como vimos na Seção 4.2.5, A induz um
endomorfismo fA : Td → Td. Pode mostrar-se que todo endomorfismo do toro
é desta forma.

Um grupo topológico é localmente compacto se todo g ∈ G possui alguma
vizinhança compacta. Por exemplo, todo grupo de Lie é localmente compacto.
Por outro lado, o grupo aditivo dos racionais, considerado com a topologia
induzida pela reta, não é localmente compacto.

O seguinte teorema é o ponto de partida da teoria ergódica dos grupos to-
pológicos localmente compactos:

Teorema 6.3.4 (Haar). Seja G um grupo localmente compacto.
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(a) Existe uma medida boreliana µG em G que é invariante pelas translações à
esquerda, finita em conjuntos compactos e positiva em conjuntos abertos;

(b) Se η é uma medida invariante pelas translações à esquerda e finita em
conjuntos compactos então η = cµG para algum c > 0.

(c) µG(G) <∞ se, e somente se, G é compacto.

Vamos esboçar a demonstração dos itens (a) e (b) no caso particular em que
G é um grupo de Lie. Neste caso, como veremos µG é uma medida de volume
em G. A demonstração do item (c), no caso geral, é proposta no Exerćıcio 6.3.4.

Começando pelo item (a), seja e o elemento neutro e seja d ≥ 1 a dimensão
do grupo de Lie. Considere um produto interno qualquer · no espaço tangente
TeG. Para cada g ∈ G, representemos por Eg : TeG → TgG a derivada da
translação à esquerda Eg no ponto e. Em seguida, consideremos o produto
interno definido em TgG do seguinte modo:

u · v = E−1
g (u) · E−1

g (v) para todo u, v ∈ TgG.

É claro que este produto interno depende diferenciavelmente de g. Portanto, ele
define uma métrica riemanniana em G. Também é claro da construção que esta
métrica é invariante por translações à esquerda: notando que Ehg = DEh(g)Eg,
vemos que

DEh(g)(u) ·DEh(g)(v) = E−1
hg DEh(g)(u) · E−1

hg DEh(g)(v)

= E−1
g (u) · E−1

g (v) = u · v

para quaisquer g, h ∈ G e u, v ∈ TgG. Seja µG a medida de volume associada
a esta métrica riemanniana. Esta medida pode ser caracterizada do seguinte
modo. Dadas coordenadas locais x = (x1, . . . , xd) em G, considere

ρ(x) = det




g1,1(x) · · · g1,d(x)
· · · · · · · · ·

gd,1(x) · · · gd,d(x)



 onde gi,j =
∂

∂xi
· ∂

∂xj
.

Então µG(B) =
∫
B |ρ(x)| dx1 · · · dxd, para qualquer conjunto mensurável B

contido no domı́nio das coordenadas locais. Notando que a função ρ é cont́ınua
e não nula, para toda carta local, segue que µG é positiva em abertos e finita em
compactos. Além disso, como a métrica riemanniana é invariante por translações
à esquerda, a medida µG também é invariante por translações à esquerda.

Agora passamos ao item (b) do Teorema 6.3.4. Seja ν qualquer medida nas
condições do enunciado. Representamos por B(g, r) a bola aberta de centro g e
raio r, para a distância associada à métrica riemanniana. Em outras palavras,
B(g, r) é o conjunto dos pontos em G que podem ser ligados a g por alguma
curva de comprimento menor que r. Fixe ρ > 0 tal que ν(B(e, ρ)) é finita (tal ρ
existe porque G é localmente compacto e ν é finita em compactos). Afirmamos
que

lim sup
r→0

ν(B(g, r))

µG(B(g, r))
≤ ν(B(e, ρ))

µG(B(e, ρ))
(6.3.3)
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para todo g ∈ G. Isto pode ser visto da seguinte forma. Observe que o lado
esquerdo da desigualdade não depende de g, uma vez que tanto as duas medidas
quanto a distância são invariantes por translações à esquerda. Portanto, basta
considerar o caso g = e. Seja (rn)n qualquer sequência convergindo para zero e
tal que:

lim
n

ν(B(e, rn))

µG(B(e, rn))
= lim sup

r→0

ν(B(e, r))

µG(B(e, r))
. (6.3.4)

Pelo lema de Vitali (Teorema A.2.16), podemos encontrar (gj)j em B(e, ρ) e
(nj)j em N tais que

1. as bolas B(gj , rnj ) estão contidas em B(e, ρ) e são disjuntas dois-a-dois;

2. a união dessas bolas tem µG-medida total em B(e, ρ).

Além disso, dado qualquer a ∈ R menor que o limite em (6.3.4), podemos supor
que os nj são suficientemente grandes para que ν(B(gj , rnj )) ≥ aµG(B(gj , rnj ))
para todo j. Segue que

ν(B(e, ρ)) ≥
∑

j

ν(B(gj , rnj )) ≥
∑

j

aµG(B(gj , rnj )) = aµG(B(e, ρ)).

Como a pode ser tomado arbitrariamente próximo de (6.3.4), isto prova a
afirmação (6.3.3).

Em seguida, afirmamos que ν é absolutamente cont́ınua com relação a µG.
De fato, seja b qualquer número maior que o quociente no lado direito de (6.3.3).
Dado qualquer conjunto mensurável B ⊂ G com µG(B) = 0, e dado qualquer
ε > 0, seja {B(gj, rj) : j} uma cobertura de B por bolas de raio pequeno, tal
que ν(B(gj , rj)) ≤ bµ(B(gj , rj)) e

∑
j µG(B(gj , rj)) ≤ ε. Então,

ν(B) ≤
∑

j

ν(B(gj , rj)) ≤ b
∑

j

µ(B(gj , rj)) ≤ bε.

Como ε > 0 é arbitrário, segue que ν(B) = 0. Portanto, ν ≪ µG, conforme foi
afirmado. Agora, pelo teorema de derivação de Lebesgue (Teorema A.2.15)

dν

µG
(g) = lim

r→0

1

µ(B(g, r))

∫

B(g,r)

dν

µG
dµG = lim

r→0

ν(B(g, r))

µ(B(g, r))

para µ-quase todo g ∈ G. O limite no lado esquerdo não depende de g e, pela
afirmação (6.3.3), ele é finito. Seja c ∈ R esse limite. Então ν = cµG, conforme
afirmado no item (b) do Teorema 6.3.4.

No caso em que o grupo G é compacto, segue do Teorema 6.3.4 que existe
uma única probabilidade que é invariante pelas translações à esquerda, positiva
em abertos e finita em compactos. Esta probabilidade µG é chamada medida de
Haar. Ela disfruta de algumas propriedades adicionais: Por exemplo, a medida
de Lebesgue normalizada é a medida de Haar no toro Td. Veja também os
Exerćıcios 6.3.5 e 6.3.6.
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Corolário 6.3.5. Suponha que G é compacto. Então a medida de Haar µG é
invariante pelas translações à direita e por todo endomorfismo sobrejetivo de G.

Demonstração. Dado qualquer g ∈ G, considere a probabilidade (Dg)∗µG. Ob-
serve que Eh ◦Dg = Dg ◦ Eh para todo h ∈ G. Logo,

(Eh)∗(Dg)∗µG = (Dg)∗(Eh)∗µG = (Dg)∗µG.

Em outras palavras, (Dg)∗µG é invariante por toda a translação à esquerda.
Por unicidade, segue que (Dg)∗µG = µG para todo g ∈ G, tal como afirmado.

Dado qualquer homomorfismo sobrejetivo φ : G → G, considere a probabi-
lidade φ∗µG. Dado qualquer h ∈ G, escolha algum g ∈ φ−1(h). Observe que
Eh ◦ φ = φ ◦ Eg. Logo,

(Eh)∗φ∗µG = φ∗(Eg)∗µG = φ∗µG.

Em outras palavras, φ∗µG é invariante por toda a translação à esquerda. Por
unicidade, segue que φ∗µG = µG, tal como afirmado.

Mais geralmente, se não suposermos, que G é compacto, o argumento do
Corolário 6.3.5 mostra que para cada g ∈ G existe λ(g) > 0 tal que

(Eg)∗µG = λ(g)µG.

A aplicação G→ (0,∞), g 7→ λ(g) é um homomorfismo de grupo.

6.3.3 Translações em grupos compactos metrizáveis

Nesta seção sempre suporemos que o grupo topológico é compacto e metrizável.
Começamos por observar que é sempre posśıvel escolher a distância de tal forma
que ela seja invariante por toda translação:

Lema 6.3.6. Se G é um grupo topológico compacto metrizável então existe
alguma distância compat́ıvel com a topologia de G relativamente à qual todas as
translações, tanto à esquerda quanto à direita, são isometrias.

Demonstração. Seja (Un)n uma base de vizinhanças do elemento neutro 1 de
G. Pelo Lema A.3.4, para cada n existe uma função cont́ınua ϕn : G → [0, 1]
tal que ϕn(1) = 0 e ϕn(z) = 1 para todo z ∈ G \ Un. Defina

ϕ : G→ [0, 1], ϕ(z) =

∞∑

n=1

2−nϕn(z).

Então, ϕ é cont́ınua e ϕ(1) = 0 < ϕ(z) para todo z 6= 1. Agora defina

d(x, y) = sup{|ϕ(gxh) − ϕ(gyh)| : (g, h) ∈ G2} (6.3.5)

para cada x, y ∈ G. O supremo é finito, por compacidade de G. É fácil ver que d
é uma distância em G. De fato, note que se d(x, y) = 0 então ϕ(gxh) = ϕ(gyh)
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para todo g, h ∈ G. Em particular, tomando g = 1 e h = y−1, vem que
ϕ(xy−1) = ϕ(1). Pela construção de ϕ, isto implica que x = y. Os demais
axiomas da noção de distância seguem diretamente da definição de d. Também
é claro da definição que d é invariante por translações à esquerda e à direita.

Resta mostrar que a distância d é compat́ıvel com a topologia do grupo G. É
fácil verificar que, dada qualquer vizinhança V de um ponto x ∈ G, existe δ > 0
tal que B(x, δ) ⊂ V . De fato, como U = x−1V é uma vizinhança de 1 ∈ G, as
propriedades de ϕ garantem que existe δ > 0 tal que ϕ(z) ≤ 1 − δ para todo
z /∈ U . Então, y /∈ V implica que ϕ(x−1y) ≤ 1 − δ ou, em outras palavras, que
|ϕ(1)−ϕ(x−1y)| ≥ δ. Tomando g = x−1 e h = 1 na definição (6.3.5), vemos que
esta última desigualdade implica que d(x, y) ≥ δ, ou seja, y /∈ B(x, δ). Agora,
verifiquemos a rećıproca: dados x ∈ G e δ > 0, existe alguma vizinhança V de
x contida em B(x, δ). Por continuidade, para cada par (g, h) ∈ G2 existe uma
vizinhança aberta U × V ×W de (g, x, h) em G3 tal que

|ϕ(gxh) − ϕ(g′x′h′)| ≤ δ/2 para todo (g′, x′, h′) ∈ U × V ×W. (6.3.6)

Os conjuntos U ×W assim obtidos, com x fixado e g, h variáveis, formam uma
cobertura aberta de G2. Seja Ui ×Wi, i = 1, . . . , k uma subcobertura finita e
sejam Vi, i = 1, . . . , k as vizinhanças de x correspondentes. Tome V = ∩ki=1Vi.
Considere y ∈ V . Dado qualquer (g, h) ∈ G2, a condição (6.3.6) implica que
|ϕ(gxh) − ϕ(gyh)| ≤ δ/2. Logo d(x, y) ≤ δ/2 e, portanto, y ∈ B(x, δ).

Exemplo 6.3.7. Dada uma matriz A ∈ GL(d,R), represente por ‖A‖ a sua
norma como operador, ou seja, ‖A‖ = sup{‖Av‖ : ‖v‖ = 1}. Observe que
‖OA‖ = ‖A‖ = ‖AO‖ para todo O no grupo ortogonal O(d,R). Defina

d(A,B) = log(1 + ‖A−1B − id ‖ + ‖B−1A− id ‖).

Então d é uma distância em GL(d,R), invariante por translações à esquerda:

d(CA,CB) = log(1 + ‖A−1C−1CB − id ‖ + ‖B−1C−1CA− id ‖) = d(A,B)

para todo C ∈ GL(d,R). Esta distância não é invariante à direita em GL(d,R)
(Exercicio 6.3.3). No entanto, ela é invariante à direita (e à esquerda) se res-
tringirmos ao grupo ortogonal O(d,R): para todo O ∈ O(d,R),

d(AO,CO) = log(1 + ‖O−1A−1BO − id ‖ + ‖O−1B−1AO − id ‖)
= log(1 + ‖O−1(A−1B − id )O‖ + ‖O−1(B−1A− id )O‖)
= d(A,B).

Teorema 6.3.8. Seja G um grupo topológico compacto metrizável e seja g ∈ G.
Então são equivalentes:

(a) Eg é unicamente ergódica;

(b) Eg é ergódica com respeito a µG;

(c) o subgrupo {gn : n ∈ Z} gerado por g é denso em G;
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Demonstração. É claro que (a) implica (b). Para provar que (b) implica (c),
considere a distância invariante d dada pelo Lema 6.3.6. Seja H o fecho do
{gn : n ∈ Z} e e considere a função cont́ınua

ϕ(x) = min{d(x, y); y ∈ H}.

Observe que esta função é invariante para Eg: usando que gH = H , obtemos:

ϕ(x) = min{d(x, y) : y ∈ H} = min{d(gx, gy) : y ∈ H}
= min{d(gx, z) : z ∈ H} = ϕ(gx) para todo x ∈ G.

Como H é fechado, ϕ(x) = 0 se, e somente se, x ∈ H . Se H 6= G então
µG(H 6= G) > 0, já que a medida de Haar é positiva em abertos. Nesse caso,
a função ϕ não é constante em µG-quase todo ponto e, portanto, Eg não pode
ser ergódica para µG.

Finalmente, para mostrar que (c) implica (a), vamos mostrar que se µ é uma
probabilidade invariante por Eg, então µ = µG. Para ver isso, basta verificar
que µ é invariante para toda translação à esquerda em G. Fixe h ∈ G. Pela
invariância de µ, temos

∫
ϕ(x) dµ(x) =

∫
ϕ(gnx) dµ(x)

para todo n ∈ N e toda função cont́ınua ϕ : G→ R. Por outro lado, a hipótese
garante que existe uma sequência de números naturais nj → ∞ tal que gnj → h.
Dada qualquer função cont́ınua (logo, uniformemente cont́ınua) ϕ : G → R e
dado ε > 0, fixe δ > 0 tal que |ϕ(x) − ϕ(y)| < ε semrpe que d(x, y) < δ. Se j é
suficientemente grande,

d(gnjx, hx) = d(gnj , h) < δ para todo x ∈ G.

Logo, |ϕ(gnjx) − ϕ(hx)| < ǫ para todo x e, portanto,

|
∫ (

ϕ(x) − ϕ(hx)
)
dµ| = |

∫ (
ϕ(gnjx) − ϕ(hx)

)
dµ| < ǫ.

Como ε é arbitrário, segue que
∫
ϕdµ =

∫
ϕ ◦Eh dµ para toda função cont́ınua

ϕ e todo h ∈ G. Isto implica que µ é invariante por Eh para todo h ∈ G,
conforme afirmado.

6.3.4 Odômetros

Os odômetros, ou máquinas de somar, modelam sistemas tais como o conta-
dor de quilômetros percorridos de um automóvel, ou o registro de consumo de
eletricidade de um prédio: a sua dinâmica consiste em fazer avançar o conta-
dor de uma unidade. A principal diferença com relação à realidade é que estes
contadores idealizados comportam um número ilimitado de d́ıgitos.

Fixe d ≥ 2, que representa a base de numeração (por exemplo, d = 10). Seja
X = {0, 1, . . . , d − 1}, munido com a topologia discreta. Considere o conjunto
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M = XN de todas as sequências α = (αn)n com valores em X , munido com a
topologia produto. Esta topologia é metrizável: ela é compat́ıvel, por exemplo,
com distância definida em M por

d(α, α′) = 2−N(α,α′) onde N(α, α′) = min{j ≥ 0 : αj 6= α′
j} (6.3.7)

Observe também que M é compacto, pois é um produto de compactos (teorema
de Tychonoff).

Introduzimos em M a seguinte operação de “soma com transporte”: dados
α = (αn)n e β = (βn)n em M , definimos α + β = (γn)n da seguinte forma.
Primeiramente,

• se α0 + β0 < d então γ0 = α0 + β0 e δ1 = 0;

• se α0 + β0 ≥ d então γ0 = α0 + β0 − d e δ1 = 1.

Em seguida, para cada n ≥ 1,

• se αn + βn + δn < d então γn = αn + βn + δn e δn+1 = 0;

• se αn + βn + δn ≥ d então γn = αn + βn + δn − d e δn+1 = 1.

A sequência auxiliar (δn)n corresponde, precisamente, aos transportes. A apli-
cação + : M × M → M definida deste modo torna M um grupo topológico
abeliano e a distância (6.3.7) é invariante por translações (Exerćıcio 6.3.8).

Agora considere a “translação de 1” f : M →M definida por

f
(
(αn)n

)
= (αn)n + (1, 0, . . . , 0, . . . ) = (0, . . . , 0, αk + 1, αk+1, . . . , αn, . . . )

onde k ≥ 0 é o menor valor de n tal que αn < d − 1; se não existe tal k, ou
seja, se (αn)n é a sequência constante igual a d − 1, então a imagem f((αn)n)
é a sequência constante igual a 0. Deixamos ao cuidado do leitor verificar que
esta transformação f : M →M é unicamente ergódica (Exerćıcio 6.3.9).

É posśıvel generalizar esta construção um pouco mais, da seguinte forma.
Tome M =

∏∞
n=0{0, 1, . . . , dn − 1}, onde (dn)n é uma sequência qualquer de

números inteiros maiores que 1. Tal como no caso particular acima, este con-
junto tem uma estrutura de grupo compacto abeliano metrizável e a “translação
de 1” é unicamente ergódica.

Exemplo 6.3.9. Uma pilha (simples) num intervalo 1 I é uma famı́lia ordenada
S de subintervalos I0, . . . , Ik−1, com o mesmo comprimento, disjuntos dois-a-
dois e cuja união é I. Escrevemos Ik = I0. Associamos a S a transformação f :
I → I cuja restrição a cada Ij é a translação que envia Ij em Ij+1. Graficamente,
representamos os subintervalos “empilhados” uns sobre os outros, com a base
I0 em baixo e o topo Ik−1 em cima. Então f não é mais que a translação “para
cima”, exceto no topo da pilha. Veja a Figura 6.1.

Consideremos uma sequência (Sn)n de pilhas num mesmo intervalo I, cons-
trúıda da seguinte forma. Fixe um inteiro d ≥ 2. Tome S0 = {I}. Para cada

1Aqui consideramos todos os intervalos fechados à esquerda e abertos à direita.
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.

.

.

I0

Ik−1

. ..

. . .

. . .

Figura 6.1: Exemplo do método de empilhamento

n ≥ 1, tome para Sn a pilha obtida dividindo Sn−1 em d colunas, todas com a
mesma largura, e empilhando essas colunas umas sobre as outras. Este procedi-
mento está descrito na Figura 6.1 para d = 3. Seja fn : I → I a transformação
associada a cada Sn. Propomos ao leitor mostrar (Exerćıcio 6.3.10) que a
sequência (fn)n converge em todo ponto para uma transformação f : I → I, a
qual preserva a medida de Lebesgue. Além disso, f é unicamente ergódica.

Esta é apenas uma aplicação simples do chamado método de empilhamento,
que constitui uma ferramenta muito eficaz para produzir exemplos com propri-
edades interessantes. O leitor pode encontrar uma discussão detalhada deste
método na Seção 6 do livro de Friedman [Fri69]. Outra aplicação, um pouco
mais elaborada, será dada no Exemplo 8.2.3.

Exemplo 6.3.10 (Substituições). Vamos mencionar brevemente uma cons-
trução de natureza combinatória que generaliza a definição do odômetro, pro-
porcionando muitos outros exemplos interessantes de sistemas minimais e unica-
mente ergódicos. Para maior informação, inclusive sobre as relações entres estes
sistemas e o odômetro, recomendamos ao leitor o livro de Queffélec [Que87] e o
artigo de Ferenczi, Fisher, Talet [FFT09].

Chamaremos substituição em um alfabeto finito A a qualquer aplicação que
associa a cada letra α do alfabeto uma palavra s(α) formada por um número
finito de letras de A. Alguns exemplos, no caso A = {0, 1}: substituição de
Thue-Morse s(0) = 01 e s(1) = 10; substituição de Fibonacci s(0) = 01 e
s(1) = 0; substituição de Feigenbaum s(0) = 11 e s(1) = 10; substituição de
Cantor s(0) = 010 e s(1) = 111; e substituição de Chacon s(0) = 0010 e
s(1) = 1. Podemos iterar uma substituição, definindo s1(α) = s(α) e

sk+1(α) = s(α1) · · · s(αn) se sk(α) = α1 · · ·αn.
Diremos que a substituição s é primitiva (ou aperiódica) se existe k ≥ 1 tal que
para quaisquer α, β ∈ A a palavra sk(α) contém a letra β.

Considere A munido da topologia discreta e seja Σ = AN o espaço das
sequências em A, munido da topologia produto. Representemos por S : Σ → Σ
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a aplicação induzida nesse espaço por uma dada substituição s: a imagem de
cada (a0, . . . , an, . . . ) ∈ Σ é a sequência das letras da palavra obtida quando
concatenamos as palavras finitas s(an). Suponha que existe alguma letra α0 ∈ A
tal que a palavra s(α0) tem comprimento maior que um e começa com a letra
α0. Esse é o caso de todos os exemplos listados acima. Então (Exerćıcio 6.3.11),
S admite um único ponto fixo x = (xn)n com x0 = α0.

Considere a restrição σ : X → X do deslocamento σ : Σ → Σ ao fecho
X ⊂ Σ da órbita {σn(x) : n ≥ 0} do ponto x. Se a substituição s é primitiva
então σ : X → X é minimal e unicamente ergódico (veja a Seção 5 em [Que87]).
Isso vale, por exemplo, no caso das sequências de Thue-Morse, Fibonacci e
Feigenbaum.

6.3.5 Exerćıcios

6.3.1. Seja G uma variedade e seja · uma operação de grupo em G tal que
(g, h) 7→ g · h é de classe C1. Mostre que g 7→ g−1 também é de classe C1.

6.3.2. Seja G um espaço topológico compacto e seja · uma operação de grupo
em G tal que a aplicação (g, h) 7→ g ·h é cont́ınua. Mostre que g 7→ g−1 também
é cont́ınua.

6.3.3. Mostre que a distância d no Exemplo 6.3.7 não é invariante à direita.

6.3.4. Prove o item (c) do Teorema 6.3.4: um grupo localmente compacto G é
compacto se, e somente se, a sua medida de Haar é finita.

6.3.5. Identifique GL(1,R) com o grupo multiplicativo R \ {0}. Verifique que
a medida µ definida por

∫

GL(1,R)

ϕdµ =

∫

R\{0}

ϕ(x)

|x| dx

é invariante pelas translações de GL(1,R). Encontre uma medida invariante
pelas translações de GL(1,C).

6.3.6. Identifique GL(2,R) com {(a11, a12, a21, a22) ∈ R4 : a11a22−a12a21 6= 0},
de tal modo que det(a11, a12, a21, a22) = a11a22 − a12a21. Mostre que a medida
µ definida por

∫

GL(2,R)

ϕdµ =

∫
ϕ(x11, x12, x21, x22)

| det(x11, x12, x21, x22)|2
dx11dx12dx21dx22

é invariante pelas translações à esquerda e à direita de GL(2,R). Encontre uma
medida invariante pelas translações de GL(2,C).

6.3.7. Seja G um grupo compacto metrizável e seja g ∈ G. Verifique que são
equivalentes:

(1) Eg é unicamente ergódica;
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(2) Eg é transitiva: existe x ∈ G tal que {gnx : n ∈ Z} é densa em G;

(3) Eg é minimal: {gny : n ∈ Z} é densa em G para todo y ∈ G.

6.3.8. Mostre que a operação + : M × M → M definida na Seção 6.3.4 é
cont́ınua e mune M com uma estrutura de grupo abeliano. Além disso, toda
translação neste grupo preserva a distância definida em (6.3.7).

6.3.9. Seja f : M → M um odômetro, tal como foi definido na Seção 6.3.4.
Dados b0, . . . , bk−1 em {0, . . . , 9}, represente por [b0, . . . , bk−1] o conjunto das
sequências β ∈M com β0 = b0, . . . , βk−1 = bk−1. Mostre que

lim
n

1

n
#
{
0 ≤ j < n : f j(x) ∈ [b0, . . . , bk−1]

}
=

1

10k

para todo x ∈ M . Além disso, este limite é uniforme. Conclua que f admite
uma única probabilidade invariante e calcule essa probabilidade explicitamente.

6.3.10. Verifique as afirmações no Exemplo 6.3.9.

6.3.11. Prove que se s é uma substituição num alfabeto finito A e α ∈ A é
tal que s(α) tem comprimento maior que um e começa com a letra α, então a
transformação S : Σ → Σ definida no Exemplo 6.3.10 admite um único ponto
fixo que começa com a letra α ∈ A.

6.4 Teorema de Weyl

Nesta seção vamos utilizar ideias discutidas anteriormente para provar um belo
teorema de Hermann Weyl [Wey16] sobre a distribuição dos valores de funções
polinomiais restritas aos números inteiros.

Considere qualquer função polinomial P : R → R com coeficientes reais e
grau d ≥ 1:

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · + adx

d.

Compondo P com a projeção canônica R → S1, obtemos uma função polinomial
P∗ : R → S1 com valores no ćırculo S1 = R/Z. Defina:

zn = P∗(n), para cada n ≥ 1.

Podemos pensar em zn como sendo a parte fracionária do número real P (n).
Estamos interessados em entender como a sequência (zn)n se distribui no ćırculo.

Definição 6.4.1. Dizemos que uma sequência (xn)n em S1 é equidistribúıda se
para qualquer função cont́ınua ϕ : S1 → R tem-se

lim
n→∞

1

n

n∑

j=1

ϕ(xj) =

∫
ϕ(x) dx.
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De acordo com o Exerćıcio 6.4.1, isto equivale a dizer que, para todo seg-
mento I ⊂ S1, a fração dos termos da sequência que estão em I é igual ao
comprimento m(I) do segmento.

Teorema 6.4.2 (Weyl). Se algum dos coeficientes a1, a2, . . . , ad é irracional
então a sequência zn = P∗(n), n ∈ N é equidistribúıda.

Para desenvolvermos a nossa intuição sobre este teorema, comecemos por
considerar o caso especial d = 1. Neste caso a função polinomial resume-se a
P (x) = a0 + a1x. Consideremos a transformação

f : S1 → S1, f(θ) = θ + a1.

Por hipótese, o coeficiente a1 é irracional. Portanto, como vimos na Seção 6.3.1,
esta transformação admite uma única probabilidade invariante, que é a medida
de Lebesgue m. Consequentemente, dada qualquer função cont́ınua ϕ : S1 → R
e dado qualquer ponto θ ∈ S1,

lim
n→∞

1

n

n∑

j=1

ϕ(f j(θ)) =

∫
ϕdm.

Considere θ = a0. Então, f j(θ) = a0 + a1j = zj . Logo, a relação anterior dá

lim
n→∞

1

n

n∑

j=1

ϕ(zj) =

∫
ϕdm.

Isto é precisamente o que significa dizer que zj é equidistribúıda.

6.4.1 Ergodicidade

Agora vamos estender os argumentos acima para qualquer grau d ≥ 1. Para
isso introduzimos a transformação f : Td → Td definida no toro d-dimensional
Td pela seguinte expressão:

f(θ1, θ2, . . . , θd) = (θ1 + α, θ2 + θ1, . . . , θd + θd−1), (6.4.1)

onde α é um número irracional que será escolhido mais tarde. Note que f é
invert́ıvel: a inversa está dada por

f−1(θ1, θ2, . . . , θd) = (θ1−α, θ2−θ1+α, . . . , θd−θd−1+· · ·+(−1)d−1θ1+(−1)dα).

Note também que a derivada de f em cada ponto é dada pela matriz



1 0 0 · · · 0 0
1 1 0 · · · 0 0
0 1 1 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1 1




cujo determinante é 1. Isto garante que f preserva a medida de Lebesgue no
toro (lembre do Lema 1.3.5).



6.4. TEOREMA DE WEYL 177

Proposição 6.4.3. A medida de Lebesgue em Td é ergódica para f .

Demonstração. Vamos usar um argumento de expansão em série de Fourier,
análogo ao da Proposição 4.2.1. Seja ϕ : Td → R uma função em L2(m).
Escrevemos

ϕ(θ) =
∑

n∈Zd

ane
2πin·θ

onde θ = (θ1, . . . , θd) e n = (n1, . . . , nd) e n · θ = n1θ1 + · · · + ndθd e

∑

n∈Zd

|an|2 =

∫
|ϕ(θ)|2 dθ1 · · · dθd <∞. (6.4.2)

Observe que

ϕ(f(θ)) =
∑

n∈Zd

ane
2πi(n1(θ1+α)+n2(θ2+θ1)+···nd(θd+θd−1))

=
∑

n∈Zd

ane
2πin1αe2πiL(n)·θ

onde L(n) = (n1 +n2, n2 +n3, . . . , nd−1 +nd, nd). Suponhamos que a função ϕ
é invariante, isto é, ϕ ◦ f = ϕ em quase todo ponto. Então,

ane
2πin1α = aL(n) para todo n ∈ Zd. (6.4.3)

Isto implica que an e aL(n) têm o mesmo valor absoluto. Por outro lado, a
relação de integrabilidade (6.4.2) implica que existe no máximo um número
finito de termos com um dado valor absoluto não-nulo. Conclúımos que an = 0
para todo n ∈ Zd cuja órbita Lj(n), j ∈ Z seja infinita. Observando a expressão
de L deduzimos que an = 0 exceto, possivelmente, se n2 = · · · = nd = 0. Além
disso, para os valores de n restantes, ou seja, para n = (n1, 0, . . . , 0), tem-se que
L(n) = n e portanto a relação (6.4.3) torna-se

an = ane
2πin1α.

Como α é irracional, o último fator é diferente de 1 sempre que n1 é não-nulo.
Portanto esta relação dá que an = 0 também para n = (n1, 0, . . . , 0) com n1 6= 0.
Deste modo, mostramos que se ϕ é uma função invariante então todos os termos
da sua expansão em série de Fourier se anulam exceto, possivelmente, o termo
constante. Isto mostra que ϕ é constante em quase todo ponto, e isso prova que
a medida de Lebesgue é ergódica para f .

6.4.2 Unicidade ergódica

O próximo passo da demonstração do Teorema 6.4.2 é o seguinte resultado:

Proposição 6.4.4. A transformação f é unicamente ergódica: a medida de
Lebesgue no toro é a sua única probabilidade invariante.
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Demonstração. A demonstração será por indução no grau d do polinômio P . O
caso de grau 1 foi tratado anteriormente. Portanto, só precisamos explicar como
o caso de grau d pode ser deduzido do caso de grau d−1. Para isso, escrevemos
Td = Td−1 × S1 e

f : Td−1 × S1 → Td−1 × S1, f(θ0, η) = (f0(θ0), η + θd−1), (6.4.4)

onde θ0 = (θ1, . . . , θd−1) e f0(θ0) = (θ1 + α, θ2 + θ1, . . . , θd−1 + θd−2). Por
indução, a transformação

f0 : Td−1 → Td−1

é unicamente ergódica. Representamos por π : Td → Td−1 a projeção π(θ) = θ0.

Lema 6.4.5. Se µ é uma probabilidade invariante por f então a projeção π∗µ
coincide com a medida de Lebesgue m0 em Td−1.

Demonstração. Dado qualquer conjunto mensurável E ⊂ Td−1,

(π∗µ)(f−1
0 (E)) = µ(π−1f−1

0 (E)).

Usando π◦f = f0 ◦π e o fato de que µ é f -invariante, se verifica que a expressão
do lado direito é igual a

µ(f−1π−1(E)) = µ(π−1(E)) = (π∗µ)(E).

Portanto (π∗µ)(f−1
0 (E)) = (π∗µ)(E) para todo subconjunto mensurável E, ou

seja, π∗µ é probabilidade f0-invariante. Como f0 é unicamente ergódico, segue
que π∗µ coincide com a medida de Lebesgue m0 em Td−1.

Agora suponhamos que µ, além de invariante, também é ergódica para f .
Pelo Teorema 3.2.6, e por ergodicidade, o conjunto G(µ) ⊂ M dos pontos
θ ∈ Td tais que

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(θ)) =

∫
ϕdµ para toda função cont́ınua ϕ : Td → R (6.4.5)

tem medida total. Seja G0(µ) o conjunto dos θ0 ∈ Td−1 tais que G(µ) intersecta
{θ0} × S1. Em outras palavras, G0(µ) = π(G(µ)). É claro que π−1(G0(µ))
contém G(µ) e, portanto, tem medida total. Logo, usando o Lema 6.4.5,

m0(G0(µ)) = µ(π−1(G0(µ))) = 1. (6.4.6)

Pelas mesmas razões, esta relação também vale para a medida de Lebesgue:

m0(G0(m)) = m(π−1(G0(m))) = 1. (6.4.7)

Uma consequência direta das igualdades (6.4.6) e (6.4.7) é que a intersecção de
G0(µ) e G0(m) tem medida m0 total. Logo, em particular, estes conjuntos não
podem ser disjuntos. Seja θ0 um ponto qualquer na intersecção. Por definição,
G(µ) intersecta {θ0} × S1. Mas o próximo resultado afirma que G(m) contém
{θ0} × S1:
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Lema 6.4.6. Se θ0 ∈ G0(m) então {θ0} × S1 está contido em G(m).

Demonstração. A observação crucial é que a medida m é invariante por toda a
transformação da forma

Rβ : Td−1 × S1 → Td−1 × S1, (ζ, η) 7→ (ζ, η + β).

A hipótese θ0 ∈ G0(m) significa que existe algum η ∈ S1 tal que (θ0, η) ∈ G(m),
ou seja,

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(θ0, η)) =

∫
ϕdm

para toda função cont́ınua ϕ : Td → R. Qualquer outro ponto de {θ0} × S1

pode ser escrito como (θ0, η + β) = Rβ(θ0, η) para algum β ∈ S1. Recordando
(6.4.1), vemos que

f
(
Rβ(τ0, ζ)

)
= (τ1 + α, τ2 + τ1, . . . , τd−1 + τd−2, ζ + β + τd−1) = Rβ

(
f(τ0, ζ)

)

para todo (τ0, ζ) ∈ Td−1 × S1. Logo, por indução,

f j(θ0, η + β) = f j
(
Rβ(θ0, η)

)
= Rβ

(
f j(θ0, η)

)

para todo j ≥ 1. Portanto, dada qualquer função cont́ınua ϕ : Td → R,

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(θ0, η + β)) = lim
1

n

n−1∑

j=0

(ϕ ◦Rβ)(f j(θ0, η))

=

∫
(ϕ ◦Rβ) dm =

∫
ϕdm.

Isto prova que (θ0, η + β) está no conjunto G(m) para todo β ∈ S1, conforme
foi afirmado.

Segue do que dissemos até agora que G(µ) e G(m) se intersectam em algum
ponto de {θ0}×S1. Tendo em vista a definição (6.4.5), isto implica que as duas
medidas têm a mesma integral para cada função cont́ınua. De acordo com a
Proposição A.3.3, isto implica que µ = m, como queŕıamos demonstrar.

Corolário 6.4.7. A órbita de todo ponto θ ∈ Td é equidistribúıda no toro Td,
ou seja, para toda função cont́ınua ψ : Td → R tem-se

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

ψ(f j(θ)) =

∫
ψ dm.

Demonstração. Isto segue imediatamente das Proposições 6.1.1 e 6.4.4.
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6.4.3 Demonstração do teorema de Weyl

Para completarmos a demonstração do Teorema 6.4.2, introduzimos as funções
polinomiais p1, . . . , pd definidas por

pd(x) = P (x) e

pj−1(x) = pj(x+ 1) − pj(x) para j = 2, . . . , d.
(6.4.8)

Lema 6.4.8. O polinômio pj(x) tem grau j, para todo 1 ≤ j ≤ d. Além disso,
p1(x) = αx+ β com α = d!ad.

Demonstração. Por definição, pd(x) = P (x) tem grau d. Logo, para mostrar a
primeira afirmação basta mostrar que se pj(x) tem grau j então pj−1(x) tem
grau j − 1. Para isso, escreva

pj(x) = bjx
j + bj−1x

j−1 + · · · + b0,

onde bj 6= 0. Então

pj(x+ 1) = bj(x+ 1)j + bj−1(x+ 1)j−1 + · · · + b0

= bjx
j + (jbj + bj−1)x

j−1 + · · · + b0.

Subtraindo uma expressão da outra, obtemos que

pj−1(x) = (jbj)x
j−1 + b′j−2x

j−2 + · · · + b′0

tem grau j − 1. Isto prova a primeira afirmação no lema. Este cálculo também
mostra que o coeficiente guia de cada pj−1(x) se obtém multiplicando por j o
coeficiente guia de pj(x). Consequentemente, o coeficiente guia de p1 deve ser
igual a d!aq. Isto prova a segunda afirmação.

Lema 6.4.9. Para todo n ≥ 0,

fn
(
p1(0), p2(0), . . . , pd(0)

)
=
(
p1(n), p2(n), . . . , pd(n)

)
.

Demonstração. A demonstração será por indução em n. Como o caso n = 0 é
óbvio, só precisamos tratar do passo indutivo. Lembre que f foi definida em
(6.4.1). Se

fn−1(p1(0), p2(0), . . . , pd(0)) = (p1(n− 1), p2(n− 1), . . . , pd(n− 1))

então fn(p1(0), p2(0), . . . , pd(0)) é igual a

(p1(n− 1) + α, p2(n− 1) + p1(n− 1), . . . , pd(n− 1) + pd−1(n− 1)).

Usando a definição (6.4.8) e o Lema 6.4.8, obtemos que esta expressão é igual a

(p1(n), p2(n), . . . , pd(n)),

e isto prova o lema.
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Finalmente, estamos prontos para provar que a sequência zn = P∗(n), n ∈ N
é equidistribúıda. Vamos tratar dois casos separadamente.

Em primeiro lugar, suponha que o coeficiente guia ad de P (x) é irracional.
Então o número α no Lema 6.4.8 é irracional e, portanto, os resultados da
Seção 6.4.2 são válidos para a transformação f : Td → Td. Seja ϕ : S1 → R
uma função cont́ınua qualquer. Considere ψ : Td → R definida por

ψ(θ1, θ2, . . . , θd) = ϕ(θd).

Fixemos θ = (p1(0), p2(0), . . . , pd(0)). Usando o Lema 6.4.9 e o Corolário 6.4.7,
obtemos que

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(zn) = lim
n

1

n

n−1∑

j=0

ψ(fn(θ)) =

∫
ψ dm =

∫
ϕdx.

Isto termina a demonstração do Teorema 6.4.2 no caso em que ad é irracional.
Agora suponha que ad é racional, digamos ad = p/q com p ∈ Z e q ∈ N. É

claro que podemos escrever zn como uma soma

zn = xn + yn, xn = adn
d e yn = Q∗(n)

onde Q(x) = a0 + a1x+ · · · + ad−1x
d−1 e Q∗ : R → S1 é dada por Q∗ = π ◦Q.

Observe, em primeiro lugar, que

xn+q − xn =
p

q
(n+ q)d − p

q
nd

é um número inteiro, para todo n ∈ N. Isto significa que a sequência xn, n ∈ N
é periódica de peŕıodo q no ćırculo R/Z. Em particular, ela toma no máximo
q valores distintos. Observe também que, como ad é racional, a hipótese do
teorema implica que algum dos coeficientes a1, . . . , ad−1 de Q é irracional.
Logo, por indução no grau, temos que yn, n ∈ N é equidistribúıda. Mais do que
isso, as subsequências

yqn+r = Q∗(qn+ r), n ∈ Z

são equidistribúıdas para todo r ∈ {0, 1, . . . , q−1}. Na verdade, estas sequências

podem ser escritas como ynq+r = Q
(r)
∗ (n) para algum polinômio Q(r) que

também tem grau d−1 (verifique) e, portanto, a hipótese de indução se aplica a
elas também. Destas duas observações segue que toda subsequência zqn+r, n ∈ Z
é equidistribúıda. Consequentemente, zn, n ∈ N também é equidistribúıda. Isto
completa a prova do Teorema 6.4.2.

6.4.4 Exerćıcios

6.4.1. Mostre que uma sequência (zj)j é equidistribúıda no ćırculo se, e somente
se, para todo segmento I ⊂ S1 tem-se

lim
n

1

n
#{1 ≤ j ≤ n : zj ∈ I} = m(I)

onde m(I) representa o comprimento de I.
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6.4.2. Mostre que a sequência (
√
n mod Z)n é equidistribúıda no ćırculo. O

mesmo vale para a sequência (logn mod Z)n?

6.4.3. Koksma [Kok35] mostrou que a sequência (an mod Z)n é equidistribúıda
no ćırculo, para Lebesgue quase todo a > 1. Isso não é verdade para todo a > 1.
De fato, considere a razão áurea a = (1 +

√
5)/2. Verifique que a sequência

(an mod Z)n converge para 0 ∈ S1 quando n → ∞; em particular, ela não é
equidistribúıda no ćırculo.



Caṕıtulo 7

Correlações

Os modelos de sistemas dinâmicos em que estamos interessados mais direta-
mente, transformações e fluxos, são determińısticos: o estado do sistema em
qualquer momento determina toda a trajetória futura; quando o sistema é in-
vert́ıvel, a trajetória passada fica igualmente determinada. No entanto, estes
sistemas podem apresentar também comportamento de tipo estocástico (ou seja,
“parcialmente aleatório”): num ńıvel mais grosseiro que o das trajetórias indi-
viduais, informação sobre o passado vai sendo esquecida à medida que o sistema
é iterado. Este é o tema do presente caṕıtulo.

Em Teoria da Probabilidade, chamamos correlação de duas variáveis alea-
tórias, X e Y , ao número

C(X,Y ) = E
[
(X − E[X ])(Y − E[Y ])

]
= E[XY ] − E[X ]E[Y ].

Note que a expressão (X − E[X ])(Y − E[Y ]) é positiva se X e Y estão do
mesmo lado (maior ou menor) das respectivas médias, E[X ] e E[Y ], e é negativa
no caso contrário. Portanto, o sinal de C(X,Y ) indica se as duas variáveis
apresentam, predominantemente, o mesmo comportamento ou comportamentos
opostos, relativamente às suas médias; correlação próxima de zero sinaliza que
os dois comportamentos estão pouco ou nada relacionados um com o outro.

Dada uma probabilidade invariante µ de um sistema dinâmico f : M → M
e dadas funções mensuráveis ϕ, ψ : M → R, queremos analisar a evolução das
correlações

Cn(ϕ, ψ) = C(ϕ ◦ fn, ψ)

quando o tempo n vai para infinito. Podemos pensar em ϕ e ψ como grandezas
que medimos no sistema, tais como a temperatura, o pH, a energia cinética etc.
Então Cn(ϕ, ψ) mede como o valor de ϕ em tempo n se correlaciona com o valor
de ψ em tempo zero, até que ponto um valor “influencia” o outro. Por exemplo,
se ϕ = XA e ψ = XB são funções caracteŕısticas, então ψ(x) dá informação
sobre a posição do ponto inicial x, enquanto que ϕ(fn(x)) informa sobre a
posição do seu n-ésimo iterado fn(x). Se a correlação Cn(ϕ, ψ) for pequena
então a primeira informação será de pouca utilidade para fazer previsões quanto
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ao segundo evento. Como veremos, esse tipo de comportamento, em que as
correlações se aproximam de zero à medida que n aumenta, é bastante comum
em modelos importantes.

Começaremos por introduzir as noções de sistema (fortemente) misturador
e fracamente misturador e por estudar as suas propriedades básicas (Seção 7.1).
Nas Seções 7.2 e 7.3 discutiremos estas noções no contexto dos deslocamentos
de Markov, que generalizam os deslocamentos de Bernoulli, e dos intercâmbios
de intervalos, uma extensão da classe das rotações no ćırculo. Na Seção 7.4 ana-
lizaremos, em termos quantitativos, a velocidade de decaimento das correlações
para certas classes de funções.

7.1 Sistemas misturadores

Seja f : M →M uma transformação mensurável e seja µ uma probabilidade in-
variante. A sequência de correlações de duas funções mensuráveis ϕ, ψ : M → R
é definida por

Cn(ϕ, ψ) =

∫
(ϕ ◦ fn)ψ dµ−

∫
ϕdµ

∫
ψ dµ, n ∈ N. (7.1.1)

Dizemos que o sistema (f, µ) é misturador se

lim
n
Cn(XA,XB) = lim

n
µ(f−n(A) ∩B) − µ(A)µ(B) = 0, (7.1.2)

para quaisquer conjuntos mensuráveis A,B ⊂M . Em outras palavras, quando
n cresce, a probabilidade do evento {x ∈ B e fn(x) ∈ A} converge para o
produto das probabilidades dos eventos {x ∈ B} e {fn(x) ∈ A}.

Analogamente, dado um fluxo f t : M → M , t ∈ R e uma probabilidade
invariante µ, definimos

Ct(ϕ, ψ) =

∫
(ϕ ◦ f t)ψ dµ−

∫
ϕdµ

∫
ψ dµ, t ∈ R (7.1.3)

e dizemos que o sistema (f t, µ) é misturador se

lim
t→+∞

Ct(XA,XB) = lim
t→+∞

µ(f−t(A) ∩B) − µ(A)µ(B) = 0, (7.1.4)

para quaisquer conjuntos mensuráveis A,B ⊂M .

7.1.1 Propriedades

Um sistema misturador é necessariamente ergódico. De fato, suponha que existe
algum conjunto invariante A ⊂ M com 0 < µ(A) < 1. Tomando B = Ac

vem que f−n(A) ∩ B = ∅ para todo n. Logo, µ(f−n(A) ∩ B) = 0 para todo
n, enquanto que µ(A)µ(B) 6= 0. Em particular, (f, µ) não é misturador. O
exemplo a seguir mostra que ergodicidade é uma propriedade estritamente mais
fraca:
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Exemplo 7.1.1. Considere θ ∈ R irracional. Como vimos anteriormente, a
rotação Rθ no ćırculo S1 é ergódica para a medida de Lebesgue m. No entanto,
(Rθ,m) não é misturador. De fato, se A,B ⊂ S1 são dois intervalos pequenos
(com comprimento menor que 1/10, digamos) então R−n

θ (A) ∩ B é vazio e,
portanto,m(R−n

θ (A)∩B) = 0 para infinitos valores de n. Comom(A)m(B) 6= 0,
segue que o limite em (7.1.2) não se verifica.

É claro da definição (7.1.2) que se (f, µ) é misturador então (fk, µ) é mistu-
rador, para todo k ∈ N. A afirmação correspondente para ergodicidade é falsa:
a aplicação f(x) = 1−x no conjunto {0, 1} é ergódica para a medida (δ0 +δ1)/2
mas o segundo iterado f2 não é.

Lema 7.1.2. Suponha que limn µ(f−n(A) ∩ B) = µ(A)µ(B) para todo par de
conjuntos A e B em alguma álgebra A geradora da σ-álgebra dos conjuntos
mensuráveis. Então (f, µ) é misturador.

Demonstração. Seja C a famı́lia de todos os conjuntos mensuráveis A tais que
µ(f−n(A) ∩ B) → µ(A)µ(B) para todo B ∈ A. Por hipótese, C contém A.
Afirmamos que C é uma classe monótona. De fato, sejam A1 ⊂ · · · ⊂ Ak ⊂ · · ·
elementos de C e seja A = ∪kAk. Dado ε > 0, existe k0 ≥ 1 tal que

µ(A) − µ(Ak) = µ(A \Ak) < ε

para todo k ≥ k0. Além disso, para todo n ≥ 1,

µ(f−n(A) ∩B) − µ(f−n(Ak) ∩B) = µ(f−n(A \Ak) ∩B)

≤ µ(f−n(A \Ak)) = µ(A \Ak) < ε.

Para k ≥ k0 fixado, o fato de que Ak ∈ C garante que existe n(k) ≥ tal que

|µ(f−n(Ak) ∩B) − µ(Ak)µ(B)| < ε para todo n ≥ n(k).

Somando estas três desigualdades conclúımos que

|µ(f−n(A) ∩B) − µ(A)µ(B)| < 3ε para todo n ≥ n(k0).

Como ε > 0 é arbitrário, isto mostra que A ∈ C. Da mesma forma se mostra que
a interseção de qualquer sequência decrescente de elementos de C ainda é um
elemento de C. Portanto C é uma classe monótona, tal como afirmamos. Pelo
teorema das classes monótonas (Teorema A.1.18), segue que C contém todo o
conjunto mensurável: para todo conjunto mensurável A tem-se

lim
n
µ(f−n(A) ∩B) = µ(A)µ(B) para todo B ∈ A.

Resta deduzir que esta propriedade vale para todo conjunto mensurável B. Isto
é inteiramente análogo aos argumentos que acabamos de detalhar, pelo que
deixaremos a verificação a cargo do leitor.
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Exemplo 7.1.3. Todo deslocamento de Bernoulli (lembre da Seção 4.2.3) é mis-
turador. De fato, dados dois cilindros A = [p;Ap, . . . , Aq] e B = [r;Br, . . . , Bs]
quaisquer, tem-se

µ(f−n(A) ∩B) = µ([r;Br, . . . , Bs, X, . . . , X,Ap, . . . , Aq])

= µ([r;Br, . . . , Bs])µ([p;Ap, . . . , Aq]) = µ(A)µ(B)

para todo n > s− p. Seja A a álgebra gerada pelos cilindros: os seus elementos
são as uniões finitas disjuntas de cilindros. Segue do que acabamos de dizer que
µ(f−n(A) ∩ B) = µ(A)µ(B) para todo par de conjuntos A,B ∈ A e todo n
suficientemente grande. Como A gera a σ-álgebra dos conjuntos mensuráveis,
podemos usar o Lema 7.1.2 para concluir que o sistema é misturador, tal como
foi afirmado.

Exemplo 7.1.4. Seja g : S1 → S1 a transformação definida por g(x) = kx,
onde k ≥ 2 é um número inteiro, e seja m a medida de Lebesgue m no ćırculo.
O sistema (g,m) é equivalente a um deslocamento de Bernoulli, no seguinte
sentido. Considere X = {0, 1, . . . , k − 1} e seja f : M → M a aplicação deslo-
camento em M = XN. Considere a medida produto µ = νN em M , onde ν é a
probabilidade definida por ν(A) = #A/k para todo A ⊂ X . A aplicação

h : M → S1, h
(
(an)n

)
=

∞∑

n=1

an−1

kn

é uma bijeção, restrita a um subconjunto com medida total, e tanto ela quanto
a sua inversa são mensuráveis. Além disso, h∗µ = m e h ◦ f = g ◦ h em quase
todo ponto. Dizemos que h é uma equivalência ergódica entre (g,m) e (f, µ).
Por meio dela, propriedades podem ser traduzidas de um sistema para o outro.
Em particular, lembrando do Exemplo 7.1.3, obtemos que (g,m) é misturador:
dados quaisquer conjuntos mensuráveis A,B ⊂ S1,

m
(
g−n(A) ∩B

)
= µ

(
h−1(g−n(A) ∩B)

)
= µ

(
f−n(h−1(A)) ∩ h−1(B)

)

→ µ(h−1(A))µ(h−1(B)) = m(A)m(B) quando n→ ∞.

Exemplo 7.1.5. Para endomorfismos sobrejetivos do toro (Seção 4.2.5) as pro-
priedades de mistura e ergodicidade são equivalentes: o sistema (fA,m) é mis-
turador se, e somente se, nenhum autovalor da matriz A é raiz da unidade
(compare com o Teorema 4.2.14). Este fato está proposto no Exerćıcio 7.1.4
e um resultado ainda mais forte será proposto no Exerćıcio 8.4.2. Mais geral-
mente, um endomorfismo sobrejetivo de um grupo compacto é misturador para
a medida de Haar se, e somente se, ele é ergódico.De fato valem resultados bem
mais fortes, como comentaremos na Seção 9.5.3.

Vamos também discutir uma versão topológica da noção de sistema mistu-
rador. Para isso, suponha que o ambiente M é um espaço topológico. Uma
transformação f : M → M é dita topologicamente misturadora se dados quais-
quer abertos não-vazios U, V ⊂ M , existe n0 ∈ N tal que f−n(U) ∩ V é não
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vazio para todo n ≥ n0. Isto é parecido, mas estritamente mais forte do que
a hipótese do Lema 4.3.4: lá pedimos que f−n(U) intersecte V para algum n,
enquanto que agora queremos que isso aconteça para todo n suficientemente
grande.

Proposição 7.1.6. Se (f, µ) é misturadora então a restrição de f ao suporte
de µ é topologicamente misturadora.

Demonstração. Denote por X = supp(µ). Sejam A,B ⊂ X conjuntos aber-
tos. Temos que µ(A), µ(B) > 0, por definição de supp(µ). Assim, como µ é
misturadora, temos que existe n0 tal que n ≥ n0 vale que µ(f−n(A) ∩ B) >
µ(A)µ(B)/2 > 0. Em particular, µ(f−n(A) ∩B) 6= ∅, como queŕıamos demons-
trar.

Segue diretamente desta proposição que se f possui uma medida µ mistura-
dora positiva em abertos, então f é topologicamente misturadora. Por exemplo,
dado qualquer conjunto finito X = {1, . . . , d}, o deslocamento

f : XZ → XZ (ou f : XN → XN)

é topologicamente misturador. De fato, para qualquer probabilidade ν supor-
tada em todo o X , a medida de Bernoulli µ = νN (ou µ = νZ) é positiva
em abertos e misturadora, como vimos no Exemplo 7.1.3. Analogamente, pelo
Exemplo 7.1.4, toda transformação f : S1 → S1 da forma f(x) = kx com k ≥ 2
é topologicamente misturadora.

Exemplo 7.1.7. Translações num grupo metrizável G nunca são topologica-
mente misturadoras. De fato considere qualquer translação à esquerda Eg (o
caso de translações à direita é análogo). Podemos supor que g 6= e, pois caso
contrário é evidente que Eg não é topologicamente misturadora. Fixemos uma
distância d invariante pelas translações do grupo G (lembre do Lema 6.3.6) e
seja α = d(e, g−1). Considere U = V = bola de centro e e raio α/4. Todo
E−n
g (U) é uma bola de raio α/4. Suponha que E−n

g (U) intersecta V . Então
E−n
g (U) está contida na bola de raio 3α/4 e, portanto, E−n−1

g (U) está contida
na bola de raio 3α/4 em torno de g−1. Consequentemente, E−n−1

g (U) não in-
tersecta V . Como n é arbitrário, isto mostra que Eg não é topologicamente
misturadora.

7.1.2 Mistura fraca

Dizemos que o sistema (f, µ) é fracamente misturador, se dados quaisquer con-
juntos mensuráveis A,B ⊂M então:

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

|Cj(XA,XB)| = lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

|µ(f−j(A)∩B)−µ(A)µ(B)| = 0. (7.1.5)

É claro da definição que todo sistema misturador é também fracamente mistu-
rador. Por outro lado, todo sistema fracamente misturador é ergódico. De fato,
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se A ⊂M é conjunto invariante então

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

|Cj(XA,XAc)| = µ(A)µ(Ac)

e, portanto, a hipótese implica que µ(A) = 0 ou µ(Ac) = 0.

Exemplo 7.1.8. Translações em grupos compactos metrizáveis nunca são fra-
camente misturadoras, relativamente à medida de Haar µ (ou qualquer outra
medida invariante positiva em abertos). De fato, conforme observado no Exem-
plo 7.1.7, é sempre posśıvel escolher abertos U e V tais que f−n(U)∩ V é vazio
para um em cada dois valores consecutivos de n. Então,

lim inf
n

1

n

n−1∑

j=0

|µ(f−j(U) ∩ V ) − µ(U)µ(V )| ≥ 1

2
µ(U)µ(V ) > 0.

Desta forma obtemos diversos exemplos de sistemas ergódicos, e até unicamente
ergódicos, que não são fracamente misturadores.

Conforme veremos na Seção 7.3.2, a famı́lia dos intercâmbios de intervalos
contem diversos sistemas fracamente misturadores (e unicamente ergódicos) que
não são misturadores.

A demonstração do resultado a seguir é análoga à do Lemma 7.1.2 e fica a
cargo do leitor:

Lema 7.1.9. Suponha que limn n
−1
∑n−1
j=0 |µ(f−j(A)∩B)−µ(A)µ(B)| = 0 para

todo par de conjuntos A e B em alguma álgebra A geradora da σ-álgebra dos
conjuntos mensuráveis. Então (f, µ) é fracamente misturador.

Exemplo 7.1.10. Dado um sistema (f, µ), consideremos a transformação pro-
duto f2 : M × M → M × M dado por f2(x, y) = (f(x), f(y)). É fácil ver
que f2 preserva a medida produto µ2 = µ × µ. Se (f2, µ2) é ergódico então
(f, µ) é ergódico: basta notar que se A ⊂ M é conjunto invariante para f com
µ(A) ∈ (0, 1) então A×A é conjunto invariante para f2 com µ2(A×A) ∈ (0, 1).

A rećıproca não é verdadeira em geral, ou seja, (f2, µ2) pode não ser ergódico
mesmo que (f, µ) seja ergódico. Por exemplo, se f é uma rotação irracional
em S1 e d é uma distância invariante por rotações, então qualquer vizinhança
{(x, y) : d(x, y) < r} da diagonal é um conjunto invariante para f × f .

O próximo resultado mostra que este tipo de fenômeno não ocorre na cate-
goria dos sistemas fracamente misturadores:

Proposição 7.1.11. As seguintes condições são equivalentes:

(a) (f, µ) é fracamente misturador;

(b) (f2, µ2) é fracamente misturador;

(c) (f2, µ2) é ergódico.
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Demonstração. Para provar que (a) implica (b), considere quaisquer conjuntos
mensuráveis A,B,C,D ⊂M . Então:

∣∣µ2(f
−j
2 (A×B) ∩ (C ×D)) − µ2(A×B)µ2(C ×D)

∣∣

=
∣∣µ(f−j(A) ∩C)µ(f−j(B) ∩D) − µ(A)µ(B)µ(C)µ(D)

∣∣

≤
∣∣µ(f−j(A) ∩C) − µ(A)µ(C)

∣∣ +
∣∣µ(f−j(B) ∩D) − µ(B)µ(D)

∣∣.

Portanto, a hipótese (a) implica que

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

∣∣µ2(f
−j
2 (A×B) ∩ (C ×D)) − µ2(A×B)µ2(C ×D)

∣∣ = 0.

Segue que

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

∣∣µ2(f
−j
2 (X) ∩ Y ) − µ2(X)µ2(Y )

∣∣ = 0

para quaisquer X,Y na álgebra gerada pelos produtos E × F de subconjuntos
mensuráveis de M , ou seja, a álgebra das uniões finitas disjuntas de tais pro-
dutos. Como esta álgebra gera a σ-álgebra dos subconjuntos mensuráveis de
M ×M , podemos usar o Lema 7.1.9 para concluir que (f2, µ2) é fracamente
misturador.

É imediato que (b) implica (c). Para provar que (c) implica (a), observe que

n−1∑

j=0

[
µ(f−j(A) ∩B) − µ(A)µ(B)

]2

=

n−1∑

j=0

[
µ(f−j(A) ∩B)2 − 2µ(A)µ(B)µ(f−j(A) ∩B) + µ(A)µ(B)2

]

Pode ser reescrito como

n−1∑

j=0

[
µ2

(
f−j
2 (A×A) ∩ (B ×B)

)
− µ2(A×A)µ2(B ×B)

]

− 2µ(A)µ(B)
n−1∑

j=0

[
µ(f−j(A) ∩B) − µ(A)µ(B)

]
.

Como que (f2, µ2) é ergódico e, consequentemente, (f, µ) também é, conclúımos
que

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

[
µ(f−j(A) ∩B) − µ(A)µ(B)

]2
= 0

para quaisquer conjuntos mensuráveis A,B ⊂ M . Usando o Exerćıcio 7.1.2,
obtemos que (f, µ) é fracamente misturador.
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7.1.3 Caracterização espectral

Nesta seção discutiremos formulações equivalentes das noções de sistema mis-
turador e fracamente misturador, em termos do operador de Koopman.

Proposição 7.1.12. As seguintes condições são equivalentes:

(a) (f, µ) é misturador.

(b) Existem p, q ∈ [1,∞] com 1/p + 1/q = 1 tais que Cn(ϕ, ψ) → 0 para
quaisquer ϕ ∈ Lp(µ) e ψ ∈ Lq(µ).

(c) A condição do item (b) vale para ϕ em algum subconjunto denso de Lp(µ)
e ψ em algum subconjunto denso de Lq(µ).

Demonstração. A condição (a) é o caso particular de (b) para funções carac-
teŕısticas. Como as correlações (ϕ, ψ) 7→ Cn(ϕ, ψ) são funções bilineares, a
condição (a) implica que Cn(ϕ, ψ) → 0 para quaisquer funções simples ϕ e ψ.
Isto implica (c), uma vez que as funções simples formam um subconjunto denso
de Lr(µ), para qualquer r ≥ 1.

Para mostrar que (c) implica (b), comecemos por observar que as correlacões
Cn(ϕ, ψ) são funções equicont́ınuas de ϕ e ψ. De fato, dadas ϕ1, ϕ2 ∈ Lp(µ) e
ψ1, ψ2 ∈ Lq(µ), as desigualdade de Hölder (Teorema A.5.5) dá que

∣∣
∫

(ϕ1 ◦ fn)ψ1 dµ−
∫

(ϕ2 ◦ fn)ψ2 dµ
∣∣ ≤ ‖ϕ1 − ϕ2‖p ‖ψ1‖q + ‖ϕ2‖p ‖ψ1 − ψ2‖q.

Além disso,

∣∣
∫
ϕ1 dµ

∫
ψ1 dµ−

∫
ϕ2 dµ

∫
ψ2 dµ

∣∣ ≤ ‖ϕ1 − ϕ2‖1 ‖ψ1‖1 + ‖ϕ2‖1 ‖ψ1 − ψ2‖1.

Somando estas desigualdades, e notando que ‖ · ‖1 ≤ ‖ · ‖r para todo r ≥ 1,
obtemos que:
∣∣Cn(ϕ1, ψ1) − Cn(ϕ2, ψ2)

∣∣ ≤ 2‖ϕ1 − ϕ2‖p ‖ψ1‖q + 2‖ϕ2‖p ‖ψ1 − ψ2‖q (7.1.6)

para todo n ≥ 1. Então, dado ε > 0 e dados quaisquer ϕ ∈ Lp(µ) e ψ ∈ Lq(µ),
podemos tomar ϕ′ e ψ′ nos subconjuntos densos da mencionados na hipótese
tais que

‖ϕ− ϕ′‖p < ε e ‖ψ − ψ′‖q < ε.

Em particular, ‖ϕ′‖p < ‖ϕ‖p + ε e ‖ψ′‖q < ‖ψ‖q + ε. Então, (7.1.6) dá que

|Cn(ϕ, ψ)| ≤ |Cn(ϕ′, ψ′)| + 2ε(‖ϕ‖p + ‖ψ‖q + 2ε) para todo n.

Além disso, por hipótese, temos |Cn(ϕ′, ψ′)| < ε para todo n suficientemente
grande. Como ε é arbitrário, estas duas desigualdades implicam que Cn(ϕ, ψ)
converge para zero quando n→ ∞. Isto prova a propriedade (b).

O mesmo argumento prova a seguinte versão da Proposição 7.1.12 para a
propriedade de mistura fraca:
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Proposição 7.1.13. As seguintes condições são equivalentes:

(a) (f, µ) é fracamente misturador.

(b) Existem p, q ∈ [1,∞] com 1/p + 1/q = 1 tais que (1/n)
∑n
j=1 |Cj(ϕ, ψ)|

converge para 0 para quaisquer ϕ ∈ Lp(µ) e ψ ∈ Lq(µ).

(c) A condição do item (b) vale em algum subconjunto denso de Lp(µ) e algum
subconjunto denso de Lq(µ).

No caso p = q = 2, podemos expressar as correlações em termos do produto
interno · no espaço de Hilbert L2(µ):

Cn(ϕ, ψ) =
[
Unf ϕ− (ϕ · 1)

]
· ψ para todo ϕ, ψ ∈ L2(µ).

Portanto, a Proposição 7.1.12 dá que (f, µ) é misturador se, e somente se,

lim
n

[
Unf ϕ− (ϕ · 1)

]
· ψ = 0 para todo ϕ, ψ ∈ L2(µ) (7.1.7)

e a Proposição 7.1.13 dá que (f, µ) é fracamente misturador se, e somente se,

lim
n

1

n

n∑

j=1

∣∣[U jfϕ− (ϕ · 1)
]
· ψ
∣∣ = 0 para todo ϕ, ψ ∈ L2(µ). (7.1.8)

A condição (7.1.7) significa que Unf ϕ converge fracamente para ϕ · 1 =
∫
ϕdµ,

enquanto que (7.1.8) é uma versão Cesaro dessa afirmação. Compare as duas
condições com a caracterização da ergodicidade em (4.1.7).

Corolário 7.1.14. Seja f : M → M uma transformação misturadora para
uma probabilidade invariante µ. Seja ν uma probabilidade qualquer em M ,
absolutamente cont́ınua em relação a µ. Então fn∗ ν converge pontualmente para
µ, ou seja, ν(f−n(B)) → µ(B) para todo conjunto mensurável B ⊂M .

Demonstração. Considere ϕ = XB e ψ = dν/dµ. Note que ϕ ∈ L∞(µ) e
ψ ∈ L1(µ). Logo, pela Proposição 7.1.12,

∫
(XB ◦ fn)dν

dµ
dµ =

∫
(Unf ϕ)ψ dµ →

∫
ϕdµ

∫
ψ dµ =

∫
XB dµ

∫
dν

dµ
dµ.

A sequência do lado esquerdo coincide com
∫

(XB ◦fn) dν = ν(f−n(B)). O lado
direito é igual a µ(B)

∫
1 dν = µ(B).

7.1.4 Exerćıcios

7.1.1. Mostre que (f, µ) é misturador se, e somente se, µ(f−n(A)∩A) → µ(A)2

para todo conjunto mensurável A.
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7.1.2. Seja (an)n uma sequência limitada de números reais. Demonstre que
limn(1/n)

∑n
j=1 |aj | = 0 se, e somente se, existe E ⊂ N com densidade zero no

infinito (ou seja, satisfazendo limn(1/n)#(E ∩ {0, . . . , n − 1}) = 0) tal que a
restrição de (an)n ao complementar de E converge para zero quando n → ∞.
Deduza que

lim
n

1

n

n∑

j=1

|aj | = 0 ⇔ lim
n

1

n

n∑

j=1

(aj)
2 = 0.

7.1.3. Prove que se µ é fracamente misturadora para f então µ é fracamente
misturadora para todo iterado fk, k ≥ 1.

7.1.4. Mostre que se nenhum autovalor de A ∈ SL(d,R) é uma raiz da unidade
então o endomorfismo linear fA : Td → Td induzido por A é misturador, com
respeito à medida de Haar.

7.1.5. Seja f : M → M uma transformação mensurável num espaço métrico.
Verifique que uma probabilidade invariante µ é misturadora se, e somente se,
(fn∗ η)n converge para µ na topologia fraca∗ para toda probabilidade η absolu-
tamente cont́ınua com respeito a µ.

7.1.6 (Teorema de Von Neumman múltiplo). Mostre que se (f, µ) é fracamente
misturador então

1

N

N−1∑

n=0

(ϕ1 ◦ fn) · · · (ϕk ◦ fkn) →
∫
ϕ1 dµ · · ·

∫
ϕk dµ em L2(µ),

para quaisquer funções mensuráveis limitadas ϕ1, . . . , ϕk.

7.2 Deslocamentos de Markov

Nesta seção introduzimos uma importante classe de sistemas, que generaliza
a classe de deslocamentos de Bernoulli. Como vimos anteriormente, desloca-
mentos de Bernoulli modelam sequências de experimentos idênticos em que o
resultado de cada experimento é independente dos demais. Na definição dos
deslocamentos de Markov abandonamos essa condição de independência, mas
supomos que cada resultado depende apenas do resultado imediatamente ante-
rior. Mais geralmente, deslocamentos de Markov podem ser usados para modelar
processos, ditos com memória finita, isto é, tais que existe k ≥ 1 tal que cada
resultado depende apenas dos k resultados imediatamente anteriores. A este
respeito, veja o Exerćıcio 7.2.4.

Para definir um deslocamento de Markov, consideremos um espaço men-
surável (X,A) e seja Σ = XN (ou Σ = XZ) o espaço das sequências em X ,
munido da σ-álgebra produto. Consideraremos o deslocamento

σ : Σ → Σ, σ
(
(xn)n

)
= (xn+1)n.

Suponha que é dada uma famı́lia {P (x, ·) : x ∈ X} de probabilidades em X ,
chamadas probabilidades de transição, dependendo mensuravelmente do ponto
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x. Heuristicamente, dado um conjunto mensurável E ⊂ X , o número P (x,E)
representa a probabilidade de xn+1 ∈ E sabendo que xn = x. Uma proba-
bilidade p em X é chamada medida estacionária, relativamente à famı́lia de
probabilidades de transição, se ela satisfaz
∫
P (x,E) dp(x) = p(E), para todo conjunto mensurável E ⊂ X. (7.2.1)

Heuristicamente, isto significa que, relativamente a p, a probabilidade do evento
xn+1 ∈ E é igual à probabilidade do evento xn ∈ E.

Fixe uma medida estacionária p qualquer (supondo que exista) e então defina

µ
(
[m;Am, . . . , An]

)
=

=

∫

Am

dp(xm)

∫

Am+1

dP (xm, xm+1) · · ·
∫

An

dP (xn−1, xn)
(7.2.2)

para todo cilindro [m;Am, . . . , An] de Σ. Pode mostrar-se que esta função se
estende a uma probabilidade na σ-álgebra gerado pelos cilindros (confira o Exer-
ćıcio 7.2.1). Esta probabilidade é invariante pelo deslocamento σ, uma vez que
o lado direito de (7.2.2) não depende de m. Toda probabilidade µ obtida desta
forma é chamada medida de Markov ; além disso, o sistema (σ, µ) é chamado
deslocamento de Markov.

Exemplo 7.2.1. (Medida de Bernoulli) Suponha que P (x, ·) não depende de x,
ou seja, existe uma probabilidade ν em X tal que P (x, ·) = ν para todo x ∈ X .
Então ∫

P (x,E) dp(x) =

∫
ν(E) dp(x) = ν(E)

para toda probabilidade p e todo conjunto mensurável E ⊂ X . Portanto, existe
exatamente uma medida estacionária, a saber p = ν. A definição (7.2.2) dá

µ
(
[m;Am, . . . , An]

)
=

∫

Am

dν(xm)

∫

Am+1

dν(xm+1) · · ·
∫

An

dν(xn)

= ν(Am)ν(Am+1) · · · ν(An).

Exemplo 7.2.2. Suponha que o conjunto X é finito, digamos X = {1, . . . , d}
para algum d ≥ 2. Qualquer famı́lia de probabilidades de transição P (x, ·) em
X fica completamente caracterizada pelos valores

Pi,j = P (i, {j}), 1 ≤ i, j ≤ d. (7.2.3)

Além disso, uma medida p em X fica completamente caracterizada pelos valores
pi = p({i}), 1 ≤ i ≤ d. Com esta notação, a definição (7.2.1) traduz-se por

d∑

i=1

piPi,j = pj, para todo 1 ≤ j ≤ d. (7.2.4)

Além disso, a medida de Markov µ fica dada por

µ
(
[m; am, . . . , an]

)
= pamPam,am+1 · · ·Pan−1,an . (7.2.5)
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Na sequência iremos nos restringir a deslocamentos de Markov finitos, ou
seja, ao contexto do Exemplo 7.2.2. Consideramos o conjunto X munido da
topologia discreta e da respectiva σ-álgebra de Borel. Observe que a matriz

P = (Pi,j)1≤i,j≤d

definida por (7.2.3) satisfaz as seguintes condições:

(i) Pi,j ≥ 0 para todo 1 ≤ i ≤ j;

(ii)
∑d

j=1 Pi,j = 1 para todo 1 ≤ i ≤ d.

Dizemos que P é uma matriz estocástica. Reciprocamente, qualquer matriz
satisfazendo (i) e (ii) define uma famı́lia de probabilidades de transição no con-
junto X . Observe também que, denotando p = (p1, . . . , pd), a relação (7.2.4)
corresponde a

P ∗p = p, (7.2.6)

onde P ∗ representa a transposta da matriz P . Em outras palavras, as medidas
estacionárias correspondem precisamente aos autovetores da matriz transposta
para o autovalor 1. O seguinte resultado clássico permite mostrar que tais
autovalores sempre existem:

Teorema 7.2.3 (Perron-Fröbenius). Seja A uma matriz d × d com entradas
não-negativas. Então existe λ ≥ 0 e existe algum vetor v 6= 0 com entradas
não-negativas tal que Av = λv e λ ≥ |γ| para todo autovalor γ de A.

Se A admite alguma potência cujas entradas são positivas então λ > 0 e
existe algum autovetor v com entradas postivas. De fato, λ > |γ| para qualquer
outro autovalor γ de A. Além disso, o autovalor λ tem multiplicidade 1 e é o
único autovalor de A que admite algum autovetor com entradas não-negativas.

Uma demonstração do teorema de Perron-Fröbenius pode ser encontrada no
livro de Meyers [Mey00], por exemplo. Aplicando este teorema à matriz A = P ∗,
conclúımos que existem λ ≥ 0 e p 6= 0 com pi ≥ 0 para todo i, tais que

d∑

i=1

piPi,j = λpj , para todo 1 ≤ j ≤ d.

Somando sobre i = 1, . . . , d obtemos que

d∑

j=1

d∑

i=1

piPi,j = λ

d∑

j=1

pj.

Usando a propriedade (ii) da matriz estocástica, o lado esquerdo desta igualdade
pode ser escrito como

d∑

i=1

pi

d∑

j=1

Pi,j =
d∑

i=1

pi.



7.2. DESLOCAMENTOS DE MARKOV 195

Comparando as duas últimas igualdades, e lembrando que a soma das entradas
de p é um número postivo, conclúımos que λ = 1. Isto prova a nossa afirmação
de que sempre existem vetores p 6= 0 satisfazendo (7.2.6).

Quando Pn tem entradas positivas para algum n ≥ 1, segue do Teorema 7.2.3
que o autovetor é único, a menos de produto por um escalar, e pode ser escolhido
com entradas positivas.

Exemplo 7.2.4. Em geral, p não é único e também pode não existir nenhum
autovalor com entradas positivas. Por exemplo, considere:

P =




1 − a a 0 0 0
b 1 − b 0 0 0
0 0 1 − c c 0
0 0 d 1 − d 0
e 0 0 0 1 − e




onde a, b, c, d, e ∈ (0, 1). Um vetor p = (p1, p2, p3, p4, p5) satisfaz P ∗p = p se,
e somente se, ap1 = bp2 e cp3 = dp4 e p5 = 0. Portanto, o autoespaço tem
dimensão 2 e nenhum autovetor tem entradas positivas.

Por outro lado, suponha que p é tal que pi = 0 para algum i e seja µ a
respectiva medida de Markov. Seja Σi = (X \{i})N (ou Σi = (X \{i})Z). Então
µ(Σi) = 1, uma vez que µ([n; i]) = pi = 0 para todo n. Isto significa que pode-
mos eliminar o śımbolo i, obtendo um sistema equivalente ao original. Portanto,
a menos de remover um certo número de śımbolos supérfluos do conjunto X ,
sempre podemos considerar que o autovetor p tem entradas positivas.

Denotemos por ΣP o conjunto de todas as sequências (xn)n ∈ Σ que satis-
fazem

Pxn,xn+1 > 0 para todo n, (7.2.7)

ou seja, tais que todas as transições são “permitidas” por P . É claro da definição
que ΣP é invariante pelo deslocamento σ. As transformações σ : ΣP → ΣP cons-
trúıdas desta forma são chamadas deslocamentos de tipo finito e serão estudadas
em mais detalhe na Seção 10.2.2.

Lema 7.2.5. O conjunto ΣP é fechado em Σ e, dada qualquer solução p de
P ∗p = p com entradas positivas, o suporte da respectiva medida de Markov µ
coincide com ΣP .

Demonstração. Seja xk = (xkn)n, k ∈ N uma sequência qualquer em ΣP e
suponha que ela converge em Σ para algum x = (xn)n. pela definição da
topologia em Σ, isto quer dizer que para todo n existe kn ≥ 1 tal que xkn = xn
para todo k ≥ kn. Então, dado qualquer n, tomando k ≥ max{kn, kn+1}
conclúımos que Pxn,xn+1 = Pxk

n,x
k
n+1

> 0. Isto mostra que x ∈ ΣP .

Para provar a segunda parte do lema, lembre que os cilindros [m;xm, . . . , xn]
formam uma base de vizinhanças de qualquer x = (xn)n em Σ. Se x ∈ ΣP então

µ([m;xm, . . . , xn]) = pxmPxm,xm+1 · · ·Pxn−1,xn > 0
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para todo cilindro e, portanto, x ∈ suppµ. Se x /∈ ΣP então existe n tal que
Pxn,xn+1 = 0. Nesse caso, µ([n;xn, xn+1]) = 0 e, portanto, x /∈ suppµ.

Exemplo 7.2.6. Na situação do Exemplo 7.2.4 há três possibilidades para o
suporte de uma medida de Markov. Se p = (p1, p2, 0, 0, 0) com p1, p2 > 0 então
podemos eliminar os śımbolos 3, 4, 5. Todas as sequências nos śımbolos 1, 2 são
admisśıveis. Logo suppµ = {1, 2}N. Analogamente, se p = (0, 0, p3, p4, 0) com
p3, p4 > 0 então suppµ = {3, 4}N. Nos demais casos, p = (p1, p2, p3, p4, 0) com
p1, p2, p3, p4 > 0. Eliminando o śımbolo 5, temos que o conjunto das sequências
admisśıveis é

ΣP = {1, 2}N ∪ {3, 4}N.

Ambos os conjuntos nesta união têm medida positiva. Portanto, neste caso
o deslocamento de Markov (σ, µ) não é ergódico. Mas segue da teoria que
apresentaremos na próxima seção que nos dois primeiros casos o sistema (σ, µ)
é ergódico.

No próximo lema colecionamos algumas propriedades simples de matrizes
estocásticas que serão úteis a seguir:

Lema 7.2.7. Seja P uma matriz estocástica e seja p = (p1, . . . , pd) uma solução
de P ∗p = p. Para cada n ≥ 0, denote por Pni,j, 1 ≤ i, j ≤ d as entradas da matriz
Pn. Então:

(a)
∑d

j=1 P
n
i,j = 1 para todo 1 ≤ i ≤ d e todo n ≥ 1;

(b)
∑d

i=1 piP
n
i,j = pj para todo 1 ≤ j ≤ d e todo n ≥ 1;

(c) o hiperplano H = {(h1, . . . , hd) : h1 + · · · + hd = 0} é invariante por P ∗.

Demonstração. A condição (ii) na definição de matriz estocástica pode ser es-
crita como Pu = u, onde u = (1, . . . , 1). Então Pnu = u para todo n ≥ 1. Isto
é apenas outra maneira de escrever o item (a). Analogamente, P ∗p = p implica
que (P ∗)np = p para todo n ≥ 1, o que é outra maneira de escrever o item (b).
Observe que H é o complemento ortogonal do vetor u. Como u é invariante por
P , segue que H é invariante pela matriz transposta P ∗.

7.2.1 Ergodicidade

Nesta seção sempre suporemos que p = (p1, . . . , pd) é uma solução de P ∗p = p
com pi > 0 para todo i, normalizada de tal forma que

∑
i pi = 1. Seja µ

a respectiva medida de Markov. Queremos entender que condições a matriz
estocástica P deve satisfazer para que (σ, µ) seja ergódico.

Dizemos que a matriz estocástica P é irredut́ıvel se para todo 1 ≤ i, j ≤ d
existe n ≥ 0 tal que Pni,j > 0. Em outras palavras, P é irredut́ıvel se for posśıvel
passar de qualquer resultado i a qualquer resultado j num certo número n de
passos (que depende de i e j).

Teorema 7.2.8. O deslocamento de Markov (σ, µ) é ergódico se, e somente se,
a matriz P é irredut́ıvel.



7.2. DESLOCAMENTOS DE MARKOV 197

O restante da presente seção é dedicado à prova deste teorema. Começamos
por provar a seguinte estimativa útil:

Lema 7.2.9. Sejam A = [m; am, . . . , aq] e B = [r; br, . . . , bs] cilindros de Σ com
r > q. Então:

µ(A ∩B) = µ(A)µ(B)
P r−qaq ,br

pbr

.

Demonstração. Podemos escrever A ∩B como uma união disjunta

A ∩B =
⋃

x

[m; am, . . . , aq, xn+1, . . . , xr−1, br, . . . , bs],

sobre todos os x = (xn+1, . . . , xr−1) ∈ Xr−n−1. Então,

µ(A ∩B) =
∑

x

pamPam,am+1 · · ·Paq−1,aqPaq,xn+1 . . . Pxr−1,brPbr ,br+1 · · ·Pbs−1,bs

= µ(A)
∑

x

Paq,xn+1 . . . Pxr−1,br

1

pbr

µ(B).

A soma nesta última expressão é igual a P r−qaq ,br
. Portanto,

µ(A ∩B) = µ(A)µ(B)P r−qaq ,br
/pbr ,

tal como afirmado.

Lema 7.2.10. Uma matriz estocástica P é irredut́ıvel se, e somente se,

lim
n

1

n

n−1∑

l=0

P li,j = pj para todo 1 ≤ i, j ≤ d. (7.2.8)

Demonstração. Suponha que vale (7.2.8). Lembre que pj > 0 para todo j.
Então, dados quaisquer 1 ≤ i, j ≤ d, tem-se P li,j > 0 para infinitos valores de l.
Em particular, P é irredut́ıvel.

Para provar a rećıproca, considere A = [0; i] e B = [1; j]. Pelo Lema 7.2.9:

1

n

n−1∑

l=0

µ(A ∩ σ−l(B)) =
1

pj
µ(A)µ(B)

1

n

n−1∑

l=0

P li,j .

De acordo com o Exerćıcio 4.1.2, o lado esquerdo desta igualdade converge
quando n→ ∞. Portanto,

Qi,j = lim
n

1

n

n−1∑

l=0

P li,j

existe para todo 1 ≤ i, j ≤ d. Considere a matriz Q = (Qi,j)i,j , ou seja,

Q = lim
n

1

n

n−1∑

l=0

P l. (7.2.9)



198 CAPÍTULO 7. CORRELAÇÕES

Usando o Lema 7.2.7(b) e passando ao limite quando n→ ∞, obtemos que

d∑

i=1

piQi,j = pj para todo 1 ≤ j ≤ d. (7.2.10)

Observe também que, dado qualquer k ≥ 1,

P kQ = lim
n

1

n

n−1∑

l=0

P k+l = lim
n

1

n

n−1∑

l=0

P l = Q. (7.2.11)

Segue que Qi,j não depende de i. De fato, suponha que existem r e s tais que
Qr,j < Qs,j . Claro que podemos escolher s de modo que o lado direito desta
desigualdade tenha o valor máximo posśıvel. Como P é irredut́ıvel, existe k tal
que P ks,r > 0. Logo, usando (7.2.11) seguido do Lema 7.2.7(a),

Qs,j =
d∑

i=1

P ks,iQi,j < (
d∑

i=1

P ks,i)Qs,j = Qs,j ,

o que é uma contradição. Portanto Qi,j não depende de i. Seja Qj = Qi,j para
qualquer i. A propriedade (7.2.10) dá que

pj =

d∑

i=1

Qi,jpi = Qj(

d∑

i=1

pi) = Qj ,

para todo j. Isto termina a prova do lema.

Demonstração do Teorema 7.2.8. Suponhamos que µ é ergódica. Seja A = [0; i]
e B = [1; j]. Pela Proposição 4.1.4,

lim
n

1

n

n−1∑

l=0

µ(A ∩ σ−l(B)) = µ(A)µ(B) = pipj . (7.2.12)

Por outro lado, pelo Lema 7.2.9, temos que µ(A∩σ−l(B)) = piP
l
i,j . Substituindo

em (7.2.12) e cancelando pi em ambos os lados,

lim
n

1

n

n−1∑

l=0

P li,j = pj.

Note que j é arbitrário. Portanto, pelo Lema 7.2.10, isto prova que P é irre-
dut́ıvel.

Agora suponhamos que a matriz P é irredut́ıvel. Queremos concluir que µ
é ergódica. De acordo com o Corolário 4.1.5, basta provar que

lim
n

1

n

n−1∑

l=0

µ(A ∩ σ−l(B)) = µ(A)µ(B) (7.2.13)



7.2. DESLOCAMENTOS DE MARKOV 199

para quaisquerA e B na álgebra gerada pelos cilindros. Como os elementos desta
álgebra são as uniões finitas disjuntas de cilindros, é suficiente considerar o caso
em que A e B são cilindros, digamos A = [m; am, . . . , aq] e B = [r; br, . . . , bs].
Observe também que a validade de (7.2.13) não muda se substituirmos B por
alguma pré-imagem σ−j(B). Portanto, não é restrição supormos que r > q.
Então, pelo Lema 7.2.9,

1

n

n−1∑

l=0

µ(A ∩ σ−l(B)) = µ(A)µ(B)
1

pbr

1

n

n−1∑

l=0

P r−q+laq ,br

para todo n. Pelo Lema 7.2.10,

lim
n

1

n

n−1∑

l=0

P r−q+laq,br
= lim

n

1

n

n−1∑

l=0

P laq ,br
= pbr .

Isto prova a propriedade (7.2.13) para os cilindros A e B.

7.2.2 Mistura

Nesta seção caracterizamos os deslocamentos de Markov misturadores, em ter-
mos da respectiva matriz estocástica P . Continuamos supondo que p é uma
solução normalizada de P ∗p = p com entradas positivas e que µ é a respectiva
medida de Markov.

Dizemos que a matriz estocástica P é aperiódica se existe n ≥ 1 tal que Pni,j >
0 para todo 1 ≤ i, j ≤ d. Em outras palavras, P é aperiódica se tem alguma
potência Pn com entradas positivas. A relação entre as noções de aperiodicidade
e irreducibilidade é analisada no Exerćıcio 7.2.6.

Teorema 7.2.11. O deslocamento de Markov (σ, µ) é misturador se, e somente
se, a matriz P é aperiódica.

Para a demonstração do Teorema 7.2.11 precisamos do seguinte fato:

Lema 7.2.12. Uma matriz estocástica P é aperiódica se, e somente se,

lim
l
P li,j = pj para todo 1 ≤ i, j ≤ d. (7.2.14)

Demonstração. Como pj > 0 para todo j, por hipótese, é claro que (7.2.14)
implica que P li,j > 0 para todo i, j e todo l suficientemente grande.

Agora suponha que P é aperiódica. Então podemos aplicar o teorema de
Perron-Frobenius (Teorema 7.2.3) à matriz A = P ∗. Como p é autovetor de A
com entradas positivas, obtemos que λ = 1 e todos os demais autovalores de A
são menores que 1 em valor absoluto. Pelo Lema 7.2.7(c), o hiperplano H dos
vetores (h1, . . . , hd) tais que h1 + · · · + hd = 0 é invariante por A. É claro que
H é transversal à direção de p. Então a decomposição

Rd = Rp⊕H (7.2.15)
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é invariante por A e a restrição de A ao hiperplano H é uma contração, no
sentido de que o seu raio espectral é menor que 1. Segue deste fato que a
sequência (Al)l converge para a projeção na primeira coordenada de (7.2.15),
ou seja, para a matriz B caracterizada por Bp = p e Bh = 0 para todo h ∈ H .
Em outras palavras, (P l)l converge para B∗. Observe que

Bi,j = pi para todo 1 ≤ i, j ≤ d.

Portanto, limn P
l
i,j = Bj,i = pj para todo i, j.

Demonstração do Teorema 7.2.11. Suponhamos que a medida µ é misturadora.
Seja A = [0; i] e B = [1; j]. Pelo Lema 7.2.9, temos que µ(A ∩ σ−l(B)) = piP

l
i,j

para todo l. Portanto,

pi lim
l
P li,j = lim

l
µ(A ∩ σ−l(B)) = µ(A)µ(B) = pipj .

Cancelando pi em ambos os lados, obtemos que liml P
l
i,j = pj . De acordo com

o Lema 7.2.12, isto prova que P é aperiódica.
Agora suponhamos que a matriz P é aperiódica. Queremos concluir que µ

é misturadora. De acordo com o Lema 7.1.2, basta provar que

lim
l
µ(A ∩ σ−l(B)) = µ(A)µ(B) (7.2.16)

para quaisquer A e B na álgebra gerada pelos cilindros. Uma vez que os elemen-
tos desta álgebra são as uniões finitas disjuntas de cilindros, bastar tratar o caso
em que A e B são cilindros, digamos A = [m; am, . . . , aq] e B = [r; br, . . . , bs].
Pelo Lema 7.2.9,

µ(A ∩ σ−l(B)) = µ(A)µ(B)
1

pbr

P r−q+laq,br

para todo l > q − r. Então, usando o Lema 7.2.12,

lim
l
µ(A ∩ σ−l(B)) = µ(A)µ(B)

1

pbr

lim
l
P r−q+laq,br

= µ(A)µ(B)
1

pbr

lim
l
P laq,br

= µ(A)µ(B)

Isto prova a propriedade (7.2.16) para os cilindros A e B.

Exemplo 7.2.13. No Exemplo 7.2.4 obtivemos diversos tipos de medidas de
Markov, dependendo da escolha do autovetor p. No primeiro, p = (p1, p2, 0, 0, 0)
e a medida µ está suportada em {1, 2}N. Uma vez removidos os śımbolos
supérfluos 3, 4, 5, a matriz estocástica se reduz a

P =

(
1 − a a
b 1 − b

)
.
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Como esta matriz é irredut́ıvel, a medida de Markov µ é misturadora. O segundo
tipo é inteiramente análogo. No terceiro caso p = (p1, p2, p3, p4, 0) e, removido
o śımbolo supérfluo 5, a matriz estocástica se reduz a

P =




1 − a a 0 0
b 1 − b 0 0
0 0 1 − c c
0 0 d 1 − d


 .

Esta matriz não é irredut́ıvel e, portanto, as medidas de Markov que se obtêm
neste caso não são ergódicas (lembre também do Exemplo 7.2.6).

Exemplo 7.2.14. Não é dif́ıcil dar exemplos de matrizes irredut́ıveis que não
são aperiódicas:

P =




0 1/2 0 1/2
1/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2

1/2 0 1/2 0


 .

De fato, vemos que Pni,j > 0 se, e somente se, n tem a mesma paridade que i− j.
Note que

P 2 =




1/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2

1/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2


 .

O Exerćıcio 7.2.6 mostra que toda matriz irredut́ıvel tem uma forma deste tipo.

7.2.3 Exerćıcios

7.2.1. Seja X = {1, . . . , d}, seja P = (Pi,j)i,j uma matriz estocástica e seja
p = (pi)i um vetor tal que P ∗p = p. Mostre que a definição

µ
(
[m; am, . . . , an]

)
= pamPam,am+1 · · ·Pan−1,an

se estende a uma medida na σ-álgebra boreliana de Σ = XN (ou Σ = XZ),
invariante pelo deslocamento σ : Σ → Σ.

7.2.2. Prove que um deslocamento de Markov fracamente misturador é, de fato,
misturador.

7.2.3. Seja µ uma medida de Markov para um deslocamento σ : XZ → XZ,
com X = {1, . . . , d}. Isso garante que µ também é uma medida de Markov para
a inversa σ−1 : Σ → Σ?

7.2.4. Seja X um conjunto finito e Σ = XZ (ou Σ = XN). Seja µ uma proba-
bilidade em Σ, invariante pelo deslocamento σ : Σ → Σ. Dado k ≥ 0, dizemos
que µ tem memória k se

µ([m− l; am−l, . . . , am−1, am])

µ([m− l; am−l, . . . , am−1])
=
µ([m− k; am−k, . . . , am−1, am])

µ([m− k; am−k, . . . , am−1])
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para todo l ≥ k, todo m e todo (an)n ∈ Σ (por convenção, a igualdade vale
sempre que um dos denominadores for zero). Verifique que as medidas com
memória zero são as medidas de Bernoulli e as medidas com memória um são as
medidas de Markov. Mostre que toda medida com memória k ≥ 2 é equivalente
a uma medida de Markov no espaço Σ̃ = X̃Z (ou Σ̃ = X̃N), onde X̃ = Xk.

7.2.5. O objetivo é mostrar que o conjunto das medidas com memória finita é
denso no espaço M1(σ) das medidas invariantes pelo deslocamento σ : Σ → Σ.
Dada qualquer medida invariante µ e dado k ≥ 1, considere a função µk definida
no conjunto de todos os cilindros por

• µk = µ para cilindros com comprimento menor ou igual a k;

• para todo l ≥ k, todo m e todo (an)n ∈ Σ,

µk([m− l; am−l, . . . , am−1, am])

µk([m− l; am−l, . . . , am−1])
=
µ([m− k; am−k, . . . , am−1, am])

µ([m− k; am−k, . . . , am−1])

Mostre que µk se estende a uma medida de probabilidade na σ-álgebra de Borel
de Σ, invariante pelo deslocamento e com memória k. Mostre também que
limk µk = µ na topologia fraca∗.

7.2.6. Seja P uma matriz estocástica irredut́ıvel. O objetivo é mostrar que
existem κ ≥ 1 e uma partição de X em κ subconjuntos, tais que a restrição de
P κ a cada um destes subconjuntos é aperiódica. Para isso:

(1) Para cada i ∈ X , defina R(i) = {n ≥ 1 : Pni,i > 0}. Mostre que R(i) é
fechado por adição: se n1, n2 ∈ R(i) então n1 + n2 ∈ R(i).

(2) Seja R ⊂ N um conjunto fechado por adição e seja κ ≥ 1 o máximo
divisor comum dos seus elementos. Mostre que existe m ≥ 1 tal que
R ∩ [m,∞) = κN ∩ [m,∞).

(3) Mostre que o máximo divisor comum κ dos elementos de R(i) não depende
de i ∈ X e que P é aperiódica se, e somente se, κ = 1.

(4) Suponha que κ ≥ 2. Encontre uma partição {Xr : 0 ≤ r < κ} de X tal
que a restrição de P κ a cada Xr é aperiódica.

7.3 Intercâmbios de intervalos

Por definição, um intercâmbio de intervalos é uma bijeção do intervalo [0, 1) com
um número finito de descontinuidades e cuja restrição a cada subintervalo de
continuidade é uma translação. Veja na Figura 7.1 um exemplo com 4 subinter-
valos de continuidade. Para fixar ideias, sempre suporemos que a transformação
é cont́ınua à direita, ou seja, que os subintervalos de continuidade são fechados
à esquerda e abertos à direita.

Como consequência direta da definição, todo intercâmbio de intervalo preser-
va a medida de Lebesgue em [0, 1). Estas transformações exibem uma dinâmica
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Figura 7.1: Intercâmbio de intervalos

muito rica e têm conexões importantes com diversos outros sistemas, tais como
os bilhares em mesas poligonais, os fluxos conservativos em superf́ıcies e os fluxos
de Teichmüller. Por exemplo, a construção que esboçamos a seguir mostra que
os intercâmbios de intervalos aparecem naturalmente como transformações de
Poincaré de campos de vetores conservativos em superf́ıcies.

Exemplo 7.3.1. Seja S uma superf́ıcie orientável e seja ω uma forma de área
em S, ou seja, uma 2-forma diferencial que nunca se anula. Podemos associar a
todo campo de vetores X uma 1-forma diferencial β, definida por

βx(v) = ωx(X(x), v) para cada vetor v ∈ TxS.

Observe que X e β têm os mesmos zeros e que nos demais pontos o núcleo
de β coincide a direção do campo de vetores. A 1-forma β permite definir um
“comprimento transversal” de curvas c : [a, b] → S, da seguinte forma:

ℓ(c) =

∫

c

β =

∫ b

a

βc(t)(ċ(t)) dt.

Note que as trajetórias do fluxo têm comprimento transversal nulo mas para
curvas transversais ao fluxo, ℓ é equivalente à medida de Lebesgue na curva.
Pode mostrar-se que a 1-forma β é fechada se, e somente se, X preserva área
(veja o Exerćıcio 7.3.1). Então, usando o teorema de Green, as transformações
de Poincaré do fluxo preservam o comprimento transversal. Com uma hipótese
adicional sobre os zeros de X , a transformação f : Σ → Σ de primeiro retorno
a uma seção transversal qualquer está definida e é cont́ınua exceto num número
finito de pontos da seção Σ. Então, parametrizando Σ pelo comprimento trans-
versal de arco, f é um intercâmbio de intervalos.

Cada intercâmbio de intervalos fica determinado por dois ingredientes. O
primeiro deles, de natureza combinatória, diz respeito ao número de subinterva-
los de continuidade e à ordem destes subintervalos e de suas imagens dentro do
intervalo [0, 1). Isso pode ser informado da seguinte forma: atribúımos a cada
subintervalo um rótulo (uma letra, por exemplo), atribúımos à sua imagem o
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mesmo rótulo e listamos esses rótulos em duas linhas horizontais, na ordem
respectiva. Por exemplo, no caso da Figura 7.1, obtemos

π =

(
T C A G
G A C T

)
.

Note que a escolha dos rótulos é arbitrária. Denotamos por A, e chamamos de
alfabeto, o conjunto dos rótulos escolhidos.

O segundo ingrediente, de natureza métrica, diz respeito aos comprimentos
dos subintervalos. Ele pode ser informado por meio de um vetor de coordenadas
positivas, indexadas pelos rótulos escolhidos e que determinam o comprimento
do intervalo respectivo (e também da sua imagem). No caso da Figura 7.1 este
vetor de comprimentos tem a forma

λ = (λT , λC , λA, λG).

A soma das coordenadas do vetor de comprimentos é sempre igual a 1.
Então, o intercâmbio de intervalos f : [0, 1) → [0, 1) associada a cada par

(π, λ) fica definida do seguinte modo. Para cada rótulo α ∈ A, represente
por Iα o respectivo subintervalo e defina wα = v1 − v0, onde v0 é a soma
dos comprimentos λβ correspondentes aos rótulos β à esquerda de α na linha
superior de π e v1 é a soma dos comprimentos λγ correspondentes aos rótulos
γ à esquerda de α na linha inferior de π. Então

f(x) = x+ wα para todo x ∈ Iα.

O vetor w = (wα)α∈A é chamado vetor de translações. Observe que, para cada
π fixado, o vetor de translações é uma função linear do vetor de comprimentos
λ = (λα)α∈A.

A B

f(B)

f(A)

Figura 7.2: Rotação vista como intercâmbio de dois intervalos

Exemplo 7.3.2. O caso mais simples de intercâmbio de intervalos ocorre quan-
do temos apenas dois subintervalos de continuidade. Veja a Figura 7.2. Esco-
lhendo o alfabeto A = {A,B}, temos

π =

(
A B
B A

)
e f(x) =

{
x+ λB para x ∈ IA
x− λA = x+ λB − 1 para x ∈ IB.
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Esta transformação corresponde precisamente à rotação RλA , se identificarmos
[0, 1) com o ćırculo S1 do modo natural. Neste sentido, os intercâmbios de
intervalos são uma generalização das rotações do ćırculo.

7.3.1 Minimalidade e ergodicidade

Como vimos anteriormente, uma rotação Rθ do ćırculo é minimal se, e somente
se, θ é irracional. Além disso, nesse caso Rθ também é unicamente ergódica.
Dado que quase todo número é irracional, isto significa que minimalidade e
unicidade ergódica são t́ıpicas na famı́lia das rotações. Nesta seção vamos dis-
cutir como estes fatos se estendem ao contexto mais amplo dos intercâmbios de
intervalos.

Começamos por uma observação que não tem análogo no caso das rotações.
Dizemos que uma combinatória π é redut́ıvel se existe alguma posição tal que
os rótulos à esquerda dessa posição nas duas linhas de π são exatamente os
mesmos. Por exemplo,

π =

(
B X O L F D
X O B F D L

)

é redut́ıvel, pois os rótulos à esquerda da quarta posição são os mesmos nas duas
linhas: B, O e X . Como consequência, qualquer que seja o vetor de compri-
mentos λ, o intercâmbio de intervalos f definido por (π, λ) deixa o subintervalo
IB ∪ IO ∪ IX invariante. Em particular, f não pode ser minimal e nem sequer
transitivo. No que segue sempre suporemos que a combinatória π é irredut́ıvel.

Uma conjectura natural é que o intercâmbio de intervalos seja minimal sem-
pre que o vetor de comprimentos λ = (λα)α∈A é racionalmente independente,
ou seja, se ∑

α∈A

nαλα 6= 0

para todo vetor (nα)α∈A não nulo com coordenadas inteiras. Isto é verdade
mas, de fato, a hipótese de independência racional é demasiado forte: vamos
apresentar uma condição um pouco mais geral que ainda implica minimalidade.

Denotemos por ∂Iα o extremo inferior de cada subintervalo Iα. Dizemos que
um par (π, λ) satisfaz a condição de Keane se as trajetórias destes pontos são
disjuntas:

fm(∂Iα) 6= ∂Iβ para todo m ≥ 1 e quaisquer α, β ∈ A com ∂Iβ 6= 0 (7.3.1)

(note que sempre existem ᾱ e β̄ tais que f(∂Iᾱ) = 0 = ∂Iβ̄). Deixamos a
demonstração do seguinte lema ao cuidado do leitor (Exerćıcio 7.3.2).

Lema 7.3.3. (1) Se (π, λ) satisfaz a condição de Keane então π é irredut́ıvel.

(2) Se π é irredut́ıvel e λ é racionalmente independente então (π, λ) satisfaz
a condição de Keane.
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Como o subconjunto dos vetores racionalmente independentes tem medida
de Lebesgue total, obtemos que a condição de Keane é satisfeita para quase
todo vetor de comprimentos λ, sempre que π é irredut́ıvel.

Exemplo 7.3.4. No caso de dois subintervalos (lembre o Exemplo 7.3.2), o
intercâmbio de intervalos tem a forma fm(x) = x + mλB módulo números
inteiros. Então, a condição de Keane significa que

mλB 6= λA + n e λA +mλB 6= λA + n

para todo m ∈ N e todo n ∈ Z. É claro que isto acontece se, e somente se, o
vetor (λA, λB) é racionalmente independente.

Exemplo 7.3.5. Para intercâmbios de 3 ou mais intervalos a condição de Keane
é estritamente mais fraca do que a independência racional do vetor de compri-
mentos. Considere, por exemplo,

π =

(
A B C
C A B

)
.

Então fm(x) = x + mλC módulo números inteiros e, portanto, a condição de
Keane significa que os números

{mλC , λA +mλC , λA + λB +mλC} é disjunto de {λA + n, λA + λB + n}
para todo m ∈ N e n ∈ Z. De modo equivalente,

pλC /∈ {q, λA + q} para todo p ∈ Z e q ∈ Z.

Isto pode valer mesmo quando (λA, λB, λC) é racionalmente dependente.

O seguinte resultado foi obtido por Michael Keane [Kea75]:

Teorema 7.3.6 (Keane). Se (π, λ) satisfaz a condição de Keane então o in-
tercâmbio de intervalos f é minimal.

Exemplo 7.3.7. A condição de Keane não é necessária para a minimalidade.
Por exemplo, considere o intercâmbio de intervalos definido por (π, λ), onde

π =

(
A B C D
D C B A

)

λA = λC , λB = λD e λA/λB = λC/λD é irracional. Então (π, λ) não satisfaz a
condição de Keane e, no entanto, f é minimal.

Conforme observamos anteriormente, toda rotação minimal é também uni-
camente ergódica. Isto ainda é válido para intercâmbios de 3 intervalos, mas
não no caso geral. De fato, Keane deu um exemplo de um intercâmbio de 4
intervalos onde π é irredut́ıvel, λ é racionalmente independente e, no entanto,
f tem duas probabilidades ergódicas.

Keane conjecturou que, assim mesmo, deveria ser verdade que quase todo
intercâmbio de intervalos é unicamente ergódico. Um resultado fundamental,
obtido independentemente por Howard Masur [Mas82] e William Veech [Vee82],
prova que esta conjectura é verdadeira:
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Teorema 7.3.8 (Masur, Veech). Suponha que π é irredut́ıvel. Então, para
Lebesgue quase todo vetor de comprimentos λ, o intercâmbio de intervalos defi-
nido por (π, λ) é unicamente ergódico.

Um pouco antes, Michael Keane and Gérard Rauzy [KR80] haviam provado
que unicidade ergódica vale para um conjunto residual (segunda categoria de
Baire) de vetores de comprimento sempre que a combinatória é irredut́ıvel.

7.3.2 Mistura

Os intercâmbios de intervalos fornecem muitos exemplos de sistemas unicamente
ergódicos e fracamente misturadores que não são (fortemente) misturadores.

De fato, como acabamos de comentar, pelo teorema de Masur-Veech (Teo-
rema 7.3.8) quase todo intercâmbio de intervalos é unicamente ergódico. Outro
teorema profundo, devido a Artur Avila e Giovanni Forni [AF07], afirma que,
se excetuarmos as rotações (mais precisamente: os intercâmbios de intervalos
com uma única descontinuidade), quase todo o intercâmbio de intervalos é fra-
camente misturador. A versão topológica deste fato havia sido provada por
Arnaldo Nogueira e Donald Rudolph [NR97].

Por outro lado, um resultado de Anatole Katok [Kat80] que discutiremos a
seguir afirma que intercâmbios de intervalo nunca são misturadores:

Teorema 7.3.9. Seja f : [0, 1) → [0, 1) um intercâmbio de intervalos e seja µ
uma probabilidade invariante. Então (f, µ) não é misturador.

Demonstração. É claro que podemos supor que µ é ergódica, pois caso contrário
a conclusão é óbvia. Se µ tem algum átomo então ela está suportada numa
órbita periódica e, portanto, não é misturadora. Logo, podemos supor que µ é
não atômica. Denote por m a medida de Lebesgue no intervalo e considere a
aplicação

h : [0, 1) → [0, 1), h(x) = µ([0, x]).

Então h é um homeomorfismo tal que h∗µ = m. Consequentemente, a aplicação
g = h ◦ f ◦ h−1 : [0, 1) → [0, 1) tem um número finito de pontos de desconti-
nuidade e preserva a medida de Lebesgue. Em particular, a restrição de g a
cada intervalo de continuidade é uma translação. Portanto, g também é um in-
tercâmbio de intervalos. É claro que (f, µ) é misturador se, e somente se, (g,m)
é misturador. Portanto, para provar o Teorema 7.3.9 não é restrição supor que
µ é a medida de Lebesgue m. Faremos isso de ora em diante.

Nosso objetivo é achar um conjunto mensurável X tal que m(X ∩ f−n(X))
não converge para m(X)2 quando n→ ∞. Seja d = #A.

Lema 7.3.10. Todo intervalo J = [a, b) contido em algum Iβ admite uma
partição {J1, . . . , Js} em não mais que d+2 subintervalos da forma Ji = [ai, bi)
e admite números naturais t1, . . . , ts ≥ 1 tais que

(a) fn(Ji) ∩ J = ∅ para todo 0 < n < ti e 1 ≤ i ≤ s;

(b) f ti | Ji é uma translação para todo 1 ≤ i ≤ s;



208 CAPÍTULO 7. CORRELAÇÕES

(c) {f t1(J1), . . . , f
ts(Js)} é uma partição de J ;

(d) os intervalos fn(Ji), 1 ≤ i ≤ s, 0 ≤ n < ti são disjuntos dois-a-dois;

(e)
⋃∞
n=0 f

n(J) =
⋃s
i=1

⋃ti−1
n=0 f

n(Ji).

Demonstração. Seja B o conjunto formado pelos pontos extremos a, b de J
juntamente com os pontos ∂Iα, α ∈ A excetuada a origem. Então #B ≤ d+ 1.
Seja BJ ⊂ J o conjunto dos pontos x ∈ J para os quais existe m ≥ 1 tal que
fm(x) ∈ B e fn(x) /∈ J para todo 0 < n < m. O fato de que f é injetiva,
juntamente com a definição de m, implica que a aplicação

BJ → B, x 7→ fm(x)

é injetiva. Em particular, #BJ ≤ #B. Considere a partição de J em subinter-
valos Ji = [ai, bi) com extremos ai, bi no conjunto BJ ∪ {a, b}. Esta partição
tem no máximo d+ 2 elementos. Pelo teorema de recorrência de Poincaré, para
cada i existe ti ≥ 1 tal que f ti(Ji) intersecta J . Tome ti mı́nimo com esta
propriedade. O item (a) do lema é uma consequência imediata. Pela definição
de BJ , a restrição de f ti ao itervalo Ji é uma translação, tal como afirmado no
item (b), e a sua imagem está contida em J . Além disso, as imagens f ti(Ji),
1 ≤ i ≤ s são disjuntas duas-a-duas, uma vez que f é injetiva e os ti são os
tempos de primeiro retorno a J . Em particular,

s∑

i=1

m(f ti(Ji)) =

s∑

i=1

m(Ji) = m(J)

e portanto ∪si=1f
ti(Ji) = J . Isto prova o item (c). O item (d) também segue

diretamente do fato de que f é injetiva e os ti são os tempos de primeiro retorno
a J . Finalmente, o item (e) é uma consequência direta do item (c).

Considere um intervalo J qualquer contido em algum Iβ . Por ergodicidade, o
conjunto invariante ∪∞

n=0f
n(J) tem medida total. Pelo item (e) do Lema 7.3.10,

este conjunto é uma união finita de intervalos fechados à esquerda e abertos à
direita. Portanto,

∞⋃

n=0

fn(J) =

s⋃

i=1

ti−1⋃

n=0

fn(Ji) = I

Logo, pelo item (d) do lema, a famı́lia PJ = {fn(Ji) : 1 ≤ i ≤ s e 0 ≤ n < ti} é
uma partição de I.

Lema 7.3.11. Dados δ > 0 e N ≥ 1 podemos escolher o intervalo J de tal
forma que diamPJ < δ e ti ≥ N para todo i.

Demonstração. É claro que diam fn(Ji) = diamJi ≤ diamJ para todo i e todo
n. Logo, diamPJ < δ desde que escolhamos J com diâmetro menor que δ. Para
obter a segunda propriedade no enunciado, tome qualquer ponto x ∈ I tal que
fn(x) 6= ∂Iα para todo 0 ≤ n < N e todo α ∈ A. Afirmamos que fn(x) 6= x
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para todo 0 < n < N . Caso contrário, como fn é uma translação na vizinhança
de x, teŕıamos fn(y) = y para todo ponto y nessa vizinhança, contradizendo a
hipótese de que (f,m) é ergódica. Isto prova a nossa afirmação. Agora basta
tomar J = [x, x + ε) com ε < min0<n<N d(x, f

n(x)) para garantir que ti ≥ N
para todo i.

Lema 7.3.12. Para cada 1 ≤ i ≤ s existe si ≤ d + 2 e existem números
naturais {ti,1, . . . , ti,si} tais que ti,j ≥ ti e, dado qualquer conjunto A na álgebra
AJ gerada por PJ , existe ti,j tal que

m(A ∩ f−ti,j (A)) ≥ 1

(d+ 2)2
m(A). (7.3.2)

Demonstração. Aplicando o Lema 7.3.10 a cada um dos intervalos Ji, 1 ≤ i ≤ s
obtemos si ≤ d+ 2, uma partição {Ji,j : 1 ≤ j ≤ si} do intervalo Ji e números
naturais ti,j tais que cada ti,j é o tempo de primeiro retorno dos pontos de Ji,j
a Ji. É claro que ti,j ≥ ti, já que ti é o tempo de primeiro retorno de qualquer
ponto de Ji ao intervalo J . O fato de que Ji,j ⊂ f−ti,j (Ji) implica que

fn(Ji) =

si⋃

j=1

fn(Ji,j) ⊂
si⋃

j=1

f−ti,j (fn(Ji)) para todo n ≥ 0.

Como a álgebra AJ está formada pelas uniões disjuntas finitas dos intervalos
fn(Ji), 0 ≤ n < ti, segue que

A ⊂
s⋃

i=1

si⋃

j=1

f−ti,j (A) para todo A ∈ AJ .

Em particular, m(A) ≤∑s
i=1

∑si

j=1m(A∩f−ti,j (A)). Lembrando que s ≤ d+2
e si ≤ d+ 2 para todo i, isto implica (7.3.2).

Estamos prontos para concluir a prova do Teorema 7.3.9. Para isso, fixemos
um conjunto mensurável X ⊂ [0, 1) com

0 < m(X) <
1

4(d+ 2)2
.

Pelo Lema 7.3.11, dado qualquer N ≥ 1 podemos encontrar um intervalo J ⊂
[0, 1) tal que todos os tempos de retorno ti ≥ N e existe algum A ∈ AJ tal que

m(X∆A) <
1

4
m(X)2. (7.3.3)

Aplicando o Lema 7.3.12, obtemos que existe ti,j ≥ ti ≥ N tal que:

m(X ∩ f−tij (X)) ≥ m(A ∩ f−tij (A)) − 2m(X∆A)

≥ 1

(d+ 2)2
m(A) − 1

2
m(X)2.
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A relação (7.3.3) implica que m(A) ≥ (3/4)m(X). Portanto,

m(X ∩ f−tij(X)) ≥ 3

4

1

(d+ 2)2
m(X) − 1

2
m(X)2

≥ 3m(X)2 − 1

2
m(X)2 ≥ 2m(X)2

Isto prova que lim supnm(X∩f−n(X)) ≥ 2m(X)2 e, portanto, o sistema (f,m)
não é misturador.

7.3.3 Exerćıcios

7.3.1. Seja ω uma forma de área numa superf́ıcie. Seja X um campo de
vetores diferenciável em S e seja β a 1-forma diferencial definida em S por
βx = ωx(X(x), ·). Mostre que β é fechada se, e somente se, X preserva área.

7.3.2. Prove o Lema 7.3.3.

7.3.3. Mostre que se (π, λ) satisfaz a condição de Keane então f não tem pontos
periódicos. [Observação: Este é um passo na demonstração do Teorema 7.3.6.]

7.3.4. Seja f : [0, 1) → [0, 1) uma transformação de intercâmbio de intervalos
irredut́ıvel e seja a ∈ (0, 1) o maior dos pontos de descontinuidade de f ou
f−1. A renormalização de Rauzy-Veech R(f) : [0, 1) → [0, 1) é definida por
R(f)(x) = g(ax)/a, onde g é a transformação de primeiro retorno de f ao
intervalo [0, a). Verifique que R(f) é transformação de intercâmbio de intervalos,
com o mesmo número de subintervalos de descontinuidade que f , ou menor. Se
f é descrita pelos dados (π, λ), como podemos descrever R(f)?

7.3.5. Dado d ≥ 2 e dada uma bijeção σ : N → N sem pontos periódicos,
considere a transformação f : [0, 1] → [0, 1] tal que cada f(x) é obtido per-
mutando os d́ıgitos da expansão de x na base d, conforme determinado por
σ. Mais precisamente, se x =

∑∞
n=1 and

−n com an ∈ {0, . . . , d − 1} então
f(x) =

∑∞
n=1 aσ(n)d

−n. Mostre que f preserva a medida de Lebesgue m no
intervalo e que (f,m) é misturador.

7.4 Decaimento de correlações

Nesta seção discutimos a velocidade de decaimento das sequências de correlações
Cn(ϕ, ψ), num sistema misturador. Relacionado com o fato de que estamos li-
dando com sistemas determińısticos, não seria realista esperar estimativas inte-
ressantes que valham para funções arbitrárias. Mas, como veremos, tais estima-
tivas existem em muitos casos importantes, se restringirmos ϕ, ψ a subconjuntos
adequados de funções. Dado que as correlações (ϕ, ψ) 7→ Cn(ϕ, ψ) são funções
bilineares, é natural considerar subconjuntos que são subespaços vetoriais.

Dizemos que (f, µ) tem decaimento exponencial de correlações num dado
espaço vetorial V se existe λ < 1 e para todo ϕ, ψ ∈ V existe A(ϕ, ψ) > 0 tal
que

|Cn(ϕ, ψ)| ≤ A(ϕ, ψ)λn para todo n ≥ 1. (7.4.1)
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Temos noções similares em que a exponencial λn é substitúıda por qualquer
outra sequência convergindo para zero.

Para ilustrar a teoria vamos analisar a questão do decaimento de correlações
no contexto dos deslocamentos de Markov unilaterais. Isso nos permitirá intro-
duzir diversas ideias que serão úteis posteriormente em situações mais gerais.

Seja f : M → M o deslocamento em M = XN, onde X = {1, . . . , d} é
um conjunto finito. Seja P = (Pi,j)i,j uma matriz estocástica aperiódica e seja
p = (pi)i o autovetor positivo de P ∗, normalizado por p1 + · · ·+ pd = 1. Seja µ
a medida de Markov definida em M por (7.2.2).

Considere L = G−1P ∗G, onde G é a matriz diagonal cujas entradas são
p1, . . . , pd. As entradas de L são dadas por:

Li,j =
pj
pi
Pj,i para cada 1 ≤ i, j ≤ d.

Lembre que denotamos u = (1, . . . , 1) e H = {(h1, . . . , hd) : h1 + · · · + hd = 0}.
Seja

V = {(v1, . . . , vd) : p1v1 + · · · + pdvd = 0}.
Então G(u) = p e G(V ) = H . Lembrando (7.2.15), segue que a decomposição

Rd = Ru⊕ V (7.4.2)

é invariante por L e todos os autovalores da restrição de L a V são menores que
1 em valor absoluto. Dizemos que o opeador L tem lacuna espectral : o maior
autovalor é simples e o restante do espectro está contido num disco fechado com
raio estritamente menor.

Chamamos operador de transferência à aplicação linear L que a cada função
ψ : M → R associa a função Lψ : M → R definida por

Lψ(x1, . . . , xn, . . . , ) =

d∑

x0=1

Lx1,x0ψ(x0, x1, . . . , xn, . . . ). (7.4.3)

Este operador é dual do operador de Koopman Uf , no seguinte sentido:

∫
ϕ(Lψ) dµ =

∫
(Ufϕ)ψ dµ (7.4.4)

para quaisquer funções mensuráveis limitadas ϕ, ψ. Para provar este fato basta
considerar o caso em que ϕ e ψ são funções localmente constantes, isto é, funções
que dependem apenas de um número finito de coordenadas. Isto é porque toda
função mensurável limitada é limite uniforme de alguma sequência de funções
localmente constantes. Então, considere funções ϕ e ψ que dependem apenas
das primeiras n coordenadas. Pela definição da medida de Markov,

∫
ϕ(Lψ) dµ =

∑

a1,...,an

pa1Pa1,a2 · · ·Pan−1,anϕ(a1, . . . , an)Lψ(a1, . . . , an).
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Usando a definição do operador de transferência, o lado direito desta expressão
é igual a

∑

a0,a1,...,an

pa0Pa0,a1Pa1,a2 · · ·Pan−1,anϕ(a1, . . . , an)ψ(a0, a1, . . . , an).

Observe que ϕ(a1, . . . , an) = Ufϕ(a0, a1, . . . , an). Portanto, usando mais uma
vez a definição da medida de Markov, esta útima expressão é igual a

∫
(Ufϕ)ψ dµ.

Isto prova a propriedade de dualidade (7.4.4).
Como consequência, podemos escrever a sequência de correlações em termos

dos iterados do operador de transferência:

Cn(ϕ, ψ) =

∫
(Unf ϕ)ψ −

∫
ϕdµ

∫
ψ dµ =

∫
ϕ
(
Lnψ −

∫
ψ dµ

)
dµ. (7.4.5)

A propriedade Lu = u significa que
∑

j Li,j = 1 para todo j. Isto tem a seguinte
consequência útil:

sup |Lψ| ≤ sup |ψ| para todo ψ. (7.4.6)

Tomando ϕ ≡ 1 em (7.4.4) obtemos o seguinte caso particular, que também será
útil a seguir: ∫

Lψ dµ =

∫
ψ dµ para todo ψ. (7.4.7)

Agora denotemos por E0 o conjunto das funções ψ que dependem apenas da
primeira coordenada. A aplicação ψ 7→ (ψ(1), . . . , ψ(d)) é um isomorfismo entre
E0 e o espaço euclideano Rd. Além disso, a definição

Lψ(x1) =

d∑

x0=1

Lx1,x0ψ(x0)

mostra que a restrição do operador de transferência a E0 corresponde preci-
samente ao operador L : Rd → Rd. Note ainda que o hiperplano V ⊂ Rd

corresponde ao subconjunto dos ψ ∈ E0 tais que
∫
ψ dµ = 0. Considere em E0 a

norma definida por ‖ψ‖0 = sup |ψ|.
Fixe qualquer número λ entre 1 e o raio espectral de L restrito a V . Toda

função ψ ∈ E0 pode ser escrita:

ψ = c+ v com c =

∫
ψ dµ ∈ Ru e v = ψ −

∫
ψ dµ ∈ V.

Então a propriedade de lacuna espectral implica que existe B > 1 tal que

sup
∣∣Lnψ −

∫
ψ dµ

∣∣ ≤ B‖ψ‖0λ
n para todo n ≥ 1. (7.4.8)

Usando (7.4.5), segue que

|Cn(ϕ, ψ)| ≤ B‖ϕ‖0‖ψ‖0λ
n para todo n ≥ 1.
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Desta forma, provamos que o deslocamento de Markov tem decaimento expo-
nencial de correlações em E0.

Com um pouco mais de esforço, é posśıvel melhorar este resultado, esten-
dendo a conclusão a um espaço muito maior de funções. Considere em M a
distância definida por

d
(
(xn)n, (yn)n

)
= 2−N(x,y) onde N(x, y) = min{n ≥ 0 : xn 6= yn}.

Fixe θ > 0 qualquer e denote por E o conjunto das funções ϕ que são θ-Hölder,
isto é, tais que

Kθ(ϕ) = sup
{ |ϕ(x) − ϕ(y)|

d(x, y)θ
: x 6= y

}
é finito.

É claro que E contém todas as funções localmente constantes. Afirmamos:

Teorema 7.4.1. O deslocamento de Markov (f, µ) tem decaimento exponencial
de correlações no espaço E das funções θ-Hölder, qualquer que seja θ > 0.

Observe que L(E) ⊂ E . A função ‖ψ‖ = sup |ψ| + Kθ(ψ) é uma norma
completa em E (Exerćıcio 7.4.1) e o operador linear L : E → E é cont́ınuo
relativamente a esta norma. Um modo de provar o teorema é mostrando que
este operador tem lacuna espectral, com decomposição invariante

E = Ru⊕ {ψ ∈ E :

∫
ψ dµ = 0}.

Feito isso, exatamente o mesmo argumento que utilizamos anteriormente para
E0 prova o decaimento exponencial de correlações em E . Não apresentaremos os
detalhes aqui (mas voltaremos a este tema, num contexo muito mais geral, ao
final da Seção 12.3). Em vez disso, vamos dar uma prova direta de que (7.4.8)
pode ser estendida ao espaço E .

Dado ψ ∈ E e dado x = (x1, . . . , xn, . . . ) ∈M , temos

Lkψ(x) =

d∑

a1,...,ak=1

Lx1,ak
· · ·La2,a1ψ(a1, . . . , ak, x1, . . . , xn, . . . )

para todo k ≥ 1. Então, dado y = (y1, . . . , yn, . . . ) com x1 = y1 = j,

|Lkψ(x) − Lkψ(y)| ≤
d∑

a1,...,ak=1

Lj,ak
· · ·La2,a1Kθ(ψ)2−kθd(x, y)θ.

Usando a propriedade
∑d
i=1 Lj,i = 1, conclúımos que

|Lkψ(x) − Lkψ(y)| ≤ Kθ(ψ)2−kθd(x, y)θ ≤ Kθ(ψ)2−kθ. (7.4.9)

Dada qualquer função ϕ, denotamos por πϕ a função que depende apenas da
primeira coordenada e coincide com a média de ϕ em cada cilindro [0; i]:

πϕ(i) =
1

pi

∫

[0;i]

ϕdµ.
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É claro que sup |πϕ| ≤ sup |ϕ| e
∫
πϕdµ =

∫
ϕdµ. A desigualdade (7.4.9)

implica que

sup |Lkψ − π(Lkψ)| ≤ Kθ(ψ)2−kθ para todo k ≥ 1.

Então, usando a propriedade (7.4.6),

sup |Lk+lψ − Llπ(Lkψ)| ≤ Kθ(ψ)2−kθ para todo k, l ≥ 1. (7.4.10)

Além disso, as propriedades (7.4.6) e (7.4.7) implicam que

sup |π(Lkψ)| ≤ sup |ψ| e

∫
π(Lkψ) dµ =

∫
ψ dµ.

Portanto a propriedade (7.4.8) dá que

sup
∣∣Llπ(Lkψ) −

∫
ψ dµ

∣∣ ≤ B sup |ψ|λl para todo l ≥ 1. (7.4.11)

Somando (7.4.10) e (7.4.11), obtemos que

sup
∣∣Lk+lψ −

∫
ψ dµ

∣∣ ≤ Kθ(ψ)2−kθ +B sup |ψ|λl para todo k, l ≥ 1.

Fixe σ < 1 tal que σ2 ≥ max{2−θ, λ}. Então a desigualdade anterior dá

sup
∣∣Lnψ −

∫
ψ dµ

∣∣ ≤ B‖ψ‖σn−1 para todo n. (7.4.12)

Agora o Teorema 7.4.1 segue do mesmo argumento que usamos anteriormente
para E0, com (7.4.12) no lugar de (7.4.8).

7.4.1 Exerćıcios

7.4.1. Mostre que ‖ϕ‖ = sup |ϕ|+Kθ(ϕ) define uma norma completa no espaço
E das funções θ-Hölder e o operador de transferência L é cont́ınuo relativamente
a esta norma.

7.4.2. Seja f : M → M um difeomorfismo local numa variedade compacta M
e seja d ≥ 2 o seu grau. Suponha que existe σ > 1 tal que ‖Df(x)v‖ ≥ σ‖v‖
para todo x ∈ M e todo vector v tangente a M no ponto x. Fixe θ > 0 e seja
E o espaço das funções θ-Hölder ϕ : M → R. Para cada ϕ ∈ E , defina

Lϕ : M → R, Lϕ(y) =
1

d

∑

x∈f−1(y)

ϕ(x).

(1) Mostre que supLϕ ≤ supϕ e inf Lϕ ≥ inf ϕ e Kθ(Lϕ) ≤ σ−θKθ(ϕ) para
toda ϕ ∈ E .

(2) Conclua que L : E → E é um operador linear cont́ınuo (relativamente à
norma definida no Exerćıcio 7.4.1) com ‖L‖ = 1.
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(3) Mostre que, para toda ϕ ∈ E, a sequência (Lnϕ)n converge para uma
constante νϕ ∈ R quando n→ ∞. Mais ainda, existe C > 0 tal que

‖Lnϕ− νϕ‖ ≤ Cσ−nθ‖ϕ‖ para todo n e todo ϕ ∈ E .

(4) Conclua que o operador L : E → E tem a propriedade da lacuna espectral.

(5) Mostre que a aplicação ϕ 7→ νϕ se estende a uma medida de probabilidade
boreliana em M (lembre do Teorema A.3.12).
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Caṕıtulo 8

Sistemas Equivalentes

Neste caṕıtulo discutimos o problema da isomorfismo em Teoria Ergódica: quan-
do é que dois sistemas (f, µ) e (g, ν) devem ser considerados o “mesmo” e como
decidir, para sistemas dados, se eles estão nessas condições?

A noção fundamental é chamada equivalência ergódica: dois sistemas são
ergodicamente equivalentes se, restritas a subconjuntos com medida total, as
respectivas transformações são conjugadas por uma aplicação invert́ıvel que pre-
serva as medidas invariantes. Tal aplicação permite traduzir as propriedades de
qualquer dos sistemas para o outro sistema.

Embora esta seja uma noção natural de isomorfismo no contexto da Teoria
Ergódica, ela não é fácil de manejar. Em geral, dados dois sistemas equivalentes,
a única forma de provar esse fato é exibindo a equivalência de forma mais ou
menos expĺıcita. Por outro lado, o modo mais usual de mostrar que dois sistemas
não são equivalentes é encontrando alguma propriedade que está presente num
deles mas não no outro.

Neste contexto, é muito útil considerar uma noção mais fraca, chamada de
equivalência espectral : dois sistemas são espectralmente equivalentes se os seus
operadores de Koopman são conjugados por algum operador unitário. Dois
sistemas ergodicamente equivalentes são, necessariamente, espectralmente equi-
valentes, mas a rećıproca não é verdadeira.

A ideia de equivalência espectral conduz a uma famı́lia rica de invariantes,
ligados ao espectro do operador de Koopman, que precisam ser iguais nos dois
sistemas para que eles possam ser equivalentes e que, portanto, podem ser usados
para excluir essa possibilidade. Outros invariantes, de natureza não espectral,
têm igualmente um papel fundamental. O mais importante de todos, a entropia,
será tratado no Caṕıtulo 9.

As noções de equivalência ergódica e equivalência espectral, e as relações
entre elas, serão estudadas nas Seções 8.1 e 8.2, respectivamente. Nas Seções 8.3
e 8.4 estudaremos duas classes de sistemas com caracteŕısticas dinâmicas opos-
tas: as transformações com espectro discreto, que incluem as translações er-
gódicas em grupos abelianos compactos, e as transformações com espectro de
Lebesgue, que têm os deslocamentos de Bernoulli como principal exemplo.

217
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Estas duas classes de sistemas, bem como outras que introduzimos anterior-
mente (sistemas ergódicos, fortemente misturadores, fracamente misturadores)
são invariantes de equivalência espectral e, portanto, também de equivalência
ergódica. Finalmente, na Seção 8.5 discutiremos uma terceira noção de equi-
valência, que chamamos isomorfismo ergódico, especialmente no contexto dos
espaços de Lebesgue.

8.1 Equivalência ergódica

Sejam µ e ν probabilidades invariantes por transformações f : M → M e
g : N → N , respectivamente. Dizemos que os sistemas (f, µ) e (g, ν) são
ergodicamente equivalentes se podemos escolher conjuntos mensuráveis X ⊂M
e Y ⊂ N com µ(M\X) = 0 e ν(N\Y ) = 0, e uma bijeção mensurável φ : X → Y
com inversa mensurável, de tal forma que

φ∗µ = ν e φ ◦ f = g ◦ φ.

Deixamos a cargo do leitor verificar que esta é, de fato, uma relação de equiva-
lência, ou seja, uma relação reflexiva, simétrica e transitiva.

Observe também que os conjuntos X e Y na definição podem ser escolhidos
invariantes por f e g, respectivamente. De fato, considere X0 = ∩+∞

n=0f
−n(X).

É claro da definição que X0 ⊂ X e f(X0) ⊂ X0. Como µ(X) = 1 e a interseção
é enumerável, temos que µ(X0) = 1. Analogamente, Y0 = ∩+∞

n=0g
−n(Y ) é sub-

conjunto mensurável de Y tal que ν(Y0) = 1 e g(Y0) ⊂ Y0. Além disso, por
construção, Y0 = φ(X0). Portanto, a restrição de φ a X0 ainda é uma bijeção
sobre Y0.

Exemplo 8.1.1. Considere f : [0, 1] → [0, 1] definida por f(x) = 10x − [10x].
Como vimos anteriormente (Seção 1.3.1) esta transformação preserva a medida
de Lebesgue m em [0, 1]. Escrevendo um número x ∈ [0, 1] em sua expansão de-
cimal x = 0, a0a1a2 . . . , a transformação f corresponde simplesmente a deslocar
os d́ıgitos de x uma unidade para a esquerda. Isso nos motiva a considerar:

φ : {0, 1, . . . , 9}N → [0, 1], φ
(
(an)n

)
=

∞∑

n=0

an
10n+1

= 0, a0a1a2 . . . .

É claro que φ é sobrejetiva. Por outro lado, ela não é injetiva, uma vez
que certos números reais possuem mais que uma expansão decimal: por exem-
plo, 0, 1000000 · · · = 0, 099999 . . . . De fato, isso acontece somente se o número
admite uma expansão decimal finita, ou seja, tal que todos os d́ıgitos a par-
tir de certa ordem são nulos. Esses números formam um conjunto enumerável
e, portanto, são irrelevantes do ponto de vista da medida de Lebesgue. Mais
precisamente, consideremos o conjunto X ⊂ {0, 1, . . . , 9}N das sequências com
um número infinito de śımbolos diferentes de zero e o conjunto Y ⊂ [0, 1] dos
números cuja expansão decimal é infinita (logo, única). Então a restrição de φ
a X é uma bijeção sobre Y .



8.1. EQUIVALÊNCIA ERGÓDICA 219

É fácil verificar que tanto φ quanto a sua inversa são mensuráveis: use o
fato de que a imagem da interseção de X com cada cilindro [0; a0, . . . , am−1]
é a interseção de Y com um intervalo de comprimento 10−m. Esta observação
também mostra que φ∗m = ν, onde ν representa a medida de Bernoulli em
{0, 1, . . . , 9}N que dá igual peso a todos os d́ıgitos. Além disso, se denotarmos
por σ o deslocamento em {0, 1, . . . , 9}N, temos que

φ ◦ σ
(
(an)n

)
= 0, a1a2 . . . an · · · = f ◦ φ

(
(an)n

)

para todo (an)n ∈ X . Isto prova que (f,m) é ergodicamente equivalente ao
deslocamento de Bernoulli (σ, ν).

Suponha que (f, µ) e (g, ν) são ergodicamente equivalentes. Um conjunto
mensurável A ⊂ M é invariante para f : M → M se, e somente se, φ(A) é
invariante para g : N → N . Além disso, ν(φ(A)) = µ(A). Portanto, (f, µ)
é ergódico se, e somente se, (g, ν) é ergódico. As conclusões correspondentes
para as propriedades de mistura e mistura fraca são igualmente fáceis de obter.
De fato, praticamente todas as propriedades que estudamos neste curso são
invariantes de equivalência ergódica, isto é, se elas valem para um sistema então
também valem para qualquer outro que seja ergodicamente equivalente a esse.
Uma exceção é a unicidade ergódica, que tem uma natureza diferente, já que é
uma propriedade apenas da transformação.

Isto também quer dizer que essas propriedades podem ser utilizadas para
tentar distinguir sistemas que não sejam ergodicamente equivalentes. Ainda
assim, essa é usualmente uma tarefa dif́ıcil. Por exemplo, nada do que vimos
até agora permitir responder à seguinte questão: os deslocamentos

σ : {1, 2}Z → {1, 2}Z e ζ : {1, 2, 3}Z → {1, 2, 3}Z, (8.1.1)

munidos das medidas de Bernoulli que dão pesos iguais a todos os śımbolos,
são ergodicamente equivalentes? É fácil ver que σ e ζ não são topologicamente
conjugadas (por exemplo: ζ tem três pontos fixos, enquanto que σ tem apenas
dois) mas a existência de uma equivalência ergódica é uma questão muito mais
delicada. De fato, este tipo de pergunta motiva a maior parte do conteúdo do
presente caṕıtulo e acabará conduzindo à noção de entropia, que estudaremos
no Caṕıtulo 9.

Exemplo 8.1.2. Seja σ : M → M o deslocamento em M = XN e seja µ = νN

uma medida de Bernoulli. Seja σ̂ : M̂ → M̂ a extensão natural de σ e seja µ̂ o
levantamento de µ̂ (Seção 2.4.2). Além disso, seja σ̃ : M̃ → M̃ o deslocamento
em M̃ = XZ e seja µ̃ = νZ a medida de Bernoulli correspondente. Então, (σ̂, µ̂)
é ergodicamente equivalente a (σ̃, µ̃). A equivalência pode ser constrúıda da
seguinte forma.

Por definição, M̂ é o espaço das pré-órbitas de σ, ou seja, das sequências
x̂ = (. . . , x−n, . . . , x0) em M tais que σ(x−j) = x−j+1 para todo j ≥ 1. Além
disso, cada x−j é uma sequência (x−j,i)i∈N em X . Então, a relação anterior
quer dizer que

x−j,i+1 = x−j+1,i para todo i, j ∈ N. (8.1.2)
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Considere a aplicação φ : M̂ → M̃ , x̂ 7→ x̃ dada por

x̃n = x0,n = x−1,n+1 = · · · e x̃−n = x−n,0 = x−n−1,1 = · · · .

Deixamos ao cuidado do leitor verificar que φ é realmente uma equivalência
ergódica entre a extensão natural (σ̂, µ̂) e o deslocamento bilateral (σ̃, µ̃).

8.1.1 Exerćıcios

8.1.1. Seja f : [0, 1] → [0, 1] a transformação definida por f(x) = 2x−[2x] e seja
m a medida de Lebesgue em [0, 1]. Exiba uma transformação g : [0, 1] → [0, 1] e
uma probabilidade ν invariante por g, tais que (g, ν) é ergodicamente equivalente
a (f, µ) e o suporte de ν tem interior vazio.

8.1.2. Considere os deslocamentos unilaterais f : {1, . . . , k}N → {1, . . . , k}N e
g : {1, . . . , l}N → {1, . . . , l}N munidos de medidas de Bernoulli µ e ν, respecti-
vamente. Mostre que, para todo conjunto X ⊂ {1, . . . , k}N com f−1(X) = X e
µ(X) = 1, existe x ∈ X tal que #(X ∩f−1(x)) = k. Conclua que se k 6= l então
(f, µ) e (g, ν) não podem ser ergodicamente equivalentes.

8.1.3. Seja X = {1, . . . , d} e considere o deslocamento σ : XN → XN munido
de uma medida de Markov µ. Dado qualquer cilindro C = [0; c0, . . . , cl] em XN,
seja µC a restrição normalizada de µ a C. Mostre que existe transformação
induzida σC : C → C (veja a Seção 1.4.2) que preserva µC e tal que (σC , µC) é
ergodicamente equivalente a um deslocamento de Bernoulli (σN, ν) em NN.

8.2 Equivalência espectral

Sejam f : M →M e g : N → N transformações preservando probabilidades µ e
ν, respectivamente. Sejam Uf : L2(µ) → L2(µ) e Ug : L2(ν) → L2(ν) os respec-
tivos operadores de Koopman. Dizemos que (f, µ) e (g, ν) são espectralmente
equivalentes se existe algum operador unitário L : L2(µ) → L2(ν) tal que

Ug ◦ L = L ◦ Uf . (8.2.1)

Deixamos para o leitor verificar que a relação definida desta forma é, de fato,
uma relação de equivalência.

É fácil ver que se dois sistemas são ergodicamente equivalentes então eles
são espectralmente equivalentes. De fato, suponha que existe uma aplicação
invert́ıvel h : M → N tal que φ∗µ = ν e φ ◦ f = g ◦ φ. Então, o operador de
Koopman

Uφ : L2(ν) → L2(µ), Uφ(ψ) = ψ ◦ φ
é uma isometria e é invert́ıvel: a inversa é o operador de Koopman associado a
φ−1. Em outras palavras, Uφ é um operador unitário. Além disso,

Uf ◦ Uφ = Uφ◦f = Ug◦φ = Uφ ◦ Ug.
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Portanto, L = Uφ é uma equivalência espectral entre os dois sistemas.
A rećıproca é falsa, como veremos. Por exemplo, todos os deslocamentos

de Bernoulli invert́ıveis enumeravelmente gerados são espectralmente equivalen-
tes (Corolário 8.4.12); no entanto, nem todos têm a mesma entropia (Exem-
plo 9.1.10) e, portanto, nem todos são ergodicamente equivalentes.

8.2.1 Invariantes de equivalência espectral

Lembre que o espectro esp(A) de um operador linear A : E → E num espaço de
Banach complexo E é constitúıdo pelos números complexos λ tais que A− λid
não é invert́ıvel. Dizemos que λ ∈ esp(A) é um autovalor se A − λid não é
injetiva, isto é, se existe v 6= 0 tal que Av = λv. Nesse caso a dimensão do
núcleo de A− λid é chamada multiplicidade do autovalor.

Por definição, o espectro de um sistema (f, µ) é o espectro do operador de
Koopman associado Uf : L2(µ) → L2(µ). Se (f, µ) é espectralmente equivalente
a (g, ν) então os dois sistemas têm o mesmo espectro: a relação (8.2.1) implica
que

(Ug − λ id ) = L ◦ (Uf − λ id ) ◦ L−1 (8.2.2)

e, portanto, Ug − λ id é invert́ıvel se, e somente se, Uf − λ id é invert́ıvel. De
fato, o espectro em si mesmo é um invariante muito grosseiro: em particu-
lar, todos os sistemas ergódicos invert́ıveis sem átomos têm o mesmo espectro
(Exerćıcio 8.2.1). No entanto, a respectiva medida espectral fornece invariantes
muito úteis, como veremos a seguir. O mais simples deles é o conjunto dos
átomos da medida espectral, ou seja, o conjunto dos autovalores do operador
de Koopman. Note que (8.2.2) também mostra que λ é autovalor de Uf se, e
somente se, ele é autovalor de Ug; além disso, nesse caso as duas multiplicidades
são iguais.

Observe que 1 é sempre um autovalor do operador de Koopman, uma vez
que Ufϕ = ϕ para toda função constante ϕ. Pela Proposição 4.1.3(e), o sis-
tema (f, µ) é ergódico se, e somente se, os únicos autovetores são as funções
constantes, ou seja, se este autovalor tem multiplicidade 1. Então, por (8.2.2) o
autovalor 1 tem multiplicidade 1 também para Ug, qualquer que seja o sistema
(g, ν) espectralmente equivalente a (f, µ). Isto mostra que a ergodicidade é um
invariante de equivalência espectral.

Analogamente, suponha que o sistema (f, µ) é misturador. Então, pela Pro-
posição 7.1.12,

lim
n
Unf ϕ · ψ =

∫
ϕdµ

∫
ψ dν

para todo ϕ, ψ ∈ L2(µ). Agora suponha que (g, ν) é espectralmente equivalente
a (f, µ). O operador L em (8.2.1) envia autovetores do autovalor 1 de Uf em
autovetores do autovalor 1 de Ug. Como os dois sistemas são ergódicos, isto
quer dizer que L envia funções constantes em funções constantes. Como L é um
operador unitário,

Ung ϕ · ψ = L(Ung ϕ) · Lψ = Unf (Lϕ) · Lψ
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e, portanto, limn U
n
g ϕ · ψ =

∫
Lϕdµ

∫
Lψ dµ. Além disso,

∫
Lϕdµ = Lϕ · 1 = Lϕ · L1 = ϕ · 1 =

∫
ϕdν

e, analogamente,
∫
Lψ dµ =

∫
ψ dµ. Deste modo, provamos que

lim
n
Ung ϕ · ψ =

∫
ϕdµ

∫
ψ dµ,

ou seja, (g, ν) também é misturador. Isto mostra que a propriedade de mistura
também é um invariante de equivalência espectral.

O mesmo argumento pode ser usado para a propriedade de mistura fraca.
Mas o teorema que provaremos na Seção 8.2.2 dá uma demonstração mais inte-
ressante do fato de que esta propriedade é um invariante de equivalência espec-
tral.

8.2.2 Autovetores e mistura fraca

Como vimos anteriormente, o operador de Koopman Uf : L2(µ) → L2(µ) de um
sistema (f, µ) é uma isometria, ou seja, ele satisfaz U∗

fUf = id . Se f é invert́ıvel
então o operador de Koopman é unitário, ou seja, temos U∗

fUf = UfU
∗
f = id .

Em particular, nesse caso Uf é normal. Então, a propriedade de mistura fraca
admite a seguinte caracterização interessante:

Teorema 8.2.1. Um sistema invert́ıvel (f, µ) é fracamente misturador se, e
somente se, as funções constantes são os únicos autovetores do operador de
Koopman.

Em particular, o sistema (f, µ) é fracamente misturador se, e somente se, ele
é ergódico e 1 é o único autovalor de Uf .

Demonstração. Suponha que (f, µ) é fracamente misturador. Seja ϕ ∈ L2(µ)
qualquer autofunção (não nula) de Uf e seja λ o respectivo autovalor. Então,

∫
ϕdµ =

∫
Ufϕdµ = λ

∫
ϕdµ

e isto implica que
∫
ϕdµ = 0 ou λ = 1. No primeiro caso,

Cj(ϕ, ϕ̄) = |
∫

(U jfϕ)ϕ̄ dµ| = |λj
∫
ϕϕ̄ dµ| =

∫
|ϕ|2 dµ

para todo j ≥ 1 (lembrando que |λ| = 1) . Mas então,

lim
n

1

n

n−1∑

j=0

Cj(ϕ, ϕ̄) =

∫
|ϕ|2 dµ > 0,

contradizendo a hipótese de que o sistema é fracamente misturador. No segundo
caso, usando que o sistema é ergódico, obtemos que ϕ é constante em µ-quase
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todo ponto. Isto mostra que se o sistema é fracamente misturador então os
únicos autovetores são as funções constantes.

Agora suponha que os únicos autovetores de Uf são as funções constantes.
Para concluir que (f, µ) é fracamente misturador, devemos mostrar que

1

n

n−1∑

j=0

Cj(ϕ, ψ)2 → 0 para quaisquer ϕ, ψ ∈ L2(µ)

(lembre do Exerćıcio 7.1.2). É imediato da definição que

Cj(ϕ, ψ) = Cj(ϕ
′, ψ) onde ϕ′ = ϕ−

∫
ϕdµ

e a integral de ϕ′ é nula. Logo, não constitui restrição supor que
∫
ϕdµ = 0.

Então, usando a relação (A.7.6) para o operador unitário L = Uf , obtemos:

Cj(ϕ, ψ)2 =
∣∣
∫

(U jfϕ)ψ dµ
∣∣2 =

∣∣
∫

C

zj dθ(z)
∣∣2,

onde θ = Eϕ · ψ. A expressão à direita pode ser reescrita na seguinte forma:
∫

C

zj dθ(z)

∫

C

z̄j dθ̄(z) =

∫

C

∫

C

zjw̄j dθ(z) dθ̄(w).

Portanto, dado qualquer n ≥ 1,

1

n

n−1∑

j=0

Cj(ϕ, ψ)2 =

∫

C

∫

C

1

n

n−1∑

j=0

(zw̄)j dθ(z) dθ̄(w). (8.2.3)

Afirmamos que a medida θ = Eϕ · ψ é não atômica. De fato, suponha que
existe λ ∈ C tal que θ({λ}) 6= 0. Então, E({λ}) 6= 0 e então podemos usar a
Proposição A.7.8 para concluir que a função E({λ})ϕ é um autovetor de Uf .
Pela hipótese sobre o operador Uf , isto implica que E({λ})ϕ é constante em
µ-quase todo ponto. Logo,

E({λ})ϕ · ϕ = E({λ})ϕ
∫
ϕ̄ dµ = 0.

O Lema A.7.3 também dá que

E({λ})ϕ · ϕ = E({λ})2ϕ · ϕ = E({λ})ϕ ·E({λ})ϕ.

Juntando estas duas igualdades, conclúımos que E({λ})ϕ = 0, o qual contradiz
a hipótese. Desta forma, fica provada a nossa afirmação.

A sequência n−1
∑n−1

j=0 (zw̄)j em (8.2.3) é limitada e (veja o Exerćıcio 8.2.6)
converge para zero no complementar da diagonal ∆ = {(z, w) : z = w}. Além
disso, a diagonal tem medida nula:

(θ × θ̄)(∆) =

∫
θ({y}) dθ̄(y) = 0.
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porque θ é não atômica. Então, podemos usar o teorema da convergência domi-
nada para concluir que (8.2.3) converge para zero quando n→ ∞. Isto prova que
(f, µ) é fracamente misturador se Uf não tem autovetores não constantes.

Suponha que M é um espaço topológico. Dizemos que uma aplicação con-
t́ınua f : M → M é topologicamente fracamente misturadora se o operador de
Koopman Uf não possui autofunções cont́ınuas não constantes. O seguinte fato
é uma consequência direta do Teorema 8.2.1:

Corolário 8.2.2. Se (f, µ) é fracamente misturadora então a restrição de f ao
suporte de µ é topologicamente fracamente misturadora.

Demonstração. Seja ϕ uma autofunção cont́ınua de Uf . Pelo Teorema 8.2.1,
a função ϕ é constante em µ-quase todo ponto. Logo, por continuidade, ϕ é
constante (em todo ponto) no suporte de µ.

Vimos na Seção 7.3 que quase todo intercâmbio de intervalos é fracamente
misturador mas não é misturador. A seguir descreveremos uma construção
expĺıcita, baseada numa extensão das ideias que vislumbramos no Exemplo 6.3.9.
O leitor interessado pode encontrar esta e outras variações dessas ideias na
Seção 7.4 do livro de Kalikow e McCutcheon [KM10]

Exemplo 8.2.3 (R. V. Chacon). Considere a sequência (Sn)n de pilhas de-
finida da seguinte forma. Primeiramente, S1 = {[0, 2/3)}. Em seguida, para
cada n ≥ 1, seja Sn a pilha obtida dividindo Sn−1 em 3 colunas, com a mesma
largura, e empilhando essas colunas umas sobre as outras, apenas com um in-
tervalo adicional inserido entre a segunda e a terceira colunas, tal como está
representado na Figura 8.1.

.

.

.

I0

Ik−1

. ..

. . .

. . .

Figura 8.1: Distinguindo mistura fraca e mistura

Por exemplo, S2 = {[0, 2/9), [2/9, 4/9), [6/9, 8/9), [4/9, 6/9)} e

S3 = {[0, 2/27), [6/27, 8/27), [18/27, 20/27), [12/27, 14/27), [2/27, 4/27),

[8/27, 10/27), [20/27, 22/27), [14/27, 16/27), [24/27, 26/27),

[4/27, 6/27), [10/27, 12/27), [22/27, 24/27), [16/27, 18/27)}.
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Note que cada Sn é uma pilha no intervalo Jn = [0, 1−3−n). A sequência (fn)n
de transformações associadas a tais pilhas converge em todo ponto para uma
transformação f : [0, 1) → [0, 1), a qual preserva a medida de Lebesgue m. Este
sistema (f,m) é fracamente misturador mas não é misturador (Exerćıcio 8.2.7).

8.2.3 Exerćıcios

8.2.1. Seja (f, µ) um sistema ergódico invert́ıvel sem átomos. Mostre que todo
λ no ćırculo unitário {z ∈ C : |z| = 1} é autovalor aproximado do operador de
Koopman Uf : L2(µ) → L2(µ): existe alguma sequência (ϕn)n tal que ‖ϕn‖ → 1
e ‖Ufϕn − λϕn‖ → 0. Em particular, o espectro de Uf coincide com o ćırculo
unitário.

8.2.2. Seja m a medida de Lebesgue no ćırculo e seja Uα : L2(m) → L2(m) o
operador de Koopman da rotação irracional Rα : S1 → S1. Calcule os autova-
lores de Uα e deduza que (Rα,m) e (Rβ ,m) são espectralmente equivalentes se,
e somente se, α = ±β. [Observação: O Corolário 8.3.6 fornece um enunciado
mais completo.]

8.2.3. Seja m a medida de Lebesgue no ćırculo e, para cada inteiro k ≥ 2, seja
Uk : L2(m) → L2(m) o operador de Koopman da transformação fk : S1 → S1

dada por fk(x) = kx mod Z. Verifique que se p 6= q então (fp,m) e (fq,m) não
são ergodicamente equivalentes. Mostre que, para qualquer k ≥ 2,

L2(m) = {constantes} ⊕
∞⊕

j=0

U jk(Hk)

onde Hk = {∑n∈Z ane
2πinx : an = 0 se k | n} e os termos da soma direta

são ortogonais dois-a-dois. Conclua que (fp,m) e (fq,m) são espectralmente
equivalentes para quaisquer p e q.

8.2.4. Seja f : S1 → S1 a transformação dada por f(x) = kx mod Z e seja µ a
medida de Lebesgue. Mostre que (f, µ) é fracamente misturador se, e somente
se, |k| ≥ 2.

8.2.5. Prove que dada f invert́ıvel, se µ é ergódico para todo iterado fn e existe
C > 0 tal que

lim sup
n

µ(f−n(A) ∩B) ≤ Cµ(A)µ(B),

para quaisquer conjuntos mensuráveis A e B, então µ é fracamente misturadora.
[Observação: Este enunciado é devido a Ornstein [Orn72]. De fato, ele mostrou
que nas hipóteses do exerćıcio, o sistema é (fortemente) misturador.].

8.2.6. Sejam z e w dois números complexos com módulo 1. Verifique que

1. lim
n

1

n

n−1∑

j=0

|zj − 1| = 0 se, e somente se, z = 1;
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2. lim
n

1

n

n−1∑

j=0

(zw̄)j = 0 se z 6= w.

8.2.7. Considere o sistema (f,m) no Exemplo 8.2.3. Mostre que

(a) o sistema (f,m) é ergódico;

(b) os únicos autovetores do operador de Koopman Uf : L1(m) → L1(m) são
as funções constantes; logo (f,m) é fracamente misturador;

(b) lim supnm(fn(A) ∩A) ≥ 2/27 se tomarmos A = [0, 2/9); portanto (f,m)
não é misturador.

8.3 Espectro discreto

Nesta seção e na próxima estudaremos os dois casos extremos, no que se refere
ao tipo da medida espectral do operador de Koopman: sistemas com espectro
discreto, cuja medida espectral é puramente atômica, e sistemas com espectro de
Lebesgue, cuja medida espectral é equivalente à medida de Lebesgue no ćırculo
unitário.

Começamos por descrever algumas propriedades dos autovalores e autove-
tores do operador de Koopman. É claro que todo autovalor pertence ao ćırculo
unitário, uma vez que Uf é uma isometria.

Proposição 8.3.1. Se ϕ1, ϕ2 ∈ L2(µ) satisfazem Ufϕ1 = λ1ϕ1 e Ufϕ2 = λ2ϕ2

com λ1 6= λ2, então ϕ1 · ϕ2 = 0. Além disso, os autovalores de Uf constituem
um subgrupo do ćırculo unitário.

Se o sistema (f, µ) é ergódico então todo o autovalor de Uf é simples e o
módulo de toda autofunção é constante em µ-quase todo ponto.

Demonstração. A primeira afirmação segue da igualdade

ϕ1 · ϕ2 = Ufϕ1 · Ufϕ2 = λ1ϕ1 · λ2ϕ2 = λ1λ̄2(ϕ1 · ϕ2) = λ1λ
−1
2 (ϕ1 · ϕ2),

uma vez que λ1λ
−1
2 6= 1. Essa igualdade também mostra que o conjunto dos

autovalores é fechado para a operação (λ1, λ2) 7→ λ1λ
−1
2 . Lembrando que 1

sempre é um autovalor, segue que esse conjunto é um grupo.
Agora suponha que (f, µ) é ergódico. Suponha que Ufϕ = λϕ. Então,

Uf (|ϕ|) = |Ufϕ| = |λϕ| = |ϕ| em µ-quase todo ponto. Por ergodicidade, isto
implica que |ϕ| é constante em µ-quase todo ponto. Em seguida, suponha que
Ufϕ1 = λϕ1 e Ufϕ2 = λϕ2 e as funções ϕ1 e ϕ2 não são identicamente nulas.
Como |ϕ2| é constante em µ-quase todo ponto, temos ϕ2(x) 6= 0 para µ-quase
todo x. Então ϕ1/ϕ2 está bem definida. Além disso,

Uf
(ϕ1

ϕ2

)
=
Uf (ϕ1)

Uf (ϕ2)
=
λϕ1

λϕ2
=
ϕ1

ϕ2
.

Por ergodicidade, segue que o quociente é constante em µ-quase todo ponto.
Ou seja, ϕ1 = cϕ2 para algum c ∈ C.
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Dizemos que um sistema (f, µ) tem espectro discreto se os autovetores do
operador de Koopman Uf : L2(µ) → L2(µ) geram o espaço L2(µ). Observe
que isto implica que Uf é invert́ıvel e, portanto, é um operador unitário. A
terminologia é justificada pela observação a seguir (lembre do Teorema A.7.9):

Proposição 8.3.2. Um sistema (f, µ) tem espectro discreto se, e somente se,
o seu operador de Koopman Uf admite representação espectral

T :
⊕

j

L2(σj)
χj →

⊕

j

L2(σj)
χj , (ϕj,l)j,l 7→

(
z 7→ zϕj,l(z)

)
j,l

(8.3.1)

onde cada σj é uma medida de Dirac num ponto do ćırculo unitário.

Demonstração. Suponhamos que Uf admite uma representação espectral (8.3.1)
onde cada σj = δλj para algum λj no ćırculo unitário. Cada L2(σj)

χj pode
ser identificado, de maneira canônica, com um subespaço da soma direta. A
restrição de T a esse subespaço coincide com λj id , uma vez que

z ϕj,l(z) = λj ϕj,l(z) em σj -quase todo ponto. (8.3.2)

Seja (vj,l)l uma base de Hilbert de L2(σj)
χj . Então, a famı́lia (vj,l)j,l é uma

base de Hilbert da soma direta, constitúıda por autovetores de T . Como T é
unitariamente conjugado a Uf , segue que L2(µ) admite uma base de Hilbert
formada por autovetores do operador de Koopman.

Agora suponha que (f, µ) tem espectro discreto. Sejam (λj)j os autovalores
de Uf e, para cada j, seja σj = δλj e seja χj a dimensão de Hilbert do autoespaço
ker(Uf −λj id ). Note que o espaço L2(σj) é uni-dimensional, pois toda função é
constante em σj -quase todo ponto. Portanto, a dimensão de L2(δλj )

χj também
é igual a χj . Logo, existe isomorfismo unitário

Lj : ker(Uf − λj id ) → L2(δλj )
χj .

É claro que Lj ◦ Uf ◦ L−1
j = λj id . Ou seja, recordando a observação (8.3.2),

Lj ◦ Uf ◦ L−1
j : (ϕj,l)l 7→

(
z 7→ λjϕj,l(z)

)
l
=
(
z 7→ zϕj,l(z)

)
l
. (8.3.3)

Os autoespaços ker(Uf − λj id ) geram L2(µ), por hipótese, e são ortogonais
dois-a-dois, pela Proposição 8.3.1. Logo, podemos combinar os operadores Lj
para obter um isomorfismo unitário L : L2(µ) → ⊕jL2(σj)

χj . A relação (8.3.3)
dá que

L ◦ Uf ◦ L−1 : (ϕj,l)j,l 7→
(
z 7→ zϕj,l(z)

)
l
.

é representação espectral de Uf da forma pretendida.

Exemplo 8.3.3. Seja m a medida de Lebesgue no toro Td. Como sabemos, o
espaço L2(m) é gerado pela famı́lia de Fourier {φk(x) = e2πik·x : k ∈ Zd}. Seja
f = Rθ : Td → Td a rotação correspondente a um dado vetor θ = (θ1, . . . , θd).
Então,

Ufφk(x) = φk(x+ θ) = e2πik·θφk(x) para todo x ∈ θ.
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Isto mostra que todo φk é autovetor de Uf e, portanto, (f,m) tem espectro
discreto. Note que o grupo dos autovalores é

Gθ = {e2πik·θ : k ∈ Zd}, (8.3.4)

ou seja, o subgrupo do ćırculo unitário gerado por {e2πiθj : j = 1, . . . , d}.
Mais geralmente, toda translação ergódica num grupo abeliano compacto

tem espectro discreto. Reciprocamente, todo sistema ergódico com espectro
discreto é ergodicamente isomorfo a uma translação num grupo abeliano com-
pacto. Outro resultado interessante é que todo subgrupo do ćırculo unitário é
o grupo de autovalores de algum sistema ergódico com espectro discreto. Estes
fatos são provados na Seção 3.3 do livro de Peter Walters [Wal82].

Proposição 8.3.4. Suponha que (f, µ) e (g, ν) são ergódicos e têm espectro
discreto. Então (f, µ) e (g, ν) são espectralmente equivalentes se, e somente se,
os seus operadores de Koopman Uf : L2(µ) → L2(µ) e Ug : L2(ν) → L2(ν) têm
os mesmos autovalores.

Demonstração. É claro que se os operadores de Koopman são conjugados então
eles têm os mesmos autovalores. Para provar a rećıproca, sejam (λj)j os auto-
valores dos dois operadores. Pela Proposição 8.3.2, os autovalores são simples.
Para cada j, sejam uj e vj vetores unitários nos núcleos ker(Uf − λj id ) e
ker(Ug − λj id ), respectivamente. Então (uj)j e (vj)j são bases de Hilbert de
L2(µ) e de L2(ν), respectivamente. Considere o isomorfismo L : L2(µ) → L2(ν)
definido por L(uj) = vj . Este operador é unitário, uma vez que envia uma base
de Hilbert numa base de Hilbert, e satisfaz

L ◦ Uf(uj) = L(λjuj) = λjvj = Ug(vj) = Ug ◦ L(uj)

para todo j. Por linearidade, segue que L ◦ Uf = Ug ◦ L. Portanto, (f, µ) e
(g, ν) são espectralmente equivalentes.

Corolário 8.3.5. Se (f, µ) é ergódico, invert́ıvel e tem espectro discreto então
(f, µ) é espectralmente equivalente a (f−1, µ).

Demonstração. É claro que λ é autovalor de Uf se, e somente se, λ−1 é autovalor
de Uf−1 ; além disso, os autovetores são os mesmos. Como os conjuntos de
autovalores são grupos, segue que os dois operadores têm os mesmos autovalores
e os mesmos autovetores. Aplique a Proposição 8.3.4.

Seja m a medida de Lebesgue no toro Td. A Proposição 8.3.4 também
nos permite classificar as rotações irracionais do toro a menos de equivalência
ergódica ou espectral:

Corolário 8.3.6. Sejam θ = (θ1, . . . , θd) and τ = (τ1, . . . , τd) vetores racional-
mente independentes e sejam Rθ e Rτ as respectivas as rotações no toro Td. As
seguintes condições são equivalentes:

(a) (Rθ,m) e (Rτ ,m) são ergodicamente equivalentes;
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(b) (Rθ,m) e (Rτ ,m) são espectralmente equivalentes;

(c) existe L ∈ SL(d,Z) tal que θ = Lτ módulo Zd.

A demonstração fica a cargo do leitor (Exerćıcio 8.3.2). No caso particular
do ćırculo, obtemos que duas rotações irracionais Rθ e Rτ são equivalentes se,
e somente se, Rθ = Rτ ou então Rθ = R−1

τ . Veja também o Exerćıcio 8.3.3.

8.3.1 Exerćıcios

8.3.1. Suponha que (f, µ) tem espectro discreto e que o espaço de Hilbert L2(µ)
é separável (isto vale, por exemplo, se a σ-álgebra dos conjuntos mensuráveis
admite um gerador enumerável). Mostre que existe uma sequência (nk)k con-
vergindo para infinito tal que ‖Unk

f ϕ− ϕ‖2 converge para zero quando k → ∞,

para toda ϕ ∈ L2(µ).

8.3.2. Prove o Corolário 8.3.6.

8.3.3. Seja m a medida de Lebesgue em S1 e sejam θ = p/q e τ = r/s dois
números racionais, onde mdc(p, q) = 1 = mdc(r, s). Mostre que as rotações
(Rθ,m) e (Rτ ,m) são ergodicamente equivalentes se, e somente se, os denomi-
nadores q e s são iguais.

8.4 Espectro de Lebesgue

Definição 8.4.1. Seja U : H → H uma isometria num espaço de Hilbert.
Dizemos que U tem espectro de Lebesgue se existe algum subespaço fechado
E ⊂ H tal que

(a) U(E) ⊂ E;

(b)
⋂
n∈N U

n(E) = {0};

(c)
∑

n∈N U
−n(E) = H .

A razão de ser desta denominação será explicada na Proposição 8.4.10.

Dado uma probabilidade µ, representemos por L2
0(µ) = L2

0(M,B, µ) o com-
plemento ortogonal, no espaço L2(µ) = L2(M,B, µ), do subespaço das funções
constantes. Em outras palavras:

L2
0(µ) = {ϕ ∈ L2(µ) :

∫
ϕdµ = 0}.

Note que L2
0(µ) é invariante pelo operador de Koopman: ϕ ∈ L2

0(µ) se, e somente
se, Ufϕ ∈ L2

0(µ). Dizemos que o sistema (f, µ) tem espectro de Lebesgue se a
restrição do operador de Koopman a L2

0(µ) tem espectro de Lebesgue.



230 CAPÍTULO 8. SISTEMAS EQUIVALENTES

8.4.1 Exemplos e propriedades

Começamos por observar que todo deslocamento de Bernoulli tem espectro de
Lebesgue. Tratamos separadamente o caso unilateral e o caso bilateral.

Exemplo 8.4.2. Considere um deslocamento unilateral σ : XN → XN, munido
de uma medida de Bernoulli µ = νN. Tome E = L2

0(µ). As condições (a) e (c) na
definição são evidentes. Para provar a condição (b), considere qualquer função
ϕ ∈ L2

0(µ) na interseção, ou seja, tal que para todo n ∈ N existe uma função
ψn ∈ L2

0(µ) satisfazendo ϕ = ψn ◦ σn. Queremos mostrar que ϕ é constante em
µ-quase todo ponto. Para cada c ∈ R, considere

Ac = {x ∈M : ϕ(x) > c}.

Para cada n ∈ N, podemos escrever Ac = σ−n({x ∈ M : ψn(x) > c}). Então
Ac pertence à σ-álgebra gerada pelos cilindros da forma [n;Cn, · · · , Cm] com
m ≥ n. Consequentemente, µ(Ac ∩ C) = µ(Ac)µ(C) para todo cilindro C da
forma C = [0;C0, . . . , Cn−1]. Como n é arbitrário e os cilindros constituem
uma famı́lia geradora, segue que µ(Ac ∩ B) = µ(Ac)µ(B) para todo conjunto
mensurável B ⊂ M . Tomando B = Ac conclúımos que µ(Ac) = µ(Ac)

2, ou
seja, µ(Ac) ∈ {0, 1} para todo c ∈ R. Isto prova que ϕ é constante em µ-quase
todo ponto, tal como afirmamos.

Exemplo 8.4.3. Agora considere um deslocamento bilateral σ : XZ → XZ,
munido de uma medida de Bernoulli µ = νZ. Seja A a σ-álgebra gerada pelos
cilindros da forma [0;C0, . . . , Cm] com m ≥ 0. Denotamos por L2

0(M,A, µ) o
espaço das funções ϕ ∈ L2

0(µ) que são mensuráveis relativamente à σ-álgebra A
(em outras palavras, ϕ(x) depende apenas das coordenadas xn, n ≥ 0 do ponto).
Tome E = L2

0(M,A, µ). A condição (a) da definição é imediata. A condição
(b) segue dos mesmos argumentos que usamos no Exemplo 8.4.2. Para provar
a condição (c), note que ∪nU−n

σ (E) contém as funções caracteŕısticas de todos
os cilindros. Portanto, ela contém todas as combinações lineares de funções
caracteŕısticas dos conjuntos na álgebra gerada pelos cilindros. Isto implica que
a união é densa em L2

0(µ), conforme queŕıamos provar.

Lema 8.4.4. Se (f, µ) tem espectro de Lebesgue então limn U
n
f ϕ · ψ = 0 para

todo ϕ ∈ L2
0(µ) e todo ψ ∈ L2(µ).

Demonstração. Observe que a sequência Unf ϕ · ψ é limitada. De fato, pela
desigualdade de Cauchy-Schwartz (Teorema A.5.4):

|Unf ϕ · ψ| ≤ ‖Unf ϕ‖2‖ψ‖2 = ‖ϕ‖2‖ψ‖2 para todo n.

Então, basta provar que toda subsequência convergente U
nj

f ϕ ·ψ converge para

zero. Analogamente, o conjunto {Unf ϕ : n ∈ N} é limitado em L2(µ), porque
Uf é uma isometria. Pelo teorema de Banach-Alaoglu (Teoremas A.6.1 e 2.3.1),
toda sequência nesse conjunto admite subsequência que converge fracamente.
Logo, não é restrição supor que U

nj

f ϕ converge fracamente para algum ϕ̂ ∈
L2(µ).
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Seja E um subespaço satisfazendo as condições na Definição 8.4.1. Inici-

almente, suponha que ϕ ∈ U−k
f (E) para algum k. Então U

nj

f ϕ ∈ U
nj−k
f (E).

Logo, dado qualquer l ∈ N, temos que U
nj

f ϕ ∈ U lf (E) para todo j suficiente-

mente grande. Segue (veja o Exerćıcio A.6.8) que ϕ̂ ∈ U lf (E), para todo l ∈ N.
Pela condição (b) na definição, isto implica que ϕ̂ = 0 em µ-quase todo ponto.
Em particular, limj U

nj

f ϕ · ψ = ϕ̂ · ψ = 0.

Agora considere ϕ ∈ L2
0(µ) qualquer. Pela condição (c) na definição, para

todo ε > 0 existem k ∈ N e ϕk ∈ U−k
f (E) tais que ‖ϕ − ϕk‖2 ≤ ε. Usando a

desigualdade de Cauchy-Schwarz uma vez mais:

|Unf ϕ · ψ − Unf ϕk · ψ| ≤ ‖ϕ− ϕk‖2 ‖ψ‖2 ≤ ε‖ψ‖2

para todo n. Lembrando que limn U
n
f ϕk · ψ = 0 (pelo parágrafo anterior),

obtemos que

−ε‖ψ‖2 ≤ lim inf
n

Unf ϕ · ψ ≤ lim sup
n

Unf ϕ · ψ ≤ ε‖ψ‖2.

Fazendo ε→ 0, segue que limn U
n
f ϕ · ψ = 0, como queŕıamos demonstrar.

Corolário 8.4.5. Se (f, µ) tem espectro de Lebesgue então ele é misturador.

Demonstração. Basta observar que

Cn(ϕ, ψ) = |Unf ϕ · ψ − (

∫
ϕdµ) · ψ| = |Unf (ϕ−

∫
ϕdµ) · ψ|

e a função ϕ′ = ϕ−
∫
ϕdµ está em L2

0(µ).

No Exemplo 8.4.13 descreveremos exemplos de sistemas misturadores que
não têm espectro de Lebesgue. Portanto, a rećıproca do Corolário 8.4.5 é falsa,
em geral.

A classe dos sistemas com espectro de Lebesgue é invariante por equivalência
espectral. De fato, suponha que (f, µ) tem espectro de Lebesgue e que (g, ν) é
um sistema espectralmente equivalente. Seja L : L2(µ) → L2(ν) um operador
unitário conjugando os operadores de Koopman Uf e Ug. Segue da hipótese e do
Corolário 8.4.5 que (f, µ) é fracamente misturador. Logo, pelo Teorema 8.2.1,
as constantes são os únicos autovetores de Uf . Então o mesmo vale para Ug
e a conjugação L envia constantes em constantes. Então, como L é unitário,
a sua restrição ao complemento ortogonal L2

0(µ) é um operador unitário sobre
L2

0(ν). Agora, dado qualquer subespaço E ⊂ L2
0(µ) satisfazendo as condições

(a), (b), (c) da definição para Uf , é claro que o subespaço L(E) ⊂ L2
0(ν) satisfaz

as condições correspondentes para Ug. Logo (g, ν) tem espectro de Lebesgue.
Dados subespaços fechados V ⊂ W de um espaço de Hilbert H , denotamos

por W ⊖ V o complemento ortogonal de V em W , ou seja,

W ⊖ V = W ∩ V ⊥ = {w ∈W : v · w = 0 para todo v ∈ V }.

A demonstração do seguinte fato será discutida na próxima seção:
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Proposição 8.4.6. Se U : H → H é uma isometria e E1 e E2 são subespaços de
H satisfazendo as condições da Definição 8.4.1, então E1⊖U(E1) e E2⊖U(E2)
têm a mesma dimensão de Hilbert (que é chamada posto do operador U).

Então, chamamos posto de um sistema (f, µ) com espectro de Lebesgue ao
posto do respectivo operador de Koopman restrito a L2

0(µ). É claro que o posto
é menor ou igual que a dimensão do espaço L2(µ). Em particular, se L2(µ) é
separável então o posto é finito ou enumerável. A maior parte dos exemplos
interessantes cai nesta categoria:

Exemplo 8.4.7. Suponha que o espaço de probabilidade (M,B, µ) é enumera-
velmente gerado, ou seja, que existe uma famı́lia enumerável G de subconjuntos
mensuráveis tais que todo elemento de B coincide, a menos de medida nula,
com um elemento da σ-álgebra gerada por G. Então L2(µ) é separável: a
álgebra A gerada por G é enumerável e as combinações lineares com coeficientes
racionais das funções caracteŕısticas dos elementos de A formam um subconjunto
enumerável denso de L2(µ).

É interessante observar que não são conhecidos sistemas com espectro de
Lebesgue com posto finito. No caso dos deslocamentos de Bernoulli, o posto
coincide com a dimensão do respectivo L2(µ):

Exemplo 8.4.8. Seja (σ, µ) um deslocamento de Bernoulli unilateral (no caso
bilateral valem considerações análogas). Como vimos no Exemplo 8.4.2, pode-
mos tomar E = L2

0(µ). Então, denotando x = (x1, . . . , xn, . . . ) e lembrando que
µ = νN,

ϕ ∈ E ⊖ Uσ(E) ⇔
∫
ϕ(x0, x)ψ(x) dµ(x0, x) = 0 ∀ψ ∈ L2

0(µ)

⇔
∫ ( ∫

ϕ(x0, x) dν(x0)
)
ψ(x) dµ(x) = 0 ∀ψ ∈ L2

0(µ).

Logo, E ⊖ Uσ(E) =
{
ϕ ∈ L2(µ) :

∫
ϕ(x0, x) dν(x0) = 0 para µ-quase todo x

}
.

Afirmamos que dim(E ⊖ Uσ(E)) = dimL2(µ). A desigualdade ≤ é imediata.
Para provar a outra desigualdade, fixe qualquer função mensurável φ : X → R
com

∫
φdν = 0 e

∫
φ2 dν = 1. Considere a aplicação linear I : L2(µ) → L2(µ)

que a cada ψ ∈ L2(µ) associa a função Iψ(x0, x) = φ(x0)ψ(x). As hipóteses
sobre φ implicam que:

Iψ ∈ E ⊖ Uσ(E) e ‖Iψ‖2 = ‖ψ‖2 para todo ψ ∈ L2(µ).

Isto mostra que E⊖Uσ(E) contém um subespaço isométrico a L2(µ) e, portanto,
dimE ⊖ Uσ(E) ≥ dimL2(µ). Isto conclui o argumento.

Dizemos que o deslocamento é de tipo enumerável se o espaço de probabi-
lidade X é enumeravelmente gerado. Isto é automático, por exemplo, se X for
finito ou enumerável. Nesse caso, o espaço Σ = XN (ou Σ = XZ) também é
enumeravelmente gerado: se G é um gerador enumerável de X então os cilindros
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[m;Cm, . . . , Cn] com Cj ∈ G constituem um gerador enumerável de M . Então,
como comentamos no Exemplo 8.4.7, o espaço L2(µ) é separável. Portanto,
segue do Exemplo 8.4.8 que todo deslocamento de Bernoulli de tipo enumerável
tem espectro de Lebesgue com posto enumerável.

8.4.2 O caso invert́ıvel

Nesta seção suporemos que o sistema (f, µ) é invert́ıvel. Neste contexto, a noção
de espectro de Lebesgue pode ser formulada de maneira mais transparente.

Proposição 8.4.9. Seja U : H → H um operador unitário num espaço de
Hilbert H. Então U tem espectro de Lebesgue se, e somente se, existe um
subespaço fechado F ⊂ H tal que os iterados Uk(F ), k ∈ Z são ortogonais
dois-a-dois e satisfazem

H =
⊕

k∈Z

Uk(F ).

Demonstração. Suponha que existe algum subespaço F como no enunciado.
Tome E = ⊕∞

k=0U
k(F ). A condição (a) na Definição 8.4.1 é imediata:

U(E) =

∞⊕

k=1

Uk(F ) ⊂ E.

Quanto à condição (b), note que ϕ ∈ ∩∞
n=0U

n(E) significa que ϕ ∈ ⊕∞
k=nU

k(F )
para todo n ≥ 0. Isto implica que ϕ é ortogonal a Uk(F ) para todo k ∈ Z. Logo
ϕ = 0. Finalmente, por hipótese, podemos escrever qualquer ϕ ∈ H como soma
ortogonal ϕ =

∑
k∈Z ϕk com ϕk ∈ Uk(F ) para todo k. Então

∞∑

k=−n

ϕk ∈
∞⊕

k=−n

Uk(F ) = U−n(E)

para todo n e a sequência do lado esquerdo converge para ϕ quando n → ∞.
Isto dá a condição (c) na definição.

Agora provaremos a rećıproca. Dado E satisfazendo as condições (a), (b)
e (c) na definição, tome F = E ⊖ U(E). É fácil ver que os iterados de F são
ortogonais dois-a-dois. Afirmamos que

∞⊕

k=0

Uk(F ) = E. (8.4.1)

De fato, considere qualquer v ∈ E. É imediato da definição de F que, existem
sequências vn ∈ Un(F ) e wn ∈ Un(E) tais que v = v0 + · · · + vn−1 + wn para
cada n ≥ 1. Queremos mostrar que (wn)n converge para zero, para concluirmos
que v =

∑∞
j=0 vn. Para isso, observe que

‖v‖2 =
n−1∑

j=0

‖vj‖2 + ‖wn‖2 para todo n
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e, portanto, a série
∑∞

j=0 ‖vj‖2 é somável. Dado ε > 0, fixe m ≥ 1 tal que a
soma dos termos com j ≥ m é menor que ε. Para todo n ≥ m,

‖wm − wn‖2 = ‖vm + · · · + vn−1‖2 = ‖vm‖2 + · · · + ‖vn−1‖2 < ε.

Isto prova que (wn)n é sequência de Cauchy em H . Seja w o seu limite. Como
wn ∈ Un(E) ⊂ Um(E) para todo m ≤ n, passando ao limite obtemos que
w ∈ Um(E) para todo m. Pela condição (b) na hipótese, isto implica que
w = 0. Portanto, a prova da afirmação (8.4.1) está completa. Para concluir a
demonstração da proposição basta observar que

∞⊕

k∈Z

Uk(F ) =

∞∑

n=0

∞⊕

k=−n

Uk(F ) =

∞∑

n=0

U−n(E).

A condição (c) na hipótese implica que este subespaço coincide com H .

Em particular, um sistema invert́ıvel (f, µ) tem espectro de Lebesgue se, e
somente se, existe um subespaço fechado F ⊂ L2

0(µ) tal que

L2
0(µ) =

⊕

k∈Z

Ukf (F ). (8.4.2)

O próximo resultado é a razão pela qual sistemas com espectro de Lebesgue
são denominados desse modo e também conduz naturalmente à noção de posto:

Proposição 8.4.10. Seja U : H → H um operador unitário num espaço de
Hilbert. Seja λ a medida de Lebesgue no ćırculo unitário. Então U tem espectro
de Lebesgue se, e somente se, ele admite a representação espectral

T : L2(λ)χ → L2(λ)χ (ϕα)α 7→ (z 7→ zϕα(z))α

para algum cardinal χ. Além disso, χ está unicamente determinado por U .

Demonstração. Comecemos provar a afirmação ‘se’. Como sabemos, a famı́lia
{zn : n ∈ Z} é uma base de Hilbert (base de Fourier) do espaço L2(λ). Seja Vn
o subespaco unidimensional gerado por ϕ(z) = zn. Então, L2(λ) = ⊕n∈ZVn e,
portanto,

L2(λ)χ =
(⊕

n∈Z

Vn
)χ

=
⊕

n∈Z

V χn (8.4.3)

(Wχ representa a soma direta ortogonal de χ cópias do espaço W ). Além disso,
a restrição de T a cada V χn é um operador unitário sobre V χn+1. Tome F ′ = V χ0 .
A relação (8.4.3) significa que os iterados T n(F ′) = V χn são ortogonais dois-a-
dois e a sua soma direta ortogonal é o espaço L2(λ)χ. Usando a conjugação de
T ao operador de Koopman em L2

0(µ), conclúımos que existe um subespaço F
nas condições da Proposição 8.4.9.

Reciprocamente, suponha que existe F nas condições da Proposição 8.4.9.
Seja {vq : q ∈ Q} uma base de Hilbert de F . Então {Un(vq) : n ∈ Z, q ∈ Q} é
uma base de Hilbert de H . Dado q ∈ Q, represente por δq o elemento do espaço
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L2(λ)Q que é igual a 1 na coordenada q e igual a zero nas demais coordenadas.
Defina

L : H → L2(λ)Q, L(Un(vq)) = znδq para cada n ∈ Z e q ∈ Q.

Observe que L é um operador unitário, uma vez que {znδq} é uma base de
Hilbert de L2(λ)Q. Observe também que LU = TL. Isto fornece a representação
espectral no enunciado da proposição, com χ igual ao cardinal do conjunto Q,
ou seja, igual à dimensão de Hilbert do subespaço F .

Seja E ⊂ H qualquer subespaço satisfazendo as condições na Definição 8.4.1.
Então, a diferença ortogonal F = E ⊖ U(E) satisfaz a conclusão da Proposi-
ção 8.4.9, conforme vimos na demonstração dessa proposição. Além disso, de
acordo com a demonstração da Proposição 8.4.10, podemos tomar o cardinal
χ igual à dimensão de Hilbert de F . Como χ está unicamente determinado,
o mesmo vale para a dimensão de Hilbert de E ⊖ U(E). Isto prova a Pro-
posição 8.4.6 no caso invert́ıvel. A demonstração do caso geral está proposta no
Exerćıcio 8.4.3.

Acabamos de mostrar que o posto de um sistema com espectro de Lebesgue
está bem definido. Vamos ver em seguida que, para sistemas invert́ıveis, o posto
é um invariante completo de equivalência espectral:

Corolário 8.4.11. Dois sistemas invert́ıveis com espectro de Lebesgue são es-
pectralmente equivalentes se, e somente se, eles têm o mesmo posto.

Demonstração. Claro que dois sistemas invert́ıveis são espectralmente equiva-
lentes se, e somente se, eles admitem a mesma representação espectral. Pela
Proposição 8.4.10 isto acontece se, e somente se, o valor do cardinal χ é o
mesmo para os dois sistemas, ou seja, se o posto é o mesmo.

Corolário 8.4.12. Todos os deslocamentos de Bernoulli bilaterais de tipo enu-
merável são espectralmente equivalentes.

Demonstração. Todos os deslocamentos de Bernoulli de tipo enumerável têm
posto enumerável, como vimos na seção anterior.

Demonstrações dos fatos citados a seguir podem ser encontradas no livro de
Ricardo Mañé [Mañ87, Seção II.10]:

Exemplo 8.4.13 (Deslocamentos gaussianos). Dizemos que uma matriz infinita
A = (ai,j)i,j∈Z é positiva definida se a restrição Am,n = (ai,j)m≤i,j<n é positiva
definida para quaisquer m < n. Dizemos que A é simétrica se ai,j = aj,i para
quaisquer i, j ∈ Z. Seja µ uma probabilidade boreliana em Σ = RZ (valem con-
siderações análogas para Σ = RN). Dizemos que µ é uma medida gaussiana se
existe alguma matriz simétrica positiva definida A tal que µ([m;Bm, . . . , Bn−1])
é igual a

1

(detAm,n)1/2
1

(2π)(n−m)/2

∫

Bm×···×Bn−1

exp

(
−1

2
(A−1

m,nz · z)
)
dz
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para quaisquer m < n e quaisquer conjuntos mensuráveis Bm, . . . , Bn−1 ⊂ R. A
razão de ser do fator do lado esquerdo da integral é explicada no Exerćıcio 8.4.4.
A é chamada matriz de covariâncias de µ. Ela está unicamente determinada,
via

ai,j =

∫
xixj dµ(x) para cada i, j ∈ Z.

Para cada matriz simétrica positiva definida A existe uma única probabi-
lidade gaussiana µ que tem A como matriz de covariâncias. Além disso, µ
é invariante pelo deslocamento σ : Σ → Σ se, e somente se, ai,j = ai+1,j+1

para quaisquer i, j ∈ Z. Nesse caso, as propriedades do sistema (σ, µ) estão
diretamente ligadas ao comportamento da sequência de covariâncias

αn = an,0 = Unσ x0 · x0 para cada n ≥ 0.

Em particular, (f, µ) é misturador se, e somente se, a sequência de covariâncias
converge para zero.

Agora, o Exerćıcio 8.4.5 mostra que se (f, µ) tem espectro de Lebesgue então
a sequência de covariâncias é gerada por alguma medida absolutamente cont́ınua
ν no ćırculo unitário, no seguinte sentido:

αn =

∫
zndν(z) para cada n ≥ 0.

(O lema de Riemman-Lebesgue afirma que se ν é uma probabilidade absoluta-
mente cont́ınua relativamente à medida de Lebesgue λ no ćırculo unitário então
a sequência

∫
zn dν(z) converge para zero quando n → ∞.) Mas o Exerćı-

cio 8.4.6 mostra que nem toda sequência que converge para zero é desta forma.
Portanto, existem deslocamentos gaussianos (σ, µ) que são misturadores mas
não têm espectro de Lebesgue.

8.4.3 Exerćıcios

8.4.1. Mostre que todo deslocamento de Markov misturador tem espectro de
Lebesgue com posto enumerável. [Observação: Na Seção 9.5.3 mencionaremos
resultados mais fortes.]

8.4.2. Seja µ a medida de Haar em Td e seja fA : Td → Td um endomorfismo
sobrejetivo. Suponha que nenhum autovalor da matriz A é raiz da unidade.
Verifique que toda órbita de At no conjunto Zd \ {0} é infinita e use esse fato
para concluir que (fA, µ) tem espectro de Lebesgue. Reciprocamente, se (fA, µ)
tem espectro de Lebesgue então nenhum autovalor de A é raiz da unidade.

8.4.3. Complete a demonstração da Proposição 8.4.6, usando o Exerćıcio 2.3.6
para reduzir o caso geral ao caso invert́ıvel.
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8.4.4. Verifique que
∫

R
e−x

2/2 dx =
√

2π. Use esse fato para mostrar que se A
é matriz simétrica positiva definida de dimensão d ≥ 1 então

∫

Rd

exp
(
− (A−1z · z)/2

)
dz = (detA)1/2(2π)d/2

.

8.4.5. Seja (f, µ) um sistema invert́ıvel com espectro de Lebesgue. Mostre
que para toda ϕ ∈ L2

0(µ) existe uma probabilidade ν absolutamente cont́ınua
relativamente à medida de Lebesgue λ no ćırculo unitário tal que Unf ϕ · ϕ =∫
zn dν(z) para todo n ∈ Z.

8.4.6. Seja λ a medida de Lebesgue no ćırculo unitário. Considere o operador
linear F : L1(λ) → c0 definido por

F (ϕ) =

(∫
znϕ(z) dλ(z)

)

n

.

Mostre que F é cont́ınuo e injetivo mas não á sobrejetivo. Portanto, nem toda
sequência de números complexos (αn)n convergindo para zero pode ser escrita
como αn =

∫
zn dν(z) para n ≥ 0, para alguma probabilidade ν absolutamente

cont́ınua relativamente a λ.

8.5 Espaços de Lebesgue e isomorfismo ergódico

O principal tema desta seção são os espaços de Lebesgue (também chamados
espaços de probabilidade padrão), uma classe de espaços de probabilidade intro-
duzida pelo matemático soviético Vladimir A. Rokhlin [Rok62]. Estes espaços
têm um papel de destaque na Teoria da Medida por duas razões: por um lado,
eles apresentam propriedades muito melhores do que os espaços de probabilidade
gerais; por outro lado, eles incluem a grande maioria dos exemplos interessan-
tes. Em particular, todo espaço métrico completo separável, munido de uma
probabilidade boreliana, é um espaço de Lebesgue.

Inicialmente, discutiremos uma terceira noção de equivalência, situada entre
a equivalência ergódica e a equivalência espectral, que chamamos isomorfismo
ergódico. Um dos que para transformações em espaços de Lebesgue as noções
de equivalência ergódica e de isomorfismo ergódico coincidem.

8.5.1 Isomorfismo ergódico

Seja (M,B, µ) um espaço de probabilidade. Denotamos por B̃ o quociente da
σ-álgebra pela relação de equivalência A ∼ B ⇔ µ(A∆B) = 0. Observe que se
Ak ∼ Bk para todo k ∈ N então ∪kAk ∼ ∪kBk e ∩kAk ∼ ∩kBk e Ack ∼ Bck para
todo k ∈ N. Portanto, as operações usuais da teoria de conjuntos estão bem
definidas no quociente B̃. Além disso, a medida µ induz uma medida µ̃ em B̃.
A dupla (B̃, µ̃) é chamada de álgebra de medida do espaço de probabilidade.
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Agora sejam (M,B, µ) e (N, C, ν) dois espaços de probabilidade e sejam
(B̃, µ̃) e (C̃, ν̃) as respectivas álgebras de medida. Um homomorfismo de álgebras
de medida é uma aplicação H : B̃ → C̃ que preserva as operações de união,
interseção e complementar e também preserva as medidas: µ(B) = ν(H(B))
para todo B ∈ B̃. Se H é uma bijeção, dizemos que se trata de um isomorfismo
de álgebras de medida. Nesse caso a inversa H−1 também é um isomorfismo de
álgebras de medida.

Toda aplicação mensurável h : M → N satisfazendo h∗µ = ν define um
homomorfismo h̃ : C̃ → B̃, via B 7→ h−1(B). Além disso, se h é invert́ıvel
então h̃ é um isomorfismo. Do mesmo modo, transformações f : M → M e
g : N → N preservando as medidas dos respectivos espaços de probabilidade
definem homomorfismos f̃ : B̃ → B̃ e g̃ : C̃ → C̃, respectivamente. Dizemos que
os sistemas (f, µ) e (g, ν) são ergodicamente isomorfos se estes homomorfismos
são conjugados, ou seja, se f̃ ◦H = H ◦ g̃ para algum isomorfismo H : C̃ → B̃.

Sistemas ergodicamente equivalentes são sempre ergodicamente isomorfos:
dada qualquer equivalência ergódica h, basta tomar H = h̃. Também temos a
seguinte relação entre isomorfismo ergódico e equivalência espectral:

Proposição 8.5.1. Se dois sistemas (f, µ) e (g, ν) são ergodicamente isomorfos
então eles são espectralmente equivalentes.

Demonstração. SejaH : C̃ → B̃ um isomorfismo tal que f̃◦H = H◦g̃. Considere
o operador linear L : L2(ν) → L2(µ) constrúıdo da seguinte forma. Inicialmente,
L(XC) = XH(C) para todo B ∈ C̃. Note que ‖L(XC)‖ = ‖XC‖. Estenda a
definição ao conjunto das funções simples, preservando a linearidade:

L(
k∑

j=1

cjXCj ) =
k∑

j=1

cjXH(Cj) para quaisquer k ≥ 1, cj ∈ R e Cj ∈ C̃.

A definição não depende da representação da função simples como combinação
linear de funções caracteŕısticas (Exerćıcio 8.5.1). Além disso, ‖L(ϕ)‖ = ‖ϕ‖
para toda função simples. Lembre que o conjunto das funções simples é denso em
L2(ν). Então, por continuidade, L se estende de modo único a uma isometria
linear definida em todo o L2(ν). Observe que esta isometria é invert́ıvel: a
inversa é constrúıda do mesmo modo, a partir da inversa de H . Finalmente,

Uf ◦ L(XC) = Uf(XH(C)) = Xf̃(H(C)) = XH(g̃(C)) = L(Xg̃(C)) = L ◦ Ug(XC)

para todo C ∈ C̃. Por linearidade, segue que Uf ◦ L(ϕ) = L ◦ Ug(ϕ) para toda
função simples; então, por continuidade, o mesmo vale para todo ϕ ∈ L2(ν).

Em resumo, temos a seguinte relação entre as três relações de equivalência:

equivalência ergódica ⇒ isomorfismo ergódico ⇒ equivalência espectral.

No que segue vamos discutir algumas rećıprocas parciais, começando pela rela-
ção entre isomorfismo ergódico e equivalência espectral.
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O seguinte resultado de Paul Halmos e John von Neumann [HvN42] amplia
a Proposição 8.3.4 e mostra que para sistemas com espectro discreto as noções
de isomorfismo ergódico e de equivalência espectral coincidem. O leitor pode
encontrar a demonstração na Seção 3.2 do livro de Peter Walters [Wal75].

Teorema 8.5.2 (Espectro discreto). Se (f, µ) e (g, ν) são sistemas ergódicos
com espectro discreto então as seguintes condições são equivalentes:

1. (f, µ) e (g, ν) são espectralmente equivalentes;

2. os operadores de Koopman de (f, µ) e (g, ν) têm os mesmos autovalores;

3. (f, µ) e (g, ν) são ergódicamente isomorfos.

Em particular, todo sistema ergódico invert́ıvel com espectro discreto é er-
godicamente isomorfo ao seu inverso.

8.5.2 Espaços de Lebesgue

Seja (M,B, µ) um espaço de probabilidade qualquer. Inicialmente, suponha que
a medida µ é não atômica, ou seja que µ({x}) = 0 para todo x ∈M . Suponha
que é dada uma sequência crescente P1 ≺ · · · ≺ Pn ≺ · · · de partições finitas de
M em conjuntos mensuráveis. Dizemos que a sequência é separadora se dados
pontos distintos x, y ∈ M existe n ≥ 1 tal que Pn(x) 6= Pn(y). Em outras
palavras, os elementos não vazios da partição ∨∞

n=1Pn contêm um único ponto.

Seja MP o subconjunto obtido quando removemos de M todos os P ∈ ∪nPn
com medida nula. Observe que MP tem medida total. Representamos por
BP e µP as restrições de B e µ, respectivamente, a MP . Seja m a medida de
Lebesgue em R. A próxima proposição significa que a sequência separadora nos
permite representar o espaço de probabilidade (MP ,BP , µP) como uma espécie
de subespaço da reta. Dizemos “espécie” porque, em geral, a imagem ι(MP )
não é um subconjunto mensurável de R.

Proposição 8.5.3. Dada qualquer sequência separadora (Pn)n, existe um com-
pacto totalmente desconexo K ⊂ R e existe uma aplicação injetiva mensurável
ι : MP → K tal que para todo P ∈ ∪nPn o fecho da imagem ι(P ) é um aberto
fechado de K com m(ι(P )) = µ(P ). Em particular, ι∗µ coincide com a restrição
da medida de Lebesgue m ao conjunto K.

Demonstração. Escreva αn = 1 + 1/n para n ≥ 1. Vamos construir uma
sequência de aplicações bijetivas ψn : Pn → In, n ≥ 1 satisfazendo:

(a) cada In é uma famı́lia finita de intervalos compactos, disjuntos dois-a-dois;

(b) cada elemento de In, n > 1 está contido em algum elemento de In−1;

(c) m(ψn(P )) = αnµ(P ) para todo P ∈ Pn e todo n ≥ 1.
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Para isso, comecemos por escrever P1 = {P1, . . . , PN}. Consideremos qualquer
famı́lia I1 = {I1, . . . , IN} de intervalos compactos, disjuntos dois-a-dois tais
que m(Ij) = α1µ(Pj) para todo j. Seja ψ1 : P1 → I1 a aplicação que a cada
Pj associa o respectivo Ij . Agora suponhamos que, para um dado n ≥ 1,
foram constrúıdas aplicações ψ1, . . . , ψn satisfazendo (a), (b), (c). Para cada
P ∈ Pn, seja I = ψn(P ) e sejam P1, . . . , PN os elementos de Pn+1 contidos
em P . Tomemos intervalos I1, . . . , IN ⊂ I compactos, disjuntos dois-a-dois e
satisfazendo m(Ij) = αn+1µ(Pj) para cada j = 1, . . . , N . Isto é posśıvel porque,
por hipótese de indução,

m(I) = αnµ(P ) = αn

N∑

j=1

µ(Pj) > αn+1

N∑

j=1

µ(Pj).

Então, defina ψn+1(Pj) = Ij para cada j = 1, . . . , N . Repetindo este procedi-

mento para cada P ∈ Pn completamos a definição de ψn+1 e de In+1. É claro
que as condições (a), (b), (c) são preservadas. Isto encerra a construção.

Agora, seja K = ∩n∪I∈In I. É claro queK é compacto e que a sua interseção
com qualquer I ∈ In é um aberto fechado de K. Além disso,

max{m(I) : I ∈ In} = αn max{µ(P ) : P ∈ Pn} → 0 quando n→ ∞ (8.5.1)

porque a sequência (Pn)n é separadora e a medida µ é não atômica. Logo K
é totalmente desconexo. Para cada x ∈ MP , os intervalos ψn(Pn(x)) formam
uma sequência decrescente de compactos cujos comprimentos decrescem para
zero. Definimos ι(x) como sendo o único ponto em ∩nψn(Pn(x)). A hipótese
de que a sequência é separadora garante que ι é injetiva: se x 6= y então existe
n ≥ 1 tal que Pn(x) ∩ Pn(y) = ∅ e, portanto, ι(x) 6= ι(y). Por construção, a
pré-imagem de K ∩ I está em ∪nPn para todo I ∈ ∪nIn. Considere a álgebra
A das uniões finitas disjuntas de conjuntos K ∩ I desta forma. Esta álgebra
é geradora e acabamos de verificar que ι−1(A) é um conjunto mensurável para
todo A ∈ A. Portanto, a transformação ι é mensurável.

Para verificar as propriedades no enunciado da proposição, comecemos por
notar que, para todo n ≥ 1 e P ∈ Pn,

ι(P ) =
∞⋂

k=n

⋃

Q

ψk(Q), (8.5.2)

onde a união é sobre todos os Q ∈ Pk que estão contidos em P . Para obter
a inclusão ⊂ basta notar que ι(P ) =

⋃
Q ι(Q) e que ι(Q) ⊂ ψ(Q) para todo

Q ∈ Pk e todo k. A rećıproca segue do fato de que ι(P ) intersecta todo ψk(Q)
(a interseção contém ι(Q)) e de que o comprimento dos ψk(Q) converge para
zero quando k → ∞. Deste modo, fica provada a igualdade (8.5.2). Segue que

m(ι(P )) = lim
k
m
(⋃

Q

ψk(Q)
)

= lim
k

∑

Q

αkµ(Q) = lim
k
αkµ(P ) = µ(P ).

Além disso, (8.5.2) significa que ι(P ) = ∩∞
k=n∪I I, onde a união é sobre todos os

I ∈ Ik que estão contidos em ψn(P ). O lado direito desta igualdade coincide com
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K∩ψn(P ) e, portanto, é um aberto fechado de K. Também segue da construção
que ι−1(ι(P )) = P . Consequentemente, ι∗µ(ι(P )) = µ(P ) = m(ι(P )) para todo
P ∈ ∪nPn. Como a álgebra das uniões finitas disjuntas de conjuntos ι(P ) gera
a estrutura mensurável de K, conclúımos que ι∗µ = m | K.

Dizemos que um espaço de probablidade sem átomos (M,B, µ) é um espaço
de Lebesgue se, para alguma sequência separadora, ι(MP ) é um conjunto men-
surável de Lebesgue. De fato, esta propriedade não depende da escolha da
sequência geradora (nem das famı́lias In na demonstração da Proposição 8.5.3),
mas não demonstraremos esse fato; o leitor interessado poderá encontrar uma
demonstração em [Rok62, §2.2]. O Exerćıcio 8.5.6 mostra que é posśıvel definir
espaço de Lebesgue de forma um pouco mais direta, sem usar a Proposição 8.5.3.

Note que se ι(MP) é mensurável então ι(P ) = ι(MP) ∩ψn(P ) é mensurável
para todo P ∈ Pn e todo n. Logo, a inversa ι−1 também é uma transformação
mensurável. Além disso, m(ι(MP)) = µ(MP) = 1 = m(K). Portanto, todo
espaço de Lebesgue (M,B, µ) é equivalente, como espaço de medida, a um sub-
conjunto mensurável de um compacto totalmente desconexo da reta.

Observe que se M tem cardinalidade estritamente maior que a cardinali-
dade do cont́ınuo então (M,B, µ) não admite nenhuma sequência separadora e,
portanto, não pode ser um espaço de Lebesgue. No Exerćıcio 8.5.8 propomos
outra construção de espaços de probabilidade que não são espaços de Lebesgue.
Apesar de exemplos como estes, praticamente todos os espaços de probabilidade
com que lidamos são espaços de Lebesgue:

Teorema 8.5.4. Se M é um espaço métrico completo separável e µ é uma
probabilidade boreliana sem átomos então (M,B, µ) é um espaço de Lebesgue.

Demonstração. Seja X ⊂M subconjunto enumerável denso e seja {Bn : n ∈ N}
uma enumeração do conjunto das bolas B(x, 1/k) com x ∈ X e k ≥ 1. Vamos
construir uma sequência crescente (Pn)n de partições finitas tal que:

(i) Pn é mais fina do que {B1, B
c
1} ∨ · · · ∨ {Bn, Bcn} e

(ii) En = {x ∈M : Pn(x) não é compacto} satisfaz µ(En) ≤ 2−n.

Para isso, comece por considerar Q1 = {B1, B
c
1}. Pela Proposição A.3.7, existem

conjuntos compactos K1 ⊂ B1 e K2 ⊂ Bc1 tais que µ(B1 \ K1) ≤ 2−1µ(B1)
e µ(Bc1 \ K2) ≤ 2−1µ(Bc1). Então tome P1 = {K1, B1 \ K1,K2, B

c
1 \ K2}.

Agora, para cada n ≥ 1, suponha que já constrúımos partições P1 ≺ · · · ≺ Pn
satisfazendo (i) e (ii). Considere a partição Qn+1 = Pn ∨ {Bn+1, B

c
n+1} e

sejam Q1, . . . , Qm os seus elementos. Pela Proposição A.3.7, existem compactos
Kj ⊂ Qj tais que µ(Qj \Kj) ≤ 2−(n+1)µ(Qj) para todo j = 1, . . . ,m. Tome

Pn+1 = {K1, Q1 \K1, . . . ,Km, Qm \Km}.

É claro que Pn+1 satisfaz (i) e (ii). Portanto, a nossa construção está completa.
Resta mostrar que a existência de tal sequência (Pn)n implica a conclusão

do teorema. A propriedade (i) garante que a sequência é separadora. Seja
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ι : MP → K uma aplicação como na Proposição 8.5.3. Fixe N ≥ 1 qualquer.
Considere qualquer ponto y ∈ K \ ι(MP). Para cada n > N , seja In o intervalo
da famı́lia In que contém y e seja Pn o elemento de Pn tal que ψn(Pn) = In. Note
que os Pn formam uma sequência decrescente. Se eles fossem todos compactos,
existiria x ∈ ∩n>NPn e, por definição, ι(x) seria igual a y. Como estamos
supondo que y não está na imagem de ι, isto prova que existe algum l > N tal
que Pl não é compacto. Tome l > N mı́nimo nestas condições e seja Il = ψl(Pl).
Lembre que m(Il) = αlµ(Pl) ≤ 2µ(Pl). Sejam ĨN e P̃N as uniões de todos estes
Il e Pl, respectivamente, quando fazemos variar y em K \ ι(MP). Por um lado,
ĨN contém K \ ι(MP); por outro lado, P̃N está contido em ∪l>NEl. Além disso,
os Il são disjuntos dois-a-dois (porque tomamos l mı́nimo) e o mesmo vale para
os Pl. Logo,

m
(
ĨN
)
≤ 2µ

(
P̃N
)
≤ 2µ

( ⋃

l>N

En
)
≤ 2−N+1.

Então, a interseção ∩N ĨN tem medida de Lebesgue nula e contém K \ ι(MP).
Como K é um boreliano, isto mostra que ι(MP) é um conjunto mensurável de
Lebesgue.

O próximo resultado mostra que todos os espaços de Lebesgue sem átomos
são isomorfos.

Proposição 8.5.5. Se (M,B, µ) é um espaço de Lebesgue sem átomos, existe
uma aplicação mensurável invert́ıvel h : M → [0, 1] (definida entre subconjuntos
de medida total) tal que h∗µ coincide com a medida de Lebesgue em [0, 1].

Demonstração. Seja ι : MP → K uma aplicação como na Proposição 8.5.3.
Considere a aplicação g : K → [0, 1] definida por g(x) = m([a, x] ∩ K), onde
a = minK. É imediato da definição que g é não descrescente e Lischitz:

g(x2) − g(x1) = m([x1, x2] ∩K) ≤ x2 − x1,

para quaisquer x1 < x2 em K. Em particular, g é mensurável. Por monotonia,
a pré-imagem de qualquer intervalo [y1, y2] ⊂ [0, 1] é um conjunto [x1, x2] ∩K
com x1, x2 ∈ K e g(x1) = y1 e g(x2) = y2. Em particular,

m([x1, x2] ∩K) = g(x2) − g(x1) = y2 − y1 = m([y1, y2]).

Isto mostra que g∗(m | K) = m | [0, 1]. Seja Y o conjunto dos y ∈ [0, 1] tais
que g−1({y}) = [x1, x2] ∩ K com x1, x2 ∈ K e x1 < x2. Seja X = g−1(Y ).
Então, m(X) = m(Y ) = 0 porque Y é enumerável. Além disso, a restrição
g : K \X → [0, 1] \ Y é bijetiva. A sua inversa é não decrescente e, portanto,
mensurável. Agora, tome h = g ◦ ι. Segue das observações anteriores que

h : MP \ ι−1(X) → g(ι(MP )) \ Y

é uma bijeção mensurável com inversa mensurável tal que h∗µ = m | [0, 1].
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Agora considere um espaço de probabilidade (M,B, µ) qualquer, possivel-
mente com átomos. Seja A ⊂ M o conjunto de todos os átomos; note que A é
finito ou, no máximo, enumerável. Se o espaço é puramente atômico, ou seja, se
µ(A) = 1 então, por definição, ele é um espaço de Lebesgue. Mais geralmente,
seja M ′ = M \A, seja B′ a restrição de B a M ′ e seja µ′ a restrição normalizada
de µ a B′. Por definiçao, (M,B, µ) é um espaço de Lebesgue se (M ′,B′, µ′) é
um espaço de Lebesgue.

O Teorema 8.5.4 continua válido no caso geral: todo espaço métrico completo
separável munido de uma probabilidade boreliana, possivelmente com átomos, é
um espaço de Lebesgue. Além disso, a Proposição 8.5.5 admite a seguinte gene-
ralização para o caso atômico: se (M,B, µ) é um espaço de Lebesgue e A ⊂M
representa o conjunto dos átomos da medida µ, então existe uma aplicação
mensurável invert́ıvel h : M → [0, 1− µ(A)] ∪A tal que h∗µ coincide com m no
intervalo [0, 1 − µ(A)] e coincide com µ em A.

Proposição 8.5.6. Sejam (M,B, µ) e (N, C, ν) dois espaços de Lebesgue e seja
H : C̃ → B̃ um isomorfismo entre as respectivas álgebras de medida. Então
existe uma aplicação mensurável invert́ıvel h : M → N tal que h∗µ = ν e
H = h̃ para todo C ∈ C̃. Além disso, h é essencialmente única: duas quaisquer
aplicações satisfazendo estas propriedades coincidem em µ-quase todo ponto

Vamos esboçar a demonstração desta proposição no caso não atômico. Os ar-
gumentos se baseiam nas ideias e notações da demonstração da Proposição 8.5.3.

Comecemos pela unicidade. Sejam h1, h2 : M → N duas aplicações tais que
(h1)∗µ = (h2)∗µ = ν. Suponha que h1(x) 6= h2(x) para todo x num conjunto
E ⊂ M com µ(E) > 0. Seja (Qn)n uma sequência separadora em (N, C, ν).
Então, Qn(h1(x)) 6= Qn(h2(x)) para todo x ∈ E e todo n suficientemente
grande. Logo, podemos fixar n (grande) e E′ ⊂ E com µ(E′) > 0 tal que
Qn(h1(x)) 6= Qn(h2(x)) para todo x ∈ E′. Consequentemente, existe Q ∈ Qn

e E′′ ⊂ E′ com µ(E′′) > 0 tal que Qn(h1(x)) = Q e Qn(h2(x)) 6= Q para todo
x ∈ E′′. Portanto, E′′ ⊂ h−1

1 (Q) \ h−1
2 (Q). Isto implica que h̃1(Q) 6= h̃2(Q) e,

logo, h̃1 6= h̃2.
Passemos agora a comentar a existência. Sejam (P ′

n)n e (Q′
n)n sequências

separadoras em (M,B, µ) e (N, C, ν), respectivamente. Defina Pn = P ′
n∨H(Q′

n)
e Qn = Q′

n ∨H−1(Pn). Então (Pn)n e (Qn)n também são sequências separa-
doras e Pn = H(Qn) para cada n. Seja ι : MP → K uma aplicação como na
Proposição 8.5.3 e seja ψn : Pn → In, n ≥ 1 a famı́lia de bijeções utilizada na
sua construção. Sejam  : NQ → L e ϕn : Qn → Jn objetos correspondentes
para (N, C, ν). Como estamos supondo que (M,B, µ) e (N, C, ν) são espaços de
Lebesgue, ι e  são aplicações invert́ıveis sobre subconjuntos de medida total.
Recorde também que m(ψn(P )) = αnµ(P ) para cada P ∈ Pn e, analogamente,
m(ϕn(Q)) = αnν(Q) para cada Q ∈ Qn. Logo, m(ψn(P )) = m(ϕn(Q)) se
P = H(Q). Então, para cada n,

ψn ◦H ◦ ϕ−1
n : Jn → In (8.5.3)

é uma bijeção que preserva o comprimento. Dados z ∈ K e n ≥ 1, seja In o
elemento de In que contém z e seja Jn o elemento de Jn que lhe corresponde,
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via (8.5.3). Por construção, (Jn)n é uma sequência encaixada de intervalos
compactos cujo comprimento converge para zero. Seja φ(z) o único ponto na
sua interseção. Desta forma fica definida uma aplicação mensurável φ : K → L
que preserva a medida de Lebesgue. É claro da construção que φ é invert́ıvel e
a inversa também é mensurável. Agora basta tomar h = −1 ◦ φ ◦ ι.

Resta verificar que h é invert́ıvel. Aplicando a construção do parágrafo
anterior à inversa H−1 encontramos h′ : N → M tal que h′∗ν = µ e H−1 = h̃′.

Então, h̃′ ◦ h = h̃ ◦ h̃′ = id e h̃ ◦ h′ = h̃′ ◦ h̃ = id Por unicidade, segue que
h′ ◦ h = id e h ◦ h′ = id em quase todo ponto.

Corolário 8.5.7. Sejam (M,B, µ) e (N, C, ν) dois espaços de Lebesgue e sejam
f : M → M e g : N → N transformações mensuráveis preservando as medidas
nos respectivos espaços. Então (f, µ) e (g, ν) são ergodicamente equivalentes se,
e somente se, são ergodicamente isomorfos.

Demonstração. Só precisamos mostrar que se os sistemas são ergodicamente
ergódicos então eles são ergodicamente equivalentes. Seja H : C̃ → B̃ um iso-
morfismo ergódico. Pela Proposição 8.5.6, existe uma aplicação mensurável
invert́ıvel h : M → N tal que h∗µ = ν e H = h̃. Então

h̃ ◦ f = f̃ ◦ h̃ = f̃ ◦H = H ◦ g̃ = h̃ ◦ g̃ = g̃ ◦ h.

Pela unicidade na Proposição 8.5.6, segue que h ◦ f = g ◦ h em µ-quase todo
ponto. Isto mostra que h é uma equivalência ergódica.

8.5.3 Exerćıcios

8.5.1. Seja H : C̃ → B̃ um homomorfismo de álgebras de medida. Mostre que

l∑

i=1

biXBi =

k∑

j=1

cjXCj ⇒
l∑

i=1

biXH(Bi) =

k∑

j=1

cjXH(Cj).

8.5.2. Verifique que o homomorfismo de álgebra de medida g̃ : C → B indu-
zido por uma aplicação mensurável g : M → N que preserva medida é injetivo.
Suponha que N é espaço de Lebesgue. Mostre que, dada outra aplicação men-
surável h : M → N que preserva medida, os respectivos homomorfismos g̃ e h̃
coincidem se, e somente se, g = h em quase todo ponto.

8.5.3. Seja f : M → M transformação mensurável num espaço de Lebesgue
(M,B, µ), preservando a medida µ. Mostre que (f, µ) é invert́ıvel em quase
todo ponto (ou seja, existe um subconjunto invariante de medida total restrito
ao qual f é uma bijeção mensurável com inversa mensurável) se, e somente se,
o respectivo homomorfismo de álgebras de medida f̃ : B̃ → B̃ é sobrejetivo.

8.5.4. Mostre que o operador de Koopman de um sistema (f, µ) é sobrejetivo
se, e somente se, o respectivo homomorfismo de álgebras de medida f̃ : B̃ → B̃
é sobrejetivo. Em espaços de Lebesgue isso acontece se, e somente se, o sistema
é invert́ıvel em quase todo ponto.
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8.5.5. Mostre que todo sistema (f, µ) com espectro discreto num espaço de
Lebesgue é invert́ıvel em quase todo ponto.

8.5.6. Dada uma sequência separadora P1 ≺ · · · ≺ Pn ≺ · · · , chamamos cadeia
a qualquer sequência (Pn)n com Pn ∈ Pn e Pn+1 ⊂ Pn para todo n. Dizemos
que a cadeia é vazia se ∩nPn = ∅. Considere a aplicação ι : MP → K constrúıda
na Proposição 8.5.3. Mostre que ι(MP ) é conjunto mensurável de Lebesgue e
m(K \ ι(MP)) = 0 se, e somente se, as cadeias vazias têm medida nula, no
seguinte sentido: para todo δ > 0 existe B ⊂ M tal que B é uma união de
elementos de ∪nPn com µ(B) < δ e se (Pn)n é uma cadeia vazia então Pn ⊂ B
para todo n suficientemente grande.

8.5.7. Prove a seguinte extensão da Proposição 2.4.4: Se f : M →M preserva
uma probabilidade µ e (M,µ) é um espaço de Lebesgue, então µ admite um

(único) levantamento µ̂ para a extensão natural f̂ : M̂ → M̂ .

8.5.8. Seja M um subconjunto de [0, 1] com medida exterior m∗(M) = 1 mas
que não é conjunto mensurável de Lebesgue. Considere a σ-álgebra M dos
conjuntos da forma M ∩ B, onde B é subconjunto mensurável de Lebesgue R.
Verifique que µ(M ∩B) = m(B) define uma probabilidade em (M,M) tal que
(M,M, µ) não é um espaço de Lebesgue.
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Caṕıtulo 9

Entropia

A palavra entropia foi inventada em 1865 pelo f́ısico e matemático alemão Ru-
dolf Clausius, um dos pioneiros fundadores da Termodinâmica. Na teoria dos
sistemas termodinâmicos em equiĺıbrio, a entropia é uma medida do grau de “de-
sordem” do sistema. A segunda lei da Termodinâmica afirma que, quando um
sistema isolado passa de um equiĺıbrio a outro, a entropia do estado final é neces-
sariamente maior do que a entropia do estado inicial. Por exemplo, quando jun-
tamos dois recipientes contendo gases distintos, digamos oxigênio e nitrogênio,
os dois gases se misturam até alcançar um novo equiĺıbrio macroscópico no qual
ambos se encontram uniformemente distribúıdos no conjunto dos dois recipien-
tes. A entropia deste novo estado é superior à entropia do equiĺıbrio inicial, no
qual os dois gases estavam separados.

Esta noção desempenha um papel de destaque em diversas outras áreas do
conhecimento. Um exemplo importante, que iremos explorar na nossa apre-
sentação, é a Teoria da Informação, desenvolvida a partir dos trabalhos do
engenheiro americano Claude Shannon em meados do século 20. Mais ou menos
ao mesmo tempo, os matemáticos soviéticos Andrey Kolmogorov e Yakov Sinai
estavam propondo uma definição de entropia de um sistema em Teoria Ergódica.
O principal objetivo era fornecer um invariante de equivalência ergódica que, em
particular, permitisse distinguir dois deslocamentos de Bernoulli. Esta noção é
o tema do presente caṕıtulo.

Na Seção 9.1 definiremos a entropia de uma transformação relativamente
a uma probabilidade invariante, a partir de uma analogia com a Teoria da
Informação. O teorema de Kolmogorov-Sinai, que discutiremos na Seção 9.2,
constitui uma ferramenta fundamental para o cálculo da entropia de sistemas
espećıficos. Na Seção 9.3 analisaremos a entropia de um ponto de vista mais
local, que se relaciona diretamente com a formulação de Shannon. Em seguida,
na Seção 9.4, ilustraremos alguns métodos de cálculo da entropia por meio de
exemplos concretos.

Na Seção 9.5 discutiremos o papel da entropia como invariante de equiva-
lência ergódica. O grande destaque é o teorema de Ornstein (Teorema 9.5.2)
segundo o qual dois deslocamentos de Bernoulli bilaterais são ergodicamente

247
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equivalentes se, e somente se, eles têm a mesma entropia. Nessa seção também
introduzimos a classe dos sistemas de Kolmogorov, a qual inclui (estritamente)
os deslocamentos de Bernoulli e está contida (também estritamente) na classe
dos sistemas com espectro de Lebesgue.

Nas duas últimas seções apresentaremos dois tópicos complementares que
serão úteis posteriormente. O primeiro (Seção 9.6) é o teorema de Jacobs, se-
gundo o qual a entropia se comporta de modo afim relativamente à decomposição
ergódica. O outro (Seção 9.7) diz respeito à noção de jacobiano e suas relações
com a entropia.

9.1 Definição de entropia

Para motivar a definição de entropia de Kolmogorov-Sinai, vamos considerar a
seguinte situação básica da Teoria da Informação. Consideremos um canal de
comunicação que transmite, sucessivamente, certos śımbolos. Esse canal pode
ser um telégrafo transmitindo pontos e traços, segundo o antigo código Morse,
uma fibra ótima, transmitindo zeros e uns, segundo o código binário ASCII, ou
qualquer outro sistema de transmissão sequencial de informação. O objetivo é
medir a entropia do canal, ou seja, a quantidade de informação transmitida, em
média, a cada unidade de tempo.

9.1.1 Entropia em Teoria da Informação

Para formalizar esta ideia, suponhamos que os śımbolos transmitidos pelo canal
pertencem a um certo alfabeto A previamente definido. Nem todos os carac-
teres deste alfabeto têm a mesma frequência, ou seja, a mesma probabilidade
de serem utilizados. Por exemplo, se o canal está transmitindo mensagens na
ĺıngua portuguesa a letra A será utilizada com muito maior probabilidade que
a letra Z. Portanto, nem todos os caracteres carregam a mesma quantidade de
informação: quanto mais improvável é um caracter, menor é o número de pala-
vras que o contêm e, portanto, mais informação está associada a esse caracter.
Analogamente, quanto mais improvável for uma palavra, menor é o número
de frases em que ela participa e, portanto, maior é a quantidade informação
associada a essa palavra.

Convém observar que quantidade de informação associada a cada caracter,
ou a cada palavra, depende dos demais caracteres ou palavras. Por exemplo,
se o canal está transmitindo em ĺıngua portuguesa e gera, sucessivamente, os
caracteres I, N, V, A, R, I, A, N e T então o caracter seguinte deverá ser um
E; neste caso, em vista dos caracteres transmitidos anteriormente, esta letra E
não carrega informação adicional.1

1Um dos autores deste livro participou uma vez num jogo que consistia em seguir pistas
para adivinhar, sucessivamente, certas letras que formariam o nome de um objeto matemático.
Aconteceu que as três primeiras letras obtidas foram Z, Z e Z. Essa circunstância arruinou a
continuação do jogo, pois as demais letras não acrescentariam qualquer informação: o único
objeto matemático cuja nome inclui três vezes a letra Z é o Puzzle de Yoccoz.
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Por outro lado, quando os caracteres transmitidos sucessivamente são inde-
pendentes uns dos outros, então a informação de cada um se soma à informação
anterior. Por exemplo, se a transmissão reflete os resultados de lançamentos su-
cessivos de uma moeda justa, a informação correspondente ao resultado (Cara,
Coroa, Coroa) deve ser igual à soma das informações correspondentes a cada
um dos caracteres Cara, Coroa e Coroa. Ora, por independência, a probabili-
dade do evento (Cara, Coroa, Coroa) é o produto das probabilidades dos eventos
Cara, Coroa e Coroa. Isto sugere que a informação deve ser definida em termos
do logaritmo da probabilidade.

Em Teoria da Informação é usual considerar logaritmos na base 2, porque
essencialmente todos os canais de informação que encontramos na prática são
binários. No entanto, em Teoria Ergódica é mais comum considerar logarit-
mos naturais (base e), e nós faremos o mesmo. Por definição, a quantidade de
informação associada a um caracter a ∈ A está dada por

I(a) = − log pa (9.1.1)

onde pa é a probabilidade (frequência) do caracter a. A informação média
associada ao alfabeto A é dada por

I(A) =
∑

a

−paI(a) =
∑

a

−pa log pa. (9.1.2)

Mais geralmente, a informação associada a uma palavra a1 . . . an é

I(a1 . . . an) = − log pa1...an (9.1.3)

onde a probabilidade pa1...an da palavra é, usualmente, maior que o produto
pa1 . . . pan das probabilidades das suas letras (vale a igualdade no caso indepen-
dente). Denotando por An o conjunto de todas as palavras de comprimento n,
definimos

I(An) =
∑

a1,...,an

−pa1...anI(a1, . . . , an) =
∑

a1,...,an

−pa1...an log pa1...an . (9.1.4)

Finalmente, a entropia do canal de comunicação é definida por:

I = lim
n

1

n
I(An). (9.1.5)

9.1.2 Entropia de uma partição

Queremos adaptar estas ideias ao nosso contexto em Teoria Ergódica. A princi-
pal diferença é que, enquanto em Teoria da Informação o alfabeto A é discreto
(finito), em geral, esse não é necessariamente o caso para o espaço de estados
da maioria dos sistemas dinâmicos interessantes. Esse ponto é resolvido fazendo
uso de partições, finitas ou enumeráveis, do espaço de estados.

Seja (M,B, µ) um espaço de probabilidade. Neste caṕıtulo, por partição
sempre entenderemos uma famı́lia finita ou enumerável P de subconjuntos men-
suráveis de M disjuntos dois-a-dois e cuja união tem medida total. Denotamos
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por P(x) o elemento da partição que contém um ponto x. A soma P ∨ Q de
duas partições P e Q é a partição cujos elementos são as interseções P ∩ Q
com P ∈ P e Q ∈ Q. Mais geralmente, dada qualquer famı́lia enumerável de
partições Pn, definimos

∨

n

Pn =
{⋂

n

Pn : Pn ∈ Pn para cada n
}

A cada partição P associamos a respectiva função de informação

IP : M → R, IP(x) = − logµ(P(x)). (9.1.6)

É claro que a função IP é mensurável. Então chamamos entropia, ou informação
média, da partição P ao número

Hµ(P) =

∫
IP dµ =

∑

P∈P

−µ(P ) logµ(P ). (9.1.7)

Como é usual na teoria da integral de Lebesgue, fazemos a convenção de que
0 log 0 = limx→0 x log x = 0. Veja a Figura 9.1.

1

Figura 9.1: Gráfico da funcão φ(x) = −x log x

Relacionado com isto, a seguinte observação será útil em diversas ocasiões.
Considere a função φ : (0,∞) → R dada por φ(x) = −x log x. Derivando duas
vezes vemos que φ′′ < 0. Portanto φ é côncava:

t1φ(x1) + · · · + tkφ(xk) ≤ φ(t1x1 + · · · + tkxk) (9.1.8)

para todo x1, . . . , xk > 0 e t1, . . . , tk > 0 com t1 + · · · + tk = 1. Além disso, a
concavidade é estrita: vale a igualdade em (9.1.8) se, e somente se, x1 = · · · =
xk.

Dizemos que duas partições P e Q são independentes se µ(P∩Q) = µ(P )µ(Q)
para todo P ∈ P e todo Q ∈ Q. Nesse caso, IP∨Q = IP + IQ e, portanto,
Hµ(P ∨Q) = Hµ(P) +Hµ(Q). Em geral, vale a desigualdade ≤ como veremos
daqui a pouco.
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Exemplo 9.1.1. Considere M = [0, 1] munido da medida de Lebesgue. Para
cada n ≥ 1 considere a partição Pn nos subintervalos

(
(i− 1)/10n, i/10n

]
com

1 ≤ i ≤ 10n. Então

Hµ(Pn) =

10n∑

i=1

−10−n log 10−n = n log 10.

Exemplo 9.1.2. Seja M = {1, . . . , d}N munido de uma medida produto µ = νN.
Denotamos pi = ν({i}) para cada i ∈ {1, . . . , d}. Para cada n ≥ 1, seja Pn a
partição de M em cilindros [0; a1, . . . , an] de comprimento n. A entropia de Pn
é

Hµ(Pn) =
∑

a1,...,an

−pa1 . . . pan log(pa1 . . . pan

)

=
∑

j

∑

a1,...,an

−pa1 . . . paj . . . pan log paj

=
∑

j

∑

aj

−paj log paj

∑

ai,i6=j

pa1 . . . paj−1paj+1 . . . pan .

A última soma é igual a 1, uma vez que
∑

i pi = 1. Portanto,

Hµ(Pn) =

n∑

j=1

d∑

aj=1

−paj log paj =

n∑

j=1

d∑

i=1

−pi log pi = −n
d∑

i=1

pi log pi.

Lema 9.1.3. Toda partição finita tem entropia finita. De fato, Hµ(P) ≤ log #P
e vale a igualdade se, e somente se, µ(P ) = 1/#P para todo P ∈ P.

Demonstração. Seja P = {P1, P2, . . . , Pn} e considere os números ti = 1/n e
xi = µ(Pi). Pela desigualdade de Jensen (Teorema A.5.8):

1

n
Hµ(P) =

n∑

i=1

tiφ(xi) ≤ φ
( n∑

i=1

tixi
)

= φ
( 1

n

)
=

logn

n
.

Portanto, Hµ(P) ≤ logn. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,
µ(Pi) = 1/n para todo i = 1, . . . , n.

O exemplo a seguir mostra que partições enumeráveis podem ter entropia
infinita. A partir daqui, ao longo de todo o caṕıtulo, sempre consideraremos
partições (finitas ou enumeráveis) com entropia finita. Alguns enunciados serão
restritos ao caso de partições finitas.

Exemplo 9.1.4. Considere M = [0, 1] munido da medida de Lebesgue µ. Ob-
serve que a série

∑∞
k=1 1/(k(log k)2) é convergente. Seja c o valor da soma.

Então podemos decompor [0, 1] em intervalos Pk com µ(Pk) = 1/(ck(log k)2)
para todo k. Seja P a partição formada por estes intervalos. Então,

Hµ(P) =

∞∑

k=1

log c+ log k + 2 log log k

ck(log k)2
.
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Pelo critério da razão, a série do lado direito tem o mesmo comportamento
que a série

∑∞
k=1 1/(k log k) que, como sabemos, é divergente (use o critério da

integral). Portanto, Hµ(P) = ∞.

Chamamos entropia condicional de uma partição P com relação a uma
partição Q ao número

Hµ(P/Q) =
∑

P∈P

∑

Q∈Q

−µ(P ∩Q) log
µ(P ∩Q)

µ(Q)
. (9.1.9)

Intuitivamente, ele mede a informação adicional fornecida pela partição P uma
vez conhecida a informação da partição Q. É claro que Hµ(P/M) = Hµ(P)
para todo P , onde M denota a partição trivial M = {M}. Além disso, se P e
Q são independentes então Hµ(P/Q) = Hµ(P). Em geral, vale a desigualdade
≤ como veremos num instante.

Dadas duas partições, P e Q dizemos que P é menos fina que Q, e escrevemos
P ≺ Q, se todo elemento de Q está contido em algum elemento de P , a menos de
medida nula. A soma P ∨Q é, precisamente, a menos fina de todas as partições
R tais que P ≺ R e Q ≺ R.

Lema 9.1.5. Sejam P, Q e R partições com entropia finita. Então,

(a) Hµ(P ∨Q/R) = Hµ(P/R) +Hµ(Q/P ∨R);

(b) se P ≺ Q então Hµ(P/R) ≤ Hµ(Q/R) e Hµ(R/P) ≥ Hµ(R/Q).

(c) P ≺ Q se, e somente se, Hµ(P/Q) = 0.

Demonstração. Por definição,

Hµ(P ∨Q/R) =
∑

P,Q,R

−µ(P ∩Q ∩R) log
µ(P ∩Q ∩R)

µ(R)

=
∑

P,Q,R

−µ(P ∩Q ∩R) log
µ(P ∩Q ∩R)

µ(P ∩R)

+
∑

P,Q,R

−µ(P ∩Q ∩R) log
µ(P ∩R)

µ(R)
.

A soma do lado direito pode ser reescrita como

∑

S∈P∨R,Q∈Q

−µ(S ∩Q) log
µ(C ∩Q)

µ(S)
+

∑

P∈P,R∈R

−µ(P ∩R) log
µ(P ∩R)

µ(R)

= Hµ(Q/P ∨R) +Hµ(P/R).

Isto demonstra o item (a). Agora observe que se P ≺ Q então

Hµ(P/R) =
∑

P

∑

R

∑

Q⊂P

−µ(Q ∩R) log
µ(P ∩R)

µ(R)

≤
∑

P

∑

R

∑

Q⊂P

−µ(Q ∩R) log
µ(Q ∩R)

µ(R)
= Hµ(Q/R).
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Isto prova a primeira parte do item (b). Para provar a segunda parte, note que
para quaisquer P ∈ P e R ∈ R, tem-se

µ(R ∩ P )

µ(P )
=
∑

Q⊂P

µ(Q)

µ(P )

µ(R ∩Q)

µ(Q)
.

Claro que
∑
Q⊂P µ(Q)/µ(P ) = 1. Então, pela desigualdade de Jensen (Teo-

rema A.5.8),

φ
(µ(R ∩ P )

µ(P )

)
≥
∑

Q⊂P

µ(Q)

µ(P )
φ
(µ(R ∩Q)

µ(Q)

)

para todo P ∈ P e R ∈ R. Consequentemente,

Hµ(R/P) =
∑

P,R

µ(P )φ
(µ(R ∩ P )

µ(P )

)
≥
∑

P,R

µ(P )
∑

Q⊂P

µ(Q)

µ(P )
φ
(µ(R ∩Q)

µ(Q)

)

=
∑

Q,R

µ(Q)φ
(µ(R ∩Q)

µ(Q)

)
= Hµ(R/Q).

Finalmente, segue da definição (9.1.9) que Hµ(P/Q) = 0 se, e somente se, para
todo P ∈ P e todo Q ∈ Q,

µ(P ∩Q) = 0 ou então
µ(P ∩Q)

µ(Q)
= 1.

Em outras palavras, ou Q é disjunto de P (a menos de medida nula) ou Q está
contido em P (a menos de medida nula). Isto quer dizer que Hµ(P/Q) = 0 se,
e somente se, P ≺ Q.

Em particular, tomando Q = M no item (b) do lema obtemos que

Hµ(R/P) ≤ Hµ(R) para quaisquer partições R e P . (9.1.10)

Além disso, tomando R = M no item (a), vem que

Hµ(P ∨Q) = Hµ(P) +Hµ(Q/P) ≤ Hµ(P) +Hµ(Q). (9.1.11)

Seja f : M → N uma transformação mensurável e seja µ uma probabilidade
em M . Então f∗µ é uma probabilidade em N . Além disso, se P é uma partição
de N então f−1(P) = {f−1(P ) : P ∈ P} é uma partição de M . Por definição:

Hµ(f
−1(P)) =

∑

P∈P

−µ(f−1(P )) log µ(f−1(P ))

=
∑

P∈P

−f∗µ(P ) log f∗µ(P ) = Hf∗µ(P).
(9.1.12)

Em particular, se M = N e a medida µ é invariante por f então

Hµ(f
−1(P)) = Hµ(P) para toda partição P . (9.1.13)

Também precisaremos da seguinte propriedade de continuidade:
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Lema 9.1.6. Dado k ≥ 1 e ε > 0 existe δ > 0 tal que, para quaisquer partições
finitas P = {P1, . . . , Pk} e Q = {Q1, . . . , Qk},

µ(Pi∆Qi) < δ para todo i = 1, . . . , k ⇒ Hµ(Q/P) < ε.

Demonstração. Fixe ε > 0 e k ≥ 1. Pela continuidade da função φ : [0, 1] → R,
φ(x) = −x log x, existe ρ > 0 tal que φ(x) < ε/k2 para todo x ∈ [0, ρ)∪(1−ρ, 1].
Tome δ = ρ/k. Dadas partições P e Q como no enunciado, denote por R a
partição cujos elementos são as interseções Pi ∩ Qj com i 6= j e também o
conjunto ∪ki=1Pi ∩Qi. Note que µ(Pi ∩Qj) ≤ µ(Pi∆Qi) < δ para todo i 6= j e

µ
( k⋃

i=1

Pi ∩Qi
)
≥

k∑

i=1

(
µ(Pi) − µ(Pi∆Qi)

)
>

k∑

i=1

(
µ(Pi) − δ

)
= 1 − ρ

Portanto,

Hµ(R) =
∑

R∈R

φ(µ(R)) < #R ε

k2
≤ ε.

É claro da definição que P ∨Q = P ∨R. Então, usando (9.1.11) e (9.1.10),

Hµ(Q/P) = Hµ(P ∨Q) −Hµ(P) = Hµ(P ∨R) −Hµ(P)

= Hµ(R/P) ≤ Hµ(R) < ε.

Isto prova o lema.

9.1.3 Entropia de um sistema dinâmico

Seja f : M → M uma transformação mensurável preservando uma medida de
probabilidade µ. A noção de entropia do sistema (f, µ), apresentada a seguir,
é inspirada pela ideia de entropia de um canal de comunicação definida por
(9.1.5).

Dada uma partição P de M com entropia finita, denotamos

Pn =

n−1∨

i=0

f−i(P) para cada n ≥ 1.

Observe que o elemento Pn(x) que contém x ∈M está dado por:

Pn(x) = P(x) ∩ f−1(P(f(x))) ∩ · · · ∩ f−n+1(P(fn−1(x))).

É claro que a sequência Pn é não-decrescente, ou seja, Pn ≺ Pn+1 para todo n.
Portanto, a sequência das entropias Hµ(Pn) também é não-decrescente. Outro
fato importante é que esta sequência é subaditiva:

Lema 9.1.7. Hµ(Pm+n) ≤ Hµ(Pm) +Hµ(Pn) para todo m,n ≥ 1.
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Demonstração. Por definição, Pm+n = ∨m+n−1
i=0 f−i(P) = Pm ∨ f−m(Pn). Por-

tanto, usando (9.1.11),

Hµ(Pm+n) ≤ Hµ(Pm) +Hµ(f
−m(Pn)). (9.1.14)

Por outro lado, como µ é invariante por f , a propriedade (9.1.13) implica que
Hµ(f

−m(Pn)) = Hµ(Pn) para todo m,n. Substituindo este fato em (9.1.14)
obtemos a conclusão do lema.

Chamamos entropia de f com respeito à medida µ e à partição P o limite

hµ(f,P) = lim
n

1

n
Hµ(Pn) = inf

n

1

n
Hµ(Pn). (9.1.15)

Observe que esta entropia é tanto maior quanto mais fina for a partição. De
fato, se P ≺ Q então Pn ≺ Qn para todo o n. Usando o Lema 9.1.5, segue que
Hµ(Pn) ≤ Hµ(Qn) para todo n. Consequentemente,

P ≺ Q ⇒ hµ(f,P) ≤ hµ(f,Q) (9.1.16)

Finalmente, a entropia do sistema (f, µ) é definida por

hµ(f) = sup
P
hµ(f,P), (9.1.17)

onde o supremo é tomado sobre todas as partições com entropia finita. Uma
observação útil é que a definição não é afetada se considerarmos o supremo
apenas sobre as partições finitas (veja o Exerćıcio 9.1.1).

Exemplo 9.1.8. Suponhamos que a medida invariante µ está suportada numa
órbita periódica. Em outras palavras, existe x em M e k ≥ 1 tal que fk(x) = x
e a medida µ é dada por

µ =
1

k

(
δx + δf(x) + · · · + δfk−1(x)

)
.

Neste caso a medida só toma um número finito de valores. Consequentemente,
a entropia Hµ(P) também só toma um número finito de valores quando conside-
ramos todas as partições enumeráveis P . Em particular, limn n

−1Hµ(Pn) = 0
para toda partição P . Isto prova que neste caso hµ(f) = 0.

Exemplo 9.1.9. Considere a transformação expansão decimal f : [0, 1] → [0, 1],
dada por f(x) = 10x − [10x]. Como observamos anteriromente, f preserva a
medida de Lebesgue no intervalo µ. Seja P a partição de [0, 1] nos intervalos
da forma

(
(i − 1)/10, i/10] com i = 1, . . . , 10. Então Pn é a partição nos

intervalos da forma
(
(i − 1)/10n, i/10n] com i = 1, . . . , 10n. Usando o cálculo

do Exemplo 9.1.1, obtemos que

hµ(f,P) = lim
n

1

n
Hµ(Pn) = log 10.

Usando a teoria que será desenvolvida na Seção 9.2, veremos que este é também
o valor da entropia hµ(f), ou seja, P realiza o supremo na definição (9.1.17).



256 CAPÍTULO 9. ENTROPIA

Exemplo 9.1.10. Considere o deslocamento σ : Σ → Σ em Σ = {1, . . . , d}N (ou
Σ = {1, . . . , d}Z), munido de uma medida de Bernoulli µ = νN (respectivamente,
µ = νN). Seja P a partição de Σ em cilindros [0; a] com a = 1, . . . , d. Então Pn
é a partição em cilindros [0; a1, . . . , an] de comprimento n. Usando o cálculo do
Exemplo 9.1.2 conclúımos que

hµ(σ,P) = lim
n

1

n
Hµ(Pn) =

d∑

i=1

−pi log pi. (9.1.18)

A teoria que apresentaremos na Seção 9.2 permitirá concluir que este é também
o valor da entropia hµ(σ).

Segue da expressão (9.1.18) que para todo x > 0 existe algum deslocamento
de Bernoulli (σ, µ) tal que hµ(σ) = x. Usaremos esta observação um certo
número de vezes ao longo do texto.

Lema 9.1.11. hµ(f,Q) ≤ hµ(f,P) + Hµ(Q/P) para quaisquer partições P e
Q com entropia finita.

Demonstração. Pelo Lema 9.1.5, para todo n ≥ 1 vale que

Hµ

(
Qn+1/Pn+1

)
= Hµ

(
Qn ∨ f−n(Q)/Pn ∨ f−n(P)

)

≤ Hµ

(
Qn/Pn

)
+Hµ

(
f−n(Q)/f−n(P)

)

O último termo é igual a Hµ(Q/P), porque a medida µ é invariante por f .
Portanto, a relação anterior prova que

Hµ

(
Qn/Pn

)
≤ nHµ

(
Q/P

)
para todo n ≥ 1. (9.1.19)

Usando o Lema 9.1.5 uma vez mais, segue que

Hµ(Qn) ≤ Hµ(Pn ∨ Qn) = Hµ(Pn) +Hµ(cQ
n/Pn) ≤ Hµ(Pn) + nHµ(Q/P).

Dividindo por n e passando ao limite quando n → ∞ obtemos a conclusão do
lema.

Lema 9.1.12. hµ(f,P) = limnHµ(P/
∨n
j=1 f

−j(P)) para qualquer partição P
com entropia finita.

Demonstração. Usando o Lema 9.1.5(a) e o fato de que a medida µ é invariante:

Hµ

( n−1∨

j=0

f−j(P)
)

= Hµ

( n−1∨

j=1

f−j(P)
)

+Hµ

(
P/

n−1∨

j=1

f−j(P)
)

= Hµ

( n−2∨

j=0

f−j(P)
)

+Hµ

(
P/

n−1∨

j=1

f−j(P)
)
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para todo n. Por recorrência, segue que

Hµ

( n−1∨

j=0

f−j(P)
)

= Hµ(P) +

n−1∑

k=1

Hµ

(
P/

k∨

j=1

f−j(P)
)
.

Portanto, hµ(f,P) é dada pelo limite Cesaro

hµ(f,P) = lim
n

1

n
Hµ

( n−1∨

j=0

f−j(P)
)

= lim
n

1

n

n−1∑

k=1

Hµ

(
P/

k∨

j=1

f−j(P)
)
.

Por outro lado, o Lema 9.1.5(b) garante que a sequência Hµ(P/∨nj=1 f
−j(P)) é

decrescente. Em particular, limn ∨nj=1f
−j(P) existe e, consequentemente, coin-

cide com o limite Cesaro na igualdade anterior.

Recorde que Pn = ∨n−1
j=0 f

−j(P). Quando f : M → M é invert́ıvel, também

consideramos P±n = ∨n−1
j=−nf

−j(P).

Lema 9.1.13. Se P é partição com entropia finita então hµ(f,P) = hµ(f,Pk)
para todo k ≥ 1. Se f é invert́ıvel, também temos hµ(f,P) = hµ(f,P±k) para
todo k ≥ 1.

Demonstração. Observe que, dado qualquer n ≥ 1,

n−1∨

j=0

f−j(Pk) =
n−1∨

j=0

f−j
( k−1∨

i=0

f−i(P)
)

=
n+k−2∨

l=0

f−l(P) = Pn+k−1.

Portanto,

hµ
(
f,Pk

)
= lim

n

1

n
Hµ

(
Pn+k−1

)
= lim

n

1

n
Hµ

(
Pn
)

= hµ
(
f,P

)
.

Isto prova a primeira parte do lema. Para provar a segunda parte, note que:

n−1∨

j=0

f−j(P±k) =

n−1∨

j=0

f−j
( k−1∨

i=−k

f−i(P)
)

=

n+k−2∨

l=−k

f−l(P) = f−k
(
Pn+2k−1

)

para todo n e todo k. Portanto,

hµ
(
f,P±k

)
= lim

n

1

n
Hµ

(
f−k(Pn+2k−1)

)
= lim

n

1

n
Hµ

(
Pn+2k−1

)
= hµ

(
f,P

)
.

(a segunda igualdade usa o fato de que µ é invariante por f).

Proposição 9.1.14. Tem-se hµ(f
k) = khµ(f) para todo k ∈ N. Se f é in-

vert́ıvel então hµ(f
k) = |k|hµ(f) para todo k ∈ Z.
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Demonstração. Considere g = fk e seja P uma partição qualquer de M com
entropia finita. Lembrando que Pk = P ∨ f−1(P) ∨ · · · ∨ f−k+1(P), vemos que

Pkm =

km−1∨

i=0

f−j(P) =

m−1∨

i=0

f−ki
( k−1∨

j=0

f−j(P)
)

=

m−1∨

i=0

g−i(Pk).

Portanto,

khµ
(
f,P

)
= lim

m

1

m
Hµ

(
Pkm

)
= hµ

(
g,Pk

)
. (9.1.20)

Como P ≺ Pk, esta igualdade implica que hµ(g,P) ≤ khµ(f,P) ≤ hµ(g)
qualquer que seja P . Tomando o supremo sobre as partições P , segue que
hµ(g) ≤ khµ(f) ≤ hµ(g). Ist prova que khµ(f) = hµ(g), conforme afirmado.

Agora suponha que f é invert́ıvel. Seja P uma partição qualquer de M com
entropia finita. Para qualquer n ≥ 1,

Hµ

(
∨n−1
j=0 f

−j(P)
)

= Hµ

(
f−n+1

(
∨n−1
i=0 f i(P)

))
= Hµ

(
∨n−1
i=0 f i(P)

)
,

uma vez que a medida µ é invariante. Dividindo por n e passando ao limite
quando n→ ∞, obtemos que

hµ(f,P) = hµ(f
−1,P). (9.1.21)

Tomando o supremo sobre estas partições P , vem que hµ(f) = hµ(f
−1). Subs-

tituindo f for fk e usando o item (a), segue que hµ(f
−k) = hµ(f

k) = khµ(f)
para todo k ∈ N.

9.1.4 Exerćıcios

9.1.1. Mostre que o supremo de hµ(f,P) sobre todas as partições finitas coin-
cide com o supremo sobre todas as partições com entropia finita.

9.1.2. Verifique que limnHµ(∨k−1
i=0 f

−i(P)/∨nj=k f−j(P)) = kh(f,P) para toda
partição P com entropia finita e todo k ≥ 1.

9.1.3. Seja f : M → M uma transformação preservando uma medida de pro-
babilidade µ.

(a) Suponha que existe um conjunto invariante A ⊂ M com µ(A) ∈ (0, 1).
Sejam µA e µB as restrições normalizadas de µ aos conjuntos A e B = Ac,
respectivamente. Mostre que hµ(f) = µ(A)hµA (f) + µ(B)hµB (f).

(b) Suponha que µ é uma combinação convexa µ =
∑n
i=1 aiµi de medidas

invariantes ergódicas µ1, . . . , µn. Mostre que hµ(f) =
∑n

i=1 aihµi(f).

[Observação: Na Seção 9.6 obteremos resultados mais fortes.]

9.1.4. Considere transformações f : M →M e g : N → N preservando medidas
de probabilidade µ e ν, respectivamente. Considere f × g : M ×M → N ×N ,
dada por (f × g)(x, y) = (f(x), g(y)). Mostre que f × g preserva a medida
produto µ× ν e que hµ×ν(f × g) = hµ(f) + hν(g).
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9.1.5. Sejam (M,B, µ) e (N, C, ν) espaços de probabilidade e f : M → M e
g : N → N transformações mensuráveis preservando as medidas µ e ν, res-
pectivamente. Dizemos que (g, ν) é um fator de (f, µ) se existe uma aplicação
mensurável, não necessariamente invert́ıvel, φ : (M,B) → (N, C) tal que φ∗µ = ν
e φ ◦ f = g ◦ φ em quase todo ponto. Mostre que nesse caso hν(g) ≤ hµ(f).

9.2 Teorema de Kolmogorov-Sinai

Em geral, a principal dificuldade no cálculo da entropia reside no cálculo do
supremo na definição (9.1.17). Os métodos que vamos desenvolver nesta seção
permitem simplicar a tarefa em muitos casos de interesse, identificando certas
partições P que realizam o supremo, isto é, tais que hµ(f,P) = hµ(f). O
resultado principal é o seguinte:

Teorema 9.2.1 (Kolmogorov-Sinai). Seja P1 ≺ · · · ≺ Pn ≺ · · · uma sequência
não-decrescente de partições com entropia finita tais que ∪∞

n=1Pn gera a σ-
álgebra dos conjuntos mensuráveis a menos de medida nula. Então

hµ(f) = lim
n
hµ(f,Pn).

Demonstração. O limite sempre existe, pois a propriedade (9.1.16) implica que
a sequência hµ(f,Pn) é não decrescente. Vamos usar o seguinte fato:

Lema 9.2.2. limnHµ(Q/Pn) = 0 para qualquer partição finita Q.

Demonstração. Escreva Q = {Q1, . . . , Qk}. Dado qualquer ε > 0, fixe δ > 0
como no Lema 9.1.6. Seja A a álgebra formada pelas uniões finitas de elementos
de ∪nPn. Por hipótese, A gera a σ-álgebra de todos os conjuntos mensuráveis.
Logo, pelo teorema de aproximação (Teorema A.1.19), para cada i = 1, . . . , s
existe Ai ∈ A tal que

µ(Qi∆Ai) < δ/(4k). (9.2.1)

O fato de que os Qi são uma cobertura de M garante que os Ai estão perto de
o serem também:

µ
(
Ai ∩ (∪j 6=iAj)

)
≤ µ

(
∪nj=1 (Aj \Qj)

)
< δ/4 para todo i (9.2.2)

e µ
(
M \ ∪ki=1Ai

)
≤ µ

(
∪ki=1 (Qi \Ai)

)
< δ/4. (9.2.3)

A seguir, defina

Q′
i =





A1 para i = 1

Ai \ ∪i−1
j=1Aj para 1 < i < k

M \ ∪k−1
j=1Aj para i = k

Então Q′ = {Q′
1, . . . , Q

′
k} é uma partição de M . Afirmamos que

µ(Ai∆Q
′
i) < δ/2 para todo i = 1, . . . , k. (9.2.4)
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Isto é trivial para i = 1. Para i > 1 temos que Ai \ Q′
i está contido em

Ai ∩ (∪j<iAj). Logo, usando (9.2.2), obtemos que µ(Ai \ Q′
i) < δ/4. Isto

prova a afirmação para todo 1 < i < k, uma vez que nesse caso Q′
i \ Ai = ∅.

Finalmente, para i = k, temos que Q′
k \ Ak está contido no complementar de

∪ki=1Ai. Logo, usando (9.2.3), vemos que µ(Q′
k \ Ak) < δ/4. Somando esta

estimativa com a anterior, vem que µ(Ak∆Q
′
k) < δ/2. Isto completa a prova da

afirmação (9.2.4).
Combinando as desigualdades (9.2.1) e (9.2.4), obtemos que µ(Qi∆Q

′
i) < δ

para todo i = 1, . . . , k. Agora, é claro que Q′
i ∈ A para todo i. Então, como se

trata de uma famı́lia finita, podemos encontrar m ≥ 1 tal que todo Q′
i é uma

união de elementos de Pm. Em outras palavras, a partição Q′ = {Q′
1, . . . , Q

′
k}

é menos fina do que Pm. Então, pelos Lemas 9.1.5 e 9.1.6,

Hµ(Q/Pn) ≤ Hµ(Q/Pm) ≤ Hµ(Q/Q′) < ε para todo n ≥ m.

Isto completa a demonstração do lema.

Pelo Lema 9.1.11, também temos que

hµ(f,Q) ≤ hµ(f,Pn) +Hµ(Q/Pn) para todo n.

Passando ao limite quando n→ ∞ e, então, tomando o supremo sobre todas as
partições finitas Q, obtemos a conclusão do teorema.

9.2.1 Partições geradoras

Nesta seção, e nas seguintes, vamos deduzir diversas consequências úteis do
Teorema 9.2.1.

Corolário 9.2.3. Seja P uma partição com entropia finita tal que a união
dos seus iterados Pn = ∨n−1

j=0 f
−j(P), n ≥ 1 gera a σ-álgebra dos conjuntos

mensuráveis. Então hµ(f) = hµ(f,P).

Demonstração. Basta aplicar o Teorema 9.2.1 à sequência Pn, lembrando que
hµ(f,Pn) = hµ(f,P) para todo n, de acordo com o Lema 9.1.13.

Corolário 9.2.4. Suponha que o sistema (f, µ) é invert́ıvel. Seja P uma
partição com entropia finita tal que a união dos iterados P±n = ∨n−1

j=−nf
−j(P),

n ≥ 1 gera a σ-álgebra dos conjuntos mensuráveis. Então hµ(f) = hµ(f,P).

Demonstração. Basta aplicar o Teorema 9.2.1 à sequência P±n, lembrando que
hµ(f,P±n) = hµ(f,P) para todo n, de acordo com o Lema 9.1.13.

Em particular, os Corolários 9.2.3 e 9.2.4 completam o cálculo da entro-
pia da transformação expansão decimal e dos deslocamentos de Bernoulli, que
iniciamos nos Exemplos 9.1.9 e 9.1.10, respectivamente.

Em qualquer dos casos nos Corolários 9.2.3 e 9.2.4 dizemos que P é uma
partição geradora, ou um gerador do sistema. Note, no entanto, que isto contém
um certo abuso de linguagem, já que as condições nos dois corolários não são
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equivalentes. Por exemplo, se tomarmos M = {1, . . . , d}Z então a partição P
em cilindros {[0; a] : a = 1, . . . , d} é tal que a união dos iterados bilaterais P±n

gera a σ-álgebra mas a a união dos iterados unilaterais Pn não gera. Quando
for necessário distinguir entre as dois conceitos, falaremos de gerador unilateral
e gerador bilateral, respectivamente.

A este respeito também observamos que certos sistemas invert́ıveis admitem
geradores unilaterais, ou seja, tais que a união dos iterados Pn, n ≥ 1 gera
a σ-álgebra dos conjuntos mensuráveis. Por exemplo, se f : S1 → S1 é uma
rotação irracional e P = {I, S1 \ I} é uma partição do ćırculo em dois intervalos
complementares, então P é gerador unilateral (e também bilateral, evidente-
mente). No entanto, este tipo de comportamento só é posśıvel para sistemas
com entropia nula:

Corolário 9.2.5. Suponha que f : M →M é invert́ıvel e existe alguma partição
P com entropia finita tal que ∪∞

n=1Pn gera a σ-álgebra dos conjuntos men-
suráveis de M a menos de medida nula. Então hµ(f) = 0.

Demonstração. Combinando o Lema 9.1.12 e o Corolário 9.2.3:

hµ(f) = hµ(f,P) = lim
n
Hµ(P/f−1(Pn)).

Como ∪nPn gera a σ-álgebra B dos conjuntos mensuráveis, ∪nf−1(Pn) gera
a σ-álgebra f−1(B). Mas f−1(B) = B, uma vez que f é invert́ıvel. Logo, o
Teorema 9.2.1 implica que Hµ(P/f−1(Pn)) converge para zero quando n→ ∞.
Segue que hµ(f) = 0.

Suponha que M é um espaço métrico, munido da sua σ-álgebra de Borel.

Corolário 9.2.6. Seja P1 ≺ · · · ≺ Pn ≺ · · · uma sequência não decrescente de
partições com entropia finita tais que diamPn(x) → 0 para µ-quase todo x ∈M .
Então

hµ(f) = lim
n
hµ(f,Pn).

Demonstração. Seja U um aberto qualquer de M . A hipótese garante que para
cada x existe n(x) tal que o conjunto Px = Pn(x)(x) está contido em U . É
claro que Px pertence à álgebra A gerada por ∪nPn. Observe também que esta
álgebra é enumerável, já que ela está formada pelas uniões finitas de elementos
das partições Pn. Em particular, o conjunto dos valores tomados por Px é
enumerável. Segue que U = ∪x∈UPx também está na álgebra A. Isto prova que
a σ-ágebra gerada por A contém todos os abertos e, portanto, contém todos
os conjuntos borelianos. Agora, a conclusão segue de uma aplicação direta do
Teorema 9.2.1.

Exemplo 9.2.7. Seja f : S1 → S1 um homeomorfismo e seja µ uma probabili-
dade invariante qualquer. Dada uma partição finita P de S1 em subintervalos,
denotemos por x1, . . . , xm os seus pontos extremos. Para qualquer j ≥ 1, a
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partição f−j(P) está formada pelo subintervalos de S1 determinados pelos pon-
tos f−j(xi). Isto implica que, para cada n ≥ 1, os elementos de Pn têm os seus
pontos extremos no conjunto

{f−j(xi) : j = 0, . . . , n− 1 e i = 1, . . . ,m}.

Em particular, #Pn ≤ mn. Então, usando o Lema 9.1.3,

hµ(f,P) = lim
n

1

n
Hµ(Pn) ≤ lim

n

1

n
#Pn = lim

n

1

n
log kn = 0.

Segue que hµ(f) = 0: para isso basta considerar qualquer sequência de partições
finitas em intervalos com diâmetro indo para zero e aplicar o Corolário 9.2.6.

Corolário 9.2.8. Seja P uma partição com entropia finita tal que, para µ-quase
todo x ∈M , tem-se diamPn(x) → 0. Então hµ(f) = hµ(f,P).

Demonstração. Basta aplicar o Corolário 9.2.6 à sequência Pn, lembrando que
hµ(f,Pn) = hµ(f,P) para todo n.

Analogamente, se f é invert́ıvel e P é uma partição com entropia finita tal
que diamP±n(x) → 0 para µ-quase todo x ∈M , então hµ(f) = hµ(f,P).

Sabemos que geradores existem na maioria dos casos interessantes, embo-
ra possa ser dif́ıcil exibir um gerador explicitamente. De fato, suponha que
o ambiente é um espaço de Lebesgue. Rokhlin [Rok67a, §10] mostrou que se
um sistema é aperiódico (isto é, o conjunto dos pontos periódicos tem medida
nula) e quase todo ponto tem um número finito ou enumerável de pré-imagens,
então existe algum gerador finito ou enumerável. Em particular, todo sistema
invert́ıvel aperiódico admite algum gerador finito ou enumerável. Em geral, este
gerador pode ter entropia infinita. Mas Rokhlin [Rok67a, §10] também mostrou
que todo sistema invert́ıvel aperiódico com entropia finita admite algum gerador
bilateral com entropia finita. Além disso (Krieger [Kri70]), este gerador pode
ser escolhido finito se o sistema for ergódico.

9.2.2 Semicontinuidade da entropia

A seguir vamos examinar a função entropia, que associa a cada medida inva-
riante µ de uma transformação f dada o valor da respectiva entropia hµ(f).
Vamos ver que esta função não é cont́ınua, em geral. No entanto, sob hipóteses
bastante amplas ela é semicont́ınua superiormente: dado qualquer ε > 0, tem-se
que hν(f) ≤ hµ(f) + ε para todo ν suficientemente próximo de µ. Isso vale,
em particular, para a classe de transformações que chamamos de expansivas.
Estes fatos têm consequências importantes, que serão exploradas na Seção 9.2.3
e, mais tarde, nas Seções 9.6 e 10.5.

Começamos por mostrar, por meio de um exemplo, que a função entropia
pode ser descont́ınua:

Exemplo 9.2.9. Seja f : [0, 1] → [0, 1] a transformação expansão decimal.
Como vimos no Exemplo 9.1.9, a entropia de f relativamente à medida de
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Lebesgue m é hm(f) = log 10. Para cada k ≥ 1, denote por Fk o conjunto
dos pontos fixos do iterado fk. Observe que Fk é um conjunto invariante com
#Fk = 10k, e que estes conjuntos estão equidistribúıdos no seguinte sentido:
cada intervalo [(i−1)/10k, i/10k] contém exatamente um ponto de Fk. Considere
a sequência de medidas

µk =
1

10k

∑

x∈Fk

δx.

As observações anteriores implicam que cada µk é uma probabilidade invariante
e que a sequência (µk)k converge para a medida de Lebesgue m na topolo-
gia fraca∗ (verifique). Como µk está suportada num conjunto finito, o mesmo
argumento que usamos no Exemplo 9.1.8 prova que hµk

(f) = 0 para todo k.
Portanto, a entropia não varia continuamente com a medida invariante.

Por outro lado, considere qualquer partição finita P de M cujo bordo

∂P =
⋃

P∈P

∂P

satisfaz µ(∂P) = 0. Pelo Teorema 2.1.2 ou, mais precisamente, pelo fato de
que a topologia (2.1.5) é equivalente à topologia fraca∗, a função ν 7→ ν(P ) é
cont́ınua no ponto µ, para todo P ∈ P . Consequentemente, a função

ν 7→ Hν(P) =
∑

P∈P

−ν(P ) log ν(P ),

também é cont́ınua em µ. A hipótese sobre P também implica que µ(∂Pn) = 0
para todo n ≥ 1, uma vez que

∂Pn ⊂ ∂P ∪ f−1(∂P) ∪ · · · ∪ f−n+1(∂P).

Assim, a função ν 7→ Hν(Pn) é cont́ınua para todo n.

Proposição 9.2.10. Seja P uma partição finita tal que µ(∂P) = 0. Então, a
função ν 7→ hν(f,P) é semicont́ınua superiormente em µ.

Demonstração. Basta lembrar que, por definição,

hν(f,P) = inf
n

1

n
Hν(f,P)

e que o ı́nfimo de qualquer famı́lia de funções cont́ınuas é uma função semi-
cont́ınua superiormente.

Corolário 9.2.11. Suponha que existe uma partição finita P tal que µ(∂P) = 0
e ∪nPn gera a σ-álgebra dos subconjuntos mensuráveis de M a menos de medida
nula. Então a função µ 7→ hµ(f) é semicont́ınua superiormente no ponto µ.

Demonstração. Pela Proposição 9.2.10, dado ε > 0 existe uma vizinhança U de
µ tal que hν(f,P) ≤ hµ(f,P) + ε para todo ν ∈ V . Temos hµ(f,P) ≤ hµ(f),
por definição. Pelo Corolário 9.2.3, a hipótese implica que hν(f,P) = hν(f)
para todo ν. Portanto, hν(f) ≤ hµ(f) + ε para todo ν ∈ V .
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Agora suponhamos que M é um espaço métrico compacto e µ é uma proba-
bilidade boreliana em M . Nesse caso temos a seguinte versão mais especializada
do corolário anterior:

Corolário 9.2.12. Suponha que existe ε0 > 0 tal que toda partição finita P
com diamP < ε0 satisfaz limn diamPn = 0. Então, a função µ 7→ hµ(f) é
semi-cont́ınua superiormente. Consequentemente, essa função é limitada e o
seu supremo é atingido para alguma medida µ.

Demonstração. Como vimos no Corolário 9.2.8, a propriedade limn diamPn = 0
implica que ∪nPn gera a σ-álgebra dos conjuntos mensuráveis. Por outro lado,
dada qualquer probabilidade invariante µ é fácil escolher uma partição P com
diâmetro menor que ε0 e tal que µ(∂P) = 0. Por exemplo: para cada x escolha
rx ∈ (0, ε0) tal que o bordo da bola de centro x e raio rx tenha medida nula; seja
U uma cobertura finita de M por tais bolas; tome para P a partição associada
a U , ou seja, a partição cujos elementos são os conjuntos maximais que, para
cada U ∈ U , estão contidos em U ou no complementar U c. Segue do corolário
anterior que a função entropia é semicont́ınua superiormente em µ e, como µ é
arbitrária, isso dá a primeira afirmação do enunciado.

As demais afirmações são consequências gerais da semicontinuidade, lem-
brando que o domı́nio da função entropia, ou seja, o espaço M1 das probabili-
dades invariantes, é um espaço compacto.

Quando f é invert́ıvel podemos substituir Pn por P±n = ∨n−1
j=−nf

−j(P) no
enunciado dos Corolários 9.2.11 e 9.2.12. A demonstração é análoga, usando as
versões dos Corolários 9.2.3 e 9.2.8 para transformações invert́ıves.

9.2.3 Transformações expansivas

Agora vamos discutir uma classe bastante ampla de transformações que satis-
fazem as condições do Corolário 9.2.12.

Uma transformação cont́ınua f : M →M num espaço métrico é dita expan-
siva se existe ε0 (chamada constante de expansividade) tal que, dados x, y ∈M
com x 6= y existe n ∈ N tal que d(fn(x), fn(y)) ≥ ε0. Ou seja, quaisquer duas
órbitas distintas podem ser distinguidas, de forma macroscópica, em algum mo-
mento da iteração.

Quando a transformação f é invert́ıvel também temos uma versão bilateral
da noção de expansividade, definida do seguinte modo: existe ε0 tal que, dados
x, y ∈M com x 6= y existe n ∈ Z tal que d(fn(x), fn(y)) ≥ ε0. Esta propriedade
sempre vale se a transformação for expansiva (no sentido anterior), já que N ⊂ Z.

Exemplo 9.2.13. Seja σ : Σ → Σ o deslocamento em Σ = {1, . . . , d}N. Con-
sideramos em Σ a distância d((xn)n, (yn)n) = 2−N onde N é o menor valor
de n tal que xn 6= yn. x = (xn)n e y = (yn)n são pontos distintos então
d(fN (x), fN (y)) = 20 = 1. Isto prova que f é uma transformação expansiva,
com ε0 = 1 como constante de expansividade.

Analogamente, o deslocamento bilateral σ : Σ → Σ em Σ = {1, . . . , d}Z é
expansivo no sentido bilateral (mas não no sentido unilateral).
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Deixamos ao cuidado do leitor verificar (Exerćıcio 9.2.1) que a expansão
decimal f(x) = 10x− [10x] também é expansiva. Por outro lado, isometrias de
qualquer espaço métrico nunca são expansivas.

Proposição 9.2.14. Seja f : M → M uma transformação expansiva num
espaço métrico compacto e seja ε0 > 0 uma constante de expansividade. Então
tem-se limn diamPn = 0 para toda partição finita P com diamP < ε0.

Demonstração. É claro que a sequência diamPn é não crescente. Seja δ o seu
ı́nfimo e suponhamos que δ > 0. Então, para todo n ≥ 1 existem pontos xn e
yn tais que d(xn, yn) > δ/2 mas xn e yn pertencem ao mesmo elemento de Pn
e, portanto, satisfazem

d(f j(xn), f j(yn)) ≤ diamP < ε0 para todo 0 ≤ j < n.

Por compacidade, existe (nj)j → ∞ tal que (xnj )j e (ynj )j convergem para
pontos x e y, respectivamente. Então x 6= y mas d(f j(x), f j(y)) ≤ diamP < ε0
para todo j ≥ 0. Isto contradiz a hipótese de que ε0 é constante de expansi-
vidade. Deste modo, fica provada a primeira parte da proposição. A prova da
segunda parte é análoga.

Corolário 9.2.15. Se f : M →M é uma transformação expansiva num espaço
métrico compacto então a função entropia é semicont́ınua superiormente e exis-
tem probabilidades invariantes µ cuja entropia hµ(f) é máxima entre todas as
probabilidades invariantes de f .

Se a transformação f é invert́ıvel e expansiva no sentido bilateral, podemos
substituir Pn por P±n na Proposição 9.2.14 e a conclusão do Corolário 9.2.15
também permanece válida tal como está enunciada.

9.2.4 Exerćıcios

9.2.1. Mostre que a expansão decimal f : [0, 1] → [0, 1], f(x) = 10x − [10x] é
expansiva e exiba uma constante de expansividade.

9.2.2. Verifique que para todo s > 0 existe algum deslocamento de Bernoulli
(σ, µ) cuja entropia é igual a s.

9.2.3. Seja X = {0}∪ {1/n : n ≥ 1} e considere o espaço Σ = XN munido com
a distância d((xn)n, (yn)n) = 2−N |xN − yN |, onde N = min{n ∈ N : xn 6= yn}.

(a) Certifique-se de que o deslocamento σ : Σ → Σ não é expansivo.

(b) Para cada k ≥ 1, seja νk a probabilidade em X que dá peso 1/2 a cada
um dos pontos 1/k e 1/(k + 1). Use as medidas de Bernoulli µk = νN

k

para concluir que a função entropia do deslocamento não é semicont́ınua
superiormente.

(c) Seja µ a medida de Bernoulli associada a um vetor de probabilidade
(px)x∈X tal que

∑
x∈X −px log px = ∞. Mostre que hµ(σ) é infinita.
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9.2.4. Seja f : S1 → S1 uma aplicação de recobrimento de grau d ≥ 2 e seja µ
uma probabilidade invariante por f . Mostre que hµ(f) ≤ log d.

9.2.5. Sejam P e Q partições finitas. Mostre que se P ≺ ∨∞
j=0f

−j(Q) então
hµ(f,P) ≤ hµ(f,Q).

9.3 Entropia local

O teorema de Shannon-McMillan-Breiman, que vamos discutir nesta seção, for-
nece uma visão complementar do conceito de entropia, mais detalhada e de na-
tureza mais local. Também mencionaremos uma versão topológica dessa ideia,
que é devida a Brin-Katok.

Teorema 9.3.1 (Shannon-McMillan-Breiman). Dada qualquer partição P com
entropia finita, o limite

hµ(f,P , x) = lim
n

− 1

n
logµ(Pn(x)) existe em µ-quase todo ponto. (9.3.1)

A função x 7→ hµ(f,P , x) é µ-integrável, e o limite também vale em L1(µ).
Além disso, ∫

hµ(f,P , x) dµ(x) = hµ(f,P).

Se (f, µ) é ergódico então hµ(f,P , x) = hµ(f,P) em µ-quase todo ponto.

Lembre que Pn(x) = P(x)∩f−1(P(f(x)))∩· · ·∩f−n+1(P(fn−1(x))), ou seja,
este conjunto está formado pelos pontos cuja trajetória se mantém “próxima”
da trajetória de x durante n iterados, no sentido de que as duas visitam os
mesmos elementos de P . O Teorema 9.3.1 afirma que a medida deste conjunto
tem uma taxa exponencial de decaimento bem definida: em µ-quase todo ponto,

µ(Pn(x)) ≈ e−nh(f,P,x) para todo n grande.

A demonstração do teorema será apresentada na Seção 9.3.1.
O teorema de Brin-Katok, que enunciamos a seguir, pertence à mesma

famı́lia de resultados, mas usa uma noção distinta de proximidade.

Definição 9.3.2. Suponhamos que f : M →M é uma aplicação cont́ınua num
espaço métrico compacto. Dado x ∈M , n ≥ 1 e ε > 0, chamamos bola dinâmica
de comprimento n e raio ε em torno de x ao conjunto:

B(x, n, ε) = {y ∈M : d(f j(x), f j(y)) < ε para todo j = 0, 1, . . . , n− 1}.

Em outras palavras, B(x, n, ε) = ∩n−1
j=0 f

−j(B(f j(x), ε)). Defina:

h+
µ (f, ε, x) = lim sup

n
− 1

n
log µ(B(x, n, ε))

h−µ (f, ε, x) = lim inf
n

− 1

n
log µ(B(x, n, ε)).
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Teorema 9.3.3 (Brin-Katok). Seja µ uma medida invariante por f . Os limites

lim
ε→0

h+
µ (f, ε, x) e lim

ε→0
h−µ (f, ε, x)

existem e são iguais para µ-quase todo ponto. Denotando por hµ(f, x) o seu
valor comum, a função hµ(f, ·) é integrável e tem-se

hµ(f) =

∫
hµ(f, x)dµ(x).

A prova deste resultado pode ser encontrada no artigo original de Brin,
Katok [BK83] e não será apresentada aqui.

Exemplo 9.3.4 (Translações em grupos compactos). Seja G um grupo com-
pacto metrizável e seja µ a respectiva medida de Haar. Toda translação de G, à
esquerda ou à direita, tem entropia nula relativamente a µ. De fato, considere
em G uma distância d invariante por translações (lembre do Lema 6.3.6). Então,

Ejg(B(x, ε)) = B(Eg(x), ε)

para todo g ∈ G, x ∈ G e ε > 0. Consequentemente, B(x, n, ε) = B(x, ε) para
todo n ≥ 1. Então,

h±µ (Eg, ε, x) = lim
n

− 1

n
logµ(B(x, ε)) = 0

para todo ε > 0 e x ∈ G. Pelo teorema de Brin-Katok, segue que hµ(Eg) = 0.
O mesmo argumento se aplica para translações Dg à direita.

9.3.1 Prova do teorema de Shannon-McMillan-Breiman

Considere a sequência de funções ϕn : M → R definida por

ϕn(x) = − log
µ(Pn(x))

µ(Pn−1(f(x)))
.

Pela propriedade de cancelamento telescópico,

− 1

n
logµ(Pn(x)) = − 1

n
logµ(P(fn−1(x))) +

1

n

n−2∑

j=0

ϕn−j(f
j(x)) (9.3.2)

para todo n e todo x.

Lema 9.3.5. A sequência (−1/n) logµ(P(fn−1(x))) converge para zero em µ-
quase todo ponto e em L1(µ).

Demonstração. Comece por observar que a função x 7→ − logµ(P(x)) é in-
tegrável:

∫
| logµ(P(x))| dµ(x) =

∫
− logµ(P(x)) dµ(x) = Hµ(P) <∞.
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Usando o Lema 3.2.5, segue que −1/(n−1) logµ(P(fn−1(x))) converge para zero
em µ-quase todo ponto. Além disso, é claro que esta conclusão não é afetada
quando substituimos n − 1 por n no denominador. Isto prova a convergência
em µ-quase todo ponto no enunciado do lema. Em seguida, usando o fato de
que a medida µ é invariante,

‖ − 1

n
logµ(P(fn−1(x)))‖1 =

1

n

∫
− logµ(P(fn−1(x))) dµ(x) =

1

n
Hµ(P).

converge para zero quando n → ∞, uma vez que Hµ(P) < ∞. Isto prova a
convergência em L1(µ).

A seguir, vamos mostrar que o último termo de (9.3.2) também converge em
µ-quase todo ponto e em L1(µ).

Lema 9.3.6. O limite ϕ(x) = limn ϕn(x) existe em µ-quase todo ponto.

Demonstração. Para cada n > 1, denote por Qn a partição de M definida por

Qn(x) = f−1(Pn−1(f(x))) = f−1(P(f(x))) ∩ · · · ∩ f−n+1(P(fn−1(x))).

Note que µ(Pn−1(f(x)) = µ(Qn(x)) e que Pn(x) = P(x) ∩ Qn(x). Portanto,

µ(Pn(x))
µ(Pn−1(f(x)))

=
µ(P(x) ∩Qn(x))

µ(Qn(x))
. (9.3.3)

Para cada P ∈ P e cada n > 1, considere a esperança condicional (lembre da
Seção 5.2.1)

en(XP , x) =
1

µ(Qn(x))

∫

Qn(x)

XP dµ =
µ(P ∩ Qn(x))

µ(Qn(x))
.

Comparando com (9.3.3) vemos que

en(XP , x) =
µ(Pn(x))

µ(Pn−1(f(x)))
para todo x ∈ P.

Pelo Lema 5.2.1, o limite e(XP , x) = limn en(XP , x) existe para µ-quase todo
x ∈ M e, em particular, para µ-quase todo x ∈ P . Como P ∈ P é arbitrário,
isto prova que

lim
n

µ(Pn(x))
µ(Pn−1(f(x)))

existe para µ-quase todo ponto. Tomando logaritmos, obtemos que limn ϕn(x)
existe para µ-quase todo ponto, conforme afirmado.

Lema 9.3.7. A função Φ = supn ϕn é integrável.
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Demonstração. Tal como no lema anterior, vamos usar as partições Qn definidas
por Qn(x) = f−1(Pn−1(f(x))). Fixe qualquer P ∈ P . Dados x ∈ P e t > 0, é
claro que Φ(x) > t se, e somente se, ϕn(x) > t para algum n. Além disso,

ϕn(x) > t ⇔ µ(P ∩Qn(x)) < e−tµ(Qn(x))

e, nesse caso, ϕn(y) > t para todo y ∈ P ∩ Qn(x). Portanto, podemos escrever
o conjunto {x ∈ P : Φ(x) > t} como uma união disjunta ∪j(P ∩Qj), onde cada
Qj pertence a alguma partição Qn(j) e

µ(P ∩Qj) < e−tµ(Qj) para todo j.

Consequentemente, para todo t > 0 e todo P ∈ P ,

µ({x ∈ P : Φ(x) > t}) =
∑

j

µ(P ∩Qj) < e−t
∑

j

µ(Qj) ≤ e−t. (9.3.4)

Então (veja o Exerćıcio 9.3.1):

∫
Φ dµ =

∑

P∈P

∫

P

Φ dµ =
∑

P∈P

∫ ∞

0

µ({x ∈ P : Φ(x) > t}) dt

≤
∑

P∈P

∫ ∞

0

min{e−t, µ(P )} dt.

A última integral pode ser reescrita do seguinte modo:

∫ − logµ(P )

0

µ(P ) dt+

∫ ∞

− logµ(P )

e−t dt = −µ(P ) logµ(P ) + µ(P ).

Combinando estas duas relações:
∫

Φ dµ ≤
∑

P∈P

−µ(P ) logµ(P ) + µ(P ) = Hµ(P) + 1 <∞.

Isto prova o lema, uma vez que Φ é não negativa.

Lema 9.3.8. A função ϕ é integrável e (ϕn)n converge para ϕ em L1(µ).

Demonstração. Vimos no Lema 9.3.6 que (ϕn)n converge para ϕ em µ-quase
todo ponto. Como 0 ≤ ϕn ≤ Φ para todo n, também temos 0 ≤ ϕ ≤ Φ.
Em particular, ϕ é integrável. Além disso, |ϕ − ϕn| ≤ Φ para todo n e, por-
tanto, podemos usar o teorema da convergencia dominada (Teorema A.2.11)
para concluir que

lim
n

∫
|ϕ− ϕn| dµ =

∫
lim
n

|ϕ− ϕn| dµ = 0.

Isto prova a convergência em L1(µ).
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Lema 9.3.9. Em µ-quase todo ponto e em L1(µ),

lim
n

1

n

n−2∑

j=0

ϕn−j(f
j(x)) = lim

n

1

n

n−2∑

j=0

ϕ(f j(x)).

Demonstração. Pelo teorema ergódico de Birkhoff (Teorema 3.2.3), o limite do
lado direito existe em µ-quase todo ponto e em L1(µ), de fato, ele é igual à
média temporal da função ϕ. Portanto, basta mostrar que a diferença

1

n

n−2∑

j=0

(ϕn−j − ϕ) ◦ f j (9.3.5)

converge para zero em µ-quase todo ponto e em L1(µ). Como a medida µ é
invariante, ‖(ϕn−j − ϕ) ◦ f j‖1 = ‖ϕn−j − ϕ‖1 para todo j. Logo,

‖ 1

n

n−2∑

j=0

(ϕn−j − ϕ) ◦ f j‖1 ≤ 1

n

n−2∑

j=0

‖ϕn−j − ϕ‖1.

Pelo Lema 9.3.8 a sequência do lado direito converge para zero. Isto implica que
(9.3.5) converge para zero em L1(µ). Resta provar a convergência em µ-quase
todo ponto.

Para cada k ≥ 2 fixado, considere Φk = supi>k |ϕi − ϕ|. Note que Φk ≤ Φ
e, portanto, Φk ∈ L1(µ). Além disso:

1

n

n−2∑

j=0

|ϕn−j − ϕ| ◦ f j =
1

n

n−k−1∑

j=0

|ϕn−j − ϕ| ◦ f j +
1

n

n−2∑

j=n−k

|ϕn−j − ϕ| ◦ f j

≤ 1

n

n−k−1∑

j=0

Φk ◦ f j +
1

n

n−2∑

j=n−k

Φ ◦ f j.

Pelo teorema ergódico de Birkhoff, o primeiro termo do lado direito converge
para a média temporal Φ̃k em µ-quase todo ponto. Pelo Lema 3.2.5, o último
termo converge para zero em µ-quase todo ponto: o lema implica que n−1Φ◦fn−i
converge para zero para qualquer i fixado. Logo,

lim sup
n

1

n

n−2∑

j=0

|ϕn−j − ϕ|(f j(x)) ≤ Φ̃k(x) em µ-quase todo ponto. (9.3.6)

Afirmamos que limk Φ̃k(x) = 0 em µ-quase todo ponto. De fato, a sequência
(Φk)k é não-crescente e, pelo Lema 9.3.6, ela converge para zero em µ-quase
todo ponto. Pelo teorema da convergência monótona (Teorema A.2.9), segue
que

∫
Φk dµ → 0 quando k → ∞. Outra consequência é que (Φ̃k)k é não-

crescente. Logo, usando o teorema da convergência monótona juntamente com
o teorema ergódico de Birkhoff:

∫
lim
k

Φ̃k dµ = lim
k

∫
Φ̃k dµ = lim

k

∫
Φk dµ = 0.
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Como Φ̃k é não negativa, segue que limk Φ̃k = 0 em µ-quase todo ponto, tal
como foi afirmado. Portanto, (9.3.6) implica que

lim
n

1

n

n−2∑

j=0

|ϕn−j − ϕ| ◦ f j = 0

em µ-quase todo ponto. Isto completa a demonstração do lema.

Segue da igualdade (9.3.2) e dos Lemas 9.3.5 e 9.3.9 que

hµ(f,P , x) = lim
n

− 1

n
logµ(Pn(x))

existe em µ-quase todo ponto e em L1(µ); de fato, ele coincide com a média
temporal ϕ̃(x) da função ϕ. Então, em particular,

∫
hµ(f,P , x) dµ(x) = lim

n

1

n

∫
− logµ(Pn(x)) dµ(x)

= lim
n

1

n
Hµ(Pn) = hµ(f,P).

Além disso, se (f, µ) é ergódico então h(f,P , x) = ϕ̃(x) é constante em µ-quase
todo ponto. Ou seja, nesse caso hµ(f,P , x) = hµ(f,P) para µ-quase todo ponto.
Isto encerra a demonstração do Teorema 9.3.1.

9.3.2 Exerćıcios

9.3.1. Verifique que, para qualquer função integrável ϕ : M → (0,∞),

∫
ϕdµ =

∫ ∞

0

µ({x ∈M : ϕ(x) > t}) dt.

9.3.2. Use o Teorema 9.3.1 para calcular a entropia de um deslocamento de
Bernoulli em Σ = {1, . . . , d}N.

9.3.3. Mostre que a função hµ(f, x) no Teorema 9.3.3 é f -invariante. Conclua
que se (f, µ) é ergódico, então hµ(f) = hµ(f, x) para µ-quase todo ponto x.

9.3.4. Suponha que (f, µ) é ergódico e seja P uma partição com entropia finita.
Mostre que dado ε > 0 existe k ≥ 1 tal que para todo n ≥ k existe Bn ⊂ Pn tal
que a união dos elementos de Bn tem medida maior que 1 − ε e

e−n(hµ(f,P)+ε) < µ(B) < e−n(hµ(f,P)−ε) para todo B ∈ Bn.

9.4 Exemplos

Vamos agora ilustrar os resultados anteriores por meio de alguns exemplos.
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9.4.1 Deslocamentos de Markov

Seja Σ = {1, . . . , d}N e seja σ : Σ → Σ a transformação deslocamento. Seja µ
uma medida de Markov associada a uma matriz estocástica P = (Pi,j)i,j e um
vetor de probabilidade p = (pi)i. Vamos provar:

Proposição 9.4.1. hµ(σ) =
∑d
a=1 pa

∑d
b=1 −Pa,b logPa,b.

Demonstração. Considere a partição P de Σ em cilindros [0; a], a = 1, . . . , d.
Para cada n, o iterado Pn é a partição em cilindros [0; a1, . . . , an] de compri-
mento n. Lembrando que µ([0; a1, . . . , an]) = pa1Pa1,a2 · · ·Pan−1,an , vemos que

Hµ(Pn) =
∑

a1,...,an

−pa1Pa1,a2 · · ·Pan−1,an log
(
pa1Pa1,a2 · · ·Pan−1,an

)

=
∑

a1

−pa1 log pa1

∑

a2,...,an

Pa1,a2 · · ·Pan−1,an

+

n∑

j=1

∑

aj ,aj+1

− logPaj ,aj+1

∑
pa1Pa1,a2 · · ·Pan−1,an .

(9.4.1)

onde a última soma é sobre todos os valores de a1, . . . , aj−1, aj+2, . . . , an. Por
um lado, ∑

a2,...,an

Pa1,a2 · · ·Pan−1,an =
∑

an

Pna1,an
= 1

uma vez que Pn é uma matriz estocástica. De modo semelhante, lembrando
também que P ∗p = p,

∑
pa1Pa1,a2 · · ·Pan−1,an =

∑

a1,an

pa1P
j
a1,aj

Paj ,aj+1P
n−j−1
aj+1,an

=
∑

a1

pa1P
j
a1,aj

Paj ,aj+1 = pajPaj ,aj+1 .

Lembrando que P ∗p = p = p, vemos que a última expressão é igual a paj .
Substituindo estas observações em (9.4.1), obtemos que

Hµ(Pn) =
∑

a1

−pa1 log pa1 +

n∑

j=1

∑

aj ,aj+1

−pajPaj ,aj+1 logPaj ,aj+1

= −1 + n
∑

a,b

−paPa,b logPa,b.

Então hµ(σ,P) =
∑

a,b−paPa,b logPa,b. Como a famı́lia de todos os cilindros
[0; a1, . . . , an] gera a σ-álgebra de Σ, segue do Corolário 9.2.3 que hµ(σ) =
hµ(σ,P). Isto completa a prova do teorema.

Esta conclusão permanece válida no caso de deslocamentos de Markov bi-
laterais, ou seja, em Σ = {1, . . . , d}Z. O argumento é análogo, usando o Co-
rolário 9.2.4.
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9.4.2 Transformação de Gauss

Vamos calcular a entropia da transformação de Gauss G(x) = (1/x) − [1/x]
relativamente à probabilidade invariante

µ(E) =
1

log 2

∫

E

dx

1 + x
(9.4.2)

estudada nas Seções 1.3.2 e 4.2.4. O método que vamos apresentar se estende a
uma classe bastante ampla de sistemas, incluindo as transformações expansoras
do intervalo, que serão definidas e discutidas no Exemplo 11.1.16.

Seja P a partição nos intervalos (1/(m+ 1), 1/m) para m ≥ 1. Como antes,
denotamos Pn = ∨n−1

j=0G
−j(P). Os seguintes fatos serão usados a seguir:

(A) Gn envia cada Pn ∈ Pn difeomorficamente sobre (0, 1), para cada n ≥ 1.

(B) diamPn → 0 quando n→ ∞.

(C) Existe C > 1 tal que |(Gn)′(y)|/|(Gn)′(x)| ≤ C para todo n ≥ 1 e quais-
quer x e y num mesmo elemento da partição Pn.

(D) Existem c1, c2 > 0 tal que c1m(Pn) ≤ µ(Pn) ≤ c2m(Pn) para todo n ≥ 1
e todo Pn ∈ Pn, onde m representa a medida de Lebesgue.

É imediato da definição que cada P ∈ P é enviado por G difeomorficamente
sobre (0, 1). A propriedade (A) é uma consequência, por indução em n. Usando
(A) e o Lema 4.2.12, obtemos que

diamPn ≤ sup
x∈Pn

1

|(Gn)′(x)| ≤ 2−[n/2]

para todo n ≥ 1 e todo Pn ∈ Pn. Isto implica (B). A propriedade (C) está dada
pelo Lema 4.2.13. Finalmente, (D) segue diretamente de (9.4.2).

Proposição 9.4.2. hµ(G) =
∫

log |G′| dµ.

Demonstração. Consideremos a função ψn(x) = − logµ(Pn(x)), para cada n ≥
1. Observe que:

Hµ(Pn) =
∑

Pn∈Pn

−µ(Pn) logµ(Pn) =

∫
ψn(x) dµ(x).

A propriedade (D) dá que

− log c1 ≥ ψn(x) + logm(Pn(x)) ≥ − log c2.

Pela propriedade (A), temos que logm(Pn(x)) = − log |(Gn)′(y)| para algum
y ∈ Pn(x). Usando a propriedade (C), segue que

− log c1 − logC ≥ ψn(x) − log |(Gn)′(x)| ≥ − log c2 + logC
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para todo x e todo n. Por consequência,

− log(Cc1) ≥ Hµ(Pn) −
∫

log |(Gn)′| dµ ≥ log(C/c2) (9.4.3)

para todo n. Uma vez que a medida µ é invariante por G,

∫
log |(Gn)′| dµ =

n−1∑

j=0

∫
log |G′| ◦Gj dµ = n

∫
|G′| dµ.

Então dividindo (9.4.3) por n e passando ao limite quando n→ ∞,

hµ(f,P) = lim
n

1

n
Hµ(Pn) =

∫
log |G′| dµ.

Agora a propriedade (C) garante que podemos aplicar o Corolário 9.2.8 para
concluir que

hµ(G) = hµ(G,P) =

∫
log |G′| dµ.

Isto completa a demonstração da proposição.

A integral no enunciado da proposição pode ser calculada explicitamente:
deixamos a cargo do leitor verificar que (use integração por partes e o fato de
que

∑∞
j=1 1/j2 = π2/6)

hµ(G) =

∫
log |G′| dµ =

∫ 1

0

−2 logxdx

(1 + x) log 2
=

π2

6 log 2
≈ 5, 46 . . . .

Então, lembrando que (G,µ) é ergódico (Seção 4.2.4), segue do teorema de
Shannon-McMillan-Breiman (Teorema 9.3.1) que

lim
n

− 1

n
logµ(Pn(x)) =

π2

6 log 2
para µ-quase todo x.

Como a medida µ é comparável com a medida de Lebesgue, a menos de um
fator constante, isto quer dizer que

diamPn(x) ≈ exp− π2n

6 log 2

para µ-quase todo x e para n suficientemente grande. Observe que Pn(x) está
formada pelos pontos y cuja expansão em fração cont́ınua coincide com a ex-
pansão de x até a ordem n.

9.4.3 Endomorfismos lineares do toro

Dado um número real x > 0, denotamos log+ x = max{log x, 0}. Nesta seção
provamos o seguinte resultado:
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Proposição 9.4.3. Seja fA : Td → Td o endomorfismo induzido no toro Td

por alguma matriz invert́ıvel A com coeficientes inteiros. Seja µ a medida de
Haar em Td. Então

hµ(fA) =
d∑

i=1

log+ |λi|.

onde λ1, . . . , λd são os autovalores de A, contados com multiplicidade.

Inicialmente, suponhamos que a matriz A é diagonalizável. Seja v1, . . . , vd
uma base normada de Rd tal que Avi = λivi para cada i. Seja u o número de
autovalores de A com valor absoluto estritamente maior que 1. Podemos supor
que os autovalores estão numerados de tal form aque |λi| > 1 se, e somente se,
i ≤ u. Dado x ∈ Td, todo ponto y numa vizinhança de x pode ser escrito na
forma

y = x+

d∑

i=1

tivi

como t1, . . . , td próximos de zero. Dado ε > 0, denotamos porD(x, ε) o conjunto
dos pontos y desta forma com |ti| < ε para todo i = 1, . . . , d. Além disso, para
cada n ≥ 1, consideramos

D(x, n, ε) = {y ∈ Td : f jA(y) ∈ D(f jA(x), ε) para todo j = 0, . . . , n− 1}.

Observe que f jA(y) = f jA(x) +
∑d

i=1 tiλ
n
i vi para todo n ≥ 1. Portanto,

D(x, n, ε) =
{
x+

d∑

i=1

tivi : |λni ti| < ε para i ≤ u e |ti| < ε para i > u
}
.

Logo, existe uma constante C1 > 1 que depende apenas de A, tal que

C−1
1 εd

u∏

i=1

|λi|−n ≤ µ(D(x, n, ε)) ≤ C1ε
d
u∏

i=1

|λi|−n

para todo x ∈ Td, n ≥ 1 e ε > 0. Também é claro que C2 > 1 que depende
apenas de A, tal que

B(x,C−1
2 ε) ⊂ D(x, ε) ⊂ B(x,C2ε)

para todo x ∈ Td e todo ε > 0 pequeno. Então, B(x, n, ε/C2) ⊂ D(x, n, ε) ⊂
B(x, n, C2ε) para todo n ≥ 1. Combinando estas duas observações, e tomando
C = C1C

d
2 , obtemos que:

C−1εd
u∏

i=1

|λ−ni | ≤ µ(B(x, n, ε)) ≤ Cεd
u∏

i=1

|λ−ni |

para todo x ∈ Td, n ≥ 1 e ε > 0. Então,

h+
µ (f, ε, x) = h−µ (f, ε, x) = lim

n

1

n
log µ

(
B(x, n, ε)

)
=

u∑

i=1

log |λi|
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para todo x ∈ T e todo ε > 0 pequeno. Logo, usando o teorema de Brin-Katok
(Teorema 9.3.3)

hµ(f) = hµ(f, x) =

u∑

i=1

log |λi|

para µ-quase todo ponto x. Isto prova a Proposição 9.4.3 no caso diagonalizável.
O caso geral pode ser tratado de forma semelhante, escrevendo a matriz A na

forma canônica de Jordan. Deixamos essa tarefa para o leitor (Exerćıcio 9.4.2).

9.4.4 Exerćıcios

9.4.1. Mostre que toda rotação Rθ : Td → Td tem entropia nula relativa-
mente à medida de Haar no toro Td. [Observação: Isto é um caso particular do
Exemplo 9.3.4 mas para o enunciado presente não precisamos usar o teorema
de Brin-Katok.]

9.4.2. Complete a demonstração da Proposição 9.4.3.

9.4.3. Seja f : M → M uma transformação mensurável e seja µ uma proba-
bilidade invariante ergódica em M . Seja B ⊂ M um conjunto mensurável com
µ(B) > 0, seja g : B → B a transformação de primeiro retorno a B e seja ν a
restrição normalizada de µ ao conjunto B (lembre das Seção 1.4.1). Mostre que
hµ(f) = ν(B)hν(g).

9.4.4. Seja f : M → M uma transformação preservando medida num espaço
de Lebesgue (M,µ). Seja f̂ : M̂ → M̂ a extensão natural de f e seja µ̂ o

levantamento de µ (Exerćıcio 8.5.7). Mostre que hµ(f) = hµ̂(f̂).

9.5 Entropia e equivalência

A entropia foi entroduzida em Teoria Ergódica com o objetivo principal de
distinguir sistemas que não são ergodicamente equivalentes, especialmente no
caso de sistemas que são espectralmente equivalentes e que, portanto, não podem
ser distinguidos por meio de invariantes espectrais. É fácil que a entropia é, de
fato, um invariante de equivalência ergódica:

Proposição 9.5.1. Sejam f : M → M e g : N → N transformações preser-
vando probabilidades µ em M e ν em N . Se (f, µ) é ergodicamente equivalente
a (g, ν), então hµ(f) = hν(g).

Demonstração. Seja φ : M → N uma equivalência ergódica entre os dois sis-
temas. Isto significa que φ∗µ = ν e existem conjuntos X ⊂ M e Y ⊂ N com
medida total nos respectivos espaços, tais que φ é uma bijeção mensurável de
X em Y , com inversa mensurável. Além disso, como observamos na Seção 8.1,
os conjuntos X e Y podem ser escolhidos invariantes. Seja P uma partição de
M com entropia finita para µ. A sua restrição a X1 é uma partição de (X,µ).
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A respectiva imagem Q = φ(P) é uma partição de (Y, ν) que, naturalmente,
também podemos ver como uma partição de (N, ν). Note que

Hν(Q) =
∑

Q∈Q

−ν(Q) log ν(Q) =
∑

P∈P

−µ(P ) logµ(P ) = Hµ(P).

Como Qn = ∨n−1
j=0 g

−j(Q) = φ(∨n−1
j=0 f

−j(P)) = φ(Pn) para todo n, também
segue que

hν(g,Q) = lim
n

1

n
Hν(Qn) = lim

n

1

n
Hµ(Pn) = hµ(f,P).

Tomando o supremo sobre todos os P , conclúımos que hν(g) ≥ hµ(Pn). A
desigualdade rećıproca é inteiramente análoga.

Usando esta obervação, Kolmogorov e Sinai conclúıram que nem todos os
deslocamentos de Bernoulli bilaterais são ergodicamente equivalentes apesar de
que, como vimos no Corolário 8.4.12, todos são espectralmente equivalentes.
Isto também mostra que a equivalência espectral é estritamente mais fraca que
a equivalência ergódica. De fato, conforme observamos no Exemplo 9.1.10, para
todo x > 0 existe algum deslocamento de Bernoulli bilateral (σ, µ) tal que
hµ(σ) = x. Portanto, uma única classe de equivalência espectral contém todo
um cont́ınuo de classes de equivalência ergódica.

9.5.1 Automorfismos de Bernoulli

A rećıproca da Proposição 9.5.1 é falsa, em geral. Por exemplo, vimos no Exem-
plo 9.2.7 (e no Corolário 9.2.5) que todas as rotações do ćırculo têm entropia
nula. Mas é claro que uma rotação irracional nunca é ergodicamente equivalente
a uma rotação racional, uma vez que a primeira é ergódica e a segunda não é.
Aliás, o Corolário 8.3.6 mostra que as rotações irracionais também não são
ergodicamente equivalentes entre si, em geral. O caso das rotações racionais
será tratado no Exerćıcio 8.3.3.

No entanto, um resultado notável devido a Donald Ornstein [Orn70] afirma
que a entropia é um invariante completo para os deslocamentos de Bernoulli
bilaterais:

Teorema 9.5.2 (Ornstein). Dois deslocamentos de Bernoulli bilaterais em
espaços de Lebesgue são ergodicamente equivalentes se, e somente se, as suas
entropias são iguais.

Chamaremos automorfismo de Bernoulli todo sistema ergodicamente equi-
valente a um deslocamento de Bernoulli bilateral. Na sequência encontraremos
diversos exemplos de sistemas nesta classe. O teorema de Ornstein pode ser
reformulado na seguinte forma: dois automorfismos de Bernoulli em espaços de
Lebesgue são ergodicamente equivalentes se, e somente se, as suas entropias são
iguais.
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Vale a pena observar que o teorema de Ornstein não se estende para des-
locamentos de Bernoulli unilaterais. De fato, o Exerćıcio 8.1.2 mostra que no
caso não invert́ıvel existem outros invariantes de equivalência, tais como o grau
da transformação (o número de pré-imagens).

William Parry e Peter Walters [PW72b, PW72a, Wal73] mostraram, entre
outros resultados, que dois deslocamentos de Bernoulli unilaterais correspon-
dentes a vetores de probabilidade p = (p1, . . . , pk) e q = (q1, . . . , ql) são ergodi-
camente equivalentes se, e somente se, k = l e o vetor p é uma permutação do
vetor q. A demonstração deste fato será proposta ao leitor no Exerćıcio 9.7.8,
depois que tenhamos introduzido a noção de jacobiano.

9.5.2 Sistemas com entropia nula

Nesta seção vamos estudar algumas propriedades de sistemas com entropia igual
a zero. O principal resultado é que tais sistemas são invert́ıveis em quase todo
ponto, se o ambiente é um espaço de Lebesgue. Vale a pena comparar este
enunciado com o Corolário 9.2.5. Ao final da seção discutiremos brevemente os
tipos espectrais dos sistemas com entropia nula.

No que segue (M,B, µ) é um espaço de probabilidade e f : M → M é uma
transformação mensurável preservando a medida µ. Ao final da seção suporemos
que (M B, µ) é um espaço de Lebesgue.

Lema 9.5.3. Para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que se P e Q são partições com
entropia finita e Hµ(P/Q) < δ, então para todo P ∈ P existe uma união P ′ de
elementos de Q satisfazendo µ(P∆P ′) < ε.

Demonstração. Seja s = 1 − ε/2 e δ = −ε log s/2. Para cada P ∈ P considere

S = {Q ∈ Q : µ(P ∩Q) ≥ sµ(Q)}.

Seja P ′ a união dos elementos de S. Por um lado,

µ(P ′ \ P ) =
∑

Q∈S

µ(Q \ P ) ≤
∑

Q∈S

(1 − s)µ(Q) ≤ ε

2
. (9.5.1)

Por outro lado,

Hµ(P/Q) =
∑

R∈P

∑

Q∈Q

−µ(R ∩Q) log
µ(R ∩Q)

µ(Q)

≥
∑

Q/∈S

−µ(P ∩Q) log s ≥ −µ(P \ P ′) log s.

Isto implica que

µ(P \ P ′) ≤ Hµ(P/Q)

− log s
<

δ

− log s
=
ε

2
. (9.5.2)

Juntando (9.5.1) e (9.5.2) obtemos a conclusão do lema.
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O próximo lema significa que a taxa média hµ(f,P) de informação (relativa-
mente à partição P) gerada pelo sistema a cada iteração é nula se, e somente se,
o futuro determina o presente, no sentido de que a informação relativa ao ite-
rado zero pode ser deduzida do conjunto das informações relativas aos iterados
futuros.

Lema 9.5.4. Seja P uma partição finita. Então hµ(f,P) = 0 se, e somente
se, P ≺ ∨∞

j=1 f
−j(P).

Demonstração. Suponha que hµ(f,P) = 0. Usando o Lema 9.1.12, vemos que
Hµ(P/∨nj=1f

−j(P)) converge para zero quando n→ ∞. Então, pelo Lema 9.5.3,
para cada k ≥ 1 existe nk ≥ 1 e para todo P ∈ P existe uma união Pk de
elementos de ∨nk

j=1f
−j(P) tal que µ(P∆Pk) < 2−k. É claro que cada Pk é uma

união de elementos de ∨∞
j=1f

−j(P) e, portanto, o mesmo vale para cada ∪∞
k=nPk

e também para P∗ = ∩∞
n=1 ∪∞

k=n Pk. Além disso,

µ(P \ ∪∞
k=nPk) = 0 e µ(∪∞

k=nPk \ P ) ≤ 2−n

para todo n e, consequentemente, µ(P∆P∗) = 0. Isto mostra que todo ele-
mento de P coincide, a menos de medida nula, com uma união de elementos de
∨∞
j=1f

−j(P), tal como afirmado na parte ‘somente se’ do enunciado.

Agora suponha que P ≺ ∨∞
j=1f

−j(P). Sejam P1, . . . , Pℓ os elementos de
P (podemos supor que µ(Pi) > 0 para todo i, claro). Dado qualquer ε > 0,
tomemos δ > 0 como no Lema 9.1.6. Para cada n ≥ 1 e cada i = 1, . . . , ℓ, seja
Qi,n a união dos elementos de ∨nj=1f

−j(P) que intersectam Pi. Cada (Qi,n)n é
uma sequência não crescente; por hipótese, a sua interseção coincide com Pi a
menos de medida nula. Então,

d∑

i=1

µ(Qi,n \ Pi) <
δ

2
para todo n suficientemente grande. (9.5.3)

Defina R1,n = Q1,n e Ri,n = Qi,n \
(
Q1,n ∪ · · · ∪ Qi−1,n) para i = 2, . . . , ℓ. É

claro da construção que Rn = {R1,n, . . . , Rℓ,n} é uma partição de M menos
fina do que ∨nj=1f

−j(P). Afirmamos que µ(Pi∆Ri,n) < δ para todo i e todo n
suficientemente grande. De fato, é claro que µ(Ri,n \ Pi) ≤ µ(Qi,n \ Pi) < δ/2
para todo i. Por outro lado,

Pi \Ri,n ⊂ Pi
⋂⋃

j<i

Qj,n ⊂
⋃

j<i

Qj,n \ Pj .

Pela relação (9.5.3), segue que µ(Pi \Ri,n) < δ/2. Isto prova a nossa afirmação
a qual, juntamente com os Lemas 9.1.5 e 9.1.6, implica que

Hµ

(
P/

n∨

j=1

f−j(P)
)
≤ Hµ(P/Rn) < ε

se n é suficientemente grande. Agora, como ε > 0 é arbitrário, o Lema 9.1.12
dá que hµ(f,P) = 0.
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Como consequência, obtemos que todo sistema com entropia nula é invert́ıvel
em quase todo ponto:

Proposição 9.5.5. Seja (M,B, µ) um espaço de Lebesgue e seja f : M → M
uma transformação mensurável preservando a medida µ. Se hµ(f) = 0 então
(f, µ) é invert́ıvel: existe uma transformação mensurável g : M → M que
preserva a medida µ e satisfaz f ◦ g = g ◦ f = id em µ-quase todo ponto.

Demonstração. Considere o homomorfismo f̃ : B̃ → B̃ induzido por f na álgebra
de medida de B (estas noções foram introduzidas na Seção 8.5). Lembre que
f̃ é sempre injetivo (Exerćıcio 8.5.2). Dado qualquer B ∈ B, considere a
partição P = {B,Bc}. A hipótese hµ(f) = 0 implica que hµ(f,P) = 0 e
então, pelo Lema 9.5.4, P ≺ ∨∞

j=1f
−j(P). Isto implica que P ⊂ f−1(B), já

que f−j(P) ⊂ f−1(B) para todo j ≥ 1. Fazendo variar B, conclúımos que
B ⊂ f−1(B). Em outras palavras, o homomorfismo f̃ é sobrejetivo. Então f̃
é um isomorfismo de álgebras de medida. Então, pela Proposição 8.5.6, existe
alguma aplicação mensurável g : M → M , preservando a medida µ, tal que o
respectivo homomorfismo de álgebra de medida g̃ : B̃ → B̃ é o inverso de f̃ . Em
outras palavras, f̃ ◦ g̃ = g̃ ◦ f̃ = id . Então (Exerćıcio 8.5.2) f ◦ g = g ◦ f = id ,
tal como afirmamos.

Estes argumentos também provam o seguinte fato que será útil a seguir:

Corolário 9.5.6. Nas condições da Proposição 9.5.5, toda σ-álgebra A ⊂ B
que satisfaz f−1(A) ⊂ A a menos de medida nula também satisfaz f−1(A) = A
a menos de medida nula.

O Exerćıcio 9.1.5 implica que se (f, µ) tem medida nula então o mesmo vale
para qualquer fator. Portanto, o seguinte fato também é uma consequência
imediata da proposição:

Corolário 9.5.7. Nas condições da Proposição 9.5.5, todo fator de (f, µ) é
invert́ıvel.

Ainda não está totalmente compreendido como a entropia se relaciona com
o tipo de espectro num sistema, mas existem diversos resultados parciais, espe-
cialmente no que se refere a sistemas com entropia nula.

Rokhlin [Rok67a, § 14] mostrou que todo sistema ergódico com espectro dis-
creto definido num espaço de Lebesgue tem entropia nula. Isto também pode
ser deduzido do fato de que, conforme mencionamos na Seção 8.3, todo sistema
ergódico com espectro discreto é ergodicamente isomorfo a uma translação num
grupo abeliano compacto. Como vimos no Corolário 8.5.7, em espaços de Lebes-
gue isomorfismo ergódico implica equivalência ergódica. Lembre também que
sistemas com espectro discreto em espaços de Lebesgue são sempre invert́ıveis
(Exerćıcio 8.5.5).

No mesmo trabalho de Rokhlin também é provado que sistemas invert́ıveis
com espectro singular definidos em espaços de Lebesgue têm entropia nula e
o mesmo vale para sistemas com espectro de Lebesgue com posto finito (caso
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existam). O caso de posto infinito será o foco da próxima seção. Mencionaremos
que existem sistemas com espectro de Lebesgue com posto infinito e entropia
nula. Por outro lado introduziremos a subclasse importante dos sistemas ditos
de Kolmogorov, para os quais a entropia é necessariamente positiva, num sentido
forte.

9.5.3 Sistemas de Kolmogorov

Seja (M,B, µ) um espaço de probabilidade não trivial, ou seja, tal que nem todo
conjunto mensurável tem medida 0 ou 1. Representamos por ∨αUα a σ-álgebra
gerada por uma famı́lia qualquer de subconjuntos Uα de B. Seja f : M → M
uma transformação preservando a medida µ.

Definição 9.5.8. Dizemos que (f, µ) é um sistema de Kolmogorov se existe
alguma σ-álgebra A ⊂ B tal que

(a) f−1(A) ⊂ A a menos de medida nula;

(b)
⋂∞
n=0 f

−n(A) = {∅,M} a menos de medida nula;

(c)
∨∞
n=0{B ∈ B : f−n(B) ∈ A)} = B a menos de medida nula.

Deixamos ao cuidado do leitor verificar que esta propriedade é um invariante
de equivalência ergódica (o mesmo não vale para equivalência espectral, como
observaremos daqui a pouco).

Observe que se (f, µ) é sistema de Kolmogorov então (fk, µ) é sistema de
Kolmogorov, para todo k ≥ 1. De fato, se A satisfaz a condição (a) então
f−k(A) ⊂ A. Além disso, a condição (a) juntamente com (b) e (c) implica que

∞⋂

n=0

f−kn(A) =
∞⋂

n=0

f−n(A) = {∅,M} e

∞∨

n=0

{B ∈ B : f−kn(B) ∈ A)} =

∞∨

n=0

{B ∈ B : f−n(B) ∈ A)} = B

a menos de medida nula. Dizemos que (f, µ) é um automorfismo de Kolmogorov
se é um sistema de Kolmogorov invert́ıvel. Veremos daqui a pouco que nesse
caso o inverso (f−1, µ) também é um sistema de Kolmogorov.

Proposição 9.5.9. Todo sistema de Kolmogorov tem espectro de Lebesgue com
posto infinito. Em particular, se a σ-álgebra B é enumeravelmente gerada então
o posto é enumerável.

Demonstração. Seja A ⊂ B uma σ-álgebra satisfazendo as condições na Defi-
nição 9.5.8. Seja E = L2

0(M,A, µ) o subespaço das funções ϕ ∈ L2
0(M,B, µ)

que são A-mensuráveis, ou seja, tais que a pré-imagem ϕ−1(B) de qualquer
boreliano B ⊂ R está em A a menos de medida nula.

Comecemos por observar que Uf (L
2
0(M,A, µ)) = L2

0(M, f−1(A), µ). De fato,
é claro que se ϕ é A-mensurável então Ufϕ = ϕ ◦ f é f−1(A)-mensurável. A
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inclusão ⊂ segue imediatamente. Reciprocamente, dado qualquer B ∈ f−1(A),
tome A ∈ A tal que B = f−1(A) e seja c = µ(A) = µ(B). Então XB − c =
Uf (XA − c) está em Uf(L

2
0(M,A, µ)). Isto implica a outra inclusão. Então, a

hipótese de que f−1(A) ⊂ A a menos de medida nula garante que Uf(E) ⊂ E.
Segue do parágrafo anterior que Unf (L2

0(M,A, µ)) = L2
0(M, f−n(A), µ) para

todo n ≥ 0. Logo,

∞⋂

n=0

Unf
(
L2

0(M,A, µ)
)

= L2
0

(
M,∩∞

n=0f
−n(A), µ

)
.

Então, a hipótese de que ∩∞
n=0f

−n(A) = {0,M} a menos de medida nula implica
que ∩∞

n=0U
n
f (E) = {0}.

Agora considere An = {B ∈ B : f−n(B) ∈ A)}. A sequência (An)n é não
decrescente, porque f−1(A) ⊂ A. Além disso, cada ϕ é An-mensurável se, e
somente se, Unf ϕ = ϕ◦fn é A-mensurável. Isto mostra que U−n

f (L2
0(M,A, µ)) =

L2
0(M,An, µ) para cada n. Observe igualmente que

∞∑

n=0

L2
0

(
M,An, µ

)
= L2

0

(
M,∨∞

n=0An, µ
)
. (9.5.4)

De fato, é claro que L2
0(M,Ak, µ) ⊂ L2

0(M,∨∞
n=0An, µ) para todo k, uma vez

que Ak está contida em ∨∞
n=0An. A inclusão ⊂ é uma consequência imedi-

ata desta observação, uma vez que L2
0(M,∨∞

n=0An, µ) é um espaço de Ba-
nach. Agora considere qualquer A ∈ ∨∞

n=0An. O teorema de aproximação
(Teorema A.1.19) dá que para cada ε > 0 existe n e existe An ∈ An tal que
µ(A∆An) < ε. Então (XAn)n converge para XA na norma L2, e isso implica que
XA ∈∑∞

n=0 L
2
0(M,An, µ). A inclusão ⊃ é uma consequência desta observação.

Em vista da igualdade (9.5.4), a hipótese de que ∨∞
n=0An = B a menos de

medida nula dá que
∑∞

n=0 U
−n
f (E) = L2

0(M,B, µ).
Isto conclui a demonstração de que E satisfaz as condições na Definição 8.4.1.

Resta mostrar que F = E ⊖ Uf (E) tem dimensão infinita. Quando B é enume-
ravelmente gerado L2

0(M,B, µ) é separável (Exemplo 8.4.7) e, por consequência,
a dimensão de Hilbert de F será necessariamente enumerável.

Inicialmente, observe que F 6= {0}. Caso contrário, teŕıamos Uf (E) = E
e, portanto, Unf (E) = E para todo n ≥ 1. Pela condição (b), isso daria que

E = ∩nUnf (E) = {0}. Então, pela condição (c), teŕıamos L2
0(M,B, µ) = {0} e

isso estaria em contradição com a hipótese de que o espaço de probabilidade é
não trivial.

Seja ϕ um elemento não nulo de F , fixado de uma vez por todas. Seja
N o conjunto dos x ∈ M tais que ϕ(x) 6= 0. Então N ∈ A e µ(N) > 0. Será
conveniente considerar o espaço E′ = L2(M,A, µ) = E⊕{constantes}. Observe
que F coincide com E′ ⊖ Uf (E

′), pois o operador de Koopman preserva a reta
das funções constantes. Seja E′

N o subespaço das funções ψ ∈ E′ que se anulam
fora de N , ou seja, tais que ψ(x) = 0 para todo x ∈ N c. Afirmamos que E′

N

tem dimensão infinita. Para a prova precisamos do seguinte fato:
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Lema 9.5.10. Seja A qualquer σ-álgebra satisfazendo as condições na Defi-
nição 9.5.8. Então para todo A ∈ A com µ(A) > 0 existe B ⊂ A tal que
0 < µ(B) < µ(A).

Demonstração. Suponha que A admite algum elemento A com medida positiva
e que não satisfaz a conclusão do lema. Afirmamos que A∩f−k(A) tem medida
nula para todo k ≥ 1. Então

µ(f−i(A) ∩ f−j(A)) = µ(A ∩ f−j+i(A)) = 0 para todo 0 ≤ i < j.

Como µ(f−j(A)) = µ(A) para todo j ≥ 0, isto implica que a medida µ é infinita,
o que é uma contradição. Portanto, para terminar a demonstração do lema basta
provar a nossa afirmação.

Para isso, note que a condição (a) implica que f−k(A) ∈ f−k(A) ⊂ A.
Então, f−k(A) precisa ter medida nula ou medida total em A:

µ(A ∩ f−k(A)) = 0 ou µ(A \ f−k(A)) = 0.

Logo, para provar a afirmação basta excluir a segunda possibilidade. Supo-
nha que µ(A \ f−k(A)) = 0. Então (Exerćıcio 1.1.4), existe B ∈ A tal que
µ(A∆B) = 0 e f−k(B) = B. Então B = f−nk(B) para todo n ≥ 1 e, portanto,

B ∈
⋂

n∈N

f−nk(A) =
⋂

n∈N

f−n(A).

Pela condição (b), isto quer dizer que B tem medida 0 ou 1. Como µ(B) = µ(A)
é positivo, segue que µ(A) = µ(B) = 1. Então, a hipótese que fizemos a
respeito de A implica que a σ-álgebra A só contém conjuntos com medida 0 ou
1. Pela condição (c), segue que B só contém conjuntos com medida 0 ou 1, o
que contradiz a suposição de que o espaço de probabilidade não é trivial.

Usando o Lema 9.5.10 podemos encontrar conjuntos Aj ∈ A, j ≥ 1 com
medida positiva, contidos em N e disjuntos dois-a-dois. Então XAj está em E′

N

para todo j. Além disso, Ai ∩ Aj = ∅ acarreta XAi · XAj = 0 para todo i 6= j.
Segue que E′

N tem dimensão infinita, tal como afirmamos.
Agora represente por Uf (E

′)N o subespaço das funções ψ ∈ Uf(E
′) que se

anulam fora de N . Seja FN = E′
N ⊖ Uf (E

′)N . O fato de que dimE′
N = ∞

assegura que dimFN = ∞ ou dimUf (E
′)N = ∞ (ou ambos). Vamos mostrar

que qualquer destas alternativas implica que dimF = ∞.
Para tratar a primeira alternativa, basta provar que FN ⊂ F . Mais ainda,

como é claro que FN ⊂ E′, basta verificar que FN é ortogonal a Uf(E
′). Sejam

ξ ∈ FN e η ∈ E′ quaisquer. A função (Ufη)XN = Uf (ηXf−1(N)) está em Uf (E
′)

e se anula fora de N ; em outras palavras, ela está em Uf (E
′)N . Como ξ se anula

fora de N e ξ é ortogonal a Uf(E
′)N , conclúımos que ξ ·Ufη = ξ · (Ufη)XN = 0.

Isto termina o argumento neste caso.
Resta tratar a segunda alternativa. Se dimUf (E

′)N = ∞, podemos tomar
{ξk : k ≥ 1} ⊂ E′ tal que {Ufξk : k ≥ 1} é um subconjunto linearmente inde-
pendente de Uf (E

′)N . Não constitui restrição supor que as funções ξk são limi-
tadas: se necessário, substitua ξk por ξkXk, onde Xk é a função caracteŕıstica de
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ξ−1
k ({z : |z| ≤ Rk}); a independência linear é preservada desde que a sequência

(Rk)k convirja rapidamente para infinito. Então as funções Ufξk também são
limitadas e {ϕ(Ufξk) : k ≥ 1} é um subconjunto linearmente independente de
E′. Além disso, dado qualquer η ∈ E′,

ϕ(Ufξk) · (Ufη) =

∫
ϕ (ξk ◦ f)(η̄ ◦ f) dµ =

∫
ϕ (ξk η̄) ◦ f dµ = ϕ · Uf (ξ̄kη).

A última expressão é igual a zero, pois ξ̄kη ∈ E′ e a função ϕ ∈ F é ortogonal a
Uf (E

′). Fazendo variar η ∈ E′, conclúımos que ϕ(Ufξk) é ortogonal a Uf (E
′)

para todo k. Isto mostra que {ϕ(Ufξk) : k ≥ 1} está contido em F e, portanto,
dimF = ∞ também neste caso.

Dizemos que uma partição finita ou enumerável de (M,B, µ) é trivial se
todos os seus elementos têm medida 0 ou 1.

Proposição 9.5.11. Um sistema (f, µ) num espaço de Lebesgue é sistema de
Kolmogorov se, e somente se, hµ(f,P) > 0 para toda partição não trivial com
entropia finita. Em particular, todo sistema de Kolmogorov tem entropia posi-
tiva.

Este resultado é devido a Pinsker [Pin60] e a Rokhlin, Sinai [RS61]. A de-
monstração também pode ser encontrada no artigo de Rokhlin [Rok67a, § 13].
Mas assinalamos que a última parte do enunciado é uma consequência imediata
das ideias na Seção 9.5.2. De fato, suponha que (f, µ) é um sistema de Kolmogo-
rov com entropia nula. Pelo Corolário 9.5.6, qualquer σ-álgebra A satisfazendo
a condição (a) da Definição 9.5.8 também satisfaz f−1(A) = A a menos de
medida nula. Então a condição (b) implica que A é trivial e, pela condição (c),
a própria σ-álgebra B é trivial (contradizendo a hipótese que fizemos no ińıcio
desta seção).

Segue da Proposição 9.5.11 e da relação (9.1.21) que o inverso de um au-
tomorfismo de Kolmogorov também é um automorfismo de Kolmogorov. Ao
contrário do que acontece para automorfismos de Bernoulli (Exerćıcio 9.5.1),
no caso Kolmogorov os dois sistemas (f, µ) e (f−1, µ) não são ergodicamente
equivalentes, em geral.

Exemplo 9.5.12. O primeiro exemplo de sistema invert́ıvel com espectro de
Lebesgue enumerável mas que não é um sistema de Kolmogorov foi constrúıdo
por Girsanov em 1959, mas nunca foi publicado. Outro exemplo foi exibido por
Newton, Parry [NP66] alguns anos depois. Trata-se de um fator de um certo
deslocamento gaussiano (lembre do Exemplo 8.4.13) com espectro de Lebesgue
enumerável mas cuja entropia é nula. Uma construção diferente foi dada por
Gurevič [Gur61]: ele provou que o fluxo horoćıclico em superf́ıcies de curvatura
negativa constante tem entropia nula; alguns anos antes, Parasyuk [Par53] havia
mostrado que tais fluxos têm espectro de Lebesgue enumerável.

Como vimos no Teorema 8.4.11, todos os sistemas com espectro de Lebesgue
enumerável são espectralmente equivalentes. Portanto, uma consequência inte-
ressante da existência de sistemas como no Exemplo 9.5.12 é que a propriedade
de ser um sistema de Kolmogorov não é um invariante de equivalência espectral.
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Exemplo 9.5.13. Verificamos nos Exemplos 8.4.2 e 8.4.3 que os deslocamentos
de Bernoulli têm espectro de Lebesgue. Nos dois casos, unilateral e bilateral,
exibimos subespaços de L2

0(M,B, µ) da forma E = L2
0(M,A, µ) para alguma

σ-álgebra A ⊂ B. Portanto, o mesmo argumento prova que todo deslocamento
de Bernoulli é um sistema de Kolmogorov. Em particular, todo automorfismo
de Bernoulli é um automorfismo de Kolmogorov.

Existem sistemas de Komogorov invert́ıveis que não são automorfismos de
Bernoulli. O primeiro exemplo, descoberto por Ornstein, é muito elaborado. A
seguinte construção simples é devida a Kalikow [Kal82]:

Exemplo 9.5.14. Seja σ : Σ → Σ o deslocamento em Σ = {1, 2}Z e seja
µ a medida de Bernoulli associada ao vetor de probabilidade p = (1/2, 1/2).
Considere a aplicação f : Σ × Σ → Σ × Σ definida da seguinte forma:

f
(
(xn)n, (yn)n

)
=
(
σ((xn)n), σ

±1((yn)n)
)

onde o sinal é − se x0 = 1 e é + se x0 = 2. Esta transformação preserva a
medida µ × µ. O sistema (f, µ) é um automorfismo de Kolmogorov mas não é
um automorfismo de Bernoulli.

Considere qualquer automorfismo de Kolmogorov que não é um automor-
fismo de Bernoulli e seja s > 0 a sua entropia. Considere qualquer automorfismo
de Bernoulli cuja entropia é igual a s (veja Exerćıcio 9.2.2). Os dois sistemas têm
a mesma entropia mas eles não são ergodicamente equivalentes, uma vez que
ser automorfismo de Bernoulli é um invariante de equivalência ergódica. Por-
tanto, a entropia não é um invariante completo de equivalência ergódica para
automorfismos de Kolmogorov. Mais ainda, existe uma famı́lia não enumerável
de automorfismos de Kolmogorov que não são ergodicamente conjugados e, no
entanto, têm a mesma entropia (veja Ornstein, Shields [OS73]).

As propriedades dos automorfismos de Bernoulli descritas no Exerćıcio 9.5.1
também não se estendem ao caso Kolmogorov: existe automorfismo de Kolmo-
gorov que não é equivalente ao seu inverso (veja Ornstein, Shields [OS73]) e
também existe automorfismo de Kolmogorov que não admite raiz k-ésima para
nenhum valor de k ≥ 1 (Clark [Cla72]).

Para encerrar esta seção, vamos discutir a propriedade de Kolmogorov para
duas classes espećıficas de sistemas: deslocamentos de Markov e automorfismos
de grupos compactos.

Relativamente à primeira delas, Friedman e Ornstein [FO70] provaram que
todo deslocamento de Markov bilateral misturador é um automorfismo de Ber-
noulli. Lembre (Teorema 7.2.11) que um deslocamento de Markov é misturador
se, e somente se, a respectiva matriz estocástica é aperiódica. Segue do teo-
rema de Friedman, Ornstein que a entropia ainda é um invariante completo de
equivalência ergódica no contexto mais amplo dos deslocamentos de Markov bi-
laterais misturadores. Outra consequência interessante é que todo deslocamento
de Markov bilateral misturador é um automorfismo de Kolmogorov. Observa-
mos, no entanto, que esta consequência admite uma prova direta relativamente
fácil (veja o Exerćıcio 9.5.4).
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Quanto à segunda classe de sistemas, temos que todo automorfismo ergódico
de um grupo compacto é um automorfismo de Kolmogorov. Este fato foi pro-
vado por Rokhlin [Rok67b] para grupos abelianos e por Yuzvinskii [Yuz68] no
caso geral. De fato, automorfismos ergódicos de grupos compactos metrizáveis
são automorfismos de Bernoulli (Lind [Lin77] e Miles, Thomas [MT78]). Em
particular, todo automorfismo linear ergódico do toro Td é um automorfismo
de Bernoulli; isto havia sido provado por Katznelson [Kat71]. Lembre (Teo-
rema 4.2.14) que fA é ergódico se, e somente se, nenhum autovalor da matriz A
é raiz da unidade.

B2

aut. Bernoulli

sist. Kolmogorov

espec. de Lebesgue

sist. misturadores

sist. ergódicos

B1

sist. exatos

não invert́ıvel

espec. discreto

h = 0 h > 0, invert́ıvel

RT

Figura 9.2: Relações entre diversas classes de sistemas (B1 = deslocamentos
unilaterais, B2 = deslocamentos bilaterais, RT = rotações em Td)

9.5.4 Sistemas exatos

Dizemos que um sistema de Kolmogorov é exato se podemos tomar para A a σ-
álgebra B de todos os conjuntos mensuráveis. Note que neste caso as condições
(a) e (c) da Definição 9.5.8 são automaticamente satisfeitas. Portanto, um
sistema (f, µ) é exato se, e somente se, a σ-álgebra B é tal que ∩∞

n=0f
−n(B) é

trivial, ou seja, contém apenas conjuntos com medida 0 ou 1. Equivalentemente,
(f, µ) é exato se, e somente se

∞⋂

n=0

Unf
(
L2

0(M,B, µ)
)

= {0}.

Esta observação também mostra que, ao contrário do que acontece com a pro-
priedade de Kolmogorov, a exatidão é um invariante de equivalência espectral.

Verificamos no Exemplo 8.4.2 que os deslocamentos de Bernoulli unilaterais
têm espectro de Lebesgue. Lembre que, para isso, consideramos o subespaço
E = L2

0(M,B, µ). Portanto, o mesmo argumento prova que todo deslocamento
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de Bernoulli unilateral é um sistema exato. Uma classe mais geral de exemplos,
transformações expansoras munidas de seus estados de equiĺıbrio, será estudada
no Caṕıtulo 12.

É imediato que sistemas invert́ıveis nunca são exatos. De fato, no caso in-
vert́ıvel f−n(B) = B a menos de medida nula, para todo n; portanto, a condição
de exatidão corresponde a dizer que a σ-álgebra B é trivial (o que está exclúıdo,
por hipótese).

9.5.5 Exerćıcios

9.5.1. Mostre que se (f, µ) é um automorfismo de Bernoulli então ele é ergodi-
camente equivalente ao seu inverso (f−1, µ). Além disso, para todo k ≥ 1 existe
um automorfismo de Bernoulli (g, ν) tal que (gk, ν) é ergodicamente equivalente
a (f, µ) (em outras palavras, g é raiz k-ésima de f). [Observação: Ornstein pro-
vou que, reciprocamente, toda raiz k-ésima de um automorfismo de Bernoulli é
um automorfismo de Bernoulli; veja [Orn74] ]

9.5.2. Use a ideia de ponto de densidade para mostrar que a transformação
expansão decimal f(x) = 10x− [10x], munida da medida de Lebesgue, é exata.

9.5.3. Mostre que a transformação de Gauss é exata, relativamente à sua me-
dida invariante absolutamente cont́ınua µ.

9.5.4. Mostre que o deslocamento de Markov bilateral associado a qualquer
matriz estocástica aperiódica P é um automorfismo de Kolmogorov.

9.5.5. Mostre que o deslocamento de Markov unilateral associado a qualquer
matriz estocástica aperiódica P é um sistema exato.

9.5.6. Prove que se (f, µ) é exato então hµ(f,P) > 0 para toda partição finita
P não trivial.

9.6 Entropia e decomposição ergódica

Não é dif́ıcil mostrar que a entropia hµ(f) é sempre uma função afim da medida
invariante µ:

Proposição 9.6.1. Sejam µ e ν probabilidades invariantes por uma trans-
formação f : M → M . Então htµ+(1−t)ν(f) = thµ(f) + (1 − t)hν(f) para
todo 0 < t < 1.

Demonstração. Defina φ(x) = −x log x, para x > 0. Por um lado, como a
função φ é côncava,

φ(tµ(B) + (1 − t)ν(B)) ≥ tφ(µ(B)) + (1 − t)φ(ν(B))
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para todo conjunto mensurável B ⊂M . Por outro lado, dado qualquer conjunto
mensurável B ⊂M ,

φ
(
tµ(B) + (1 − t)ν(B)

)
− tφ

(
µ(B)

)
− (1 − t)φ

(
ν(B)

)

= −tµ(B) log
tµ(B) + (1 − t)ν(B)

µ(B)
− (1 − t)ν(B) log

tµ(B) + (1 − t)ν(B)

ν(B)

≤ −tµ(B) log t− (1 − t)ν(B) log(1 − t).

porque a função − log é decrescente. Portanto, dada qualquer partição finita ou
enumerável P , com entropia finita,

Htµ+(1−t)ν(P) ≥ tHµ(P) + (1 − t)Hν(P) e

Htµ+(1−t)ν(P) ≤ tHµ(P) + (1 − t)Hν(P) − t log t− (1 − t) log(1 − t).

Consequentemente,

htµ+(1−t)ν(f,P) = thµ(f,P) + (1 − t)hν(f,P). (9.6.1)

Segue, imediatamente, que htµ+(1−t)ν(f) ≤ thµ(f) + (1 − t)hν(f). Além disso,
(9.1.16) e (9.6.1) implicam que

htµ+(1−t)ν(f,P1 ∨ P2) ≥ thµ(f,P1) + (1 − t)hν(f,P2)

para quaisquer partições P1 e P2. Tomando o supremo em P1 e P2 obtemos
que htµ+(1−t)ν(f) ≥ thµ(f) + (1 − t)hν(f).

Em particular, dado qualquer conjunto invariante A ⊂M , temos

hµ(f) = µ(A)hµA (f) + µ(Ac)hµAc (f), (9.6.2)

onde µA e µAc denotam as restrições normalizadas de µ ao conjunto A e ao
seu complementar, respectivamente (este fato já foi obtido no Exerćıcio 9.1.3).
Outra consequência imediata é a seguinte versão da Proposição 9.6.1 para com-
binações convexas finitas:

µ =

n∑

i=1

tiµi ⇒ hµ(f) =

n∑

i=1

tihµi(f), (9.6.3)

quaisquer que sejam as probabilidades invariantes µ1, . . . , µn e os números po-
sitivos t1, . . . , tn satisfazendo

∑n
i=1 ti = 1.

Um fato muito mais profundo, devido a Konrad Jacobs [Jac60, Jac63], é que
a propriedade de afinidade se estende para a decomposição ergódica dada pelo
Teorema 5.1.3:

Teorema 9.6.2 (Jacobs). Suponha que M é um espaço métrico separável. Dada
qualquer probabilidade invariante µ, seja {µP : P ∈ P} a sua decomposição
ergódica. Então hµ(f) =

∫
hµP (f) dµ̂(P ) (quando um dos lados da igualdade é

infinito o outro também é).

Vamos deduzir este resultado de um teorema geral sobre funcionais afins no
espaço das probabilidades, que enunciaremos na Seção 9.6.1 e cuja demonstração
será dada na Seção 9.6.2.
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9.6.1 Afinidade da decomposição ergódica

Seja M um espaço métrico separável completo. Vimos no Lema 2.1.3 que a
topologia fraca∗ no espaço das probabilidade M1(M) é metrizável. Além disso
(Exerćıcio 2.1.3), o espaço métrico M1(M) é separável.

Seja W uma probabilidade na σ-álgebra de Borel de M1(M). Chamamos
baricentro de W à probabilidade bar(W ) ∈ M1(M) dada por

∫
ψ d bar(W ) =

∫ ( ∫
ψ dη

)
dW (η) (9.6.4)

para toda função mensurável limitada ϕ : M → R. Fica a cuidado do leitor
(Exerćıcio 9.6.1) verificar que esta relação determina bar(W ) univocamente e
que o baricentro é uma função afim da medida (Exerćıcio 9.6.2).

Exemplo 9.6.3. Se W é uma medida de Dirac, ou seja, se W = δν para algum
ν ∈ M1(M), então bar(W ) = ν. Usando o Exerćıcio 9.6.2 obtemos a seguinte
generalização: se W =

∑∞
i=1 tiδνi com ti ≥ 0 e

∑∞
i=1 ti = 1 e νi ∈ M1(M) para

todo i, então bar(W ) =
∑∞

i=1 tiνi.

Exemplo 9.6.4. Seja {µP : P ∈ P} a decomposição ergódica de uma medida
µ invariante por uma transformação mensurável f : M → M , com medida
quociente µ̂. Seja W a imagem da probabilidade µ̂ pela aplicação P → M que
associa a cada P ∈ P a probabilidade condicional µP . Então (Exerćıcio 5.1.4),

∫
ψdµ =

∫ ( ∫
ψ dµP

)
dµ̂(P ) =

∫ ( ∫
ψ dη

)
dW (η)

para toda função ψ : M → R mensurável limitada. Isto significa que µ é o
baricentro de W .

Diremos que M ⊂ M1(M) é fortemente convexo se
∑∞
i=1 tiνi ∈ M quais-

quer que sejam νi ∈ M e ti ≥ 0 com
∑∞

i=1 ti = 1.

Teorema 9.6.5. Seja M um subconjunto fortemente convexo de M1(M) e seja
H : M → R um funcional afim, não negativo e semicont́ınuo superiormente.
Então,

H(bar(W )) =

∫
H(η) dW (η).

para toda probabilidade W em M1(M) tal que W (M) = 1 e bar(W ) ∈ M.

Antes de provarmos este resultado, vamos explicar como o Teorema 9.6.2
pode ser obtido a partir dele. O passo essencial é o seguinte lema:

Lema 9.6.6. hµ(f,Q) =
∫
hµP (f,Q) dµ̂(P ) para toda partição finita Q de M .

Demonstração. Consideremos M = M1(f), o subespaço das probabilidades
invariantes, e H : M → R definido por H(η) = hη(f,Q). Seja W a imagem
da medida quociente µ̂ pela aplicação P → M que associa a cada P ∈ P a
probabilidade condicional µP . É claro que M é fortemente convexo, W (M) = 1
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e (lembre do Exemplo 9.6.4) bar(W ) = µ está em M. A Proposição 9.6.1 dá que
H é afim e é claro que ele é não negativo. Para podermos aplicar o Teorema 9.6.5,
resta verificar que H também é semicont́ınuo superiormente.

Inicialmente, suponha que f é o deslocamento num espaço Σ = XN, ondeX é
um conjunto finito, e que Q é a partição em cilindros [0; a], a ∈ X . A propriedade
desta partição que nos interessa é que os seus elementos são abertos e fechados
de Σ. Em outras palavras, ∂Q = ∅ para todo Q ∈ Q. Pela Proposição 9.2.10,
segue que a aplicação η 7→ H(η) = hη(f,Q) é semicont́ınua superiormente em
todo ponto de M. Então, estamos em condições de aplicar o Teorema 9.6.5 ao
funcional H . Desta forma obtemos que

hµ(f,Q) = H(µ) = H(bar(W )) =

∫
H(η) dW (η)

=

∫
H(µP ) dµ̂(P ) =

∫
hµP (f,Q) dµ̂(P ).

Agora tratamos o caso geral, por redução ao caso do parágrafo anterior.
Dada a partição finita Q, considere Σ = QN e

h : M → Σ, h(x) =
(
Q(fn(x))

)
n∈N

.

Observe que h ◦ f = σ ◦ h, onde σ : Σ → Σ representa o deslocamento. A cada
medida η em M podemos associar a medida η′ = h∗η em Σ. A relação anterior
garante que se η é invariante por f então η′ é invariante por σ. Além disso, se
η é ergódica então η′ é ergódica. De fato, se B′ ⊂ Σ é um conjunto invariante
por σ então B = h−1(B′) é um conjunto invariante por σ. Supondo que η é
ergódica, segue que η′(B′) = η(B) é igual a 0 ou 1; logo, η′ é ergódica.

Por construção, Q = h−1(Q′), onde Q′ representa a partição de Σ nos ci-
lindros [0;Q], Q ∈ Q. Mais geralmente, ∨n−1

j=0 f
−j(Q) = h−1(∨n−1

j=0 σ
−j(Q′)) e,

portanto,

Hη

( n−1∨

j=0

f−j(Q)
)

= Hη′
( n−1∨

j=0

σ−j(Q′)
)

para todo n ∈ N. Dividindo por n e passando ao limite,

hη(f,Q) = hη′(σ,Q′) para todo η ∈ M. (9.6.5)

Denotamos µ′ = h∗µ e µ′
P = h∗(µP ) para cada P . Para toda função mensurável

limitada ψ : Σ → R,

∫
ψ dµ′ =

∫
(ψ ◦ h) dµ =

∫ ( ∫
(ψ ◦ h) dµP

)
dµ̂(P )

=

∫ ( ∫
ψ dµ′

P

)
dµ̂(P ).

(9.6.6)

Como as medida µ′
P são ergódicas, a relação (9.6.6) significa que {µ′

P : P ∈ P}
é a decomposição ergódica de µ′. Então, de acordo com o parágrafo anterior,
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hµ′(σ,Q′) =
∫
hµ′

P
(σ,Q′) dµ̂(P ). Pela relação (9.6.5) aplicada a η = µ e a

η = µP , isto pode ser reescrito na seguinte forma:

hµ(σ,Q) =

∫
hµP (σ,Q) dµ̂(P ).

Esta última igualdade é, precisamente, o que pretend́ıamos provar.

Prosseguindo com a demonstração do Teorema 9.6.2, considere qualquer se-
quência crescente Q1 ≺ · · · ≺ Qn ≺ · · · de partições finitas de M tais que
diamQn(x) converge para zero em todo x ∈ M (tal sequência pode ser cons-
trúıda a partir de uma famı́lia de bolas centradas nos pontos de um subconjunto
enumerável denso, com raios convergindo para zero). Pelo Lema 9.6.6,

hµ(f,Qn) =

∫
hµP (f,Qn) dµ̂(P ) (9.6.7)

para todo n. De acordo com (9.1.16), a sequência hη(f,Qn) é não decrescente,
qualquer que seja a medida invariante η. Além disso, pelo Corolário 9.2.3, o seu
limite é igual a hη(f). Logo, podemos passar ao limite em (9.6.7) com a ajuda
do teorema da convergência monótona. Deste modo obtemos que

hµ(f) =

∫
hµP (f) dµ̂(P ),

como queŕıamos demonstrar. Note que o argumento permanece válido mesmo
que algum dos lados da igualdade seja infinito (então o outro também é).

Desta forma, conseguimos reduzir a demonstração do Teorema 9.6.2 a provar
o Teorema 9.6.5.

9.6.2 Demonstração do teorema de Jacobs

Agora vamos demonstrar o Teorema 9.6.5. Comecemos por provar que a função
baricentro é cont́ınua, no sentido de que se W está concentrada em uma vizi-
nhança V de uma dada medida ν então o baricentro de W também está próximo
de ν. Mais precisamente:

Lema 9.6.7. Seja W uma probabilidade em M1(M) e seja ν ∈ M1(M). Dado
qualquer conjunto finito Φ = {φ1, . . . , φN} de funções cont́ınuas limitadas e
dado qualquer ε > 0, considere a vizinhança V = V (ν,Φ, ε) definida em (2.1.1).
Se W (V ) = 1, então bar(W ) ∈ V .

Demonstração. Considere qualquer i = 1, . . . , N . Pela definição de baricentro,
e a hipótese de que o complementar de V tem medida nula,

∣∣
∫
φi dbar(W ) −

∫
φi dν

∣∣ =
∣∣
∫ ( ∫

φi dη
)
dW (η) −

∫ ( ∫
φi dν

)
dW (η)

∣∣

≤
∫

V

∣∣(
∫
φi dη −

∫
φi dν

)∣∣ dW (η).
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Pela definição de V , a última expressão é menor que ε. Portanto,

|
∫
φi dbar(W ) −

∫
φi dν| < ε

para todo i = 1, . . . , N . Em outras palavras, bar(W ) ∈ V .

Também usaremos a seguinte propriedade simples de funcionais afins não
negativos:

Lema 9.6.8. Considere probabilidades νi ∈ M, i ≥ 1 e números não negativos
ti, i ≥ 1 com

∑∞
i=1 ti = 1. Então, para qualquer funcional afim não negativo

H : M → R,

H(

∞∑

i=1

tiνi) ≥
∞∑

i=1

tiH(νi).

Demonstração. Para n ≥ 1, seja sn =
∑n

i=1 ti. Tome Rn = (1−sn)−1
∑
i>n tiνi

se sn < 1; caso contrário, escolha Rn arbitrariamente. Então,

∞∑

i=1

tiνi =
n∑

i=1

tiνi + (1 − sn)Rn.

ComoH é afim, e a expressão do lado direito é uma combinação convexa (finita),
segue que

H(

∞∑

i=1

tiνi) =

n∑

i=1

tiH(νi) + (1 − sn)H(Rn) ≥
n∑

i=1

tiH(νi)

para todo n. Agora basta fazer n tender para infinito.

Corolário 9.6.9. Se H : M → R é um funcional afim não negativo então H é
limitado.

Demonstração. Suponha que H não é limitado. Então existem νi ∈ M tais que
H(νi) ≥ 2i para todo i ≥ 1. Considere ν =

∑∞
i=1 2−iνi. Pelo Lema 9.6.8,

H(ν) ≥
∞∑

i=1

2−iH(νi) = ∞.

Isto contradiz o fato de que H(ν) é finito.

Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema 9.6.5. Comecemos pela
desigualdade ≥. Escreva µ = bar(W ) e considere qualquer ε > 0. Pela hipótese
de semicontinuidade, existe δ > 0 e uma famı́lia finita Φ = {φ1, . . . , φN} de
funções cont́ınuas limitadas tais que

H(η) < H(µ) + ε para todo η ∈ M∩ V (µ,Φ, δ). (9.6.8)

Como M1(M) é espaço métrico separável, o mesmo vale para o subespaço M.
Então podemos considerar uma base enumerável de abertos {V1, . . . , Vn, . . . } de
M, com as seguintes propriedades:
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(i) cada Vn está contido em M∩ V (νn,Φ, δ) para algum νn ∈ M;

(ii) e H(η) < H(νn) + ε para todo η ∈ Vn.

Considere a partição enumerável {P1, . . . , Pn, . . . } definida por P1 = M∩ V1 e
Pn = M∩ Vn \ (V1 ∪ · · · ∪ Vn−1) para todo n > 1. É claro que as propriedades
(i) e (ii) permanecem válidas se substituirmos Vn por Pn. Afirmamos que

∑

n

W (Pn)νn ∈ V (µ,Φ, δ) (9.6.9)

De fato, observe que

∣∣
∫
φi dµ−

∑

n

W (Pn)

∫
φi dνn

∣∣ =
∣∣∑

n

∫

Pn

( ∫
φi dη −

∫
φi dνn) dW (η)

∣∣

para todo i. Portanto, a propriedade (i) garante que

∣∣
∫
φi dµ−

∑

n

W (Pn)

∫
φi dνn

∣∣ <
∑

n

δW (Pn) = δ para todo i,

que é o que significa (9.6.9). Então, combinando (9.6.8), (9.6.9) e o Lema 9.6.8,
∑

n

W (Pn)H(νn) ≤ H(
∑

n

W (Pn)νn) < H(µ) + ε.

Por outro lado, a propriedade (ii) implica que
∫
H(η) dW (η) −

∑

n

W (Pn)H(νn) =
∑

n

∫

Pn

(
H(η) −H(νn)

)
dWµ(η)

<
∑

n

εW (Pn) = ε.

Somando as duas últimas desigualdades,
∫
H(η) dW (η) < H(µ) + 2ε. Como

ε > 0 é arbitrário, isto implica que H(µ) ≥
∫
H(η) dW (η).

Falta provar a desigualdade ≤ no Teorema 9.6.2. Considere qualquer se-
quência (Pn)n de partições finitas de M tal que o diâmetro de Pn(ν) converge
para zero quando n vai para infinito, qualquer que seja ν ∈ M. Por exemplo,
Pn = ∨ni=1{Vi, V ci }, onde {Vn : n ≥ 1} é qualquer base enumerável de abertos de
M. Para cada n fixado, considere a restrição normalizada WP da medida W a
cada conjunto P ∈ Pn (consideraremos apenas conjuntos com medida positiva;
a união de todos os elementos de ∪nPn com W (P ) = 0 pode ser negligenciada,
pois tem medida nula):

WP (A) =
W (A ∩ P )

W (P )
para cada conjunto mensurável A ⊂M.

É claro que W =
∑
P∈Pn

W (P )WP . Como o baricentro é uma função afim
(Exerćıcio 9.6.2), segue que

bar(W ) =
∑

P∈Pn

W (P ) bar(WP )
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e, portanto,

H(bar(W )) =
∑

P∈Pn

W (P )H(bar(WP )).

Defina Hn(η) = H(bar(WPn(η))), para cada η ∈ M. Então a última igualdade
acima pode ser reescrita na seguinte forma:

H(bar(W )) =

∫
Hn(η) dW (η) para todo n. (9.6.10)

Segue imediatamente da definição que 0 ≤ Hn(η) ≤ supH para todo n e
todo η. Lembre que supH <∞ (Corolário 9.6.9). Afirmamos que

lim sup
n

Hn(η) ≤ H(η) para todo η ∈ M. (9.6.11)

Isto pode ser visto da seguinte forma. Dada qualquer vizinhança V = V (η,Φ, ε)
de η, temos que Pn(η) ⊂ V para todo n suficientemente grande, uma vez que o
diâmetro de Pn(η) converge para zero. Então (sempre supondo que W (Pn(η))
é positiva), WPn(η)(V ) ≥ WPn(η)(Pn(η)) = 1. Pelo Lema 9.6.7, segue que
bar(WPn(η)) ∈ V para todo n suficientemente grande. Agora basta usar a
hipótese de que H é semicont́ınuo superiormente para obter (9.6.11). Conse-
quentemente (aplique o lema de Fatou à sequência −Hn + supH),

lim sup
n

∫
Hn(η) dW (η) ≤

∫
lim sup

n
Hn(η) dW (η) ≤

∫
H(η) dW (η). (9.6.12)

Combinando as relações (9.6.10) e (9.6.12), obtemos que

H(bar(W )) ≤
∫
H(η) dW (η),

tal como queŕıamos demonstrar.
A demonstração dos Teoremas 9.6.2 e 9.6.5 está completa.

9.6.3 Exerćıcios

9.6.1. Verifique que, dada qualquer probabilidade W no espaço M1(M), existe
uma única probabilidade bar(W ) ∈ M1(M) em M satisfazendo (9.6.4).

9.6.2. Mostre que a função baricentro é afim, no seguinte forte: se Wi, i ≥ 1
são probabilidades em M1(M) e ti, i ≥ 1 são números não negativos com∑∞

i=1 ti = 1, então

bar(

∞∑

i=1

tiWi) =

∞∑

i=1

ti bar(Wi).

9.6.3. Mostre que se M ⊂ M1(M) é conjunto convexo fechado então M é
fortemente convexo. Além disso, nesse caso W (M) = 1 implica bar(W ) ∈ M.

9.6.4. A desigualdade ≥ no Teorema 9.6.2 pode ser obtida por um argumento
mais direto:
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1. Lembrando que a função φ(x) = −x logx é côncava, mostre que vale
Hµ(Q) ≥

∫
HµP (Q) dµ̂(P ) para toda partição finita Q.

2. Deduza que hµ(f,Q) ≥
∫
hµP (f,Q) dµ̂(P ) para toda partição finita Q.

3. Conclua que hµ(f) ≥
∫
hµP (f) dµ̂(P ).

9.6.5. A desigualdade ≤ no Teorema 9.6.2 está baseada na propriedade de que
hµ(f,Q) ≤

∫
hµP (f,Q) dµ̂(P ) para toda partição finita Q, a qual é parte do

Lema 9.6.6. Aponte o que está errado na ¨demonstração alternativa¨ a seguir.
Seja Q uma partição finita. O teorema de Shannon-McMillan-Breimen ga-

rante que hµ(f,Q) =
∫
hµ(f,Q, x) dµ(x), onde

hµ(f,Q, x) = lim
n

− 1

n
logµ(Qn(x)) = lim

n
− 1

n
log

∫
µP (Qn(x)) dµ̂(P ).

Pela desigualdade de Jensen aplicada à função convexa ψ(x) = − log x,

lim
n

− 1

n
log

∫
µP (Qn(x)) dµ̂(P ) ≤ lim

n

∫
− 1

n
logµP (Qn(x)) dµ̂(P ).

Usando o fato de que hµP (f,Q) = hµP (f,Q, x) em quase todo ponto (porque
toda µP é ergódica),

lim
n

∫
− 1

n
logµP (Qn(x)) dµ̂(P ) =

∫
lim
n

− 1

n
logµP (Qn(x)) dµ̂(P )

=

∫
hµP (f,Q) dµ̂(P ).

Isto mostra que hµ(f,Q, x) ≤
∫
hµP (f,Q) dµ̂(P ) para toda partição finita Q e

para µ-quase todo x. Consequentemente, hµ(f,Q) ≤
∫
hµP (f,Q) dµ̂(P ) para

toda partição finita Q.

9.7 Jacobianos e fórmula de Rokhlin

Seja U um aberto do Rd, seja m a medida de Lebesgue e seja f : U → U um
difeomorfismo local. Pela fórmula de mudança de variáveis,

m(f(A)) =

∫

A

| detDf(x)| dx (9.7.1)

para todo A contido numa bola restrita à qual f é injetivo. A noção de jacobiano,
que vamos apresentar a seguir, estende este tipo de relação para transformações e
medidas muito mais gerais. Além de introduzirmos este conceito, mostraremos
que jacobianos existem sob hipóteses bastante gerais. Mais ainda, é posśıvel
exprimir a entropia do sistema explicitamente em termos do jacobiano. Já
encontramos uma manifestação interessante desse fato, na Proposição 9.4.2.

Seja f : M → M uma transformação mensurável. Diremos que f é local-
mente invert́ıvel se existe algum cobertura enumerável {Uk : Uk ≥ 1} de M
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por conjuntos mensuráveis tais que a restrição de f a cada Uk é uma bijeção
sobre a sua imagem, a qual é um conjunto mensurável, e a inversa dessa bijeção
também é mensurável. Os subconjuntos mensuráveis destes conjuntos Uk serão
chamados domı́nios de injetividade. Note que se A é domı́nio de invertibilidade
então f(A) é um conjunto mensurável. Observe, igualmente, que se f é local-
mente invert́ıvel então a pré-imagem f−1(y) de qualquer y ∈ M é enumerável:
ela contém no máximo um ponto em cada Uk.

Seja η uma probabilidade em M , não necessariamente invariante por f . Uma
função mensurável ξ : M → [0,∞) é um jacobiano de f relativamente a η se a
restrição de ξ a qualquer domı́nio de invertibilidade A é integrável com relação
a η e satisfaz

η(f(A)) =

∫

A

ξ dη (9.7.2)

Note (Exerćıcio 9.7.1) que a definição não depende da escolha de {Uk : k ≥ 1}.

Exemplo 9.7.1. Seja σ : Σ → Σ o deslocamento em Σ = {1, 2, . . . , d}N e seja µ
a medida de Bernoulli associada a um vetor de probabilidade p = (p1, . . . , pd).
Consideramos Σ munido da distância (A.2.7) para algum valor (arbitrário) de
θ. A restrição de σ a cada cilindro [0; a] é uma transformação invert́ıvel. Além
disso, dado qualquer cilindro [0; a, a1, . . . , an] ⊂ [0; a],

µ
(
σ([0; a, a1, . . . , an])

)
= pa1 · · · pan =

1

pa
µ
(
[0; a, a1, . . . , an]

)
.

Deixamos ao cuidado do leitor deduzir que µ
(
σ(A)

)
= (1/pa)µ(A) para todo

conjunto mensurável A ⊂ [0; a]. Portanto, a função ξ((xn)n) = 1/px0 é um
jacobiano de σ relativamente a µ.

Dizemos que uma medida η é não singular com relação à transformação f
se a imagem de qualquer domı́nio de invertibilidade com medida nula também
tem medida nula: se η(A) = 0 então η(f(A)) = 0. Por exemplo, se f : U → U
é um difeomorfismo local num aberto de Rd e η é a medida de Lebesgue, então
η é não singular. Também é fácil ver que toda probabilidade invariante é não
singular.

Segue imediatamente da definição (9.7.2) que se f admite jacobiano com
relação a uma medida η então essa medida é não singular. Vamos mostrar que
a rećıproca também é verdadeira:

Proposição 9.7.2. Seja f : M →M uma transformação localmente invert́ıvel
e seja η uma medida boreliana em M , não singular com relação a f . Então,
existe algum jacobiano de f com relação a η e ele é essencialmente único: dois
jacobianos quaisquer coincidem em η-quase todo ponto.

Demonstração. Comecemos por provar a existência. Dada uma cobertura enu-
merável {Uk : k ≥ 1} de M por domı́nios de invertibilidade de f , defina P1 = U1

e Pk = Uk \ (U1 ∪ · · · ∪ Uk−1) para cada k > 1. Então, P = {Pk : k ≥ 1} é uma
partição de M formada por domı́nios de invertibilidade. Para cada Pk ∈ P ,
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represente por ηk a medida em definida em Pk por ηk(A) = η(f(A)). Em ou-
tras palavras, ηk é a imagem por (f | Pk)−1 da medida η restrita a f(Pk). A
hipótese de que η é não singular implica que cada ηk é absolutamente cont́ınua
com relação a η restrita a Pk:

η(A) = 0 ⇒ ηk(A) = η(f(A)) = 0

para todo conjunto mensurável A ⊂ Pk. Seja ξk = dηk/d(η | Pk) a derivada
de Radón-Nykodim (Teorema A.2.18). Então ξk é uma função definida em Pk,
integrável com relação a η e satisfazendo

η(f(A)) = ηk(A) =

∫

A

ξk dη (9.7.3)

para todo conjunto mensurável A ⊂ Pk. Considere a função ξ : M → [0,∞)
cuja restrição a cada Pk ∈ P está dada por ξk. Todo subconjunto de Uk pode ser
escrito como união disjunta de subconjuntos de P1, . . . , Pk. Aplicando (9.7.3) a
cada um desses subconjuntos e somando as respectivas igualdades, obtemos que

η(f(A)) =

∫

A

ξ dη para todo conjunto mensurável A ⊂ Uk e k ≥ 1.

Isto prova que ξ é um jacobiano de f relativamente a η.
Agora suponha que ξ e ζ são jacobianos de f relativamente a η e que existe

B ⊂ M com η(B) > 0 tal que ξ(x) 6= ζ(x) para todo x ∈ B. A menos de
substituir B por um subconjunto adequado, e permutar os papéis de ξ e ζ e
necessário, podemos supor que ξ(x) < ζ(x) para todo x ∈ B. De modo similar,
podemos supor que B está contido em algum Uk. Então,

η(f(B)) =

∫

B

ξ dη <

∫

B

ζ dη = η(f(B)).

Esta contradição prova que o jacobiano é essencialmente único.

A partir desta proposição, usaremos a notação Jηf para representar o (essen-
cialmente único) jacobiano de f com relação a η, quando exista. Por definição,
Jηf é integrável em cada domı́nio de invertibilidade. Se f é tal que o número
de pré-imagens de qualquer y ∈M é limitado então o jacobiano é (globalmente)
integrável: representando por ℓ o número máximo de pré-imagens,

∫
Jηf dη =

∑

k

∫

Pk

Jηf dη =
∑

k

η(f(Pk)) ≤ ℓ,

já que cada ponto y ∈M pertence a não mais que ℓ imagens f(Pk).
O principal resultado desta seção é a seguinte fórmula para a entropia de

uma medida invariante:

Teorema 9.7.3 (fórmula de Rokhlin). Seja f : M → M uma transformação
localmente invert́ıvel e seja µ uma probabilidade invariante por f . Suponha que
existe alguma partição finita ou enumerável P tal que ∪nPn gera a σ-álgebra de
M e todo P ∈ P é domı́nio de invertibilidade de f . Então hµ(f) =

∫
log Jµf dµ.
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Demonstração. Consideremos a sequência de partições Qn = ∨nj=1f
−j(P). Pelo

Corolário 9.2.3 e pelo Lema 9.1.12,

hµ(f) = hµ(f,P) = lim
n
Hµ(P/Qn). (9.7.4)

Por definição (como anteriormente, φ(x) = −x log x)

Hµ(P/Qn) =
∑

P∈P

∑

Qn∈Qn

−µ(P ∩Qn) log
µ(P ∩Qn)
µ(Qn)

=
∑

P∈P

∑

Qn∈Qn

µ(Qn)φ
(µ(P ∩Qn)

µ(Qn)

) (9.7.5)

Seja en(ψ, x) a esperança condicional de uma função ψ relativamente à partição
Qn e seja e(ψ, x) o seu limite quando n vai para infinito (estas noções foram
introduzidas na Seção 5.2.1: veja (5.2.1) e o Lema 5.2.1). É claro da definição
que

µ(P ∩Qn)
µ(Qn)

= en(XP , x) para todo x ∈ Qn e todo Qn ∈ Qn.

Portanto,

∑

P∈P

∑

Qn∈Qn

µ(Qn)φ
(µ(P ∩Qn)

µ(Qn)

)
=
∑

P∈P

∫
φ(en(XP , x)) dµ(x). (9.7.6)

Pelo Lema 5.2.1, o limite e(XP , x) = limn en(XP , x) existe para µ-quase todo
x. Então, observando que a função φ é limitada, podemos usar o teorema da
convergência dominada para deduzir das relações (9.7.4) – (9.7.6) que

hµ(f) =
∑

P∈P

∫
φ(e(XP , x)) dµ(x). (9.7.7)

Resta relacionar o integrando do lado direito com o jacobiano. Isso será feito
por meio do seguinte lema:

Lema 9.7.4. Para toda função mensurável limitada ψ : M → R e toda proba-
bilidade boreliana η invariante por f ,

e(ψ, x) = ψ̂(f(x)) para η-quase todo x, onde ψ̂(y) =
∑

z∈f−1(y)

ψ

Jηf
(z).

Demonstração. Lembre que Qn = ∨nj=1f
−j(P). Também usaremos a sequência

de partições Pn = ∨n−1
j=0 f

−j(P). Observe que Qn(x) = f−1(Pn−1(f(x))) e
Pn(x) = P(x) ∩ Qn(x) para todo n e todo x. Então,

∫

Pn−1(f(x))

ψ̂ dη =
∑

P∈P

∫

f(P )∩Pn−1(f(x))

ψ

Jηf
◦ (f | P )−1 dη.
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Usando a fórmula de mudança de variáveis dada no Exerćıcio 9.7.3(b), a ex-
pressão do lado direito pode ser reescrita como

∑

P∈P

∫

P∩Qn(x)

ψ(z) dη(z) =

∫

Qn(x)

ψ dη.

Portanto, ∫

Pn−1(f(x))

ψ̂ dη =

∫

Qn(x)

ψ dη. (9.7.8)

A hipótese de que η é invariante dá que η
(
Pn−1(f(x))

)
= η

(
Qn(x)

)
. Dividindo

ambos os lados de (9.7.8) por este número, obtemos que

en(ψ, x) = e′n−1(ψ̂, f(x)) para todo x e todo n > 1. (9.7.9)

Então, passando ao limite, e(ψ, x) = e′(ψ̂, f(x)) para η-quase x. Por outro lado,

de acordo com o Exerćıcio 5.2.3, a hipótese implica que e′(ψ̂, y) = ψ̂(y) para
η-quase todo y ∈M .

Vamos aplicar este resultado a ψ = XP e η = µ. Como f é injetiva em todo
elemento de P , cada interseção P ∩ f−1(y) ou é vazia ou contém exatamente
um ponto. Portanto, segue do Lema 9.7.4 que e(XP , x) = X̂P (f(x)), com

X̂P (y) =

{
1/Jµf

(
(f | P )−1(y)

)
se y ∈ f(P )

0 se y /∈ f(P ).

Então, lembrando que a medida µ é invariante,
∫
φ(e(XP , x)) dµ(x) =

∫
φ(X̂P (y)) dµ(y)

=

∫

f(P )

( 1

Jµf
log Jµf

)
◦ (f | P )−1 dµ =

∫

P

log Jµf dµ

(a última igualdade usa a igualdade (b) no Exerćıcio 9.7.3). Substituindo esta
expressão em (9.7.7), vem que

hµ(f) =
∑

P∈P

∫

P

log Jµf dµ =

∫
log Jµf dµ,

tal como afirmado no teorema.

9.7.1 Exerćıcios

9.7.1. Verifique que a definição de jacobiano não depende da escolha da cober-
tura {Uk : k ≥ 1} por domı́nios de invertibilidade.

9.7.2. Seja σ : Σ → Σ a transformação deslocamento em Σ = {1, 2, . . . , d}N e
seja µ a medida de Markov associada a uma matriz aperiódica P . Encontre o
jacobiano de f com relação a µ.
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9.7.3. Seja f : M → M uma transformação localmente invert́ıvel e η uma
probabilidade boreliana em M não singular com relação a f . Mostre que valem
as seguintes fórmulas de mudança de variáveis:

(a)
∫
f(A)

ϕdη =
∫
A
(ϕ◦ f)Jηf dη para todo domı́nio de invertibilidade A ⊂M

e toda função mensurável ϕ : f(A) → R tal que as integrais estão definidas
(podendo ser ±∞).

(b)
∫
A
ψ dη =

∫
f(A)

(ψ/Jηf) ◦ (f | A)−1 dη para qualquer função mensurável

ψ : A→ R tal que as integrais estão definidas (podendo ser ±∞).

9.7.4. Seja f : M → M uma transformação localmente invert́ıvel e seja η uma
probabilidade boreliana em M não singular com relação a f . Mostre que para
toda função mensurável limitada ψ : M → R,

∫
ψ dη =

∫ ∑

z∈f−1(x)

ψ

Jηf
(z)dη(x).

9.7.5. Seja f : M → M uma transformação localmente invert́ıvel e seja η uma
probabilidade boreliana em M não singular com relação a f . Mostre que η é
invariante por f se, e somente se,

∑

z∈f−1(x)

1

Jηf(z)
= 1 para η-quase todo x ∈M .

Além disso se η é invariante então Jηf ≥ 1 em µ-quase todo ponto.

9.7.6. Seja f : M → M uma transformação localmente invert́ıvel e seja η uma
probabilidade boreliana em M não singular com relação a f . Mostre que, para
todo k ≥ 1, existe jacobiano de fk com relação a η e ele é dado por

Jηf
j(x) =

k−1∏

j=0

Jηf(f j(x)) para η-quase todo x.

Supondo que f é invert́ıvel, o que pode ser dito a respeito do jacobiano de f−1

relativamente a η?

9.7.7. Sejam f : M → M e g : N → N transformações localmente invert́ıveis
em espaços métricos e sejam µ e ν medidas invariantes por f e g, respectiva-
mente. Suponha que existe uma equivalência ergódica φ : M → N entre os
sistemas (f, µ) e (g, ν). Mostre que Jµf = Jνg ◦ φ em µ-quase todo ponto.

9.7.8. Sejam σk : Σk → Σk e σl : Σl → Σl as transformações deslocamento em
Σk = {1, . . . , k}N e Σl = {1, . . . , l}N. Sejam µk e µl medidas de Bernoulli em Σk
e Σl, respectivamente, associadas a vetores de probabilidade p = (p1, . . . , pk) e
q = (q1, . . . , ql). Mostre que se os sistemas (σk, µk) e (σl, µl) são ergodicamente
equivalentes se, e somente se, k = l e os vetores p e q se obtêm um do outro por
permutação das componentes.



Caṕıtulo 10

Prinćıpio variacional

Em 1965, os pesquisadores R. Adler, A. Konheim e M. McAndrew da IBM
propuseram [AKM65] uma noção de entropia topológica, inspirada na entropia
de Kolmogorov-Sinai que estudamos no caṕıtulo anterior, mas cuja definição
não envolve qualquer medida invariante. Esta noção se aplica a qualquer trans-
formação cont́ınua num espaço topológico compacto.

Posteriormente, Efim Dinaburg [Din70] e Rufus Bowen [Bow71, Bow75a]
deram uma definição diferente, mas equivalente, para transformações cont́ınuas
em espaços métricos compactos. Apesar de ser um pouco mais restrita, ela tem
a vantagem de tornar mais transparente o significado deste conceito: a entropia
topológica é a taxa de crescimento exponencial do número de órbitas que são
distingúıveis dentro de um certo grau de precisão, arbitrariamente pequeno.
Além disso, Bowen estendeu a definição para espaços não compactos, o que
também é muito útil em aplicações.

Estas definições da entropia topológica e suas propriedades serão estudadas
na Seção 10.1 onde, em particular, também veremos que a entropia topológica
é um invariante de equivalência (conjugação) topológica. Na Seção 10.2 anali-
saremos diversos exemplos concretos.

A principal dessas propriedades é a seguinte relação notável entre a entro-
pia topológica e as entropias da transformação relativamente às suas medidas
invariantes:

Teorema 10.1 (Prinćıpio Variacional). Se f : M → M uma transformação
cont́ınua num espaço métrico compacto então a sua entropia topológica h(f)
coincide com o supremo das entropias hµ(f) da transformação f relativamente
a todas as probabilidades invariantes.

Este fato foi demonstrado originalmente por Dinaburg [Din70, Din71], Good-
man [Goo71a] e Goodwin [Goo71b]. Adiamos a apresentação da demonstração
para o próximo caṕıtulo, no qual iremos obter um resultado mais abrangente, o
prinćıpio variacional para a pressão, que é devido a Walters [Wal75].

A pressão P (f, φ) é uma versão ponderada da entropia topológica h(f), onde
os “pesos” são determinados por uma função cont́ınua φ : M → R, que é cha-

301
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mada de potencial. Estudaremos estas noções e suas propriedades na Seção 10.3.
A entropia topológica, que foi introduzida no caṕıtulo anterior, corresponde ao
caso particular em que o potencial é identicamente nulo. A ideia de pressão
foi trazida da Mecânica Estat́ıstica para a Teoria Ergódica pelo matemático e
f́ısico teórico David Ruelle, um dos criadores da teoria ergódica diferenciável, e
foi depois estendida pelo matemático britânico Peter Walters.

O prinćıpio variacional (Teorema 10.1) se generaliza para o contexto da
pressão, como veremos na Seção 10.4: para toda função cont́ınua φ,

P (f, φ) = sup
{
hµ(f) +

∫
φdµ : µ é invariante por f

}
. (10.0.1)

Uma probabilidade invariante µ é chamada estado de equiĺıbrio para o po-
tencial φ se ela realiza o supremo em (10.0.1), ou seja, se hµ(f) +

∫
φdµ =

P (f, φ). As propriedades do conjunto dos estados de equiĺıbrio serão estudadas
na Seção 10.5.

10.1 Entropia topológica

Inicialmente, apresentaremos as definições de Adler-Konheim-McAndrew e de
Bowen-Dinaburg e provaremos que elas são equivalentes quando o ambiente é
um espaço métrico compacto.

10.1.1 Definição via coberturas abertas

A definição original da entropia topológica é muito semelhante à definição da
entropia de Kolmogorov-Sinai, com coberturas abertas no lugar de partições em
conjunto mensuráveis.

Seja M um espaço topológico compacto. Chamamos cobertura aberta de M
qualquer famı́lia α de abertos cuja união é todo o M . Por compacidade, toda
cobertura aberta admite uma subcobertura (isto é, uma subfamı́lia que ainda é
uma cobertura) com um número finito de elementos. Chamamos entropia da
cobertura α ao número

H(α) = logN(α), (10.1.1)

onde N(α) é o menor número tal que α admite alguma subcobertura finita com
esse número de elementos.

Dadas duas coberturas abertas α e β, dizemos que α é menos fina que β, e
escrevemos α ≺ β, se todo elemento de β está contido em algum elemento de α.
Por exemplo, se β é subcobertura de α então α ≺ β. Pelo Exerćıcio 10.1.1,

α ≺ β ⇒ H(α) ≤ H(β). (10.1.2)

Dadas coberturas α1, . . . , αn, denotamos por α1 ∨ · · · ∨ αn a sua soma, isto é,
a cobertura cujos elementos são as interseções A1 ∩ · · · ∩An com Aj ∈ αj para
cada j. Note que αj ≺ α1 ∨ · · · ∨ αn para todo j.
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Seja f : M →M uma transformação cont́ınua. Se α é uma cobertura aberta
de M então f−j(α) = {f−j(A) : A ∈ α} também é uma cobertura aberta. Para
cada n ≥ 1, denotamos

αn = α ∨ f−1(α) ∨ · · · ∨ f−n+1(α).

Usando o Exerćıcio 10.1.2, vemos que

H(αm+n) = H(αm ∨ f−m(αn)) ≤ H(αm) +H(f−m(αn)) ≤ H(αm) +H(αn)

para todo m,n ≥ 1. Em outras palavras, a sequência H(αn) é subaditiva.
Consequentemente (Lema 3.3.4),

h(f, α) = lim
n

1

n
H(αn) = inf

n

1

n
H(αn) (10.1.3)

sempre existe. Ele é chamado entropia de f com respeito à cobertura α. A
relação (10.1.2) implica que

α ≺ β ⇒ h(f, α) ≤ h(f, β). (10.1.4)

Finalmente, definimos a entropia topológica de f como sendo

h(f) = sup{h(f, α) : α é cobertura aberta de M}. (10.1.5)

Em particular, se β é subcobertura de α então h(f, α) ≤ h(f, β). Portanto, a
definição (10.1.5) não muda se restringirmos o supremo às coberturas abertas
finitas.

Observe que a entropia h(f) é um número não negativo, podendo ser infinito
(veja o Exerćıcio 10.1.5).

Exemplo 10.1.1. Seja f : S1 → S1 um homeomorfismo qualquer (por exemplo,
uma rotação Rθ) e seja α uma cobertura do ćırculo formada por um número
finito de intervalos abertos. Seja ∂α o conjunto formado pelos pontos extremos
desses intervalos. Para cada n ≥ 1, a cobertura αn está formada por intervalos,
cujos pontos extremos estão em

∂αn = ∂α ∪ f−1(∂α) ∪ · · · ∪ f−n+1(∂α).

Note que #αn ≤ #∂αn ≤ n#∂α. Portanto,

h(f, α) = lim
n

1

n
H(αn) ≤ lim inf

n

1

n
log #αn ≤ lim inf

n

1

n
log n = 0.

Veremos na Proposição 10.1.9 que h(f) = limk h(f, αk) para qualquer sequência
de coberturas abertas αk com diamαk → 0. Então, considerando coberturas
abertas por intervalos de comprimento menor que 1/k, conclúımos do cálculo
anterior que h(f) = 0 para todo homeomorfismo do ćırculo.
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Exemplo 10.1.2. Seja Σ = {1, . . . , d}N e seja α a cobertura de Σ pelos cilindros
[0; a], a = 1, . . . , d. Considere o deslocamento σ : Σ → Σ. Para cada n, a
cobertura αn está formada pelos cilindros de comprimento n:

αn = {[0; a0, . . . , an−1] : aj = 1, . . . , d}.
Portanto, H(αn) = log #αn = log dn e, consequentemente, h(f, α) = log d.
Observe também que diamαn converge para zero quando n→ ∞ (relativamente
à distância definida em (A.2.7)). Segue do Corolário 10.1.10, que provaremos
daqui a pouco, que h(f) = h(f, α) = log d. O mesmo vale para o deslocamento
bilateral σ : Σ → Σ em Σ = {1, . . . , d}Z.

Agora vamos mostrar que a entropia topológica é um invariante de equiva-
lência topológica. Sejam f : M → M e g : N → N transformações cont́ınuas
em espaço topológicos compactos M e N . Dizemos que g é um fator topológico
de f se existe uma aplicação cont́ınua sobrejetiva h : M → N satisfazendo
h ◦ f = g ◦ h. Se h pode ser escolhida invert́ıvel (homeomorfismo), dizemos que
as duas transformações são topologicamente equivalentes, ou topologicamente
conjugadas, e chamamos h de conjugação topológica entre f e g.

Proposição 10.1.3. Se g é um fator topológico de f então h(g) ≤ h(f). Em
particular, se f e g são topologicamente equivalentes então h(f) = h(g).

Demonstração. Seja θ : M → N uma aplicação cont́ınua sobrejetiva tal que
θ ◦ f = g ◦ θ. Dada uma cobertura α de N , a famı́lia

θ−1(α) = {θ−1(A) : A ∈ α}
é cobertura aberta de M . Dados quaisquer conjuntos A0, A1, . . . , An−1 ∈ α,
temos que:

θ−1
( n−1⋂

j=0

g−j(Aj)
)

=
n−1⋂

j=0

θ−1
(
g−j(Aj)

)
=
n−1⋂

j=0

f−j
(
θ−1(Aj)

)
.

Por definição, θ−1(αn) está formada pelos conjuntos no lado esquerdo desta
igualdade, enquanto que os conjuntos no lado direito constituem θ−1(α)n. Por-
tanto, θ−1(αn) = θ−1(α)n. Como θ é sobrejetivo, uma famı́lia γ ⊂ αn cobre N
se, e somente se, θ−1(γ) cobre M . Portanto, θ(θ−1(α)n) = θ(θ−1(αn)) = θ(αn).
Como n é arbitrário, segue θ(f, θ−1(α)) = θ(g, α). Então, tomando o supremo
sobre todas as coberturas α de N :

h(g) = sup
α
h(g, α) = sup

α
h(f, θ−1(α)) ≤ h(f).

Isto prova a primeira parte da proposição. A segunda parte é uma consequência
imediata, uma vez que nesse caso f também é um fator de g.

A rećıproca da Proposição 10.1.3 é falsa, em geral. Por exemplo, todos
os homeomorfismos do ćırculo têm entropia topológica igual a zero (lembre do
Exemplo 10.1.1) mas eles não são necessariamente topologicamente equivalentes
(por exemplo, a identidade e a rotação Rθ com θ diferente de zero).
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10.1.2 Conjuntos geradores e conjuntos separados

A seguir apresentamos a definição de entropia topológica de Bowen-Dinaburg.
Seja f : M → M uma transformação cont́ınua num espaço métrico M , não
necessariamente compacto, e seja K ⊂M um subconjunto compacto qualquer.
Quando M é compacto basta considerar K = M , como veremos em (10.1.12).

Dados ε > 0 e n ∈ N, dizemos que um conjunto E ⊂M é um (n, ε)-gerador
de K, se para todo x ∈ K existe a ∈ E tal que d(f i(x), f i(y)) < ε para todo
i ∈ {0, . . . , n− 1}. Em outras palavras,

K ⊂
⋃

a∈E

B(a, n, ε),

onde B(a, n, ε) = {x ∈ M : d(f i(x), f i(y)) < ε para i = 0, . . . , n − 1} é a bola
dinâmica de centro a, comprimento n e raio ε. Note que {B(x, n, ε) : x ∈ K} é
uma cobertura aberta de K. Logo, por compacidade, sempre existem conjuntos
(n, ε)-geradores finitos. Denotamos por gn(f, ε,K) a menor cardinalidade de
um conjunto (n, ε)-gerador de K. Definimos

g(f, ε,K) = lim sup
n

1

n
log gn(f, ε,K). (10.1.6)

Observe que a função ε 7→ g(f, ε,K) é monótona não crescente. De fato, é
claro da definição que se ε1 < ε2 então todo conjunto (n, ε1)-gerador também
é (n, ε2)-gerador. Portanto, gn(f, ε1,K) ≥ gn(f, ε2,K) para todo n ≥ 1 e,
passando ao limite, g(f, ε1,K) ≥ g(f, ε2,K). Isto garante, em particular, que

g(f,K) = lim
ε→0

g(f, ε,K) (10.1.7)

existe. Finalmente, definimos

g(f) = sup{g(f,K) : K ⊂M compacto}. (10.1.8)

Também introduzimos a seguinte noção dual. Dados ε > 0 e n ∈ N, dize-
mos que um conjunto E ⊂ K é (n, ε)-separado se dados x, y ∈ E, existe j ∈
{0, . . . , n− 1} tal que d(f j(x), f j(y)) ≥ ε. Em outras palavras, se x ∈ E então
B(x, n, ε) não contém nenhum outro ponto de E. Denotamos por sn(f, ε,K) a
máxima cardinalidade de um conjunto (n, ε)-separado. Definimos

s(f, ε,K) = lim sup
n

1

n
log sn(f, ε,K). (10.1.9)

É claro que se 0 < ε1 < ε2, então todo conjunto (n, ε2)-separado também
é (n, ε1)-separado. Portanto, sn(f, ε1,K) ≥ sn(f, ε2,K) para todo n ≥ 1 e,
passando ao limite, s(f, ε1,K) ≥ s(f, ε2,K). Em particular,

s(f,K) = lim
ε→0

s(f, ε,K) (10.1.10)
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sempre existe. Finalmente, definimos

s(f) = sup{s(f,K) : K ⊂M compacto}. (10.1.11)

É claro que g(f,K1) ≤ g(f,K2) e s(f,K1) ≤ s(f,K2) se K1 ⊂ K2. Em
particular:

g(f) = g(f,M) e s(f) = s(f,M) se M é compacto. (10.1.12)

Outra observação interessante é que (Exerćıcio 10.1.7) as definições (10.1.8) e
(10.1.11) não são afetadas quando restringimos os supremos a conjuntos com-
pactos com diâmetro pequeno.

Proposição 10.1.4. Tem-se g(f,K) = s(f,K) para todo compacto K ⊂ M .
Consequentemente, g(f) = s(f).

Demonstração. Precisamos do seguinte lema:

Lema 10.1.5. gn(f, ε,K) ≤ sn(f, ε,K) ≤ gn(f, ε/2,K) para todo n ≥ 1, todo
ε > 0 e todo compacto K ⊂M .

Demonstração. Inicialmente, seja E ⊂ K um conjunto (n, ε)-separado com car-
dinalidade máxima. Então, dado qualquer y ∈ K \ E, temos que E ∪ {y} não
é (n, ε)-separado. Portanto, existe x ∈ E e existe i ∈ {0, . . . , n − 1} tal que
d(f i(x), f i(y)) < ε. Isto prova que E é um conjunto (n, ε)-gerador de K e, por
sua vez, isso implica que gn(f, ε,K) ≤ #E = sn(f, ε,K).

Para provar a outra desigualdade, seja E ⊂ K um conjunto (n, ε)-separado
e seja F ⊂M um conjunto (n, ε/2)-gerador de K. A hipótese garante que, dado
qualquer x ∈ E existe algum ponto y ∈ F tal que d(f i(x), f i(y)) < ε/2 para
todo i ∈ {0, . . . , n − 1}. Defina uma aplicação φ : E → F considerando φ(x)
como sendo qualquer ponto y nessas condições. Afirmamos que a aplicação φ é
injetiva. De fato, suponha que x, z ∈ E são tais que φ(x) = y = φ(z). Então,

d(f i(x), f i(z)) ≤ d(f i(x), f i(y)) + d(f i(y), f i(z)) < /vep/2 + ε/2

para todo i ∈ {0, . . . , n− 1}. Como E é (n, ε)-separado, isso implica que x = z.
Portanto, φ é injetiva, tal como afirmamos. Segue que #E ≤ #F . Como E e
F são arbitrários, isto prova que sn(f, ε,K) ≤ gn(f, ε/2,K).

Então, dado qualquer ε > 0 e qualquer compact K ⊂M ,

g(f, ε,K) = lim sup
n

1

n
log gn(f, ε,K) ≤ lim sup

n

1

n
log sn(f, ε,K)

≤ lim sup
n

1

n
log gn(f, ε/2,K) = g(f, ε/2,K).

Tomando o limite quando ε→ 0, obtemos

g(f,K) = lim
ε→0

g(f, ε,K) ≤ lim
ε→0

s(f, ε,K) = s(f) ≤ lim
ε→0

g(f, ε/2,K) = g(f,K).

Isto prova a primeira parte da proposição. A segunda parte é uma consequência
imediata.
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Proposição 10.1.6. Se M é espaço métrico compacto, h(f) = g(f) = s(f).

Demonstração. Pela Proposição 10.1.4, basta mostrar que s(f) ≤ h(f) ≤ g(f).
Comece por fixar ε > 0 e n ≥ 1. Seja E ⊂ M um subconjunto (n, ε)-

separado e seja α qualquer cobertura aberta de M com diâmetro menor que ε.
Se x e y estão no mesmo elemento de αn então

d(f i(x), f i(y)) ≤ diamα < ε para todo i = 0, . . . , n− 1.

Em particular, cada elemento de αn contém no máximo um elemento de E e,
portanto, #E ≤ N(αn). Tomando E com cardinalidade maximal, conclúımos
que sn(f, ε,M) ≤ N(αn) para todo n ≥ 1. Consequentemente,

s(f, ε,M) = lim sup
n

1

n
log sn(f, ε,M) ≤ lim

n

1

n
logN(αn) = h(f, α) ≤ h(f).

Fazendo ε→ 0 obtemos que s(f) = s(f,M) ≤ h(f).
Em seguida, dada qualquer cobertura aberta α de M , seja ε > 0 um número

de Lebesgue para α, ou seja, um número positivo tal que toda bola de raio ε
está contida em algum elemento de α. Seja E ⊂M um conjunto (n, ε)-gerador
de M com cardinalidade minimal. Para cada x ∈ E e i = 0, . . . , n − 1, existe
Ax,i ∈ α tal que B(f i(x), ε) está contida em Ax,i. Então

B(x, n, ε) ⊂
n−1⋂

i=0

f−i(Ax,i).

Então, a hipótese de que E é gerador implica que γ = {∩n−1
i=0 f

−i(Ax,i) : x ∈ E}
é uma cobertura de M . Como γ ⊂ αn, segue que N(αn) ≤ #E = gn(f, ε,M)
para todo n. Portanto,

h(f, α) = lim
n

1

n
logN(αn) ≤ lim inf

n

1

n
log gn(f, ε,M)

≤ lim sup
n

1

n
log gn(f, ε,M) = g(f, ε,M).

(10.1.13)

Fazendo ε → 0, vem que h(f, α) ≤ g(f,M) = g(f). Como a cobertura α é
arbitrária, segue que h(f) ≤ g(f).

Definimos a entropia topológica de uma transformação cont́ınua f : M →M
num espaço métrico M como sendo g(f) = s(f). A Proposição 10.1.6 mostra
que esta definição é compat́ıvel com aquela que demos na Seção 10.1.1 para
transformações em espaços topológicos compactos. Uma diferença relevante
é que, enquanto no caso compacto a entropia topológica depende apenas da
topologia (porque h(f) é definida apenas em termos dos abertos), no caso não
compacto a entropia topológica pode depender também da função distância em
M . A este respeito, veja os Exerćıcios 10.1.3 e 10.1.4. Eles também mostram
que, no caso não compacto, a entropia topológica é um invariante de conjugação
uniformemente cont́ınua mas não necessariamente de conjugação topológica.
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Exemplo 10.1.7. Suponha que f : M → M não expande distâncias, ou seja,
que d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y) para todo x, y ∈ M . Então a entropia topológica
de f é igual a zero. De fato, a hipótese implica que B(x, n, ε) = B(x, ε) para
todo n ≥ 1. Logo, um conjunto E é (n, ε)-gerador se, e somente se, ele é (1, ε)-
gerador. Em particular, a sequência gn(f, ε,K) não depende de n e, portanto,
g(f, ε,K) = 0 para todo ε > 0 e todo compacto K. Fazendo ε → 0 e tomando
o supremo sobre K, obtemos que g(f) = 0. Analogamente, s(f) = 0.

Destacam-se dois casos particulares importantes: contrações, tais que existe
λ < 1 satisfazendo d(f(x), f(y)) ≤ λd(x, y) para todo x, y ∈ M ; e isometrias,
tais que d(f(x), f(y)) = d(x, y) para todo x, y ∈ M . Vimos no Lema 6.3.6 que
todo grupo compacto metrizável admite uma distância relativamente à qual toda
translação é uma isometria. Portanto, também segue das observações anteriores
que toda translação num grupo topológico metrizável tem entropia topológica
igual a zero.

Lembrando que g(f) = g(f,M) e s(f) = s(f,M), vemos que a conclusão da
Proposição 10.1.6 pode ser reescrita do seguinte modo:

h(f) = lim
ε→0

lim sup
n

1

n
log gn(f, ε,M) = lim

ε→0
lim sup

n

1

n
log sn(f, ε,M).

Mas a partir da demonstração da proposição também podemos obter a seguinte
igualdade relacionada:

Corolário 10.1.8. Se f : M →M é uma transformação cont́ınua num espaço
métrico compacto então

h(f) = lim
ε→0

lim inf
n

1

n
log gn(f, ε,M) = lim

ε→0
lim inf

n

1

n
log sn(f, ε,M).

Demonstração. A relação (10.1.13) dá que

h(f, α) ≤ lim inf
n

1

n
log gn(f, ε,M)

sempre que ε > 0 é um número de Lebesgue para a cobertura α. Fazendo ε→ 0,
conclúımos que

h(f) ≤ lim
ε→0

lim inf
n

1

n
log gn(f, ε,M). (10.1.14)

A primeira desigualdade no Lema 10.1.5 implica que

lim
ε→0

lim inf
n

1

n
log gn(f, ε,M) ≤ lim

ε→0
lim inf

n

1

n
log sn(f, ε,M). (10.1.15)

É claro que

lim
ε→0

lim inf
n

1

n
log sn(f, ε,M) ≤ lim

ε→0
lim sup

n

1

n
log sn(f, ε,M). (10.1.16)

Como acabamos de observar, a expressão do lado direito é igual a h(f). Por-
tanto, as desigualdades (10.1.14)-(10.1.16) implicam a conclusão.
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10.1.3 Cálculo e propriedades

A próxima proposição e o seu corolário simplificam substancialmente o cálculo
da entropia topológica em exemplos concretos. Quando M é um espaço métrico,
chamamos diâmetro de uma cobertura aberta ao supremo dos diâmetros dos seus
elementos.

Proposição 10.1.9. Suponha que M é um espaço métrico compacto. Seja
(βk)k qualquer sequência de coberturas abertas de M tal que diamβk converge
para zero. Então,

h(f) = sup
k
h(f, βk) = lim

k
h(f, βk).

Demonstração. Dada qualquer cobertura aberta α, seja ε > 0 um número de
Lebesgue de α. Tome n ≥ 1 tal que diamβk < ε para todo k ≥ n. Pela definição
de número de Lebesgue, segue que todo elemento de βk está contido em algum
elemento de α. Em outras palavras, α ≺ βk e, portanto, h(f, βk) ≥ h(f, α).
Lembrando a definição (10.1.5), isto prova que

lim inf
k

h(f, βk) ≥ h(f).

Também é claro das definições que h(f) ≥ supk h(f, βk) ≥ lim supk h(f, βk).
Combinando estas duas observações obtemos a conclusão do lema.

Corolário 10.1.10. Suponha M é um espaço métrico compacto. Se β é cober-
tura aberta tal que

(1) o diâmetro de βk =
∨k−1
j=0 f

−j(β) converge para zero quando k → ∞, ou

(2) f : M → M é um homeomorfismo e o diâmetro de β±k =
∨k−1
j=−k f

−j(β)
converge para zero quando k → ∞,

então h(f) = h(f, β).

Demonstração. No caso (1), a Proposição 10.1.9 e o Exerćıcio 10.1.6 dão:

h(f) = lim
k
h(f, βk) = h(f, β).

A prova no caso (2) é análoga.

A seguir vamos verificar que a entropia topológica se comporta como seria
de se esperar relativamente a iterados positivos, pelo menos quando a trans-
formação é uniformemente cont́ınua:

Proposição 10.1.11. Se f : M → M é uma transformação uniformemente
cont́ınua num espaço métrico, então h(fk) = kh(f) para todo k ∈ N.

Demonstração. Fixe k ≥ 1 e seja K ⊂ M um conjunto compacto qualquer.
Considere quaisquer n ≥ 1 e ε > 0. É claro que se E ⊂ M é (nk, ε)-gerador
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de K para a transformação f então ele também é (n, ε)-gerador de K para o
iterado fk. Portanto, gn(f

k, ε,K) ≤ gnk(f, ε,K). Logo,

g(fk, ε,K) = lim
n

1

n
gn(f

k, ε,K) ≤ lim
n

1

n
gnk(f, ε,K) = kg(f, ε,K).

Fazendo ε→ 0 e tomando o supremo sobre K, vemos que h(fk) ≤ kh(f).
A prova da outra desigualdade usa a hipótese de que f é uniformemente

cont́ınua. Tome δ > 0 tal que d(x, y) < δ implica d(f j(x), f j(y)) < ε para
todo j ∈ {0, . . . , k − 1}. Se E ⊂ M é (n, δ)-gerador de K para fk então E
é (nk, ε)-gerador de K para f . Portanto, gnk(f, ε,K) ≤ gn(f

k, δ,K). Isto
implica que kg(f, ε,K) ≤ g(f, δ,K). Fazendo ε e δ ir para zero, obtemos que
kg(f,K) ≤ g(fk,K) para todo compacto K. Logo kh(f) ≤ h(fk).

Em particular, a Proposição 10.1.11 vale para toda transformação cont́ınua
num espaço métrico compacto. Por outro lado, no caso de homeomorfismos em
espaços compactos a conclusão se estende aos iterados negativos:

Proposição 10.1.12. Se M é um espaço métrico compacto e f : M → M é
um homeomorfismo então h(f−1) = h(f). Consequentemente, h(fn) = |n|h(f)
para todo n ∈ Z.

Demonstração. Seja α uma cobertura aberta deM . Para todo n ≥ 1, denotemos

αn+ = α ∨ f−1(α) ∨ · · · ∨ f−n+1(α) e αn− = α ∨ f(α) ∨ · · · ∨ fn−1(α)

Observe que αn− = fn−1(αn+). Mais ainda, γ é uma subcobertura finita de αn+
se, e somente se, fn−1(γ) é uma subcobertura finita de αn−. Como as duas sub-
coberturas têm a mesma cardinalidade, segue que H(αn+) = H(αn−). Portanto,

h(f, α) = lim
n

1

n
H(αn+) = lim

n

1

n
H(αn−) = h(f−1, α).

Como α é arbitrária, isto prova que h(f) = h(f−1). A segunda parte do enun-
ciado segue desse fato e da Proposição 10.1.11.

A afirmação da Proposição 10.1.12 é falsa, em geral, no caso não compacto:

Exemplo 10.1.13. Considere M = R munido da distância usual e f : R → R
dada por f(x) = 2x. Vamos verificar que h(f) 6= h(f−1). Para isso, seja
K = [0, 1] e, dados n ≥ 1 e ε > 0, suponha que E ⊂ R é conjunto (n, ε)-gerador
para K. Em particular, todo ponto de fn−1(K) = [0, 2n−1] está a distância
menor que ε de algum ponto de fn−1(E). Logo,

2ε#E = 2ε#fn−1(E) ≥ 2n−1.

Isto prova que gn(f, ε,K) ≥ 2n−2/ε para todo n e, portanto, g(f, ε,K) ≥ log 2.
Segue que h(f) ≥ g(f,K) ≥ log 2. Por outro lado, f−1 é uma contração e,
portanto, segue do Exemplo 10.1.7 a sua entropia h(f−1) é nula.
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10.1.4 Exerćıcios

10.1.1. SejaM um espaço topológico compacto. Se α e β são coberturas abertas
de M tais que α ≺ β, então H(α) ≤ H(β).

10.1.2. SejaM um espaço topológico compacto. Se α e β são coberturas abertas
de M e f : M → M é transformação cont́ınua então H(α ∨ β) ≤ H(α) +H(β)
e H(f−1(β)) ≤ H(β). Se f é sobrejetiva, vale a igualdade H(f−1(β)) = H(β).

10.1.3. Considere M = (0,∞) e f : M → M dada por f(x) = 2x. Calcule a
entropia de f quando consideramos em M :

1. a distância usual d(x, y) = |x− y|;

2. a distância d(x, y) = | log x− log y|.

[Observação: Logo, em espaços não compactos a entropia topológica pode de-
pender da função distância, e não apenas da topologia.]

10.1.4. Considere em M duas distâncias d1 e d2 que são uniformemente equi-
valentes: para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

d1(x, y) < δ ⇒ d2(x, y) < ε e d2(x, y) < δ ⇒ d1(x, y) < ε.

Mostre que se f : M → M é cont́ınua relativamente a qualquer das duas
distâncias então o valor da entropia é o mesmo para as duas distâncias.

10.1.5. Sejam f : M → M e g : N → N transformações cont́ınuas. Mostre
que se existe uma aplicação injetiva cont́ınua ψ : N →M tal que ψ ◦ g = f ◦ ψ
então h(f) ≥ h(g). Use esse fato para mostrar que a entropia topológica do
deslocamento σ : [0, 1]Z → [0, 1]Z, munido com a distância entre x = (xn) e
y = (yn) definida por

d(x, y) =
∑

n∈Z

2−|n||xn − yn|,

é infinita (apesar de que σ é um homeomorfismo num compacto).

10.1.6. Seja M um espaço métrico compacto e f : M → M uma função
cont́ınua. Mostre que h(f, α) = h(f, αk) para toda cobertura aberta α e para
todo k ≥ 1. Além disso, se f : M → M é um homeomorfismo então h(f, α) =
h(f, α±k) para todo k ≥ 1, onde α±k = ∨k−1

j=−kf
−j(α).

10.1.7. Mostre que se K,K1, . . . ,Kl são conjuntos compactos tais que K está
contido em K1 ∪ · · · ∪ Kl então g(f,K) ≤ maxj g(f,Kj). Conclua que, dado
qualquer δ > 0,

g(f) = sup{g(f,K) : K compacto com diamK < δ}

e analogamente para s(f).
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10.1.8. Prove que a transformação loǵıstica f : [0, 1] → [0, 1], f(x) = 4x(1− x)
é topologicamente conjugada à transformação g : [0, 1] → [0, 1] definida por
g(x) = 1 − |2x− 1|. Use esse fato para calcular h(f).

10.1.9. Seja A um alfabeto finito e seja σ : Σ → Σ o deslocamento em Σ = AN.
A complexidade de um elemento x ∈ Σ é definida por c(x) = limn n

−1 log cn(x),
onde cn(x) é o número de palavras distintas com comprimento n que aparecem
em x. Mostre que este limite existe e que ele coincide com a entropia topológica
da restrição σ : X → X do deslocamento ao fecho X da órbita de x. [Observação:
Uma aplicação importante é no contexto do Exemplo 6.3.10, onde x é o ponto
fixo de uma substituição.]

10.1.10. Verifique que se θ é o ponto fixo da substituição de Fibonacci em
A = {0, 1} então cn(θ) = n + 1 para todo n e, portanto, a complexidade c(θ)
é igual a zero. Logo, a entropia do deslocamento σ : X → X associado à
substituição de Fibonacci é nula.

10.2 Exemplos

Vamos ilustrar as ideias discutidas anteriormente por meio de alguns exemplos.

10.2.1 Transformações expansivas

Lembre (Seção 9.2.3) que uma transformação cont́ınua f : M →M num espaço
métrico compacto é dita expansiva se existe ε0 > 0 tal que d(f j(x), f j(y)) < ε0
para todo j ∈ N implica que x = y. Quando f : M → M é invert́ıvel, dizemos
que ela é expansiva no sentido bilateral, se existe ε0 > 0 tal que d(f j(x), f j(y)) <
ε0 para todo j ∈ Z implica que x = y. Nos dois casos, ε0 é chamado constante
de expansividade de f .

Proposição 10.2.1. Se ε0 > 0 é uma constante de expansividade para f então

(a) h(f) = h(f, α) para toda cobertura aberta α com diâmetro menor que ε0;

(b) h(f) = g(f, ε,M) = s(f, ε,M) para todo ε < ε0/2.

Em particular, h(f) <∞.

Demonstração. Seja α qualquer cobertura aberta de M com diamα < ε0. Afir-
mamos que limk diamαk = 0. De fato, suponha que isso não é verdade. É
claro que a sequência dos diâmetros é não crescente. Então existe δ > 0 e
para cada k ≥ 1 existem pontos xk e yk num mesmo elemento de αk tais que
d(xk, yk) ≥ δ. Por compacidade, podemos escolher uma subsequência (kj)j tal
que existem x = limj xkj e y = limj ykj . Observe que x 6= y, de fato d(x, y) ≥ δ.
Por outro lado, a escolha de xk e yk num mesmo elemento de αk implica que

d(f i(xk), f
i(yk)) ≤ diamα para todo 0 ≤ i < k.
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Passando ao limite, vem que d(f i(x), f i(y)) ≤ diamα < ε0 para todo i ≥ 0.
Isto contradiz a hipótese de que ε0 é uma constante de expansividade para f .
Esta contradição prova a nossa afirmação. Usando a Proposição 10.1.9, segue
que h(f) = h(f, α), tal como afirma o item (a).

Para provar o item (b), seja α a cobertura de M formada pelas bolas de raio
ε. Note que αn contém toda bola dinâmica B(x, n, ε):

B(x, n, ε) =
n−1⋂

j=0

f−j
(
B(f j(x), ε)

)
e cada B(f j(x), ε) ∈ α.

Se E é um conjunto (n, ε)-gerador de M então {B(a, n, ε) : a ∈ E} é cobertura
aberta de M ; pelo que acabamos de dizer, trata-se de uma subcobertura de α.
Portanto (lembre também do Lema 10.1.5),

N(αn) ≤ gn(f, ε,M) ≤ sn(f, ε,M) para todo n.

Passando ao limite, obtemos que h(f, α) ≤ g(f, ε,M) ≤ s(f, ε,M). Lembre
que s(f, ε,M) ≤ s(f,M) = h(f). Como diamα < ε0, a primeira parte da
proposição dá que h(f) = h(f, α). Estas relações implicam o item (b).

A última afirmação na proposição é uma consequência imediata, uma vez
que g(f, ε,K), s(f, ε,K) e h(f, α) são sempre finitos.

Veja no Exerćıcio 10.2.7 uma extensão deste resultado para transformações h-
expansivas, devida a Rufus Bowen [Bow72].

Em seguida, vamos provar que para transformações expansivas a entropia
topológica é uma cota superior para a taxa de crescimento do número de pontos
periódicos. Denotaremos por Fix(fn) o conjunto dos pontos x ∈ M tais que
fn(x) = x.

Proposição 10.2.2. Se M é um espaço métrico compacto e f : M → M é
expansiva então

lim sup
n

1

n
log #Fix(fn) ≤ h(f).

Demonstração. Seja α uma cobertura de M com diamα < ε0, onde ε0 é uma
constante de expansividade de f . Afirmamos que cada elemento de αn contém
no máximo um ponto de Fix(fn). De fato, se x, y ∈ Fix(fn) estão no mesmo
elemento de αn, então d(f i(x), f i(y) < diamα < ε0 para todo i = 0, . . . , n− 1.
Como fn(x) = x e fn(y) = y, segue que d(f i(x), f i(y) < ε0 para todo i ≥ 0.
Por expansividade, isso implica que x = y, o que prova a nossa afirmação. Segue
que

lim sup
n

1

n
log #Fix(fn) ≤ lim sup

n

1

n
log #N(αn) = h(f, α).

Tomando o limite quando o diâmetro de α vai para zero, obtemos a conclusão
da proposição.
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Em algumas situações interessantes, pode mostrar-se que a entropia é igual
à taxa de crescimento do número de pontos periódicos:

lim
n

1

n
log #Fix(fn) = h(f). (10.2.1)

Esse é o caso, por exemplo, dos deslocamentos de tipo finito que estudamos
na Seção 10.2.2. Lembre da Proposição 10.2.5. Mais geralmente, a igualdade
(10.2.1) vale sempre que a f : M → M é uma transformação expansora num
espaço compacto, conforme veremos na Seção 11.3.

10.2.2 Deslocamentos de tipo finito

SejaX = {1, . . . , d} um conjunto finito e seja A = (Ai,j)i,j uma matriz quadrada
de dimensão d cujos coeficientes tomam apenas os valores 0 ou 1 e tal que
nenhuma linha é identicamente nula: para todo i existe j tal que Ai,j = 1. A
este tipo de matriz, chamamos matriz de transição. Considere o subconjunto
ΣA de Σ = XN das sequências (xn)n que são A-admisśıveis, ou seja, tais que

Axn,xn+1 = 1 para todo n ∈ N. (10.2.2)

É claro que ΣA é invariante pelo deslocamento σ : Σ → Σ, no sentido de que
σ(ΣA) ⊂ ΣA. Note também que ΣA é fechado em Σ e, portanto, é um espaço
métrico compacto (um fato análogo foi provado no Lema 7.2.5).

Denotaremos por σA : ΣA → ΣA a restrição do deslocamento σ a este
compacto invariante. Ela é chamada de deslocamento unilateral de tipo finito
associado a A. O deslocamento bilateral de tipo finito associado a uma matriz
de transição A é definido de maneira análoga, considerando Σ = XZ e exigindo
(10.2.2) para todo n ∈ Z. Neste caso também exigimos, como parte da definição
de matriz de transição, que as colunas (não apenas as linhas) de A sejam não
nulas.

A restrição do deslocamento σ : Σ → Σ ao suporte de qualquer medida de
Markov é um deslocamento de tipo finito:

Exemplo 10.2.3. Dada uma matriz estocástica P = (Pi,j)i,j defina A =
(Ai,j)i,j por

Ai,j =

{
1 se Pi,j > 0
0 se Pi,j = 0.

Note que A é uma matriz de transição: a definição de matriz estocástica implica
que nenhuma linha de P é identicamente nula (no caso bilateral precisamos
supor que nenhuma coluna de P é identicamente nula; isso é automático, por
exemplo, se a matriz P é aperiódica). Comparando (7.2.7) e (10.2.2) vemos
que uma sequência é A-admisśıvel se, e somente se, ela é P -admisśıvel. Seja
µ a medida de Markov determinada por um vetor de probabilidade p = (pj)j
com entradas positivas e tal que P ∗p = p (Exemplo 7.2.2). Pelo Lema 7.2.5, o
suporte de µ coincide com o conjunto ΣA = ΣP das sequências admisśıveis.
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1 2

3 4

Figura 10.1: Grafo associado a uma matriz de transição

É útil associar a uma matriz de transição A o grafo orientado

GA = {(a, b) ∈ X ×X : Aa,b = 1}.

Em outras palavras, GA é o grafo cujos vértices são os pontos de X = {1, . . . , d}
e tal que existe uma aresta do vértice a para o vértice b se, e somente se, Aa,b = 1.
Por exemplo, a Figura 10.1 descreve o grafo associado à matriz

A =




0 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 0
1 0 0 1


 .

Chamamos caminho de comprimento l ≥ 1 no grafo GA a qualquer sequência
a0, . . . , al em X tal que Aai−1,ai = 1 para todo i, isto é, tal que sempre existe
uma aresta ligando ai−1 a ai. Dados a, b ∈ X e l ≥ 1, qual é o número Ala,b de
caminhos de comprimento l começando em a e terminando em b (isto é, com
a0 = a e al = b)? Para responder a esta pergunta, observe que

1. A1
a,b = 1 se existe aresta ligando a a b e A1

a,b = 0 caso contrário. Em

outras palavras, A1
a,b = Aa,b para todo a, b.

2. Os caminhos de comprimento l +m começando em a e terminando em b
são as concatenações dos caminhos de comprimento l começando em a e
terminando em algum ponto z ∈ X com os caminhos de comprimento m
começando nesse ponto z e terminando em b. Portanto,

Al+ma,b =

d∑

z=1

Ala,zA
m
z,b para todo a, b ∈ X e todo l,m ≥ 1.

Destas duas observações segue, imediatamente, que Ala,b é, precisamente, o co-

eficiente na linha a e coluna b da matriz Al.
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As propriedades topológicas básicas dos deslocamentos de tipo finito serão
analisadas no Exerćıcio 10.2.2. Na próxima proposição calcularemos a entro-
pia topológica destas transformações. Para o enunciado precisamos de alguns
comentários prévios sobre matrizes de transição.

Lembre que o raio espectral ρ(B) de uma aplicação linear B : Rd → Rd (isto
é, o máximo dos valores absolutos dos autovalores de B) é dado por

ρ(B) = lim
n

‖Bn‖1/n = lim
n

| trcBn|1/n, (10.2.3)

onde ‖ · ‖ representa uma norma qualquer no espaço vetorial das aplicações
lineares e trc designa o traço da matriz. Todas as normas são equivalentes, já
que estamos em dimensão finita. Em geral, consideramos a norma de operador
‖B‖ = sup{‖Bv‖/‖v‖ : v 6= 0} mas também será útil considerar a norma
definida por

‖B‖s =

d∑

i,j=1

|Bi,j |.

Agora suponha que A é uma matriz de transição. Como os coeficientes
de A são não negativos, podemos usar o teorema de Perron-Frobenius (Teo-
rema 7.2.3), para concluir que A admite um autovalor não negativo λA que é
igual ao raio espectral. Pela definição de matriz de transição, também temos
que as linhas da matriz A são não nulas. Então o mesmo vale para An, qualquer
que seja n ≥ 1 (Exerćıcio 10.2.4). Isto implica que todos os coeficientes do vetor
An(1, . . . , 1) são (inteiros) positivos e, portanto,

‖An‖ ≥ ‖An(1, . . . , 1)‖
‖(1, . . . , 1)‖ ≥ 1 para todo n ≥ 1.

Usando (10.2.3), obtemos que λA = ρ(A) ≥ 1 para toda matriz de transição A.

Proposição 10.2.4. A entropia topológica de um deslocamento de tipo finito
σA : ΣA → ΣA é dada por h(fA) = logλA onde λA é o maior autovalor da
matriz de transição A.

Demonstração. Tratamos o caso de deslocamentos unilaterais. O caso bilateral
é análogo e fica a cargo do leitor. Consideremos a cobertura aberta α de ΣA
formada pelas restrições

[0; a]A = {(xj)j ∈ ΣA : x0 = a}

dos cilindros [0; a] de M . Para cada n ≥ 1, a cobertura aberta αn está formada
pelas restrições

[0; a0, . . . , an−1]A = {(xj)j ∈ ΣA : xj = aj para j = 0, . . . , n− 1}.

dos cilindros de comprimento n. Observe que este conjunto é não vazio se, e
somente se, a0, . . . , an−1 é um caminho (de comprimento n − 1) no grafo GA:
é evidente que esta condição é necessária; para ver que é suficiente, lembre
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que por definição para todo i existe j tal que Ai,j = 1. Como os cilindros são
disjuntos dois-a-dois, esta observação mostra que N(αn) é igual ao número total
de caminhos de comprimento n− 1 no grafo GA, ou seja,

N(αn) =

d∑

i,j=1

An−1
i,j = ‖An−1‖s.

Pela fórmula do raio espectral (10.2.3), segue que

h(f, α) = lim
n

1

n
logN(αn) = lim

n

1

n
log ‖An−1‖s = log ρ(A) = logλA.

Finalmente, como diamαn → 0, o Corolário 10.1.10 dá que h(σA) = h(σA, α).

Proposição 10.2.5. Se σA : ΣA → ΣA é um deslocamento de tipo finito então

h(σA) = lim
n

1

n
log #Fix(σnA).

Demonstração. Tratamos o caso de deslocamentos unilaterais, deixando o caso
bilateral a cargo do leitor. Note que (xk)k ∈ ΣA é ponto fixo de σnA se, e somente
se, xk = xk−n para todo k ≥ n. Em particular, cada cilindro [0; a0, . . . , an−1]A
contém no máximo um elemento de Fix(σnA). Além disso, existe um ponto fixo
no cilindro se, e somente se, a0, . . . , an−1, a0 é um caminho (de comprimento n)
no grafo GA. Isto prova que

#Fix(σnA) =

d∑

i=1

Ani,i = trcAn

para todo n. Consequentemente,

lim
n

1

n
log #Fix(σnA) = lim

n

1

n
log trcAn = log ρ(A).

Agora, a conclusão segue diretamente da proposição anterior.

10.2.3 Entropia topológica de fluxos

A definição da entropia topológica se estende facilmente para o contexto de
fluxos cont́ınuos φ = {φt : M → M : t ∈ R} num espaço métrico M . Dados
x ∈M , T > 0 e ε > 0, chamamos bola dinâmica de centro x, comprimento T e
raio ε > 0 ao conjunto

B(x, T, ε) = {y ∈M : d(φt(x), φt(y)) < ε para todo 0 ≤ t ≤ T }.

Seja K um subconjunto compacto de M . Dizemos que E ⊂ M é conjunto
(T, ε)-gerador para K se

K ⊂
⋃

x∈E

B(x, T, ε)
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e dizemos que E ⊂ K é (T, ε)-separado se a bola dinâmica B(x, T, ε) de cada
x ∈ E não contém nenhum outro elemento de E.

Denotamos por gT (φ, ε,K) a menor cardinalidade de um conjunto (T, ε)-
gerador para K e por sT (φ, ε,K) a maior cardinalidade de um conjunto (T, ε)-
separado E ⊂ K. Então tomamos

g(φ,K) = lim
ε→0

lim sup
T→∞

1

T
log gT (φ, ε,K) e

s(φ,K) = lim
ε→0

lim sup
T→∞

1

T
log sT (φ, ε,K)

e definimos g(φ) = supK g(φ,K) e s(φ) = supK s(φ,K), onde os supremos são
tomados sobre todos compactos K ⊂ M . Tal como no caso de tempo discreto
(Proposição 10.1.4), estes dois últimos números coincidem.

Por definição, a entropia topológica do fluxo φ é h(φ) = g(φ) = s(φ). No
enunciado a seguir supomos que o fluxo é uniformemente cont́ınuo, ou seja, que
para todo T > 0 e todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

d(x, y) < δ ⇒ d(φt(x), φt(y)) < ε para todo t ∈ [−T, T ].

Observe que isto é automático para fluxos cont́ınuos quando o espaço M é
compacto.

Proposição 10.2.6. Se o fluxo φ é uniformemente cont́ınuo então a entropia
topológica h(φ) do fluxo coincide com a entropia topológica h(φ1) da sua apli-
cação tempo 1.

Demonstração. Vamos mostrar que g(φ,K) = g(φ1,K) para todo compacto
K ⊂M . Isso implica a conclusão da proposição.

Se E ⊂M é (T, ε)-gerador para K relativamente ao fluxo φ então E é (n, ε)-
gerador para K relativamente ao tempo 1, qualquer que seja n ≤ T + 1. Em
particular, gn(φ

1, ε,K) ≤ gn(φ, ε,K). Segue que

lim sup
n

1

n
log gn(φ

1, ε,K) ≤ lim sup
T→∞

1

T
log gT (φ, ε,K)

e portanto g(φ1,K) ≤ g(φ,K).
Na prova da desigualdade contrária usamos a hipótese de continuidade uni-

forme. Dado ε > 0, fixe δ ∈ (0, ε) tal que se d(x, y) < δ então d(φt(x), φt(y)) < ε
para todo t ∈ [0, 1]. Se E ⊂M é conjunto (n, δ)-gerador paraK relativamente a
φ1 então E é conjunto (T, ε)-gerador para K relativamente ao fluxo φ, qualquer
que seja T ≤ n. Em particular, gT (φ, ε,K) ≤ gn(φ

1, δ,K). Segue que

lim sup
T→∞

1

T
log gT (φ, ε,K) ≤ lim sup

n

1

n
log gn(φ

1, δ,K)

(dada uma sequência (Tj)j que realiza o supremo do lado esquerdo, considere
nj = [Tj ] + 1). Fazendo ε, δ → 0, obtemos que g(φ,K) ≤ g(φ1,K).
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10.2.4 Transformações diferenciáveis

Nesta seção supomos que M é uma variedade Riemanniana, ou seja, uma va-
riedade diferenciável de dimensão finita munida de um produto interno no
espaço tangente TxM em cada ponto x, tal que o produto interno depende
diferenciávelmente de x ∈M .

Se f : M →M é uma aplicação diferenciável, a sua derivada em cada ponto
x é uma aplicação linear Df(x) : TxM → Tf(x)M entre dois espaços de Hilbert
(de dimensão finita). Denotamos por ‖Df(x)‖ a sua norma de operador:

‖Df(x)‖ = sup
{‖Df(x)v‖

‖v|| : v ∈ TxM e v 6= 0
}
.

O nosso objetivo é mostrar que esta norma determina uma cota superior para
a entropia topológica. Dado um número real x > 0, denotamos log+ x =
max{log x, 0}.

Proposição 10.2.7. Seja f : M → M uma aplicação diferenciável numa va-
riedade Riemanniana de dimensão d tal que ‖Df‖ é limitado. Então

h(f) ≤ d log+ sup ‖Df‖ <∞.

Demonstração. Seja L = sup{‖Df(x)‖ : x ∈M}. Pelo teorema do valor médio,

d(f(x), f(y)) ≤ Ld(x, y) para todo x, y ∈M.

Se L ≤ 1 então, como vimos no Exemplo 10.1.7, a entropia de f é nula, tal como
é afirmado na proposição.

A partir de agora, suponhamos que L > 1. Seja A um atlas da variedade M
formado por cartas diferenciáveis ϕ : (−2, 2)d → M . Dado qualquer conjunto
compacto K ⊂M , podemos encontrar uma famı́lia finita AK ⊂ A tal que

{
ϕ((−1, 1)d) : ϕ ∈ AK

}

cobre K. Fixe B > 0 tal que d(ϕ(u), ϕ(v)) ≤ Bd(u, v) para todo u, v ∈ [−1, 1]d

e todo ϕ ∈ AK . Dados n ≥ 1 e ε > 0, fixe δ = (ε/B
√
d)L−n. Representamos

por δZd o conjunto dos pontos da forma (δk1, . . . , δkd) com kj ∈ Z para todo
j = 1, . . . , d. Seja E ⊂M a união das imagens ϕ(δZd ∩ (−1, 1)d), com ϕ ∈ AK .

Note que todo ponto de (−1, 1)d está a distância menor que δ
√
d de algum

ponto de δZd∩(−1, 1)d. Portanto, dado qualquer ϕ ∈ AK , todo x ∈ ϕ((−1, 1)d)
está a distância menor que Bδ

√
d de algum a ∈ ϕ(δZd ∩ (−1, 1)d). Então, pela

escolha de δ,

d(f j(x), f j(a)) ≤ LjBδ
√
d < LnBδ

√
d = ε

para todo j = 0, . . . , n− 1. Isto prova que E é (n, ε)-gerador para K. Por outro
lado, por construção:

#E ≤ #AK#
(
δZd ∩ (−1, 1)d

)
≤ #AK(2/δ)d ≤ #AK(2B

√
dLn/ε)d.
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Logo a expressão do lado direito é uma cota superior para gn(f, ε,K) e, por
consequência,

g(f, ε,K) ≤ lim sup
n

1

n
log(2B

√
dLn/ε)d = d logL.

Fazendo ε→ 0 e tomando o supremo sobre K, vem que h(f) ≤ d logL.

Um enunciado central na teoria da entropia topológica é a seguinte conjec-
tura proposta por Michael Shub [Shu74]:

Conjectura 10.2.8 (Conjectura da entropia). Se f : M →M é um difeomor-
fismo de classe C1 numa variedade Riemanniana de dimensão d, então

h(f) ≥ max
1≤k≤d

log ρ(fk) (10.2.4)

onde ρ(fk) denota o raio espectral da ação fk : Hk(M) → Hk(M) induzida por
f na homologia real de dimensão k.

Embora sejam conhecidos diversas respostas parciais e resultados relaciona-
dos, positivos e negativos, o enunciado completo desta conjectura permanece
em aberto. Vamos resumir alguns dos fatos conhecidos.

É sabido que a desigualdade (10.2.4) é verdadeira para um subconjunto
aberto e denso do espaço dos homeomorfismos em qualquer variedade com di-
mensão d 6= 4. Além disso ela é verdadeira para todo homeomorfismo em cer-
tas classes de variedades, tais como as esferas e as infranilvariedades [MP77b,
MP77a, MP08]. Por outro lado, Shub [Shu74] apresentou um homeomorfismo
Lipschitz, com entropia nula, que não satisfaz a condição (10.2.4). Veja o
Exerćıcio 10.2.6.

Um modo útil de analisar (10.2.4) é comparando a entropia com cada um
dos raios espectrais ρ(fk). O caso k = d é relativamente fácil. De fato, para
qualquer aplicação cont́ınua f numa variedade de dimensão d, o raio espectral
ρ(fd) é igual ao valor absoluto | deg f | do grau da aplicação. Em particular,
a desigualdade h(f) ≥ log ρ(fd) é trivial no caso de homeomorfismos. Para
aplicações cont́ınuas não invert́ıveis, a entropia topológica pode ser menor que
o logaritmo do valor absoluto do grau. Mas foi mostrado em [MP77b] que para
aplicações diferenciáveis sempre vale h(f) ≥ log | deg f |.

Anthony Manning [Man75] provou que a desigualdade h(f) ≥ log ρ(f1) é
verdadeira para todo homeomorfismo numa variedade de qualquer dimensão d.
Segue que h(f) ≥ log ρ(fd−1), uma vez que o teorema de dualidade de Poincaré
implica

ρ(fk) = ρ(fd−k) para todo 0 < k < d.

Em particular, o teorema de Manning juntamente com as observações no pará-
grafo anterior prova que a conjectura da entropia é válida para homeomorfismos
em qualquer variedade de dimensão d ≤ 3.

Rufus Bowen [Bow78] provou que para qualquer homeomorfismo numa va-
riedade h(f) é maior ou igual que o logaritmo da taxa de crescimento do grupo
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fundamental. Mostra-se que esta taxa de crescimento é maior ou igual que o
raio espectral ρ(f1). Portanto, este resultado de Bowen implica o teorema de
Manning que acabamos de mencionar.

O principal resultado relativo à conjectura da estabilidade é o teorema de
Yosef Yomdin [Yom87], segundo o qual a conjectura é verdadeira para todo
difeomorfismo de classe C∞. O ingrediente crucial da prova é uma relação entre
a entropia topológica h(f) e a taxa de crescimento de volume do difeomorfismo.
Esta última noção é definida do seguinte modo. Para cada 1 ≤ k < d, seja Bk a
bola unitária em Rk. Represente por v(σ) o volume (k-dimensional) da imagem
de um mergulho diferenciável qualquer σ : Bk →M . Então defina

vk(f) = sup
σ

lim sup
n

1

n
log v(fn ◦ σ),

onde o supremo é tomado sobre todos os mergulhos σ : Bk →M de classe C∞.
Defina também v(f) = max{vk(f) : 1 ≤ k < d}. Não é dif́ıcil verificar que

log ρ(fk) ≤ vk(f) para todo 1 ≤ k < d. (10.2.5)

Sheldon Newhouse [New88] provou que h(f) ≤ v(f) para todo diffeomorfismo
Cr com r > 1. Por outro lado, Yomdin [Yom87] provou a desigualdade rećıproca

v(f) ≤ h(f), (10.2.6)

para todo difeomorfismo de classe C∞ (esta desigualdade é falsa, em geral, no
caso Cr com r <∞). Combinando (10.2.5) com (10.2.6) obtemos a conjectura
da entropia (10.2.4) para todo difeomorfismo de classe C∞.

No que diz respeito a sistemas de classe C1, também é sabido que a desigual-
dade (10.2.4) é verdadeira para todo difeomorfismo Axioma A sem ciclos [SW75],
para certos difeomorfismos parcialmente hiperbólicos [SX10] e, mais geralmente,
para qualquer difeomorfismo longe de tangências homocĺınicas [LVY].

10.2.5 Endomorfismos lineares do toro

Nesta seção provamos o seguinte resultado:

Proposição 10.2.9. Seja fA : Td → Td o endomorfismo induzido no toro Td

por alguma matriz invert́ıvel A com coeficientes inteiros. Então

h(fA) =

d∑

j=1

log+ |λj |. (10.2.7)

onde λ1, . . . , λd são os autovalores de A, contados com multiplicidade.

Vimos na Proposição 9.4.3 que a entropia de fA relativamente à medida de
Haar µ é igual à expressão no lado direito de (10.2.7). Pelo prinćıpio variacional,
que provaremos na Seção 10.4, a entropia topológica é maior ou igual do que
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a entropia da transformação relativamente a qualquer probabilidade invariante.
Isto implica que

h(fA) ≥ hµ(f) =

d∑

j=1

log+ |λj |.

Na presente seção nos concentramos na demonstração da desigualdade oposta:

h(fA) ≤
d∑

j=1

log+ |λj |. (10.2.8)

Inicialmente, suponha que A é diagonalizável, ou seja, que existe uma base
v1, . . . , vd de Rd com Avi = λivi para cada i. Não constitui restrição supor que
‖vi‖ = 1 para todo i, e faremos isso no que segue. Além disso, renumerando os
autovalores se necessário, podemos supor que |λi| > 1 de 1 ≤ i ≤ u e |λi| ≤ 1
para todo i > u. Seja e1, . . . , ed a base canônica de Rd e seja P : Rd → Rd

o isomorfismo linear definido por P (ei) = vi para cada i. Então P−1AP é
uma matriz diagonal. Fixe L > 0 suficientemente grande para que P ((0, L)d)

contenha algum cubo unitário
∏d
i=1[bi, bi + 1]d. Veja a Figura 10.2. Seja π :

Rd → Td a projeção canônica. Então, πP ((0, L)d) contém todo o toro Td.

L

L

P

b1

b2

b1 + 1

b2 + 1

Figura 10.2: Construindo um conjunto (n, ε)-gerador em Td

Dados n ≥ 1 e ε > 0, fixe δ > 0 tal que ‖P‖δ
√
d < ε. Além disso, para cada

i = 1, . . . , d, tome

δi =

{
δ|λi|−n se i ≤ u
δ se i > u

Considere o conjunto

E = πP
({

(k1δ1, . . . , kdδd) ∈ (0, L)d : k1, . . . , kd ∈ Z
})

Observe também que, dado qualquer j ≥ 1,

f j(E) ⊂ πP
({

(k1λ
j
1δ1, . . . , kdλ

j
dδd) : k1, . . . , kd ∈ Z

})
.

Considere 0 ≤ j < n. Por construção, |kiλji δi| ≤ δ para todo i = 1, . . . , d.

Portanto, todo ponto de Rd está a distância menor ou igual que δ
√
d de algum



10.2. EXEMPLOS 323

ponto da forma (k1λ
j
1δ1, . . . , kdλ

j
dδd). Então (veja a Figura 10.2), para cada

x ∈ Td podemos encontrar a ∈ E tal que d(f j(x), f j(a)) ≤ ‖P‖δ
√
d para todo

0 ≤ j < n. Isto mostra que E é um conjunto (n, ε)-gerador de Td. Por outro
lado,

#E ≤
d∏

i=1

L

δi
=

(
L

δ

)d u∏

i=1

|λi|n.

Estas observações mostram que gn(fA, ε,Td) ≤ (L/δ)d
∏u
i=1 |λi|n para todo

n ≥ 1 e todo ε > 0. Logo,

h(f) = lim
ε→0

lim sup
n

1

n
gn(fA, ε,T

d) ≤
u∑

i=1

log |λi| =

d∑

i=1

log+ |λi|.

Isto prova a Proposição 10.2.9 no caso em que A é diagonalizável.
O caso geral pode ser tratado de forma semelhante, escrevendo a matriz A

na forma canônica de Jordan.

10.2.6 Exerćıcios

10.2.1. Sejam (Mi, di), i = 1, 2 espaços métricos e sejam fi : Mi → Mi trans-
formações cont́ınuas. Seja M = M1 ×M2 e seja d a distância definida em M
por

d((x1, x2), (y1, y2)) = max{d1(x1, y1), d2(x2, y2)}
e considere f : M → M definida por f(x1, x2) = (f1(x1), f2(x2)). Mostre que
h(f) ≤ h(f1)+ h(f2) e que vale a igualdade se algum dos espaços for compacto.

10.2.2. Seja σA : ΣA → ΣA um deslocamento de tipo finito, unilateral ou
bilateral. Dizemos que a matriz de transiçãoA é irredut́ıvel se para todo i, j ∈ X
existe n ≥ 1 tal que Ani,j > 0 e dizemos que A é aperiódica se existe n ≥ 1 tal
que Ani,j > 0 para todo i, j ∈ X . Mostre que:

(a) Se A é irredut́ıvel, o conjunto dos pontos periódicos de σA é denso em ΣA.

(b) σA é transitivo se, e somente se, A é irredut́ıvel.

(c) σA é topologicamente misturador se, e somente se, A é aperiódico.

[Observação: A condição (b) significa que o grafo orientado GA é conexo: dados
a, b ∈ X existe algum caminho em GA começando em a e terminando em b.]

10.2.3. Seja M um espaço métrico compacto. Mostre que, dado qualquer
ε > 0, a restrição da função entropia topológica f 7→ h(f) ao conjunto das
transformações cont́ınuas f : M → M que são ε-expansivas é semicont́ınua
superiormente (relativamente à topologia da convergência uniforme).

10.2.4. Mostre que se A é matriz de transição então, para todo k ≥ 1, nenhuma
linha de Ak é identicamente nula. O mesmo vale para as colunas de Ak, k ≥ 1,
se suposermos que A é matriz de transição no sentido bilateral.
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10.2.5. (a) Seja f : M → M um homeomorfismo local sobrejetivo num espaço
métrico compacto e seja d = infy #f−1(y). Prove que h(f) ≥ log d.

(b) Seja f : S1 → S1 uma aplicação cont́ınua no ćırculo. Mostre que h(f) é
maior ou igual que o logaritmo do grau topológico de f : h(f) ≥ log | deg f |.

[Observação: Misiurewicz, Przytycki [MP77b] provaram que a desigualdade
h(f) ≥ log | deg f | vale para toda aplicação f : M → M de classe C1 numa
variedade compacta.]

10.2.6. Considere a aplicação f : C → C definida por f(z) = zd/(2|z|d−1), com
d ≥ 2. Prove que a entropia topológica de f é zero, mas o grau de f é d. Porquê
isso não contradiz o Exerćıcio 10.2.5?

10.2.7. Seja f : M → M uma aplicação cont́ınua de um espaço métrico com-
pacto M . Dado ε > 0, defina

g∗(f, ε) = sup{g(f,B(x,∞, ε)) : x ∈M}

onde B(x,∞, ε) representa o conjunto dos y ∈ M tais que d(f i(x), f i(y)) ≤ ε
para todo n ≥ 0. Bowen [Bow72] mostrou que, dados b > 0 e δ > 0, existe
c > 0 tal que log gn(f, δ, B(x, n, ε)) < c + (g∗(f, ε) + b)n para todo x ∈ M e
todo n ≥ 1. Usando este fato, prove que h(f) ≤ g(f, ε,M) + g∗(f, ε). Dizemos
que f é h-expansiva se g∗(f, ε) = 0 para algum ε > 0. Conclua que então
h(f) = g(f, ε,M). [Observação: Isto generaliza a Proposição 10.2.1, pois toda
transformação expansiva é h-expansiva.]

10.3 Pressão

Nesta seção introduzimos uma generalização importante do conceito de entropia
topológica, que é denominada pressão (ou pressão topológica), e estudamos as
suas propriedades principais.

10.3.1 Definição via coberturas abertas

Seja f : M → M uma transformação cont́ınua num espaço métrico compacto.
Chamamos potencial em M a qualquer função cont́ınua φ : M → R. Para cada
n ∈ N, definimos φn : M → R por φn =

∑n−1
i=0 φ◦f i. Além disso, dado qualquer

conjunto não vazio C ⊂M , denotamos

φn(C) = sup{φn(x) : x ∈ C}. (10.3.1)

Dada uma cobertura aberta α de M definimos

Pn(f, φ, α) = inf
{∑

U∈γ

eφn(U) : γ é subcobertura finita de αn
}
. (10.3.2)

Esta sequência é subaditiva (Exerćıcio 10.3.1) e, portanto, o limite

P (f, φ, α) = lim
n

1

n
logPn(f, φ, α) (10.3.3)
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existe. Finalmente, chamamos pressão do potencial φ relativamente a f ao
limite P (f, φ) de P (f, φ, α) quando o diâmetro de α vai para zero. A existência
deste limite é garantida pelo seguinte lema:

Lema 10.3.1. Existe lim
diamα→0

P (f, φ, α), ou seja, existe P (f, φ) ∈ [0,∞] tal
que

lim
k
P (f, φ, αk) = P (f, φ)

para toda sequência (αk)k de coberturas abertas com diamαk → 0.

Demonstração. Sejam (αk)k e (βk)k sequências quaisquer de coberturas abertas
com diâmetros convergindo para zero. Dado qualquer ε > 0 fixe δ > 0 tal que
|φ(x) − φ(y)| ≤ ε sempre que d(x, y) ≤ δ. Por hipótese, diamαk < δ para todo
k suficientemente grande. Para k fixado, seja ρ > 0 um número de Lebesgue
para αk. Por hipótese, diamβl < ρ para todo l suficientemente grande. Pela
definição de número de Lebesgue, todo B ∈ βl está contido em algum A ∈ αk.
Observe que φn(A) ≤ nε+ φn(B) para todo n ≥ 1, uma vez que diamαk < δ.
Isto implica que

Pn(f, φ, αk) ≤ enεPn(f, φ, βl) para todo n ≥ 1

e, portanto, P (f, φ, αk) ≤ ε + P (f, φ, βl). Fazendo l → ∞ e depois k → ∞,
obtemos que

lim sup
k

P (f, φ, αk) ≤ ε+ lim inf
l

P (f, φ, βl).

Como ε > 0 é arbitrário, segue que lim supk P (f, φ, αk) ≤ lim inf l P (f, φ, βl).
Permutando os papéis das duas sequências de coberturas, conclúımos que os
limites limk P (f, φ, αk) e liml P (f, φ, βl) existem e são iguais.

Antes de prosseguirmos, vamos mencionar algumas consequências simples
das definições. A primeira delas é que a pressão do potencial nulo coincide com
a entropia topológica. De fato, é imediato de (10.3.2) que Pn(f, 0, α) = N(αn)
para todo n ≥ 1 e, portanto, P (f, 0, α) = h(f, α) para toda cobertura aberta α.
Portanto,

P (f, 0) = h(f). (10.3.4)

Dada qualquer constante c ∈ R, temos Pn(f, φ+c, α) = ecnPn(f, φ, α) para todo
n ≥ 1 e, portanto, P (f, φ+ c, α) = P (f, φ, α) + c para toda cobertura aberta α.
Logo,

P (f, φ+ c) = P (f, φ) + c. (10.3.5)

Analogamente, se φ ≤ ψ então Pn(f, φ, α) ≤ Pn(f, ψ, α) para todo n ≥ 1 e,
portanto, P (f, φ, α) = P (f, ψ, α) para toda cobertura aberta α. Ou seja,

φ ≤ ψ ⇒ P (f, φ) ≤ P (f, ψ). (10.3.6)

Em particular, como inf φ ≤ φ ≤ supφ, temos

h(f) + inf φ ≤ P (f, φ) ≤ h(f) + supφ (10.3.7)
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para todo potencial φ. Um corolário interessante é que se h(f) é finita então
P (f, φ) < ∞ para todo potencial φ e caso contrário P (f, φ) = ∞ para todo
potencial φ. Um exemplo desta último caso está dado no Exerćıcio 10.1.5.

Outra consequência direta da definição é que a pressão é um invariante de
equivalência topológica:

Proposição 10.3.2. Sejam f : M →M e g : N → N transformações cont́ınuas
em espaços métricos compactos. Se existe um homeomorfismo h : M → N tal
que h ◦ f = g ◦ h então P (g, φ) = P (f, φ ◦ h) para todo potencial φ em N .

Observação 10.3.3. É posśıvel substituir o supremo pelo ı́nfimo em (10.3.1),
embora a definição da pressão fique um pouco mais complicada. Para ver isso,
considere:

Pn(f, φ, α) = inf
{∑

U∈γ

eφn
(U) : γ é subcobertura finita de αn

}

onde φ
n
(C) = inf{φn(x) : x ∈ C}. A sequência Pn(f, φ, α) pode não ser

subaditiva. Por outro lado, como φ é (uniformemente) cont́ınua, dado qualquer
ε > 0 existe δ > 0 tal que φ

n
(C) ≤ φn(C) ≤ nε+φ

n
(C) sempre que diamC ≤ δ.

Então,
Pn(f, φ, α) ≤ Pn(f, φ, α) ≤ enεPn(f, φ, α)

para toda cobertura aberta α com diamα ≤ δ. Consequentemente,

P (f, φ) = lim
diamα→0

lim sup
n

1

n
logPn(f, φ, α)

= lim
diamα→0

lim inf
n

1

n
logPn(f, φ, α).

(10.3.8)

10.3.2 Conjuntos geradores e conjuntos separados

Agora vamos apresentar duas definições alternativas da pressão, em termos de
conjuntos geradores e conjuntos separados. Tal como antes, f : M →M é uma
transformação cont́ınua num espaço métrico compacto e φ : M → R é uma
função cont́ınua.

Dados n ≥ 1 e ε > 0, defina

Gn(f, φ, ε) = inf
{∑

x∈E

eφn(x) : E é conjunto (n, ε)-gerador de M
}

e

Sn(f, φ, ε) = sup
{∑

x∈E

eφn(x) : E é conjunto (n, ε)-separado em M
}
.

(10.3.9)

Em seguida, defina

G(f, φ, ε) = lim sup
n

1

n
logGn(f, φ, ε) e

S(f, φ, ε) = lim sup
n

1

n
logSn(f, φ, ε)

(10.3.10)
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e também

G(f, φ) = lim
ε→0

G(f, φ, ε) e S(f, φ) = lim
ε→0

S(f, φ, ε) (10.3.11)

(os limites existem, porque as funções são monótonas em ε).
Note que Gn(f, 0, ε) = gn(f, ε) e Sn(f, 0, ε) = sn(f, ε) para todo n ≥ 1 e

todo ε > 0. Portanto (Proposicão 10.1.6), G(f, 0) = g(f) e S(f, 0) = s(f) são
iguais à entropia topológica h(f). Em geral, temos:

Proposição 10.3.4. P (f, φ) = G(f, φ) = S(f, φ) para todo potencial φ em M .

Demonstração. Considere n ≥ 1 e ε > 0. É claro das definições que todo
conjunto (n, ε)-separado maximal é (n, ε)-gerador. Então,

Sn(f, φ, ε) = sup
{∑

x∈E

eφn(x) : E é conjunto (n, ε)-separado
}

= sup
{∑

x∈E

eφn(x) : E é (n, ε)-separado maximal
}

≥ inf
{∑

x∈E

eφn(x) : E é (n, ε)-gerador
}

= Gn(f, φ, ε).

(10.3.12)

Isto implica que G(f, φ, ε) ≤ S(f, φ, ε). Passando ao limite quando ε → 0,
obtemos G(f, φ) ≤ S(f, φ).

Em seguida provamos que S(f, φ) ≤ P (f, φ). Sejam ε e δ números positivos
tais que d(x, y) ≤ δ implica |φ(x) − φ(y)| ≤ ε. Seja α qualquer cobertura
aberta de M com diamα < δ. Seja E ⊂ M qualquer conjunto (n, δ)-separado.
Dada qualquer subcobertura γ de αn, é claro que todo ponto de E está contido
em algum elemento de γ. Por outro lado, a hipótese de que E é (n, δ)-separado
implica que cada elemento de γ contém no máximo um elemento de E. Portanto,

∑

x∈E

eφn(x) ≤
∑

U∈γ

eφn(U).

Tomando o supremo em E e o ı́nfimo em γ, obtemos que

Sn(f, φ, δ) ≤ Pn(f, φ, α). (10.3.13)

Segue que S(f, φ, δ) ≤ P (f, φ, α). Fazendo δ → 0 (logo diamα→ 0), conclúımos
que S(f, φ) ≤ P (f, φ), conforme afirmado.

Finalmente, provamos que P (f, φ) ≤ G(f, φ). Sejam ε e δ números positivos
tais que d(x, y) ≤ δ implica |φ(x)−φ(y)| ≤ ε. Seja α qualquer cobertura aberta
de M com diamα < δ. Seja ρ > 0 um número de Lebesgue de α e seja E ⊂M
um conjunto (n, ρ)-gerador qualquer de M . Para cada x ∈ E e i = 0, . . . , n− 1,
existe Ax,i ∈ α tal que B(f i(x), ρ) está contida em Ax,i. Denotamos,

γ(x) =

n−1⋂

i=0

f−i(Ax,i).
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Note que γ(x) ∈ αn e que B(x, n, ρ) ⊂ γ(x). Logo, a hipótese de que E é
(n, ρ)-gerador implica que γ = {γ(x) : x ∈ E} é uma subcobertura de α. Note
também que

φn(γ(x)) ≤ nε+ φn(x) para todo x ∈ E,

uma vez que diamAx,i < δ para todo i. Segue que

∑

U∈γ

eφn(U) ≤ enε
∑

x∈E

eφn(x).

Isto prova que Pn(f, φ, α) ≤ enεGn(f, φ, ρ) para todo n ≥ 1 e, por consequência,

P (f, φ, α) ≤ ε+ lim inf
n

1

n
Gn(f, φ, ρ) ≤ ε+G(f, φ, ρ). (10.3.14)

Fazendo ρ → 0 vem que P (f, φ, α) ≤ ε+G(f, φ). Então, fazendo ε, δ e diamα
ir para zero, P (f, φ) ≤ G(f, φ).

A conclusão da Proposição 10.3.4 pode ser reescrita da seguinte forma:

P (f, φ) = lim
s→0

lim sup
n

1

n
Gn(f, φ, s) = lim

s→0
lim sup

n

1

n
Sn(f, φ, s). (10.3.15)

Mas as relações (10.3.14) e (10.3.12) na demonstração também dão que

P (f, φ) ≤ lim
s→0

lim inf
n

1

n
Gn(f, φ, s) ≤ lim

s→0
lim inf

n

1

n
Sn(f, φ, s).

Comparando com (10.3.15), obtemos:

P (f, φ) = lim
s→0

lim inf
n

1

n
Gn(f, φ, s) = lim

s→0
lim inf

n

1

n
Sn(f, φ, s). (10.3.16)

10.3.3 Propriedades

Começamos por provar uma versão para a pressão do Corolário 10.1.10:

Proposição 10.3.5. Seja f : M → M uma aplicação cont́ınua num espaço
métrico compacto. Seja β uma cobertura aberta de M tal que

(1) diamβk converge para zero quando k → ∞, ou

(2) f : M →M é um homeomorfismo e diamβ±k → 0 quando k → ∞.

Então P (f, φ) = P (f, φ, β) para todo potencial φ em M .

Demonstração. Inicialmente, provamos o seguinte lemma:

Lema 10.3.6. P (f, φ, αk) = P (f, φ, α) para toda cobertura aberta α e todo
k ≥ 1.
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Demonstração. Por definição, para todo n ≥ 1:

Pn(f, φ, αk) = inf
{∑

U∈γ

eφn(U) : γ subcobertura finita de (αk)n} e

Pn+k(f, φ, α) = inf
{∑

U∈γ

eφn+k(U) : γ subcobertura finita de αn+k}.

É claro que (αk)n = αn+k. Então, denotando L = sup |φ|,

e−kLPn(f, φ, αk) ≤ Pn+k(f, φ, α) ≤ ekLPn(f, φ, α
k)

para todo n ≥ 1. Isto implica que P (f, φ, αk) = P (f, φ, α).

Os Lemas 10.3.1 e 10.3.6 dão que P (f, φ) = limk P (f, φ, βk) = P (f, φ, β).
Isto prova o item (1) da Proposição 10.3.5. Para o item (2) também precisamos
do seguinte fato:

Lema 10.3.7. Se f é um homeomorfismo então P (f, φ, f−1(α)) = P (f, φ, α)
para toda cobertura aberta α.

Demonstração. Por definição, dado qualquer n ≥ 1,

Pn(f, φ, α) = inf
{∑

U∈γ

eφn(U) : γ subcobertura finita de αn} e

Pn(f, φ, f
−1(α)) = inf

{∑

V ∈δ

eφn(V ) : δ subcobertura finita de (f−1(α))n}.

Seja L = sup |φ|. Note que (f−1(α))n = f−1(αn) e toda subcobertura finita de
f−1(αn) tem a forma f−1(γ) para alguma cobertura finita γ de αn. Além disso,

φn(U) − 2L ≤ φn(f
−1(U)) ≤ φn(U) + 2L

para qualquer U ⊂M . Segue que,

e−2LPn(f, φ, α) ≤ Pn(f, φ, f
−1(α)) ≤ e−2LPn(f, φ, α)

para todo n ≥ 1. Logo, P (f, φ, f−1(α)) = P (f, φ, α).

Corolário 10.3.8. Se f é um homeomorfismo então P (f, φ, α±k) = P (f, φ, α)
para toda cobertura aberta α e todo k ≥ 1.

Demonstração. É claro da definição que α±k = f−k(α2k). Portanto, a conclusão
do corolário é uma consequência direta dos Lemas 10.3.6 e 10.3.7.

O item (2) da Proposição 10.3.5 é uma consequência direta do Lema 10.3.1
e do Corolário 10.3.8:

P (f, φ) = lim
k
P (f, φ, β±k) = P (f, φ, β).

Isto conclui a prova da proposição.
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Proposição 10.3.9. Seja f : M →M uma transformação cont́ınua num espaço
métrico compacto e seja φ um potencial em M . Então:

(1) P (fk, φk) = kP (f, φ) para todo k ≥ 1.

(2) Se f é um homeomorfismo então P (f−1, φ) = P (f, φ).

Demonstração. Seja α uma cobertura aberta qualquer de M e seja β = αk.
Dado um potencial φ em M , denote ψ = φk. Observe que βn = αkn para cada
n e que ψn = φkn, onde ψn =

∑n−1
j=0 ψ ◦ fk. Então,

Pn(fk, ψ, β) = inf{
∑

U∈γ

eψn(U) : γ ⊂ βn}

= inf{
∑

U∈γ

eφkn(U) : γ ⊂ αkn} = Pkn(f, φ, α).

Consequentemente, P (fk, ψ, β) = kP (f, φ, α) qualquer que seja α. Fazendo
diamα → 0 (note que diamβ → 0), deduzimos que P (fk, ψ) = kP (f, φ). Isto
prova o item (1).

Para provar o item (2), seja α uma cobertura aberta de M . Para todo n ≥ 1,
denote

αn− = α ∨ f(α) ∨ · · · ∨ fn−1(α) e φ−n =

n−1∑

j=0

φ ◦ f−j.

Observe que αn− = fn−1(αn) e que γ é uma subcobertura finita de αn se, e
somente se, δ = fn−1(γ) é uma subcobertura finita de αn−. Além disso,

φn(U) = φ−n (fn−1(U)),

qualquer que seja U ⊂M . Combinando estes fatos, obtemos que

Pn(f, φ, α) = inf
{∑

U∈γ

eφn(U) : γ subcobertura finita de αn
}

= inf
{∑

V ∈δ

eφ
−

n (V ) : δ subcobertura finita de αn−
}

= Pn(f
−1, φ, α)

para todo n ≥ 1. Então P (f, φ, α) = P (f−1, φ, α) e, fazendo diamα → 0, vem
que P (f, φ) = P (f−1, φ).

A seguir fixamos a transformação f : M → M e consideramos P (f, ·) como
função no espaço C0(M,R) das funções cont́ınuas, munido da norma do supremo

‖ϕ‖ = sup{|ϕ(x)| : x ∈M}.

Vimos em (10.3.7) que se a entropia topológica h(f) é infinita então a pressão
é identicamente igual a ∞. No que segue suporemos que h(f) é finita. Então,
P (f, φ) é finita para todo potencial φ.
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Proposição 10.3.10. A função pressão é Lipschitz, com constante de Lipschitz
igual a 1: |P (f, φ) − P (f, ψ)| ≤ ‖φ− ψ‖ para quaisquer potenciais φ e ψ.

Demonstração. Claro que φ ≤ ψ+‖φ−ψ‖. Logo, por (10.3.5) e (10.3.6), temos
P (f, φ) ≤ P (f, ψ) + ‖φ − ψ‖. Trocando os papeis de φ e ψ obtemos a outra
desigualdade.

Proposição 10.3.11. A função pressão é convexa:

P (f, (1 − t)φ+ tψ) ≤ (1 − t)P (f, φ) + tP (f, ψ)

para quaisquer potenciais φ e ψ em M e para todo 0 ≤ t ≤ 1.

Demonstração. Escreva ξ = (1− t)φ+ tψ. Então ξn = (1− t)φn+ tψn para todo
n ≥ 1 e, portanto, ξn(U) ≤ (1 − t)φn(U) + tψn(U) para todo U ⊂ M . Logo,
pela desigualdade de Hölder (Teorema A.5.5),

∑

U∈γ

eξn(U) ≤
(∑

U∈γ

eφn(U)
)1−t(∑

U∈γ

eψn(U)
)t

para qualquer famı́lia finita γ de subconjuntos de M . Isto implica que, dada
qualquer cobertura aberta α,

Pn(f, ξ, α) ≤ Pn(f, φ, α)1−tPn(f, ψ, α)t

para todo n ≥ 1 e, portanto, P (f, ξ, α) ≤ (1 − t)P (f, φ, α) + tP (f, ψ, α). Pas-
sando ao limite quando diamα→ 0, obtemos a conclusão da proposição.

Dizemos que dois potenciais φ, ψ : M → R são cohomólogos se existe alguma
função cont́ınua u : M → R tal que φ = ψ + u ◦ f − u. Note que esta é uma
relação de equivalência no espaço dos potenciais (Exerćıcio 10.3.2).

Proposição 10.3.12. Seja f : M → M uma transformação cont́ınua num
espaço topológico compacto. Se φ, ψ : M → R são potenciais cohomólogos então
P (φ, f) = P (ψ, f).

Demonstração. Se ψ = φ + u ◦ f − u então ψn(x) = φn(x) + u(fn(x)) − u(x)
para todo n ∈ N. Seja K = sup |u|. Então |ψn(C) − φn(C)| ≤ 2K para todo
conjunto C ⊂M . Logo, para qualquer cobertura aberta γ,

e−2K
∑

U∈γ

eφn(U) ≤
∑

U∈γ

eψn(U) ≤ e2K
∑

U∈γ

eφn(U).

Isto implica que, dada qualquer cobertura aberta α de M ,

e−2KPn(f, φ, α) ≤ Pn(f, ψ, α) ≤ e2KPn(f, φ, α)

para todo n. Logo, P (f, φ, α) = P (f, ψ, α) para todo α e, consequentemente,
P (f, φ) = P (f, ψ).
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10.3.4 Comentários sobre Mecânica Estat́ıstica

Façamos uma pausa para explicar a conexão entre o conceito matemático de
pressão e as questões da F́ısica que estão na origem de boa parte da teoria apre-
sentada neste caṕıtulo e no caṕıtulo anterior. O leitor interessado em aprofundar
este tema deve consultar o trabalho clássico de David Ruelle [Rue04].

A Mecânica Estat́ıstica (no equiĺıbrio) tem como objetivo descrever as pro-
priedades de sistemas f́ısicos formados por um grande número de unidades
(ou part́ıculas, ou śıtios) que interagem entre si. A constante de Avogadro
6, 022 × 1023 dá uma ideia do que se entende por ‘grande’ em exemplos con-
cretos.

O maior desafio é tentar compreender os fenômenos f́ısicos de transição de
fase (ou seja, de mudança de estado f́ısico) como, por exemplo, a passagem da
água do estado ĺıquido ao estado sólido. Os métodos matemáticos desenvolvidos
para este fim têm se revelado muito frut́ıferos em outros contextos, tais como
a teoria quântica de campos e, mais próximo do âmbito deste livro, a teoria
ergódica do sistemas dinâmicos uniformemente hiperbólicos (Bowen [Bow75a]).

Para efeitos de modelagem matemática, é conveniente supor que o conjunto
M das unidades que formam o sistema é infinito. Os exemplos mais estudados
são os reticuladosM = Zd; tais modelos costumam ser chamados cristais reticu-
lados. Além disso, é usual supor que cada unidade x ∈M admite um conjunto
finito Ωx de valores posśıveis. Por exemplo, Ωx = {−1,+1} no caso de sistemas
de spin (−1 significa que a part́ıcula x tem spin para baixo, +1 significa que o
spin aponta para cima) e Ω = {0, 1} no caso de gases reticulados (1 siginfica
que o śıtio x está ocupado por uma molécula do gás, 0 significa que o śıtio está
vazio).

Então o espaço de configurações do sistema é um subconjunto Ω do pro-
duto

∏
x∈M Ωx e um estado do sistema é uma medida de probabilidade em Ω.

Um estado de equiĺıbrio descreve uma configuração macroscópica do sistema
que pode ser fisicamente observada, isto é, que de fato ocorre na natureza. E
uma transição de fases corresponde à coexistência de mais que um estado de
equiĺıbrio.

Segundo o prinćıpio variacional da Mecânica Estat́ıstica, que remonta à lei
do menor esforço de Maupertuis, estados de equiĺıbrio são caracterizados por
minimizarem uma certa grandeza fundamental, tal como, por exemplo, a energia
livre de Gibbs ou a pressão. No caso de cristais reticulados, é usual supor que
o espaço de configurações Ω é invariante pelos deslocamentos

(x1
n, . . . , x

i−1
n , xin, x

i+1
n , . . . , xdn) 7→ (x1

n, . . . , x
i−1
n , xin+1, x

i+1
n , . . . , xdn).

Isto permite inserir tais sistemas no âmbito da Teoria Ergódica. Em particular,
prova-se que sob hipóteses adequadas os estados de equiĺıbrio são medidas de um
certo tipo, chamadas estados de Gibbs, que são invariantes pelos deslocamentos.

Vamos descrever o conceito de estado de Gibbs e detalhar um pouco mais
as ideias anteriores no contexto dos cristais reticulados. Antes disso, a t́ıtulo de
motivação adicional, consideremos um modelo particularmente simples, formado
por uma única unidade com conjunto Ω finito. A entropia de uma probabilidade
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µ em Ω é o número

S(µ) =
∑

ξ∈Ω

−µ(ξ) logµ(ξ).

A cada estado ξ ∈ Ω corresponde um valor E(ξ) para a energia. Denotamos por
E(µ) a energia média:

E(µ) =
∑

ξ∈Ω

µ(ξ)E(ξ).

Supomos que o sistema está a uma temperatura absoluta T , que é mantida
constante ao longo do tempo. A energia livre de Gibbs está definida por:

G(µ) = E(µ) − κTS(µ)

onde κ = 1.380×10−23m2kgs−2K−1 é a chamada constante de Boltzmann. Em
outras palavras, denotando β = 1/(κT ), temos que

−βG(µ) =
∑

ξ∈Ω

µ(ξ)[−βE(ξ) − logµ(ξ)]. (10.3.17)

É fácil mostrar que a expressão (10.3.17) é máxima (e, portanto, a energia
livre de Gibbs G(µ) é mı́nima) se, e somente se:

µ(ξ) =
e−βE(ξ)

∑
η∈Ω e

−βE(η)
para todo ξ ∈ Ω (10.3.18)

(veja o Lema 10.4.4 abaixo). Portanto, a distribuição de Gibbs µ dada por
(10.3.18) é o único estado de equiĺıbrio do sistema.

10.3.5 Exerćıcios

10.3.1. Verifique que a sequência logPn(f, φ, α) é subaditiva.

10.3.2. Verifique que a relação de cohomologia

φ ∼ ψ ⇔ ψ = φ+ u ◦ f − u para alguma função cont́ınua u : M → R

é uma relação de equivalência.

10.3.3. Sejam fi : Mi → Mi, i = 1, 2 transformações cont́ınuas em espaços
métricos compactos e, para cada i, seja φi um potencial em Mi. Defina

f1 × f2 : M1 ×M2 →M1 ×M2, f1 × f2(x1, x2) = (f1(x1), f2(x2))

φ1 × φ2 : M1 ×M2 → R, φ1 × φ2(x1, x2) = φ1(x1) + φ2(x2).

Mostre que P (f1 × f2, φ1 × φ2) = P (f1, φ1) + P (f2, φ2).

10.3.4. Enuncie e prove um resultado análogo ao obtido na Proposição 10.2.1,
para a pressão de uma função φ com respeito a uma transformação ε0-expansiva.
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10.3.5. Seja M um espaço métrico compacto. Mostre que, dada qualquer
função cont́ınua φ : M → R e dado qualquer ε0 > 0, a restrição da função
pressão f 7→ P (f, φ) ao conjunto das transformações cont́ınuas f : M →M que
são ε0-expansivas é semicont́ınua superiormente (relativamente à topologia da
convergência uniforme).

10.3.6. Considere a transformação f : S1 → S1 definida por f(x) = 2x mod Z.
Prove que se φ : S1 → R é uma função Hölder, então

P (f, φ) = lim
n

1

n
log

∑

p∈Fix(fn)

eφn(p).

[Observação: Encontraremos um resultado mais geral no Exerćıcio 11.3.4.]

10.4 Prinćıpio variacional

O prinćıpio variacional para a pressão, que enunciamos a seguir, foi provado
originalmente por Ruele [Rue73] num contexto mais restrito, sendo estendido
por Walters [Wal75] para o contexto que consideramos aqui:

Teorema 10.4.1 (Prinćıpio Variacional). Seja f : M →M uma transformação
cont́ınua num espaço métrico compacto e seja M(f) o conjunto das medidas de
probabilidade invariantes por f . Então, para toda função cont́ınua φ : M → R,

P (φ, f) = sup{hν(f) +

∫
φdν : ν ∈ M(f)}.

O Teorema 10.1 corresponde ao caso particular φ ≡ 0. Em particular, se-
gue que f tem entropia topológica nula se, e somente se, hν(f) = 0 para toda
probabilidade invariante ν. Esse é o caso, por exemplo, dos homeomorfismos
do ćırculo (Exemplo 10.1.1) e das translações em grupos compactos metrizáveis
(Exemplo 10.1.7). A h́ıpótese de compacidade é fundamental, uma vez que exis-
tem transformações sem medidas invariantes e com entropia topológica positiva.
Veja o Exerćıcio 10.4.4.

Nas Seções 10.4.1 e 10.4.2 apresentaremos uma demonstração do Teore-
ma 10.4.1 devida a Misiurewicz [Mis76]. Antes disso, vamos mencionar um
par de consequências.

Corolário 10.4.2. Seja f : M →M uma transformação cont́ınua num espaço
métrico compacto e seja Me(f) o conjunto das medidas de probabilidade inva-
riantes e ergódicas. Então,

P (φ, f) = sup{hν(f) +

∫
φdν : ν ∈ Me(f)}.

Demonstração. Dada qualquer ν ∈ M(f), seja {νP : P ∈ P} a sua decom-
posição ergódica. Pelos Teoremas 5.1.3 e 9.6.2,

hν(f) +

∫
φdν =

∫ (
hνP (f) +

∫
φdνP

)
dµ̂(P ).
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Isto implica que

sup{hν(f) +

∫
φdν : ν ∈ M(f)} ≤ sup{hν(f) +

∫
φdν : ν ∈ Me(f)}.

A desigualdade rećıproca é trivial, uma vez que Me(f) ⊂ M(f). Agora basta
aplicar o Teorema 10.4.1.

Outra consequência interessante é que para transformações com entropia
topológica finita a função pressão determina o conjunto as medidas de probabi-
lidade invariantes:

Corolário 10.4.3 (Walters). Seja f : M → M uma transformação cont́ınua
num espaço métrico compacto, com entropia topológica h(f) < ∞. Seja η uma
medida com sinal finita em M . Então η é uma probabilidade invariante por f
se, e somente se,

∫
φdη ≤ P (f, φ) para toda função cont́ınua φ : M → R.

Demonstração. A afirmação ‘somente se’ é uma consequência imediata do Teo-
rema 10.4.1: se η é uma probabilidade invariante então

P (f, φ) ≥ hη(f) +

∫
φdη ≥

∫
φdη

para toda função cont́ınua φ. Em seguida, provamos a rećıproca.
Seja η uma medida com sinal, finita tal que

∫
φdη ≤ P (f, φ) para toda φ.

Considere qualquer φ ≥ 0. Para quaisquer c > 0 e ε > 0,

c

∫
(φ+ ε) dη = −

∫
−c(φ+ ε) dη ≥ −P (f,−c(φ+ ε)).

Pela relação (10.3.7), temos que

P (f,−c(φ+ ε)) ≤ h(f) + sup
(
− c(φ+ ε)

)
= h(f) − c inf(φ+ ε).

Portanto, c
∫
(φ + ε) dη ≥ −h(f) + inf(φ + ε). Quando c > 0 é suficientemente

grande o lado direito desta desigualdade é positivo. Logo
∫

(φ+ε) dη > 0. Como
ε > 0 é arbitrário, isto implica que

∫
φdη ≥ 0 para todo potencial φ ≥ 0. Logo,

η é uma medida positiva.
O próximo passo é mostrar que η é uma probabilidade. Por hipótese,

∫
c dη ≤ P (f, c) = h(f) + c

para todo c ∈ R. Para c > 0 isto implica η(M) ≤ 1 + h(f)/c. Passando ao
limite quando c → +∞ obtemos que η(M) ≤ 1. Analogamente, considerando
c < 0 e passando ao limite quando c → −∞, vem que η(M) ≥ 1. Portanto, η é
uma probabilidade, conforme afirmado.

Resta provar que η é invariante por f . Por hipótese, dado c ∈ R e qualquer
potencial φ,

c

∫
(φ ◦ f − φ) dη ≤ P (f, c(φ ◦ f − φ)).
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Pela Proposição 10.3.12, a expressão no lado direito é igual a P (f, 0) = h(f).
Para c > 0, isto implica

∫
(φ ◦ f − φ) dη ≤ h(f)

c

e, passando ao limite quando c→ +∞, segue que
∫
(φ◦f −φ) dη ≤ 0. O mesmo

argumento aplicado a −φ dá que
∫
(φ ◦ f − φ) dη ≥ 0. Logo

∫
φ ◦ f dη =

∫
φdη

para todo potencial φ. Isto implica (Proposição A.3.3) que f∗η = η.

10.4.1 Prova da cota superior

Nesta seção provamos que, dada qualquer probabilidade invariante ν,

hν(f) +

∫
φdν ≤ P (f, φ). (10.4.1)

Para isso, seja P = {P1, . . . , Ps} uma partição finita qualquer. Vamos mostrar
que se α é uma cobertura aberta de M com diâmetro suficientemente pequeno,
dependendo apenas de P , então

hν(f,P) +

∫
φdν ≤ log 4 + P (f, φ, α). (10.4.2)

Fazendo diamα → 0, segue que hν(f,P) +
∫
φdν ≤ log 4 + P (f, φ) para toda

partição finita P . Logo, hν(f) +
∫
φdν ≤ log 4 + P (f, φ). Agora substitua f

por fk e o potencial φ por φk. Note que
∫
φk dν = k

∫
φdν, uma vez que ν é

invariante por f . Usando também as Proposições 9.1.14 e 10.3.9, vem que

khν(f,P) + k

∫
φdν ≤ log 4 + kP (f, φ)

para todo k ≥ 1. Dividindo por k e passando ao limite quando k → ∞ obtemos
a desigualdade (10.4.1).

Agora resta provar (10.4.2). Usaremos o seguinte fato elementar:

Lema 10.4.4. Sejam a1, . . . , ak números reais e sejam p1, . . . , pk números não
negativos tais que p1 + · · · + pk = 1. Seja A =

∑k
i=1 e

ai . Então,

k∑

i=1

pi(ai − log pi) ≤ logA.

Além disso, vale a igualdade se, e somente se, pj = eaj/A para todo j.

Demonstração. Escreva ti = eai/A e xi = pi/e
ai . Note que

∑k
i=1 ti = 1. Pela

propriedade de concavidade (9.1.8),

k∑

i=1

tiφ(xi) ≤ φ(

k∑

i=1

tixi).
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Note que tiφ(xi) = (pi/A)(ai − log pi) e que
∑k

i=1 tixi = 1/A. Portanto, a
desigualdade anterior pode ser reescrita na seguinte forma:

k∑

i=1

pi
A

(ai − log pi) ≤
1

A
logA.

Multiplicando por A obtemos a desigualdade no enunciado do lema. Além disso,
vale a igualdade se, e somente se, os xi são todos iguais, ou seja se existe c tal
que pi = ceai para todo i. Somando sobre i = 1, . . . , k vemos que nesse caso
c = 1/A, conforme afirmado no enunciado.

Como a medida ν é regular (Proposição A.3.2), dado ε > 0 podemos encon-
trar compactos Qi ⊂ Pi tais que ν(Pi \ Qi) < ε para todo i = 1, . . . , s. Seja
Q0 o complementar de ∪si=1Qi e seja P0 = ∅. Então Q = {Q0, Q1, . . . , Qs} é
uma partição finita de M satisfazendo ν(Pi∆Qi) < sε para todo i = 0, 1, . . . , s.
Logo, pelo Lema 9.1.6,

Hν(P/Q) ≤ log 2

desde que ε > 0 seja suficientemente pequeno (dependendo apenas de s). Fixe
ε e Q a partir daqui e suponha que a cobertura α satisfaz

diamα < min{d(Qi, Qj) : 1 ≤ i < j ≤ s}. (10.4.3)

Pelo Lema 9.1.11, temos que hν(f,P) ≤ hν(f,Q)+Hν(P/Q) ≤ hν(f,Q)+log 2.
Logo, para provar (10.4.2) basta mostrar que

hν(f,Q) +

∫
φdν ≤ log 2 + P (f, φ, α). (10.4.4)

Para esse fim, observe que

Hν(Qn) +

∫
φn dν ≤

∑

Q∈Qn

ν(Q)
(
− logµ(Q) + φn(Q)

)

para todo n ≥ 1. Então, pelo Lema 10.4.4,

Hν(Qn) +

∫
φn dν ≤ log

( ∑

Q∈Qn

eφn(Q)
)
. (10.4.5)

Seja γ uma subcobertura finita qualquer de αn. Para cada Q ∈ Qn considere
qualquer ponto xQ no fecho de Q tal que φn(xQ) = φn(Q) (lembre que φn(Q)
denota o supremo de φn no conjunto Q). Considere UQ ∈ γ tal que xQ ∈ UQ.
Então, φn(Q) ≤ φn(UQ) para todo Q ∈ Qn. A condição (10.4.3) implica que
cada elemento de α intersecta o fecho de não mais que dois elementos de Q.
Portanto, cada elemento de αn intersecta o fecho de, no máximo, 2n elementos
de Qn. Em particular, para cada U ∈ γ existem não mais que 2n elementos Q
de Qn tais que UQ = U . Portanto:

∑

Q∈Qn

eφn(Q) ≤ 2n
∑

U∈γ

eφn(U), (10.4.6)
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para qualquer subcobertura finita γ de αn. Combinando (10.4.5) e (10.4.6):

Hν(Qn) +

∫
φn dν ≤ n log 2 + logPn(f, φ, α).

Dividindo por n e passando ao limite quando n → ∞, obtemos (10.4.4). Isto
completa a demonstração da cota superior (10.4.1).

10.4.2 Aproximando a pressão

Para terminar a prova do Teorema 10.4.1, mostraremos agora que para todo
ε > 0 existe uma probabilidade µ invariante por f e tal que

hµ(f) +

∫
φdµ ≥ S(f, φ, ε) (10.4.7)

Claramente, isto implica que o supremo dos valores de hν(f) +
∫
φdν quando

ν varia em M(f) é maior ou igual que S(f, φ) = P (f, φ).
Para cada n ≥ 1, seja E um conjunto (n, ε)-separado tal que

∑

y∈E

eφn(y) ≥ 1

2
Sn(f, φ, ε). (10.4.8)

Denotaremos por A a expressão no lado esquerdo desta desigualdade. Considere
as medidas de probabilidade νn e µn definidas em M por:

νn =
1

A

∑

x∈E

eφn(x)δx e µn =

n−1∑

j=0

f j∗νn.

Como o espaço das probabilidades é compacto (Teorema 2.1.5), e lembrando a
definição (10.3.10), podemos escolher uma subequência (nj)j → ∞ tal que

1.
1

nj
logSnj (f, φ, ε) converge para S(f, φ, ε) e

2. µnj converge para alguma probabilidade µ na topologia fraca∗.

Vamos mostrar que tal probabilidade µ é invariante por f e satisfaz (10.4.7).
para facilitar a leitura, dividimos o argumento em quatro passos.

Passo 1: Provamos que µ é invariante. Seja ϕ : M → R uma função cont́ınua
qualquer. Para cada n ≥ 1,
∫
ϕd(f∗µn) =

1

n

n∑

j=1

∫
ϕ ◦ f j dνn =

∫
ϕdµn +

1

n

( ∫
ϕ ◦ fn dνn −

∫
ϕdνn

)

e, por consequência,

∣∣
∫
ϕd(f∗µn) −

∫
ϕdµn

∣∣ ≤ 2

n
sup |ϕ|.

Restringindo a n = nj e passando ao limite quando j → ∞, vemos que∫
ϕdf∗µ =

∫
ϕdµ para toda função cont́ınua ϕ : M → R. Portanto (lembre

a Proposição A.3.3), f∗µ = µ tal como foi afirmado.
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Passo 2: Estimamos a entropia relativamente a νn. Seja P qualquer partição
finita de M tal que diamP < ε e µ(∂P) = 0. A primeira condição implica que
cada elemento de Pn contém no máximo um elemento de E. Por outro lado,
todo elemento de E está contido em algum elemento de Pn, evidentemente.
Logo,

Hνn(Pn) =
∑

x∈E

−νn({x}) log νn({x}) =
∑

x∈E

− 1

A
eφn(x) log

(
1

A
eφn(x)

)

= logA− 1

A

∑

x∈E

eφn(x)φn(x) = logA−
∫
φn dνn

(10.4.9)
(a última igualdade decorre diretamente da definição de νn).

Passo 3: Calculamos a entropia relativamente a µn. Considere 1 ≤ k < n.
Para cada r ∈ {0, . . . , k − 1}, seja qr ≥ 0 o maior número inteiro tal que
r + kqr ≤ n. Em outras palavras, qr = [(n− r)/k]. Então,

Pn = Pr ∨
[ qr−1∨

j=0

f−(kj+r)(Pk)
]
∨ f−(kqr+r)(Pn−(kqr+r))

(o primeiro termo não existe se r = 0 e o terceiro não existe se n = kqr + r).
Portanto,

Hνn(Pn) ≤
qr−1∑

j=0

Hνn(f−(kj+r)(Pk)) +Hνn(Pr) +Hνn(f−(kqr+r)(Pn−(kqr+r))).

Claro que #Pr ≤ (#P)k. Usando o Lema 9.1.3, segue Hνn(Pr) ≤ k log #P .
Pela mesma razão, o último termo na desigualdade anterior também é limitado
por k log #P . Então, usando também a propriedade (9.1.12),

Hνn(Pn) ≤
qr−1∑

j=0

H
f
(kj+r)
∗ νn

(Pk) + 2k log #P (10.4.10)

para todo r ∈ {0, . . . , k− 1}. Agora, é claro que todo número i ∈ {0, . . . , n− 1}
se escreve de maneira única na forma i = kj + r com 0 ≤ j ≤ qr − 1. Então,
somando (10.4.10) sobre todo os valores de r,

kHνn(Pn) ≤
n−1∑

i=0

Hfi
∗
νn

(Pk) + 2k2 log #P . (10.4.11)

A propriedade (9.1.8) de concavidade da função φ(x) = −x log x implica que

1

n

n−1∑

i=0

Hfi
∗
νn

(Pk) ≤ Hµn(Pk).
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Combinando esta desigualdade com (10.4.11), vemos que

1

n
Hνn(Pn) ≤

1

k
Hµn(Pk) +

2k

n
log #P .

Por outro lado, pela definição de µn,

1

n

∫
φn dνn =

1

n

n−1∑

j=0

∫
φ ◦ f j dνn =

∫
φdµn.

Somando com a relação anterior, obtemos

1

n
Hνn(Pn) +

1

n

∫
φn dνn ≤ 1

k
Hµn(Pk) +

∫
φdµn +

2k

n
log #P . (10.4.12)

Passo 4: Traduzimos as estimativas anteriores para a medida limite µ. Com-
binando (10.4.9) e (10.4.12), vem que

1

k
Hµn(Pk) +

∫
φdµn ≥ 1

n
logA− 2k

n
log #P .

Pela escolha de E em (10.4.8), segue que

1

k
Hµn(Pk) +

∫
φdµn ≥ 1

n
logSn(f, φ, ε) −

1

n
log 2 − 2k

n
log #P . (10.4.13)

A escolha da partição P implica que µ(∂Pk) = 0 para todo k ≥ 1, já que

∂Pk ⊂ P ∪ f−1(P) ∪ · · · ∪ f−k+1(P).

Então, µ(P ) = limj µnj (P ) para todo P ∈ Pk e, portanto,

Hµ(Pk) = lim
j
Hµnj

(Pk).

Como a função φ é cont́ınua, também temos
∫
φdµ = limj

∫
φdµnj . Portanto,

restringindo (10.4.13) à subsequência (nj)j e passando ao limite quando j → ∞,

1

k
Hµ(Pk) +

∫
φdµ ≥ S(f, φ, ε).

Passando ao limite quando k → ∞, vem que

hµ(f,P) +

∫
φdµ ≥ S(f, φ, ε).

Agora, fazendo ε→ 0 (e, consequentemente, diamP → 0), obtemos (10.4.7).
Isto completa a demonstração do Prinćıpio Variacional (Teorema 10.4.1).
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10.4.3 Exerćıcios

10.4.1. Seja f : M → M uma aplicação cont́ınua em um espaço métrico com-
pacto M . Verifique que P (f, ϕ) ≤ h(f) + supϕ para toda função cont́ınua
ϕ : M → R.

10.4.2. Se f : M → M é uma transformação cont́ınua em um espaço métrico
compacto e X ⊂ M é um conjunto positivamente invariante, ou seja, tal que
f(X) ⊂ X , então P (f | X,ϕ | X) ≤ P (f, ϕ).

10.4.3. Dê outra demonstração da Proposição 10.3.12, usando o prinćıpio va-
riacional.

10.4.4. Exiba um exemplo de transformação cont́ınua f : M → M em um
espaço métrico não compacto M , tal que f não possui medida invariante mas a
entropia h(f) é positiva. Conclua que o prinćıpio variacional não vale quando
M não é compacto.

10.4.5. Dados números α, β > 0 tais que α+ β < 1, defina

g : [0, α] ∪ [1 − β, 1] → [0, 1] f(x) =

{
x/α se x ∈ [0, α]
(x− 1)/β + 1 se x ∈ [1 − β, 1].

Seja K ⊂ [0, 1] o conjunto de Cantor formado pelos pontos x tais que gn(x)
está definido para todo n ≥ 0 e seja f : K → K a restrição de g. Calcule a
função ψ : R → R dada por ψ(t) = P (f,−t log g′). Verifique que ψ é convexa e
decrescente e admite um (único) zero em (0, 1). Mostre que hµ(f) <

∫
log g′ dµ

para toda probabilidade µ invariante por f .

10.4.6. Seja f : M → M uma transformação cont́ınua em um espaço métrico
compacto, tal que o conjunto das medidas invariantes ergódicas é finito. Mostre
que todo potencial cont́ınuo ϕ : M → R admite algum estado de equiĺıbrio.

10.5 Estados de equiĺıbrio

Seja f : M → M uma transformação cont́ınua num espaço métrico compacto.
Uma medida invariante de probabilidade µ é dita um estado de equiĺıbrio para
um potencial φ : M → M se ela realiza o supremo no prinćıpio variacional, ou
seja, se

hµ(f) +

∫
φdµ = P (φ, f) = sup{hν(f) +

∫
φdν : ν ∈ M(f)}.

No caso particular φ ≡ 0 também dizemos que µ é uma medida de máxima
entropia. Nesta seção estudamos as propriedades fundamentais do conjunto
E(f, φ) dos estados de equiĺıbrio. Comecemos por alguns exemplos simples.



342 CAPÍTULO 10. PRINCÍPIO VARIACIONAL

Exemplo 10.5.1. Se f : M → M tem entropia topológica nula, toda proba-
bilidade invariante µ é medida de máxima entropia, já que hµ(f) = 0 = h(f).
Para um potencial qualquer φ : M → R,

P (f, φ) = sup{
∫
φdν : ν ∈ M(f)}.

Logo, ν é estado de equiĺıbrio se, e somente se, ν maximiza a integral de φ.
Como a função ν 7→

∫
φdν é cont́ınua e M(f) é compacto, relativamente à

topologia fraca∗, máximos existem para todo potencial φ.

Exemplo 10.5.2. Seja fA : M → M o endomorfismo linear induzido no toro
Td por alguma matriz invert́ıvel A com coeficientes inteiros. Seja µ a medida
de Haar em Td. Pelas Proposições 9.4.3 e 10.2.9,

hµ(fA) =
d∑

i=1

log+ |λi| = h(f)

onde λ1, . . . , λd são os autovalores de A. Em particular, a medida de Haar é
medida de máxima entropia para f .

Exemplo 10.5.3. Seja σ : Σ → Σ o deslocamento em Σ = {1, . . . , d}N e seja
µ a medida de Bernoulli dada por um vetor de probabilidade p = (p1, . . . , pd).
Como vimos no Exemplo 9.1.10,

hµ(σ,P) = lim
n

1

n
Hµ(Pn) =

d∑

i=1

−pi log pi.

Deixamos a cargo do leitor (Exerćıcio 10.5.1) verificar que esta função atinge
o seu máximo exatamente quando os pi são todos iguais a 1/d. Além disso,
nesse caso hµ(σ) = log d. Lembre também que (Exemplo 10.1.2) h(σ) = log d.
Portanto, a medida de Bernoulli dada pelo vetor p = (1/d, . . . , 1/d) é a única
medida de máxima entropia entre todas as medidas de Bernoulli. De fato,
segue da teoria que desenvolveremos no Caṕıtulo 12, que ela é a única medida
de máxima entropia entre todas as medidas invariantes.

Começamos com a seguinte extensão do Prinćıpio Variacional:

Proposição 10.5.4. Para todo potencial φ : M → R,

P (f, φ) = sup{hµ(f) +

∫
φdµ : µ invariante e ergódica para f}.

Demonstração. Considere o funcional definido Ψ : M1(f) → R definido por
Ψ(µ) = hµ(f)+

∫
φdµ. Para cada probabilidade invariante µ, seja {µP : P ∈ P}

a respectiva decomposição ergódica. Segue do Teorema 9.6.2 que

Ψ(µ) =

∫
Ψ(µP ) dµ̂(P ). (10.5.1)
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Esta relação implica que o supremo de Ψ sobre todas as probabilidades invari-
antes é menor ou igual que o supremo de Ψ sobre as probabilidades invariantes
e ergódicas. Como a desigualdade oposta é trivial, segue que os dois supremos
são iguais. Pelo prinćıpio variacional (Teorema 10.4.1), o supremo de Ψ sobre
todas as probabilidades invariantes é igual a P (f, φ). A conclusão da proposição
segue imediatamente destas observações.

Proposição 10.5.5. Suponha que h(f) < ∞. Então o conjunto dos estados
de equiĺıbrio para qualquer potencial φ : M → R é um subconjunto convexo de
M(f): mais precisamente, dado t ∈ (0, 1) e dadas µ1, µ2 ∈ M(f),

(1 − t)µ1 + tµ2 ∈ E(f, φ) ⇔ {µ1, µ2} ⊂ E(f, φ).

Além disso, uma probabilidade invariante µ está em E(f, φ) se, e somente se,
quase toda componente ergódica de µ está em E(f, φ).

Demonstração. A hipótese de que a entropia topológica é finita assegura que
P (f, φ) < ∞ para todo potencial φ, como vimos em (10.3.7). Consideremos o
funcional Ψ(µ) = hµ(f) +

∫
φdµ introduzido na prova da proposição anterior.

Pela Proposição 9.6.1, este funcional é linear convexo:

Ψ((1 − t)µ1 + tµ2) = (1 − t)Ψ(µ1) + tΨ(µ2)

para todo t ∈ (0, 1) e quaisquer µ1, µ2 ∈ M(f). Então Ψ((1− t)µ1 + tµ2) é igual
ao supremo de Ψ se, e somente se, Ψ(µ1) e Ψ(µ2) são iguais a esse supremo.
Isto prova a primeira parte da proposição. A prova da segunda parte é análoga:
a relação (10.5.1) dá que Ψ(µ) = sup Ψ se, e somente se, Ψ(µP ) = sup Ψ para
µ̂-quase todo P .

Corolário 10.5.6. Se E(f, φ) é não vazio então ele contém probabilidades in-
variantes ergódicas. Além disso, os elementos extremais do convexo E(f, φ) são
precisamente as medidas ergódicas contidas nele.

Demonstração. Para provar a primeira afirmação basta considerar as compo-
nentes ergódicas de qualquer elemento de E(f, φ). Passemos a provar a segunda
afirmação. Se µ ∈ E(f, φ) é ergódica então (Proposição 4.3.2) µ é um elemento
extremal de M(f). Com maior razão, µ é um elemento extremal de E(f, φ).
Reciprocamente, se µ ∈ E(f, φ) não é ergódica então podemos escrever

µ = (1 − t)µ1 + tµ2, com 0 < t < 1 e µ1, µ2 ∈ M(f).

Pela Proposição 10.5.5 temos que µ1, µ2 ∈ E(f, φ) e, portanto, µ não é elemento
extremal do conjunto E(f, φ).

Em geral, o conjunto dos estados de equiĺıbrio pode ser vazio. O primeiro
exemplo foi dado por Gurevič. A construção que apresentamos a seguir está no
livro de Walters [Wal82]:
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Exemplo 10.5.7. Seja fn : Mn → Mn uma sequência de homeomorfismos em
espaços métricos compactos tal que a sequência (h(fn))n é crescente e limitada.
A ideia é construir um espaço métrico M e um homeomorfismo f : M → M
com as seguintes caracteŕısticas:

• M é a união de todos os Mn com um ponto adicional, que representamos
por ∞, com uma função distância tal que (Mn)n converge para ∞.

• f fixa o ponto ∞ e a sua restrição a cada Mn coincide com fn.

Veremos então que f : M →M não tem nenhuma medida de máxima entropia.
Pela Proposição 10.5.5, basta mostrar que nenhuma probabilidade invariante e
ergódica realiza h(f).

Passemos aos detalhes. Seja dn a distância em cada espaço métrico Mn. Não
é restrição supor que dn ≤ 1 para todo n. Defina M = ∪nMn∪{∞} e considere
a distância d definida em M por:

d(x, y) =






n−2dn(x, y) se x ∈ Xn e y ∈ Xn com n ≥ 1∑m
i=n i

−2 se x ∈ Xn e y ∈ Xm com n ≤ m∑∞
i=n i

−2 se x ∈ Xn e y = ∞.

Deixamos ao cuidado do leitor verificar que d é realmente uma distância em M
e que (M,d) é um espaço compacto. Seja β = supn h(fn). Como os conjuntos
{∞} e Mn, n ≥ 1 são invariantes e cobrem todo o M , qualquer probabilidade
ergódica µ de f satisfaz µ({∞}) = 1, ou então µ(Mn) = 1 para algum n ≥ 1.
No primeiro caso, hµ(f) = 0. No segundo, µ pode ser vista como uma probabi-
lidade invariante de fn e, portanto, hµ(f) ≤ h(fn). Em particular, hµ(f) < β
para toda probabilidade µ invariante e ergódica para f . A observação anterior
também mostra que

sup{hµ(f) : µ invariante e ergódica para f}
= sup

n
sup{hµ(f) : µ invariante e ergódica para fn}.

De acordo com a Proposição 10.5.4, isto significa que h(f) = supn h(fn) = β.
Desta forma, fica provado que nenhuma medida invariante e ergódica de f realiza
a entropia topológica.

Mas existe uma classe ampla de transformações para as quais a existência
de estados de equiĺıbrio está garantida para todo potencial:

Lema 10.5.8. Se a função entropia de f é semicont́ınua superiormente então
E(f, φ) é compacto (na topologia fraca∗) e não vazio, para qualquer potencial φ.

Demonstração. Seja (µn)n uma sequência em M(f) tal que

hµn(f) +

∫
φdµn converge para P (f, φ).
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Por compacidade de M1(f) (Teorema 2.1.5), a sequência admite algum ponto de
acumulação µ. A semicontinuidade da entropia, juntamente com a continuidade
da integral, implica que

hµ(f) +

∫
φdµ ≥ lim inf

n
hµn(f) +

∫
φdµn = P (f, φ).

Portanto, µ é um estado de equiĺıbrio, tal como afirmado. Analogamente, to-
mando uma sequência qualquer (νn)n em E(f, φ) vemos que qualquer ponto de
acumulação ν é um estado de equiĺıbrio. Isto mostra que E(f, φ)é fechado e,
consequentemente, compacto.

Corolário 10.5.9. Suponha que f : M → M é uma transformação cont́ınua
expansiva num espaço métrico compacto M . Então todo potencial φ : M → R
admite algum estado de equiĺıbrio.

Demonstração. Basta combinar o Corolário 9.2.15 com o Lema 10.5.8.

A unicidade é um problema mais complexo. É muito fácil exibir trans-
formações com infinitos estados de equiĺıbrio ergódicos. Por exemplo, seja
f : S1 → S1 um homeomorfismo do ćırculo com infinitos pontos fixos. As medi-
das de Dirac suportadas nesses pontos são probabilidades invariantes ergódicas.
Como a entropia topológica h(f) é igual a zero, essas medidas são estados de
equiĺıbrio para todo potencial que atinja o seu máximo nesses pontos (Exem-
plo 10.5.1).

No entanto este tipo de exemplo é trivial, porque a transformação não é
transitiva. É natural perguntar se uma propriedade de indivisibilidade, tal como
transitividade ou mistura topológica, garante unicidade do estado de equiĺıbrio.
Resulta que isso não é verdade. O primeiro contra-exemplo (chamado deslo-
camento de Dyck) foi exibido por Krieger [Kri75]. A seguir apresentaremos
uma construção particularmente transparente e flex́ıvel, devida a Haydn [Hay].
Outros exemplos interessantes foram estudados por Hofbauer [Hof77].

Exemplo 10.5.10 (Deslocamento verde e amarelo). Tome X = {0, 1, 2, 3, 4} e
considere os subconjuntos V = {1, 2} (śımbolos verdes) e A = {3, 4} (śımbolos
amarelos). Vamos exibir um compacto H ⊂ XZ invariante pelo deslocamento
em XZ e tal que a restrição σ : H → H é topologicamente misturadora e admite
duas medidas invariantes mutuamente singulares, µv e µa, tais que

hµv (σ) = hµa(σ) = log 2 = h(σ).

Passemos a descrever o exemplo. Por definição, H = V Z ∪AZ ∪H0, onde H0

está formado pelas sequências x ∈ XZ que satisfazem a seginte regra: sempre
que um bloco com m śımbolos de uma dada cor, verde ou amarela, é seguido
por um bloco com n śımbolos da outra cor, amarela ou verde, os dois estão
separados por um bloco formado por, pelo menos, m + n zeros. Em outras
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palavras, são admitidas as seguintes configurações nas sequências x ∈ H0:

x =(. . . , 0, v1, . . . , vm, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, a1, . . . , an, 0 . . . ) ou

x =(. . . , 0, a1, . . . , am, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, v1, . . . , vn, 0 . . . )

com vi ∈ V , aj ∈ A e k ≥ m + n. Observe que uma sequência x ∈ H0 pode
começar e/ou terminar com um bloco infinito de zeros mas não pode começar
nem terminar com um bloco infinito de uma dada cor (verde ou amarela). É
claro que H é invariante pelo deslocamento. Haydn [Hay] provou que (veja o
Exerćıcio 10.5.6):

(a) o deslocamento σ : H → H é topologicamente misturador;

(b) h(σ) = log 2.

Sabemos que V Z e AZ suportam medidas de Bernoulli µv e µa com entropia
igual a log 2. Então µv e µa são medidas de máxima entropia para σ : H → H
e são mutuamente singulares.

Claramente, esta construção pode ser modificada para obter sistemas com
qualquer número de medidas ergódicas de máxima entropia. Haydn [Hay]
também mostrou como adaptá-la para construir exemplos de multiplicidade de
estados de equiĺıbrio para outros potenciais.

Nos Caṕıtulos 11 e 12 estudaremos uma classe de transformações, chama-
das expansoras, para as quais tem-se unicidade do estado de equiĺıbrio para
todo potencial Hölder. Em particular, essas transformações são intrinsecamente
ergódicas, isto é, elas admitem uma única medida de máxima entropia.

10.5.1 Exerćıcios

10.5.1. Mostre que, entre as medidas de Bernoulli do deslocamento σ : Σ → Σ
no espaço Σ = {1, . . . , d}Z, a de maior entropia é dada pelo vetor de probabili-
dade (1/d, . . . , 1/d).

10.5.2. Seja σ : Σ → Σ o deslocamento em Σ = {1, . . . , d}Z e seja φ um
potencial localmente constante em Σ (ou seja, φ é constante em cada cilindro
[0; i]). Calcule P (f, φ) e mostre que existe algum estado de equiĺıbrio que é uma
medida de Bernoulli.

10.5.3. Seja σ : Σ → Σ o deslocamento em Σ = {1, . . . , d}N. Dizemos que
uma probabilidade invariante µ é um estado de Gibbs para um potencial ϕ
relativamente a σ se existem P ∈ R e K > 0 tais que

K−1 ≤ µ(C)

exp(ϕn(x) − nP )
≤ K (10.5.2)

para todo cilindro C = [0; i0, . . . , in−1] e qualquer x ∈ C. Prove que se µ é
um estado de Gibbs então hµ(σ) +

∫
ϕdµ é igual à constante P em (10.5.2).
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Portanto, µ é um estado de equiĺıbrio se, e somente se, P = P (σ, ϕ). Prove
que para cada escolha da constante P existe no máximo um estado de Gibbs
ergódico.

10.5.4. Sejam f : M →M uma transformação cont́ınua em um espaço métrico
compacto e φ : M → R uma função cont́ınua. Se µ é um estado de equiĺıbrio
para φ, então o funcional Fµ : C0(M) → R definido por Fµ(ψ) =

∫
ψ dµ é tal

que Fµ(ψ) ≤ P (f, φ + ψ) − P (f, φ) para todo ψ ∈ C0(M). Conclua que se a
função pressão P (f, ·) : C0(M) → R é derivável em todas as direções num ponto
φ, então φ admite no máximo um estado de equiĺıbrio.

10.5.5. Sejam f : M →M uma transformação cont́ınua em um espaço métrico
compacto. Mostre que o subconjunto das funções φ ∈ C0(M) para as quais
existe um único estado de equiĺıbrio é residual em C0(M).

10.5.6. Verifique as afirmações (a) e (b) do Exemplo 10.5.10.
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Caṕıtulo 11

Transformações Expansoras

As transformações f : M → M que estudaremos nos dois caṕıtulos finais deste
livro têm como propriedade caracteŕıstica expandirem distâncias entre pontos
próximos: elas são tais que existe uma constante σ > 1 tal que

d(f(x), f(y)) ≥ σd(x, y)

sempre que a distância entre os pontos x e y é pequena (daremos a definição pre-
cisa daqui a pouco). Esta classe de transformações tem um papel fundamental
na teoria, por diversas razões.

Por um lado, como veremos, as transformações expansoras exibem um com-
portamento dinâmico muito rico, tanto do ponto de vista métrico e topológico
quanto do ponto de vista ergódico. Desta forma, elas nos fornecem um contexto
natural e interessante para implementar muitas das ideias e métodos que foram
introduzidos ao longo do texto. Por outro lado, as transformações expansoras
permitem estabelecer paradigmas que são úteis para comprender muitos outros
sistemas, tecnicamente mais complexos.

Um caso particular importante são as transformações diferenciáveis em va-
riedades, caracterizadas pelo fato de que

‖Df(x)v‖ ≥ σ‖v‖
para todo x ∈M e todo vetor v tangente a M no ponto x. Focaremos este caso
na Seção 11.1. O principal resultado (Teorema 11.1.2) é que, sob a hipótese de
que o jacobiano detDf é Hölder, a transformação f admite uma única probabi-
lidade invariante absolutamente cont́ınua relativamente à medida de Lebesgue.
Além disso, essa probabilidade é ergódica e positiva nos abertos de M .

Na Seção 11.2 estenderemos a noção de transformação expansora para es-
paços métricos e daremos uma descrição global da dinâmica topológica dessas
transformações baseada no estudo dos seus pontos periódicos. O principal ob-
jetivo é mostrar que a dinâmica global sempre pode ser reduzida ao caso topo-
logicamente exato (Teoremas 11.2.15). Na Seção 11.3 complementaremos essa
análise mostrando que a entropia topológica destas transformações está dada
pela taxa de crescimento do número de pontos periódicos.

349
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No Caṕıtulo 12 prosseguiremos este estudo do ponto de vista ergódico, desen-
volvendo o chamado formalismo termodinâmico das transformações expansoras.

11.1 Transformações expansoras em variedades

Seja M uma variedade compacta e seja f : M →M uma transformação de classe
C1. Dizemos que f é expansora se existe σ > 1 e alguma métrica Riemanniana
em M tal que

‖Df(x)v‖ ≥ σ‖v‖ para todo x ∈M e todo v ∈ TxM . (11.1.1)

Em particular, f é um difeomorfismo local: a condição (11.1.1) implica que
Df(x) é um isomorfismo para todo x ∈ M . No que segue chamaremos medida
de Lebesgue emM à medida de volumem induzida por tal métrica Riemanniana.
A escolha precisa da métrica não será muito importante, uma vez que as medidas
de volume associadas a distintas métricas Riemannianas são todas equivalentes.

Exemplo 11.1.1. Seja fA : Td → Td o endomorfismo linear do toro induzido
por uma matriz invert́ıvel A com coeficientes inteiros. Suponha que todos os
autovalores λ1, . . . , λd de F têm módulo maior que 1. Então, dado qualquer
1 < σ < infi |λi|, existe um produto interno em Rd relativamente ao qual
‖Av‖ ≥ σ‖v‖. (Suponha que os autovalores são reais. Considere uma base de
Rd que coloca A em forma canônica de Jordan: A = D+εN comD diagonal e N
nilpotente. O produto interno relativamente ao qual essa base é ortonormal tem
a propriedade requerida, se ε > 0 é suficientemente pequeno. O leitor não terá
dificuldade para estender este argumento ao caso em que existem autovalores
complexos.) Isto mostra que a transformação fA é expansora.

É claro da definição que toda transformação que esteja suficientemente pró-
xima, na topologia C1, de uma transformação expansora ainda é expansora.
Portanto, a observação no Exemplo 11.1.1 fornece todo um aberto de exemplos
de transformações expansoras. Um resultado clássico de Michael Shub [Shu69]
afirma que vale uma espécie de rećıproca: toda transformação expansora no toro
Td é topologicamente conjugada a um endomorfismo linear expansor fA.

Dada uma probabilidade invariante µ, chamamos bacia de µ o conjunto B(µ)
dos pontos x ∈M tais que

lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

ϕ(f j(x)) =

∫
ϕdµ

para toda função cont́ınua ϕ : M → R. Note que a bacia sempre é um conjunto
invariante. Se µ é ergódica, então B(µ) tem µ-medida total (Exerćıcio 4.1.5).

Teorema 11.1.2. Seja f : M →M uma transformação diferenciável expansora
numa variedade compacta conexa M . Suponha que o jacobiano x 7→ detDf(x)
é Hölder. Então f admite uma única probabilidade invariante µ absolutamente
cont́ınua com relação à medida de Lebesgue m. Além disso, µ é ergódica, o
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seu suporte coincide com M e a sua bacia tem medida de Lebesgue total na
variedade.

A estratégia da demonstração do Teorema 11.1.2 é a seguinte. É fácil ver
(Exerćıcio 11.1.1) que a pré-imagem por f de um conjunto com medida de
Lebesgue m nula também tem medida de Lebesgue nula. Isto significa que a
imagem f∗ν por f de qualquer medida ν absolutamente cont́ınua com relação
a m também é absolutamente cont́ınua com relação a m. Em particular, a n-
ésima imagem fn∗m é sempre absolutamente cont́ınua com relação à medida de
Lebesgue m.

Provaremos na Proposição 11.1.7 que a densidade (ou seja, a derivada de
Radon-Nikodym) de cada fn∗m com relação a m é limitada por uma constante
independente de n ≥ 1. Deduziremos desse fato que todo ponto de acumulação,
na topologia fraca∗, da sequência

1

n

n−1∑

j=0

f j∗m

é uma probabilidade invariante absolutamente cont́ınua com relação à medida
de Lebesgue, com densidade limitada pela mesma constante.

Um argumento adicional provará que tal ponto de acumulação é único e que
ele satisfaz todas as propriedades no enunciado do teorema.

11.1.1 Lema de distorção

Dando ińıcio à demonstração do Teorema 11.1.2, provaremos o seguinte fato ele-
mentar (note que a condição (11.1.1) significa que no caso de uma transformação
expansora podemos tomar σ > 1):

Lema 11.1.3. Seja f : M → M um difeomorfismo local numa variedade Rie-
manniana compacta e seja σ > 0 um minorante para a conorma ‖Df−1‖−1 da
derivada de f . Então existe k ≥ 1 tal que todo ponto y ∈ M tem exatamente k
pré-imagens por f . Além disso, existe ρ > 0 tal que, para qualquer pré-imagem
x de um ponto y ∈ M , existe uma aplicação h : B(y, ρ) → M de classe C1 tal
que f ◦ h = id , h(y) = x e

d(h(y1), h(y2)) ≤ σ−1 d(y1, y2) para todo y1, y2 ∈ B(y, ρ). (11.1.2)

Demonstração. Como a derivada Df é um isomorfismo em todo ponto, dado
qualquer x ∈ M existe ρ > 0 tal que f envia alguma vizinhança V (x) de x
difeomorficamente sobre a bola de raio ρ em torno de y = f(x). Por compaci-
dade, podemos tomar ρ independente de x (Exerćıcio 11.2.3). Então o número
de pré-imagens de qualquer y ∈M deve ser limitado. Logo, existe n ≥ 1 tal que

Bn = {y ∈M : #f−1(y) = n}

é não vazio. Como este conjunto é aberto e fechado e M é conexo, segue que
Bn = M . Em outras palavras, todos os pontos têm exatamente n pré-imagens.
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Finalmente, seja h = (f | V (x))−1. Então ‖Dh(z)‖ = ‖Df(h(z))−1‖ ≤ σ−1

para todo z no domı́nio de h. Pelo teorema da média, isto implica que h verifica
a propriedade (11.1.2).

Transformações h como neste enunciado são chamadas ramos inversos de f .
O número k = #f−1(y) de pré-imagens de um ponto qualquer de M é chamado
grau da aplicação.

Agora suponha que f é uma transformação expansora. Conforme já observa-
mos, neste caso podemos tomar σ > 1. Então, a propriedade (11.1.2) significa
que os ramos inversos são contrações, com taxa uniforme de contração. Em
particular, podemos definir ramos inversos hn de qualquer iterado fn, n ≥ 1,
da seguinte forma. Dado y ∈M e x ∈ f−n(y), sejam h1, . . . , hn ramos inversos
de f com

hj(f
n−j+1(x)) = fn−j(x)

para todo 1 ≤ j ≤ n. Como cada hj é uma contração, a sua imagem está contida
numa bola de raio menor que ρ em torno de fn−j(x). Então hn = hn ◦ · · · ◦ h1

está bem definida na bola de raio ρ em torno de y. É claro que fn ◦ hn = id e
hn(y) = x. Além disso, cada hn é uma contração:

d(hn(y1), h
n(y2)) ≤ σ−n d(y1, y2) para todo y1, y2 ∈ B(y, ρ).

Lema 11.1.4. Se f : M → M é uma transformação expansora C1 numa
variedade compacta então f é expansiva.

Demonstração. Pelo Lema 11.1.3, existe ρ > 0 tal que, para qualquer pré-
imagem x de um ponto y ∈M , existe uma aplicação h : B(y, ρ) →M de classe
C1 tal que f ◦ h = id e h(y) = x e

d(h(y1), h(y2)) ≤ σ−1 d(y1, y2) para todo y1, y2 ∈ B(y, ρ).

Assim, se d(fn(x), fn(y)) ≤ ρ para todo n ≥ 0 então

d(x, y) ≤ σ−n d(fn(x), fn(y)) ≤ σ−nρ,

o que implica imediatamente que x = y.

O próximo resultado fornece um bom controle da distorção de iterados de
f e seus ramos inversos, que é crucial para a demonstração do Teorema 11.1.2.
Este é o único lugar da demonstração onde se usa a hipótese de que o jacobiano
x 7→ detDf(x) é Hölder. Note que, uma vez que f é um difeomorfismo local e M
é compacta, o jacobiano é limitado de zero e de infinito. Portanto, o logaritmo
log | detDf | também é Hölder: existem C0 > 0 e ν > 0 tais que
∣∣ log | detDf(x)| − log | detDf(y)|

∣∣ ≤ C0d(x, y)
ν para quaisquer x, y ∈M .

Proposição 11.1.5 (Lema de distorção). Existe C1 > 0 tal que, dado qualquer
n ≥ 1, qualquer y ∈ M , e qualquer ramo inverso hn : B(y, ρ) → M de fn,
tem-se

log
| detDhn(y1)|
| detDhn(y2)|

≤ C1d(y1, y2)
ν ≤ C1(2ρ)

ν

para todo y1, y2 ∈ B(y, ρ).
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Demonstração. Escrevemos hn como composição hn = hn ◦ · · · ◦ h1 de ramos
inversos de f . Também escrevemos hi = hi ◦ · · · ◦ h1 para 1 ≤ i < n, bem como
h0 = id . Então

log
| detDhn(y1)|
| detDhn(y2)|

=

n∑

i=1

log | detDhi(h
i−1(y1))| − log | detDhi(h

i−1(y2))| .

Note que log | detDhi| = − log | detDf | ◦ hi e que, pelo Lema 11.1.3, cada hj é
uma σ−1-contração. Logo,

log
| detDhn(y1)|
| detDhn(y2)|

≤
n∑

i=1

C0 d(h
i(y1), h

i(y2))
ν ≤

n∑

i=1

C0 σ
−iνd(y1, y2)

ν .

Portanto, para provar o lema basta tomar C1 = C0

∑∞
i=1 σ

−iν .

O significado geométrico desta proposição fica ainda mais transparente no
seguinte corolário:

Corolário 11.1.6. Existe C2 > 0 tal que, para todo y ∈M e quaisquer conjun-
tos mensuráveis B1, B2 ⊂ B(y, ρ),

1

C2

m(B1)

m(B2)
≤ m(hn(B1))

m(hn(B2))
≤ C2

m(B1)

m(B2)
.

Demonstração. Tome C2 = exp(2C1(2ρ)
ν). Segue da Proposição 11.1.5 que

m(hn(B1)) =

∫

B1

| detDhn| dm ≤ exp(C1(2ρ)
ν)| detDhn(y)|m(B1) e

m(hn(B1)) =

∫

B1

| detDhn| dm ≥ exp(−C1(2ρ)
ν)| detDhn(y)|m(B2)

Dividindo as duas desigualdades, vem que

m(hn(B1))

m(hn(B2))
≤ C2

m(B1)

m(B2)
.

Invertendo os papéis de B1 e B2 obtemos a outra desigualdade.

O próximo resultado, que é uma consequência do lema de distorção, mostra
que as imagens fn∗m têm densidades uniformemente limitadas:

Proposição 11.1.7. Existe C2 > 0 tal que (fn∗m)(B) ≤ C2m(B) para todo
conjunto mensurável B ⊂M e todo n ≥ 1.

Demonstração. Podemos, sem restrição, supor que B está contido em alguma
bola B0 = B(z, ρ) de raio ρ centrada em algum ponto z ∈ M . Usando o
Corolário 11.1.6 vemos que

m(hn(B))

m(hn(B0))
≤ C2

m(B)

m(B0)
,
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para todo ramo inverso hn de fn no ponto z. Além disso, também temos que
(fn∗m)(B) = m(f−n(B)) é a soma de m(hn(B)) sobre todos os ramos inversos,
e analogamente para B0. Deste modo, obtemos que

(fn∗m)(B)

(fn∗m)(B0)
≤ C2

m(B)

m(B0)
.

Claro que (fn∗m)(B0) ≤ (fn∗m)(M) = 1. Além disso, a medida de Lebesgue das
bolas com um raio fixado ρ está limitada de zero por alguma constante α0 > 0
que só depende de ρ. Então, para obter a conclusão da proposição basta tomar
C2 = exp(C1(2ρ)

ν)/α0.

Também precisamos do resultado auxiliar enunciado a seguir. Lembre que,
dada uma função ϕ e uma medida ν, representamos por ϕν a medida definida
por (ϕν)(B) =

∫
B
ϕdν.

Lema 11.1.8. Seja ν uma probabilidade num espaço métrico compacto X, e
seja ϕ : X → [0,+∞) uma função integrável com respeito a ν. Seja µi, i ≥ 1,
uma sequência de probabilidades em X convergindo para uma probabilidade µ
na topologia fraca∗. Se µi ≤ ϕν para todo i ≥ 1 então µ ≤ ϕν.

Demonstração. Seja B um conjunto mensurável qualquer. Para cada ε > 0,
seja Kε um subconjunto compacto de B tal que µ(B \ Kε) e (ϕν)(B \ Kε)
são ambos menores que ε. Então seja Aε uma vizinhança aberta de Kε da
forma Aε = {z : d(z,Kε) < r}, com r > 0 suficientemente pequeno para
que a medida de Aε \ Kε seja menor que ε, tanto para µ como para ϕν. O
conjunto dos valores de r para os quais o bordo de Aε tem µ-medida positiva é
finito ou enumerável (Exerćıcio A.3.2). Logo, a menos de mudar r ligeiramente,
se necessário, podemos supor que o bordo de Aε tem medida zero. Então,
µ = limµi implica µ(Aε) = limµi(Aε) ≤ (ϕν)(Aε). Fazendo ε → 0 obtemos
que µ(B) ≤ (ϕν)(B).

Aplicando este lema na nossa situação, obtemos

Corolário 11.1.9. Todo ponto de acumulação µ da sequência n−1
∑n−1

j=0 f
j
∗m

é uma probabilidade invariante para f absolutamente cont́ınua com relação à
medida de Lebesgue.

Demonstração. Tomemos ϕ constante igual a C2 e ν = m. Tomemos também
µi = n−1

i

∑ni−1
j=0 f j∗m, para qualquer subsequência (ni)i tal que (µi)i converge

para uma medida µ. A Proposição 11.1.7 garante que µi ≤ ϕν. Então também
temos µ ≤ ϕν = C2m, pelo Lema 11.1.8. Isto implica que µ ≪ m, com
densidade limitada por C2 .

11.1.2 Existência de medidas ergódicas

Agora vamos mostrar que a medida µ que acabamos de construir é a única pro-
babilidade invariante absolutamente cont́ınua com relação à medida de Lebesgue
e, além disso, é ergódica para f .
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Começamos por fixar uma partição P0 = {U1, . . . , Us} de M em regiões com
interior não vazio e diâmetro menor que ρ. Então, para cada n ≥ 1, definimos
Pn como sendo a partição de M que consiste das imagens de cada um dos Ui,
1 ≤ i ≤ s, pelos respectivos ramos inversos de fn. O diâmetro da partição Pn,
ou seja, o supremo dos diâmetros dos seus elementos, é menor que ρσ−n.

Lema 11.1.10. Seja Pn, n ≥ 1, uma sequência de partições num espaço
métrico compacto, com diâmetros convergindo para zero quando n → ∞. Seja
ν uma probabilidade nesse espaço, e seja B qualquer conjunto mensurável com
ν(B) > 0. Então existem Vn ∈ Pn, para n ≥ 1, tais que

ν(Vn) > 0 e
ν(B ∩ Vn)
ν(Vn)

→ 1 quando n→ ∞.

Demonstração. Dado qualquer 0 < ε < ν(B), seja Kε um subconjunto com-
pacto de B com ν(B \Kε) < ε. Como o diâmetro das partições converge para
zero, a medida da união Kε,n de todos os elementos de Pn que intersectam Kε

satisfaz ν(Kε,n \Kε) < ε para todo n suficientemente grande. Suponha que

ν(Kε ∩ Vn) ≤
ν(B) − ε

ν(B) + ε
ν(Vn)

para todo Vn ∈ Pn que intersecta Kε. Seguiria que

ν(Kε) ≤
∑

Vn

ν(Kε ∩ Vn) ≤
∑

Vn

ν(B) − ε

ν(B) + ε
ν(Vn) =

ν(B) − ε

ν(B) + ε
ν(Kε,n)

≤ ν(B) − ε

ν(B) + ε
(ν(Kε) + ε) ≤ ν(B) − ε < ν(Kε).

Esta contradição mostra que deve existir algum Vn ∈ Pn tal que

ν(Vn) ≥ ν(B ∩ Vn) ≥ ν(Kε ∩ Vn) >
ν(B) − ε

ν(B) + ε
ν(Vn)

e isto implica ν(Vn) > 0. Fazendo ε→ 0 obtemos a conclusão do lema.

Nos enunciados a seguir, diremos que um conjunto mensurável A ⊂ M é
invariante por f : M → M se f−1(A) = A a menos de conjunto com medida
de Lebesgue nula. Usaremos o fato (Exerćıcio 11.1.1) de que se A é conjunto
invariante então f(A) = A a menos de conjunto com medida de Lebesgue nula.

Lema 11.1.11. Se A ⊂ M é um conjunto invariante para f com medida de
Lebesgue positiva, então A tem medida de Lebesgue total em algum Ui ∈ P0, ou
seja, existe 1 ≤ i ≤ s tal que m(Ui \A) = 0.

Demonstração. Pelo Lema 11.1.10, podemos escolher Vn ∈ Pn de tal forma que
m(Vn \A)/m(Vn) converge para zero quando n → ∞. Seja Ui(n) = fn(Vn).
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Pela Proposição 11.1.5 aplicada ao ramo inverso de fn que envia Ui(n) em Vn,
conclúımos que

m(Ui(n) \A)

m(Ui(n))
≤ m(fn(Vn \A))

m(fn(Vn))
≤ exp

(
C1(2ρ)

ν
)m(Vn \A)

m(Vn)

também converge para zero. Como P0 é finito, deve existir 1 ≤ i ≤ s tal que
i(n) = i para infinitos valores de n. Então, m(Ui \A) = 0.

Corolário 11.1.12. A transformação f : M →M admite alguma probabilidade
invariante ergódica e absolutamente cont́ınua com relação à medida de Lebesgue.

Demonstração. Segue do lema anterior que existem no máximo s = #P0 conjun-
tos invariantes com medida de Lebesgue positiva disjuntos dois-a-dois. Portanto,
M pode ser particionado num número finito de conjuntos invariantesA1, . . . , Ar,
r ≤ s com medida de Lebesgue positiva e que são minimais, no sentido de que
não existem subconjuntos invariantes Bi ⊂ Ai satisfazendo 0 < m(Bi) < m(Ai).
Dada qualquer medida invariante absolutamente cont́ınua µ, existe algum i tal
que µ(Ai) > 0. Então a restrição normalizada

µi(B) =
µ(B ∩Ai)
µ(Ai)

de µ a cada Ai é invariante e absolutamente cont́ınua. Além disso, µi é ergódica,
porque Ai é minimal.

11.1.3 Unicidade e conclusão da prova

O argumento anterior também mostra que existe apenas um número finito de
probabilidades ergódicas e absolutamente cont́ınuas. O último passo da demons-
tração é mostrar que, de fato, tal probabilidade é única. Para isso usamos o
fato de que f é topologicamente exata:

Lema 11.1.13. Dado qualquer aberto não vazio U ⊂ M , existe N ≥ 1 tal que
fN(U) = M .

Demonstração. Seja x ∈ U e r > 0 tais que a bola de raio r centrada em
x está contida em U . Dado qualquer n ≥ 1, suponha que fn(U) não cobre
toda a variedade. Então existe alguma curva γ ligando fn(x) a um ponto
y ∈ M \ fn(U), e essa curva pode ser tomada com comprimento menor que
diamM + 1. Levantando γ pelo difeomorfismo local fn, obtemos uma curva γn
ligando x a um ponto yn ∈ M \ U . Então r ≤ comp(γn) ≤ σ−n(diamM + 1).
Isto dá uma cota superior para o valor posśıvel de n. Logo, fn(U) = M para
todo n suficientemente grande, como afirmamos.

Corolário 11.1.14. Se A ⊂ M é um conjunto invariante com medida de Le-
besgue positiva, então A tem medida de Lebesgue total na variedade M .
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Demonstração. Seja U o interior de um conjunto Ui como no Lema 11.1.11, e
seja N ≥ 1 tal que fN(U) = M . Então m(U \ A) = 0, e portanto M \ A =
fN(U) \ fN (A) ⊂ fN(U \ A) também tem medida de Lebesgue zero, pois f é
difeomorfismo local.

O próximo enunciado completa a demonstração do Teorema 11.1.2:

Corolário 11.1.15. Seja µ qualquer probabilidade invariante absolutamente
cont́ınua. Então µ é ergódica e a sua bacia B(µ) tem medida de Lebesgue total
em M . Consequentemente, µ é única. Além disso, o seu suporte é toda a
variedade M .

Demonstração. Se A é um subconjunto invariante qualquer então, pelo Corolá-
rio 11.1.14, A tem medida de Lebesgue zero ou Ac tem medida de Lebesgue zero.
Uma vez que µ é absolutamente cont́ınua, segue que µ(A) = 0 ou µ(Ac) = 0. Isto
prova que µ é ergódica, logo µ(B(µ)) = 1. Então B(µ) é um conjunto invariante
com medida de Lebesgue positiva e, consequentemente, deve ter medida de
Lebesgue total. Analogamente, como o suporte de µ é um conjunto compacto
invariante, ele tem que coincidir com M .

Finalmente, sejam µ e ν duas probabilidades invariantes absolutamente
cont́ınuas quaisquer. Segue do Corolário 11.1.15 que elas são ergódicas e que as
suas bacias se intersectam. Dado qualquer ponto x na interseção B(µ) ∩B(ν),

µ = lim
n

1

n

n−1∑

j=0

δfj(x) = ν

(o limite é na topologia fraca∗). Por unicidade do limite, segue que µ = ν.

Em geral, dizemos que uma probabilidade invariante µ de um difeomorfismo
local f é uma medida f́ısica se a sua bacia tem medida de Lebesgue positiva.
Segue do Corolário 11.1.15 que no presente contexto existe uma única medida
f́ısica, que é a medida invariante absolutamente cont́ınua µ, e a sua bacia tem
mesmo medida de Lebesgue total. Este último fato pode ser reescrito na seguinte
forma:

1

n

n−1∑

j=0

δfj(x) → µ para Lebesgue quase todo x.

No Caṕıtulo 12 reobteremos esta probabilidade invariante absolutamente
cont́ınua µ por outra via (Proposição 12.1.20), a qual também mostra que a
densidade h = dµ/dm é Hölder e está limitada de zero. Em particular, µ
é equivalente à medida de Lebesgue m, não apenas absolutamente cont́ınua.
Veremos na Seção 12.1.7 que o sistema (f, µ) é exato, não apenas ergódico.
Além disso, (Lema 12.1.12) o seu jacobiano é dado por Jµf = | detDf |(h◦f)/h.
Então, a fórmula de Rokhlin (Teorema 9.7.3) dá que

hµ(f) =

∫
log Jµf dµ =

∫
log | detDf | dµ+

∫
log(h ◦ f) dµ−

∫
log h dµ,
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ou seja (porque µ é invariante), hµ(f) =
∫

log | detDf | dµ.
Na verdade, os fatos que acabamos de anunciar já podem ser provados com

os métodos de que dispomos neste momento. A t́ıtulo de ilustração, convidamos
o leitor a fazer isso mesmo (Exerćıcios 11.1.3 a 11.1.6), no contexto das trans-
formações expansoras do intervalo, as quais, tecnicamente, são um pouco mais
simples do que transformações expansoras numa variedade qualquer.

Exemplo 11.1.16. Dizemos que uma transformação f : [0, 1] → [0, 1] é trans-
formação expansora do intervalo se existe uma famı́lia (finita ou enumerável)
P de subintervalos abertos disjuntos dois-a-dois, cuja união tem medida de Le-
besgue total em [0, 1], satisfazendo:

(a) A restrição de f a cada P ∈ P é um difeomorfismo sobre (0, 1); denotare-
mos por f−1

P : (0, 1) → P a sua inversa.

(b) Existem C > 0 e θ > 0 tais que, para todo x, y e todo P ∈ P
∣∣ log |D(f−1

P )(x)| − log |D(f−1
P )(y)|

∣∣ ≤ C|x− y|θ.

(c) Existem c > 0 e σ > 1 tais que, para todo n e todo x:

|Dfn(x)| ≥ cσn (se a derivada está definida.)

Esta classe inclui a expansão decimal e a transformação de Gauss, entre outras.
As suas propriedades são analisadas nos Exerćıcios 11.1.3 a 11.1.5.

O Exerćıcio 11.1.6 trata de uma classe um pouco mais geral de trans-
formações, na qual substituimos a condição (a) por

(a’) Existe δ > 0 tal que a restrição de f a cada P ∈ P é um difeomorfismo
sobre um intervalo f(P ) com comprimento maior que δ e que contém todos
os elementos de P que ele intersecta.

11.1.4 Exerćıcios

11.1.1. Seja f : M → M um difeomorfismo local numa variedade compacta e
seja m a medida de Lebesgue em M . Verifique as seguintes propriedades:

1. Se m(B) = 0 então m(f−1(B)) = 0.

2. Se B é mensurável então f(B) é mensurável.

3. Se m(B) = 0 então m(f(B)) = 0.

4. Se A = B a menos de medida de Lebesgue nula então f(A) = f(B) e
f−1(A) = f−1(B), a menos de conjuntos com medida de Lebesgue nula.

5. Se A é conjunto invariante então f(A) = A a menos de conjunto com
medida de Lebesgue nula.
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11.1.2. Seja f : M →M uma transformação de classe C1 tal que existem σ > 1
e k ≥ 1 tais que ‖Dfk(x)v‖ ≥ σ‖v‖ para todo x ∈M e todo v ∈ TpM . Mostre
que existe θ > 1 e existe uma norma Riemanniana 〈·〉 equivalente a ‖ · ‖, tal que
〈Df(x)v〉 ≥ θ〈v〉 para todo x ∈M e todo v ∈ TpM .

11.1.3. Mostre que se f : [0, 1] → [0, 1] é uma transformação expansora do
intervalo e m representa a medida de Lebesgue em [0, 1], então existe uma
função ρ : (0, 1) → (0,∞) tal que log ρ é limitada e Hölder e µ = ρm é uma
probabilidade invariante por f .

11.1.4. Mostre que a medida µ no Exerćıcio 11.1.3 é exata e é a única proba-
bilidade invariante de f absolutamente cont́ınua com relação à medida m.

11.1.5. Mostre que transformações expansoras do intervalo satifazem a fórmula
de Rokhlin: se µ é a única medida absolutamente cont́ınua invariante com res-
peito a Lebesgue e log |f ′| ∈ L1(µ), então hµ(f) =

∫
log |f ′| dµ.

11.1.6. Prove a seguinte generalização dos Exerćıcios 11.1.3 e 11.1.4: se f
satisfaz as condições (a’), (b) e (c) no Exemplo 11.1.16 então existe um número
finito, não nulo, de probabilidades absolutamente cont́ınuas ergódicas e toda
probabilidade invariante absolutamente cont́ınua é combinação convexa dessas
probabilidades ergódicas.

11.2 Dinâmica das transformações expansoras

Nesta seção estenderemos a noção de transformação expansora para espaços
métricos compactos e mencionaremos alguns exemplos interessantes. Neste con-
texto geral, uma transformação expansora pode não ser nem sequer transitiva
(compare com o Lema 11.1.13). No entanto, veremos nos Teoremas 11.2.14
e 11.2.15, que a sua dinâmica sempre pode ser reduzida ao caso topologica-
mente exato. Isto é relevante porque nos principais resultados das próximas
seções precisaremos supor que a transformação é topologicamente exata (ou,
equivalentemente, topologicamente misturadora; veja o Exerćıcio 11.2.2).

Uma transformação cont́ınua f : M → M num espaço métrico compacto M
é dita expansora se existem constantes σ > 1 e ρ > 0 tais que para todo p ∈M ,
a imagem da bola B(p, ρ) contém uma vizinhança do fecho de B(f(p), ρ) e

d(f(x), f(y)) ≥ σd(x, y) para todo x, y ∈ B(p, ρ). (11.2.1)

Toda transformação diferenciável expansora, no sentido da Seção 11.1, também
é expansora neste sentido:

Exemplo 11.2.1. Seja f : M →M uma aplicação de classe C1 numa variedade
riemanniana compacta tal que ‖Df(x)v‖ ≥ σ‖v‖ para todo x ∈ M e todo
v ∈ TxM , onde σ é uma constante maior que 1. Denote K = sup ‖Df‖ (note
que K > 1). Considere qualquer ρ > 0 suficientemente pequeno para que a
restrição de f a toda bola B(p, 2Kρ) seja um difeomorfismo sobre a imagem.
Considere y ∈ B(f(p), σρ) qualquer e seja γ : [0, 1] → B(f(p), ρ) uma geodésica
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minimizante (isto é, que realiza a distância entre os seus pontos) com γ(0) = f(p)
e γ(1) = y. Pela escolha de ρ, existe uma curva diferenciável β : [0, δ] → B(p, ρ)
tal que β(0) = p e f(β(t)) = γ(t) para todo t. Observe que (usamos ℓ(·) para
representar o comprimento de uma curva),

d(p, β(t)) ≤ ℓ
(
β | [0, t]

)
≤ σ−1ℓ

(
γ | [0, t]

)
= σ−1td(f(p), y) < tρ

para todo t. Isto mostra que podemos tomar δ = 1. Então β(1) ∈ B(p, ρ)
e f(β(1)) = γ(1) = y. Desta forma, fica provado que f(B(p, ρ)) contém
B(f(p), σρ) a qual, evidentemente, é uma vizinhança de B̄(f(p), ρ). Agora
considere x, y ∈ B(p, ρ) quaisquer. Note que d(f(x), f(y)) < 2Kρ. Seja
γ : [0, 1] → B(x, 2Kρ) uma geodésica minimizante ligando f(x) a f(y). Ar-
gumentando como no parágrafo anterior, encontramos uma curva diferenciável
β : [0, 1] → B(x, 2Kρ) ligando x a y e tal que f(β(t)) = γ(t) para todo t. Então,

d(f(x), f(y)) = ℓ(γ) ≥ σℓ(β) ≥ σd(x, y).

Isto completa a demonstração de que f é uma transformação expansora.

O seguinte fato é útil para a construção de exemplos:

Lema 11.2.2. Suponha que f : M → M é uma transformação expansora e
que Λ ⊂ M é um compacto tal que f−1(Λ) = Λ. Então a restrição f : Λ → Λ
também é uma transformação expansora.

Demonstração. É claro que a condição (11.2.1) permanece válida na restrição.
Resta verificar que f(Λ∩B(p, ρ)) contém uma vizinhança de Λ∩ B̄(f(p), ρ) em
Λ. Por hipótese, f(B(p, ρ)) contém uma vizinhança V de B̄(f(p), ρ). Então
Λ ∩ V é uma vizinhança de Λ ∩ B̄(f(p), ρ). Além disso, dado qualquer ∈ Λ ∩ V
existe x ∈ B(p, ρ) tal que f(x) = y. Como f−1(Λ) = Λ, este ponto está
necessariamente em Λ. Isto prova que Λ ∩ V está contida em f(Λ ∩ B(p, ρ)).
Logo a restrição de f a Λ é uma transformação expansora, tal como afirmado

Não é posśıvel substituir a hipótese do Lema 11.2.2 por f(Λ) = Λ. Veja o
Exerćıcio 11.2.4.

Exemplo 11.2.3. Seja J ⊂ [0, 1] uma união finita de (dois ou mais) intervalos
compactos disjuntos. Considere uma aplicação f : J → [0, 1] tal que a restrição
de f a cada componente conexa de J é um difeomorfismo sobre [0, 1]. Veja a
Figura 11.1. Suponha que existe σ > 1 tal que

|f ′(x)| ≥ σ para todo x ∈ J . (11.2.2)

Denote Λ = ∩∞
n=0f

−n(J). Isto é, Λ o conjunto dos pontos x cujos iterados
fn(x) estão definidos para todo n ≥ 0. Segue imediatamente da definição que Λ
é compacto (pode mostrar-se que é um conjunto de Cantor) e que f−1(Λ) = Λ.
A restrição f : Λ → Λ é uma transformação expansora. De fato, fixe ρ > 0
menor que a distância mı́nima entre duas quaisquer componentes conexas de
J . Então qualquer bola de raio ρ em Λ está contida numa única componente
conexa de J ; logo, por (11.2.2), ela é dilatada a taxa maior ou igual que σ.
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0

1

1J1 J2 J3

Figura 11.1: Tranformação expansora num conjunto de Cantor

Exemplo 11.2.4. Seja σ : ΣA → ΣA o deslocamento unilateral de tipo finito
associado a uma matriz de transição A (estas noções foram introduzidas na
Seção 10.2.2). Consideramos em ΣA a distância definida por

d
(
(xn)n, (yn)n

)
= 2−N , N = inf{n ∈ N : xn 6= yn}. (11.2.3)

Então fA é uma transformação expansora. De fato, fixe ρ ∈ (1/2, 1) e σ = 2. A
bola de raio ρ em torno de qualquer ponto (pn)n ∈ ΣA é o cilindro [0; p0]A que
contém esse ponto. A definição (11.2.3) dá que

d
(
(xn+1)n, (yn+1)n

)
= 2d

(
(xn)n, (yn)n

)

para quaisquer (xn)n e (yn)n no cilindro [0; p0]A. Além disso, fA([0; p0]A) é a
união de todos os cilindros [0; q] tais que Ap0,q = 1. Em particular, ela contém
o cilindro [0; p1]A. Como os cilindros são abertos e fechados de ΣA, isto mostra
que a imagem da bola de raio ρ em torno de (pn)n contém uma vizinhança do
fecho da bola de raio ρ em torno de (pn+1)n. Isto completa a verificação de que
todo deslocamento de tipo finito é uma transformação expansora.

Exemplo 11.2.5. Seja f : S1 → S1 um difeomorfismo local de classe C2 com
grau maior que 1 (o grau é o número de pré-imagens de todo ponto). Suponha
que os pontos periódicos de f são hiperbólicos, ou seja, |(fn)′(x)| 6= 1 para
todo x ∈ Fix(fn) e todo n ≥ 1. Seja Λ o complementar da união das bacias de
atração dos pontos periódicos atratores de f . Então a restrição f : Λ → Λ é uma
transformação expansora. Este fato é consequência de um teorema profundo
devido a Ricardo Mañé [Mañ85].

Para transformações expansoras em espaços métricos o número de pré-ima-
gens de um ponto y ∈M pode variar com y (a menos que o espaço métrico seja
conexo; veja o Exerćıcio 11.2.1 e compare também com o Lema 11.1.3). Por
exemplo, para um deslocamento de tipo finito σ : ΣA → ΣA (Exemplo 11.2.4)
o número de pré-imagens de um ponto y = (yn)n ∈ ΣA é igual ao número de
śımbolos i tais que Ai,y0 = 1; em geral, este número varia com y0.
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Por outro lado, é fácil ver que o número de pré-imagens é sempre finito e até
limitado: basta considerar uma cobertura finita do compacto M por bolas de
raio ρ e observar que qualquer ponto tem no máximo uma pré-imagem em cada
uma dessas bolas. Por um pequeno abuso de linguagem, chamaremos grau de
uma transformação expansora f : M → M ao número máximo de pré-imagens
de qualquer ponto, isto é

grau(f) = max{#f−1(y) : y ∈M}. (11.2.4)

11.2.1 Ramos inversos contrativos

Por definição, toda transformação expansora f é injetiva em cada bola B(p, ρ).
Logo, a restrição de f a qualquer compacto K ⊂ B(p, ρ) é um homeomorfismo
sobre a imagem. Tome para K a pré-imagem do fecho B̄(f(p), ρ) da bola cen-
trada em f(p). Chamamos ramo inverso de f em p à inversa hp : B̄(f(p), ρ) →
B(p, ρ) da restrição de f a K. Claro que hp(f(p)) = p e que f ◦ hp = id . A
condição (11.2.1) implica

d(hp(z), hp(w)) ≤ σ−1d(z, w) para todo z, w ∈ B(f(p), ρ). (11.2.5)

Lema 11.2.6. Se f : M →M é expansora então, para todo y ∈M ,

f−1(B(y, ρ)) =
⋃

x∈f−1(y)

hx(B(y, ρ)).

Demonstração. A relação f ◦ hx = id implica que hx(B(y, ρ)) está contido
na pré-imagem de B(y, ρ) para todo x ∈ f−1(y). Para provar a outra in-
clusão, seja z qualquer ponto tal que f(z) ∈ B(y, ρ). Pela definição de trans-
formação expansora, f(B(z, ρ)) contém B(f(z), ρ) e, portanto, contém y. Seja
hz : B(f(z), ρ) →M o ramo inverso de f que envia f(z) em z e seja x = hz(y).
Tanto z quanto hx(f(z)) estão em B(x, ρ)∩ f−1(z). Como f é injetiva em cada
bola de raio ρ, segue que z = hx(f(z)). Isto completa a demonstração.

p f(p) f2(p)

hp hf(p)

Figura 11.2: Ramos inversos de fn

Mais geralmente, dado qualquer n ≥ 1, chamamos ramo inverso de f−n em
p à composição

hnp = hfn−1(p) ◦ · · · ◦ hp : B̄(fn(p), ρ) → B(p, ρ)
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dos ramos inversos de f nos iterados de p. Observe que hnp (f
n(p)) = p e que

fn ◦ hnp = id . Além disso, f j ◦ hnp = hn−jfj(p) para cada 0 ≤ j < n. Logo,

d(f j ◦ hnp (z), f j ◦ hnp (w)) ≤ σj−nd(z, w) (11.2.6)

para todo z, w ∈ B(fn(p), ρ) e todo 0 ≤ j ≤ n.

Lema 11.2.7. Se f : M → M é expansora, fn(B(p, n + 1, ε)) = B(fn(p), ε)
para todo p ∈M , n ≥ 0 e ε ∈ (0, ρ].

Demonstração. A inclusão fn(B(p, n+1, ε)) ⊂ B(fn(p), ε) é uma consequência
trivial da definição da bola dinâmica. Para provar a rećıproca, considere o ramo
inverso hnp : B̄(fn(p), ρ) → B(p, ρ). Dado qualquer y inf B(fn(p), ε) considere
x = hnp (y). Então, fn(x) = y e, por (11.2.6),

d(f j(x), f j(p)) ≤ σj−nd(fn(x), fn(p)) ≤ d(y, fn(p)) < ε

para todo 0 ≤ j ≤ n. Isto mostra que x ∈ B(p, n+ 1, ε).

Corolário 11.2.8. Toda transformação expansora é expansiva.

Demonstração. Suponha que d(fn(z), fn(w)) < ρ para todo n ≥ 0. Isso implica
que z = hnw(fn(z)) para todo n ≥ 0. Então, a propriedade (11.2.6) dá que

d(z, w) ≤ σ−nd(fn(z), fn(w)) < ρσ−n.

Fazendo n → ∞, conclúımos que z = w. Portanto, ρ é uma constante de
expansividade para f .

11.2.2 Sombreamento e pontos periódicos

Dado δ > 0, chamamos δ-pseudo-órbita da transformação f : M →M qualquer
sequência (xn)n≥0 tal que

d(f(xn), xn+1) < δ para todo n ≥ 0.

Dizemos que a δ-pseudo-órbita é periódica se existe κ ≥ 1 tal que xn = xn+κ

para todo n ≥ 0. Claro que toda órbita é uma δ-pseudo-órbita, para todo δ > 0.
Para transformações expansoras temos uma espécie de rećıproca: toda pseudo-
órbita permanece próxima de (dizemos que é sombreada por) alguma órbita da
transformação:

Proposição 11.2.9 (Lema do sombreamento). Suponha que f : M → M é
uma transformação expansora. Para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que para toda
δ-pseudo-órbita (xn)n existe x ∈M tal que d(fn(x), xn) < ε para todo n ≥ 0.

Se ε é suficientemente pequeno para que 2ε seja uma constante de expansivi-
dade de f então o ponto x é único. Se, além disso, a pseudo-órbita é periódica
então x é ponto periódico.
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Demonstração. Não é restrição considerar ε menor que ρ. Fixe δ > 0 de tal
modo que σ−1ε + δ < ε. Para cada n ≥ 0, seja hn : B̄(f(xn), ρ) → B(xn, ρ) o
ramo contrativo de f−1 em xn. A propriedade (11.2.5) garante que

hn
(
B̄(f(xn), ε)

)
⊂ B(xn, σ

−1ε) para todo n ≥ 1. (11.2.7)

Como d(xn, f(xn−1)) < δ, segue que

hn
(
B̄(f(xn), ε)

)
⊂ B(f(xn−1), ε) para todo n ≥ 1. (11.2.8)

Então, podemos considerar a composição hn = h0 ◦ · · · ◦ hn−1. Além disso,
(11.2.8) implica que a sequência de compactos Kn = hn

(
B̄(f(xn), ε)

)
é encai-

xada. Tome x na interseção. Para todo n ≥ 0, temos que x ∈ Kn+1 e, portanto,
fn(x) pertence a

fn ◦ hn+1
(
B̄(f(xn), ε)

)
= hn

(
B̄(f(xn), ε)

)
.

Por (11.2.7), isto implica que d(fn(x), xn) < ε para todo n ≥ 0.

As restantes afirmações são consequências simples. Se x′ é outro ponto
satisfazendo a conclusão da proposição então

d(fn(x), fn(x′)) ≤ d(fn(x), xn) + d(fn(x′), xn) < 2ε para todo n ≥ 0.

Por expansividade, segue que x = x′. Finalmente, se a pseudo-órbita é periódica,
com peŕıodo κ ≥ 1, também temos que

d(fn(fκ(x)), xn) = d(fn+κ(x), xn+κ) < ε para todo n ≥ 0.

Por unicidade, obtemos que fκ(x) = x.

Vale a pena observar que δ depende linearmente de ε: a prova da Pro-
posição 11.2.9 dá que podemos tomar δ = cε, onde c > 0 só depende de σ.

Chamamos pré-órbita de um ponto x ∈M qualquer sequência (x−n)n≥0 tal
que x0 = x e f(x−n) = x−n+1 para todo n ≥ 1.

Lema 11.2.10. Se d(x, y) < ρ então, dada qualquer pré-órbita (x−n)n de
x, existe uma pré-órbita (y−n)n de y assintótica a (x−n)n, isto é, tal que
d(x−n, y−n) converge para 0 quando n→ ∞.

Demonstração. Para cada n ≥ 1, seja hn : B(x, ρ) → M o ramo contrativo
de f−n satisfazendo hn(x) = x−n. Defina y−n = hn(y). É imediato que
d(x−n, y−n) ≤ σ−nd(x, y).

Teorema 11.2.11. Seja f : M →M uma transformação expansora num espaço
métrico compacto e seja Λ ⊂ M o fecho do conjunto dos pontos periódicos de
f . Então, f(Λ) = Λ e a restrição f : Λ → Λ é uma transformação expansora.
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Demonstração. É claro que f(Λ) está contido em Λ: se um ponto x é acumulado
por pontos periódicos pn então f(x) é acumulado pelas imagens f(pn), que
também são pontos periódicos. Além disso, como f(Λ) é um compacto que
contém todos os pontos periódicos, ele contém Λ. Isto mostra que f(Λ) = Λ.

A seguir vamos provar que a restrição f : Λ → Λ é expansora. É claro que
a propriedade (11.2.1) permanece válida na restrição. Para concluir devemos
mostrar que existe r ≤ ρ (tomaremos r = σ−1ρ) tal que, para todo x ∈ Λ, a
imagem f(Λ∩B(x, r)) contém uma vizinhança de Λ∩ B̄(x, r). Começamos pelo
seguinte lema:

Lema 11.2.12. Seja p um ponto periódico e seja hp : B̄(f(p), ρ) → B(p, ρ) o
ramo contrativo de f−1 em p. Se y ∈ B(f(p), ρ) é um ponto periódico então
hp(y) ∈ Λ.

Demonstração. Escreveremos x = hp(y) e q = f(p). Considere qualquer ε > 0
tal que 2ε é constante de expansividade de f . Tome δ dado pelo lema de
sombreamento (Proposição 11.2.9). Pelo Lema 11.2.10, existe uma pré-órbita
(x−n)n de x assintótica à pré-órbita periódica (p̄n)n de p. Em particular,

d(x−k+1, q) = d(x−k+1, p−k+1) < δ (11.2.9)

para qualquer múltiplo suficientemente grande k do peŕıodo de p. Analoga-
mmente, existe uma pré-órbita (q−n)n de x assintótica à pré-órbita periódica
(p̄n)n de p. Fixe qualquer múltiplo l do peŕıodo de y tal que

d(q−l, f(x)) = d(q−l, y) < δ. (11.2.10)

p q

x

y

x
−k+1

q
−l

q
−1

Figura 11.3: Construindo órbitas periódicas
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Agora considere a sequência periódica (zn)n, de peŕıodo k + l, dada por

z0 = x, z1 = q−l, . . . , zl = q−1, zl+1 = x−k+1, . . . , zl+k−1 = x−1, zk+l = x.

Veja a Figura 11.3. Afirmamos que (zn)n é uma δ-pseudo-órbita. De fato, se n
é um múltiplo de k + l então, por (11.2.10),

d(f(zn), zn+1) = d(f(x), q−1) = d(y, q−1) < δ.

Se n é congruente com l módulo k + l então, por (11.2.9),

d(f(zn), zn+1) = d(f(q−1), x−k+1) = d(q, x−k+1) < δ.

Em todos os outros casos, f(zn) = zn+1. Isto prova a nossa afirmação. Logo,
pela Proposição 11.2.9, existe um ponto periódico z tal que d(fn(z), zn) < ε para
todo n ≥ 0. Em particular, d(z, x) < ε. Como ε > 0 é arbitrário, isto mostra
que x está no fecho do conjunto dos pontos periódicos, conforme afirmado.

Corolário 11.2.13. Seja z ∈ Λ e seja hz : B̄(f(z), ρ) → B(z, ρ) o ramo
contrativo de f−1 em z. Se w ∈ Λ ∩B(f(z), ρ) então hz(w) ∈ Λ.

Demonstração. Como z ∈ Λ, podemos encontrar algum ponto periódico p sufi-
cientemente próximo para que w ∈ B(f(p), ρ) e hp(w) = hz(w). Como w ∈ Λ
podemos encontrar pontos periódicos yn ∈ B(f(p), ρ) convergindo para w. Pelo
Lema 11.2.12, temos hp(yn) ∈ Λ para todo n. Passando ao limite, conclúımos
que hp(w) ∈ Λ.

Estamos prontos para terminar a demonstração do Teorema 11.2.11. Tome
r = σ−1ρ. A propriedade (11.2.6) implica que hz(B(f(z), ρ)) está contida em
B(z, r), para todo z ∈ Λ. Então, o Corolário 11.2.13 implica que f(Λ∩B(z, r))
contém Λ∩B(f(z), ρ). Este último conjunto é uma vizinhança de B̄(f(z), r).

Teorema 11.2.14. Seja f : M →M uma transformação expansora num espaço
métrico compacto e seja Λ ⊂ M o fecho do conjunto dos pontos periódicos de
f . Então,

M =

∞⋃

k=0

f−k(Λ).

Demonstração. Dado qualquer x ∈ M , seja ω(x) o seu conjunto ω-limite, ou
seja, o conjunto dos pontos de acumulação dos iterados fn(x) quando n → ∞.
Inicialmente, mostraremos que ω(x) ⊂ Λ. Então deduziremos que fk(x) ∈ Λ
para algum k ≥ 0.

Seja ε > 0 tal que 2ε é constante de expansividade para f . Tome δ > 0
dado pelo lema de sombreamento (Proposição 11.2.9) e tome α ∈ (0, δ) tal que
d(f(z), f(w)) < δ sempre que d(z, w) < α. Seja y um ponto qualquer em ω(x).
Existem r ≥ 0 e s ≥ 1 tais que

d(f r(x), y) < α e d(f r+s(x), y) < α.
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Considere a sequência periódica (zn), de peŕıodo s, dada por

z0 = y, z1 = f r+1(x), . . . , zs−1 = f r+s−1(x), zs = y.

Observe que d(f(z0), z1) = d(f(y), f r+1(x)) < δ (porque d(y, f r(x)) < α) e
d(f(zs−1), zs) = d(f r+s(x), y) < α < δ e f(zn) = zn+1 nos demais casos.
Portanto, (zn)n é uma δ-pseudo-órbita. Então, pela Proposição 11.2.9, existe
algum ponto periódico z tal que d(y, z) < ε. Fazendo ε → 0, conclúımos que y
é acumulado por pontos periódicos, ou seja, y ∈ Λ.

Sejam ε > 0 e δ > 0 como antes. Não é restrição supor que δ < ε. Tome
β ∈ (0, δ/2) tal que d(f(z), f(w)) < δ/2 sempre que d(z, w) < β. Como ω(x)
está contido em Λ, existem k ≥ 1 e pontos wn ∈ Λ tais que d(fn+k(x), wn) < β
para todo n ≥ 0. Observe que

d(f(wn), wn+1) ≤ d(f(wn), fn+k+1(x)) + d(fn+k+1(x), wn+1) < δ/2 + β < δ

para todo n ≥ 0. Portanto, (wn)n é uma δ-pseudo-órbita em Λ. Como a
restrição de f a Λ é expansora (Teorema 11.2.11), segue da Proposição 11.2.9
aplicada à restrição que existe w ∈ Λ tal que d(fn(w), wn) < ε para todo n ≥ 0.
Então,

d(fn(fk(x)), fn(w)) ≤ d(fn+k(x), wn) + d(wn, f
n(w)) < β + ε < 2ε

para todo n ≥ 0. Então, por expansividade, fk(x) = w.

11.2.3 Decomposição dinâmica

O Teorema 11.2.14 mostra que a dinâmica interessante de qualquer transforma-
ção expansora está localizada no fecho Λ dos pontos periódicos. Em particular,
suppµ ⊂ Λ para toda probabilidade invariante f . Além disso (Teorema 11.2.11),
a restrição de f a Λ ainda é uma transformação expansora. Portanto, a menos
de substituir M por Λ, não constitui restrição supor que os pontos periódicos
de f são densos em M .

Teorema 11.2.15 (Decomposição dinâmica). Seja f : M → M uma trans-
formação expansora cujo conjunto dos pontos periódicos é denso em M . Então
existe uma partição de M em conjuntos compactos não-vazios Mi,j, com 1 ≤
i ≤ k e 1 ≤ j ≤ m(i), tais que

(a) Mi = ∪m(i)
j=1 Mi,j é invariante for f , para todo i;

(b) f(Mi,j) = Mi,j+1 se j < m(i) e f(Mi,m(i)) = Mi,1, para todo i, j;

(c) cada restrição f : Mi →Mi é uma transformação expansora transitiva;

(d) cada fm(i) : Mi,j →Mi,j é uma transformação expansora topologicamente
exata.

Além disso, o número k, os números m(i) e os conjuntos Mi,j são únicos a
menos de renumeração.
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Demonstração. Consideremos a relação ∼ definida da seguinte forma no con-
junto dos pontos periódicos de f . Dados dois pontos periódicos p e q, sejam
(p̄n)n e (q̄n)n, respectivamente, as suas pré-órbitas periódicas. Por definição,
p ∼ q se, e somente se, existem pré-órbitas (pn)n de p e (qn)n de q tais que

d(pn, q̄n) → 0 e d(p̄n, qn) → 0. (11.2.11)

Afirmamos que ∼ é uma relação de equivalência. É claro da definição que
a relação ∼ é reflexiva e simétrica. Agora suponha que p ∼ q e q ∼ r. Então
existem pré-órbitas (qn)n de q e (rn)n de r assintóticas às pré-órbitas periódicas
(p̄n)n de p e (q̄n)n de q. Fixe k ≥ 1 múltiplo dos peŕıodos de p e q tal que
d(rk, qk) < ρ. Note que qk = q, uma vez que k é múltiplo do peŕıodo de q.
Então, pelo Lema 11.2.10, existe uma pré-órbita (r′n)n do ponto r′ = rk que
d(r′n, qn) → 0. Então d(r′n, p̄n) → 0. Considere a pré-órbita (r′′n)n de r definida
por

r′′n =

{
rn se n < k
r′n−k se n ≥ k.

Como k é múltiplo do peŕıodo de p, temos d(r′′n, p̄n) = d(rn−k, p̄n−k) para todo
n ≥ k. Portanto, (r′′n)n é assintótica a (p̄n)n. Analogamente se constrói uma
pré-órbita (p′′n) de p assintótica a (r̄n)r. Portanto, p ∼ r, o que mostra que a
relação ∼ é transitiva. Deste modo fica provada a nossa afirmação.

Em seguida, afirmamos que p ∼ q se, e somente se, f(p) ∼ f(q). Comece por
supor que p ∼ q e sejam (pn)n e (qn)n pré-órbitas de p e q satisfazendo (11.2.11).
As pré-órbitas periódicas de p′ = f(p) e q′ = f(q) são, respectivamente,

p̄′n =

{
f(p) se n = 0
p̄n−1 se n ≥ 1

e q̄′n =

{
f(q) se n = 0
q̄n−1 se n ≥ 1.

Considere as pré-órbitas de p e q, respectivamente, dadas por

p′n =

{
f(p) se n = 0
pn−1 se n ≥ 1

e q′n =

{
f(q) se n = 0
qn−1 se n ≥ 1.

É claro que (p′n)n é assintótico a (q̄′n)n e (q′n)n é assintótico a (p̄′n)n. Logo
f(p) ∼ f(q). Agora suponha que f(p) ∼ f(q). Pelo que acabamos de provar,
fk(p) ∼ fk(q) para todo k ≥ 1. Tomando k um múltiplo comum dos peŕıodos
de p e q obtemos que p ∼ q. Isto prova a nossa afirmação. Note que ela significa
que a imagem e a pré-imagem de qualquer classe de equivalência são classes de
equivalência.

Observe também que se d(p, q) < ρ então p ∼ q. De fato, pelo Lema 11.2.10
podemos encontrar uma pré-órbita de q assintótica à pré-órbita periódica de p
e, do mesmo modo, uma pré-órbita de p assintótica à pré-órbita periódica de q.
Como M é compacto, segue que as classes de equivalência são em número finito.
Além disso, se A e B são duas classes de equivalência, Ā e B̄ são disjuntos e sua
distância é pelo menos ρ. Como p ∼ q se, e somente se, f(p) ∼ f(q), a função
f permuta os fechos das classes de equivalência.
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Deste modo, podemos enumerar os fechos das classes de equivalência como
Mi,j com 1 ≤ i ≤ k e 1 ≤ j ≤ m(i), de tal modo que

f(Mi,j) = Mi,j+1 para j < m(i) e f(Mi,m(i)) = Mi,1. (11.2.12)

As propriedade (a) e (b) no enunciado do teorema são consequências imediatas.
Passamos a provar a propriedade (c). Como os Mi são disjuntos dois-a-dois,

segue de (11.2.12) que f−1(Mi) = Mi para todo i. Logo, o Lema 11.2.2 dá que
f : Mi → Mi é transformação expansora. Pelo Lema 4.3.4, para mostrar que
esta transformação é transitiva basta mostrar que dados quaisquer abertos U e
V de Mi existe n ≥ 1 tal que fn(U) intersecta V . Não é restrição supor que U ⊂
Mi,j para algum j. Além disso, a menos de substituir V por alguma pré-imagem
f−k(V ), podemos supor que V está contido no mesmo Mi,j . Consideremos
pontos periódicos p ∈ U e q ∈ V . Pela definição das classes de equivalência,
existe alguma pré-órbita (q−n)n de q assintótica à pré-órbita periódica (p̄−n)n de
p. Em particular, podemos encontrar n arbitrariamente grande tal que q−n ∈ U .
Então, q ∈ fn(U) ∩ V . Portanto, f : Mi →Mi é transitiva.

Agora provamos a propriedade (d). Como os Mi,j são disjuntos dois-a-dois,
segue de (11.2.12) que f−m(i)(Mi,j) = Mi,j para todo i. Logo (Lema 11.2.2),
g = fm(i) : Mi,j → Mi,j é uma transformação expansora. Resta provar que g é
topologicamente exata. Seja U um aberto não vazio de Mi,j e seja p um ponto
periódico de f em U . Por (11.2.12), o peŕıodo κ é um múltiplo de m(i), digamos
κ = sm(i). Seja q um ponto periódico qualquer de f em Mi,j . Pela definição da
relação de equivalência, existe alguma pré-órbita (q−n)n de q assintótica à pré-
órbita periódica (p̄−n)n de p. Em particular, d(q−κn, p) → 0 quando n → ∞.
Então, hκnq (B̄(q, ρ)) está contido em U para todo n suficientemente grande.
Isto implica que gsn(U) = fκn(U) contém B(q, ρ) para todo n suficientemente
grande. Como Mi,j é compacto, podemos encontrar uma cobertura finita por
bolas de raio ρ centradas em pontos periódicos. Aplicando o argumento anterior
a cada uma desses pontos periódicos, deduzimos que gsn(U) contém Mi,j para
todo n suficientemente grande. Portanto, g é topologicamente exata.

Resta provar a unicidade. Seja Nr,s, com 1 ≤ r ≤ l e 1 ≤ s ≤ n(r), outra
partição nas condições do enunciado. Inicialmente, consideremos as partições

M = {Mi : 1 ≤ i ≤ k} e N = {Nr : 1 ≤ r ≤ l}, onde Nr = ∪n(r)
s=1Nr,s.

Dados quaisquer i e r, os conjuntos Mi e Nr são abertos, fechados, invariantes
e transitivos. Afirmamos que ou Mi ∩ Nr = ∅ ou Mi = Nr. De fato, como a
interseção é aberta, se ela é não vazia então ela intersecta qualquer órbita densa
em Mi (ou Nr). Como a interseção também é fechada e invariante, segue que ela
contém Mi (e Nr). Em outras palavras, Mi = Nr. Isto prova a nossa afirmação.
Segue que as partições M e N coincidem, isto é, k = l e Mi = Ni a menos de
renumeração. Agora fixemos i. A transformação f permuta os Mi,j e os Ni,s
ciclicamente, com peŕıodos m(i) e n(i). Como cada uma destas famı́lias de
conjuntos constitui uma partição de Mi, isso só é posśıvel se m(i) = n(i). Como
fm(i) é transitivo em cada Mi,j e cada Ni,s, o mesmo argumento da primeira
parte deste parágrafo mostra que, dados quaisque j e s, ou Mi,j ∩ Ni,s = ∅
ou Mi,j = Ni,s. Segue que as famı́lias Mi,j e Ni,s coincidem, a menos de
renumeração ćıclica.
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A seguinte consequência do teorema contém o Lema 11.1.13:

Corolário 11.2.16. Se M é conexo e f : M → M é transformação expansora
então o conjunto dos pontos periódicos é denso em M e f é topologicamente
exata.

Demonstração. Afirmamos que Λ é um subconjunto aberto de f−1(Λ). Para
provar isso, considere δ ∈ (0, ρ) tal que d(x, y) < δ implica d(f(x), f(y)) <
ρ. Suponha que x ∈ f−1(Λ) é tal que d(x,Λ) < δ. Então existe z ∈ Λ tal
d(x, z) < δ < ρ e portanto d(f(x), f(z)) < ρ. Aplicando o Corolário 11.2.13
com w = f(x), vem que x = hz(w) ∈ Λ. Portanto, Λ contém a sua δ-vizinhança
dentro de f−1(Λ). Isso implica a nossa afirmação.

Então o conjunto S = f−1(Λ)\Λ é fechado em f−1(Λ) e, consequentemente,
é fechado em M . Então, f−n(S) é fechado em M para todo k ≥ 0. Pelo
Teorema 11.2.14 temos que M é a união enumerável disjunta dos fechados Λ e
f−n(S), k ≥ 0. Pelo teorema de Baire, algum destes abertos tem interior não
vazio. Como f é uma aplicação aberta, segue que Λ tem interior não vazio.
Agora considere a restrição f : Λ → Λ, que é uma transformação expansora, e
seja {Λi,j : 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ m(i)} a decomposição do domı́nio Λ dada pelo
Teorema 11.2.15. Então algum Λi,j contém algum aberto V de M . Como fm(i)

é topologicamente exata, fnm(i)(V ) = Λi,j para algum n ≥ 1. Usando mais
uma vez o fato de que a transformação f é aberta, segue que o compacto Mi,j é
um aberto de M . Por conexidade, segue que M = Λi,j . Isto implica que Λ = M
e f : M →M é topologicamente exata.

11.2.4 Exerćıcios

11.2.1. Mostre que se f : M → M é um homeomorfismo local num espaço
métrico compacto e conexo, então o número de pré-imagens #f−1(y) é o mesmo
para todo y ∈M .

11.2.2. Mostre que se uma transformação expansora é topologicamente mistu-
radora então ela é topologicamente exata.

11.2.3. Seja f : M → M uma transformação topologicamente exata num
espaço métrico compacto. Mostre que para todo r > 0 existe N ≥ 1 tal que
fN(B(x, r)) = M para todo x ∈M .

11.2.4. Considere a transformação expansora f : S1 → S1 dada por f(x) = 2x
mod Z. Dê exemplo de conjunto compacto Λ ⊂ S1 tal que f(Λ) = Λ mas a
restrição f : Λ → Λ não é uma transformação expansora.

11.2.5. Seja f : M → M uma transformação expansora e seja Λ o fecho do
conjunto dos pontos periódicos de f . Mostre que h(f) = h(f | Λ).

11.2.6. Seja f : M →M uma transformação expansora tal que o conjunto dos
pontos periódicos é denso em M e sejam Mi, Mi,j os subconjuntos compactos
dados pelo Teorema 11.2.15. Mostre que, h(f) = maxi h(f |Mi) e

h(f |Mi) =
1

m(i)
h(fm(i) |Mi,j) para quaisquer i, j.
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11.2.7. Seja fA : ΣA → ΣA um deslocamento de tipo finito. Interprete a
decomposição dada pelo Teorema 11.2.15 em termos da matriz A.

11.3 Entropia e pontos periódicos

Nesta seção analisaremos de um ponto de vista quantitativo a distribuição dos
pontos periódicos de uma transformação expansora f : M →M .

Vamos mostrar (Seção 11.3.1) que a taxa de crescimento do número de pon-
tos periódicos é igual à entropia topológica; compare este enunciado com a
discussão na Seção 10.2.1. Outra conclusão interessante (Seção 11.3.2) é que
toda medida invariante pode ser aproximada, na topologia fraca∗, por medidas
invariantes suportadas em órbitas periódicas. Estes resultados se baseiam na
seguinte propriedade:

Proposição 11.3.1. Seja f : M → M uma transformação expansora topologi-
camente exata. Então, dado qualquer ε > 0 existe κ ≥ 1 tal que, dados quaisquer
x1, . . . , xs ∈ M , quaisquer n1, . . . , ns ≥ 1 e quaisquer k1, . . . , ks ≥ κ, existe um
ponto p ∈M tal que, escrevendo mj =

∑j
i=1 ni+ ki para j = 1, . . . , s e m0 = 0,

(i) d(fmj−1+i(p), f i(xj)) < ε para 0 ≤ i < nj e 1 ≤ j ≤ s

(ii) e fms(p) = p.

Demonstração. Dado ε > 0, considere δ > 0 como no lema de sombreamento
(Proposição 11.2.9). Sem perda de generalidade, podemos supor que δ < ε
e que 2ε é uma constante de expansividade de f (lembre do Lema 11.1.4).
Como f é topologicamente exata, dado qualquer z ∈ M existe κ ≥ 1 tal que
fk(B(z, δ)) = M para todo k ≥ κ. Além disso, pela compacidade de M (veja
o Exerćıcio 11.2.3), podemos escolher κ dependendo apenas de δ. Considere
xj , nj , kj ≥ κ, j = 1, . . . , s como no enunciado. Em particular, para cada
j = 1, . . . , s−1 existe yj ∈ B(fnj (xj), δ) tal que fkj (yj) = xj+1. Analogamente,
existe ys ∈ B(fns(xs), δ) tal que fks(ys) = x1. Considere a δ-pseudo-órbita
periódica (zn)n≥0 definida por

zn =





fn−mj−1(xj) para 0 ≤ n−mj−1 < nj e j = 1, . . . s
fn−mj−1−nj (yj) para 0 ≤ n−mj−1 − nj < kj e j = 1, . . . , s
zn−ms para n ≥ ms.

Pela segunda parte do lema de sombreamento, existe algum ponto periódico
p ∈ M , de peŕıodo ms, cuja trajetória ε-sombreia esta pseudo-órbita periódica
(zn)n. Em particular, valem as condições (i) e (ii) no enunciado.

A propriedade na conclusão da Proposição 11.3.1 foi introduzida por Rufus
Bowen [Bow71] e é denominada especificação por pontos periódicos. Quando
vale somente a propriedade (i), sem exigir que o ponto p seja periódico, dizemos
que f tem a propriedade de especificação.
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11.3.1 Taxa de crescimento dos pontos periódicos

Seja f : M → M uma transformação expansora. Então f é expansiva (pelo
Lema 11.1.4) e, portanto, segue da Proposição 10.2.2 que a taxa de crescimento
do número de pontos periódicos é majorada pela entropia topológica:

lim sup
n

1

n
log #Fix(fn) ≤ h(f). (11.3.1)

Nesta seção vamos provar que, de fato, vale a igualdade em (11.3.1). Começamos
pelo caso topologicamente exato, o qual admite um enunciado ainda mais pre-
ciso:

Proposição 11.3.2. Para toda transformação expansora topologicamente exata
f : M →M ,

lim
n

1

n
log #Fix(fn) = h(f).

Demonstração. Dado ε > 0, fixe κ ≥ 1 satisfazendo a conclusão da Proposi-
ção 11.3.1 com ε/2 no lugar de ε. Para cada n ≥ 1, seja E um conjunto (n, ε)-
separado maximal. Pela proposição, para cada x ∈ E existe p(x) ∈ B(x, n, ε/2)
com fn+κ(p(x)) = p(x). Afirmamos que a aplicação x 7→ p(x) é injetiva. De
fato, considere qualquer y ∈ E \ {x}. Como o conjunto E foi tomado maximal,
B(x, n, ε/2) ∩ B(y, n, ε/2) = ∅. Isso implica que p(x) 6= p(y), o que prova a
nossa afirmação. Segue, em particular, que

#Fix(fn+κ) ≥ #E = sn(f, ε,M) para todo n ≥ 1

(lembre da definição (10.1.9) na Seção 10.2.1). Então,

lim inf
n

1

n
log #Fix(fn+κ) ≥ lim inf

n

1

n
log sn(f, ε,M).

Fazendo ε→ 0 e usando o Corolário 10.1.8, obtemos que

lim inf
n

1

n
log #Fix(fn+κ) ≥ lim

ε→0
lim inf

n

1

n
log sn(f, ε,M) = h(f). (11.3.2)

Juntamente com (11.3.1), isto implica a conclusão da proposição.

A conclusão da Proposição 11.3.2 não vale, em geral, se f não é topologi-
camente exata. Por exemplo, dada uma transformação expansora g qualquer,
condidere f : M×{0, 1} →M×{0, 1} definida por f(x, i) = (g(x), 1− i). Então
f é transformação expansora, mas todos os seus pontos periódicos têm peŕıodo
par. Em particular, neste caso

lim inf
n

1

n
log #Fix(fn) = 0.

No entanto, a próxima proposição, incluindo a sua demonstração, mostra que
este tipo de exemplo é o pior que pode ocorrer.
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Proposição 11.3.3. Para toda transformação expansora,

lim sup
n

1

n
log #Fix(fn) = h(f).

Demonstração. Pelo Teorema 11.2.11, a restrição f ao conjunto dos pontos
periódicos é uma transformação expansora. De acordo com o Exerćıcio 11.2.5
essa restrição tem a mesma entropia que f . Evidentemente, as duas trans-
formações têm os mesmos pontos periódicos. Portanto, a menos de substituir f
pela restrição, podemos supor que o conjunto dos pontos periódicos é denso em
M . Então, pelo teorema de decomposição dinâmica (Teorema 11.2.11) é posśıvel
escrever M como união disjunta de conjuntos compactos Mi,j , com 1 ≤ i ≤ k
e 1 ≤ j ≤ m(i), tais que cada fm(i) : Mi,j → Mi,j é uma transformação ex-
pansora topologicamente exata. De acordo com o Exerćıcio 11.2.6, existe algum
1 ≤ i ≤ k tal que

h(f) =
1

m(i)
h(fm(i) | Mi,1). (11.3.3)

É claro que

lim sup
n

1

n
log #Fix

(
fn
)
≥ lim sup

n

1

nm(i)
log #Fix

(
fnm(i)

)

≥ 1

m(i)
lim sup

n

1

n
log #Fix

(
(fm(i) | Mi,1)

n
)
.

(11.3.4)

Além disso, a Proposição 11.3.2 aplicada a fm(i) : Mi,1 → Mi,1 dá que

lim
n

1

n
log #Fix

(
(fm(i) | Mi,1)

n
)

= h(fm(i) |Mi,1). (11.3.5)

Combinando (11.3.3)–(11.3.5) obtemos que

lim sup
n

1

n
log #Fix

(
fn
)
≥ h(f), (11.3.6)

tal como queŕıamos provar.

11.3.2 Aproximação por medidas atômicas

Dado um ponto periódico p de peŕıodo n, considere a medida µp definida por

µp =
1

n

(
δp + δf(p) + · · · + δfn−1(p)

)
.

Claramente, a medida µp é invariante por f e é ergódica. Vamos mostrar que
se f é expansora então o conjunto das medidas desta forma é denso no espaço
M1(f) das probabilidades invariantes:

Teorema 11.3.4. Seja f : M →M uma transformação expansora. Então toda
probabilidade µ invariante por f é aproximada na topologia fraca∗ por probabi-
lidades invariantes suportadas em órbitas periódicas.
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Demonstração. Seja ε > 0 e seja Φ = {φ1, . . . , φN} uma famı́lia finita de funções
cont́ınuas em M . Queremos mostrar que a vizinhança V (µ,Φ, ε) definida em
(2.1.1) contém alguma medida µp suportada numa órbita periódica. Pelo teo-
rema de Birkhoff, para µ-quase todo ponto x ∈M ,

φ̃i(x) = lim
n

1

n

n−1∑

t=0

φi(f
t(x)) existe para todo i. (11.3.7)

Fixe C > sup |φi| ≥ sup |φ̃i| e tome δ > 0 tal que

d(x, y) < δ ⇒ |φi(x) − φi(y)| <
ε

5
para todo i. (11.3.8)

Fixe κ = κ(δ) ≥ 1 dado pela propriedade de especificação (Proposição 11.3.1).
Escolha pontos xj , 1 ≤ j ≤ s satisfazendo (11.3.7) e números positivos αj ,
1 ≤ j ≤ s tais que

∑
j αj = 1 e

|
∫
φ̃i dµ−

s∑

j=1

αj φ̃i(xj)| <
ε

5
para todo i (11.3.9)

(lembre do Exerćıcio A.2.6). Tome kj ≡ κ e escolha inteiros nj muito maiores
do que κ, de tal modo que

∣∣ nj
ms

− αj
∣∣ < ε

5Cs
(11.3.10)

(lembre que ms =
∑
j(nj + kj) = sκ+

∑
j nj) e, usando (11.3.8),

|
nj−1∑

t=0

φi(f
t(xj)) − nj φ̃i(xj)| <

ε

5
nj para 1 ≤ i ≤ N. (11.3.11)

Combinando (11.3.9) e (11.3.10) e o fato de que
∫
φ̃i dµ =

∫
φi dµ.

|
∫
φi dµ−

s∑

j=1

nj
ms

φ̃i(xj)| <
ε

5
+

ε

5Cs
s sup |φ̃i| <

2ε

5
. (11.3.12)

Pela Proposição 11.3.1, existe algum ponto periódico p ∈ M com peŕıodo ms

tal que d(fmj−1+t(p), f t(xj)) < δ para 0 ≤ t < nj e 1 ≤ j ≤ s. Então, a
propriedade (11.3.8) implica que

|
nj−1∑

t=0

φi(f
mj−1+t(p)) −

nj−1∑

t=0

φi(f
t(xj))| <

ε

5
nj para 1 ≤ j ≤ s.

Somando esta relação com (11.3.11) obtemos

|
nj−1∑

t=0

φi(f
mj−1+t(p)) − nj φ̃i(xj)| <

2ε

5
nj para 1 ≤ j ≤ s. (11.3.13)
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Como
∑

j αj = 1, a condição (11.3.10) implica que

sκ = ms −
s∑

j=1

nj <
ε

5C
ms.

Então, (11.3.13) implica que

|
ms−1∑

t=0

φi(f
t(p)) −

s∑

j=1

nj φ̃i(xj)| <
2ε

5

s∑

j=1

nj + sκ sup |φ̃i| <
3ε

5
ms. (11.3.14)

Seja µp a probabilidade invariante suportada na órbita de p. O primeiro termo
em (11.3.14) coincide com ms

∫
φi dµp. Portanto, somando as desigualdades

(11.3.12) e (11.3.14), conclúımos que

|
∫
φi dµp −

∫
φi dµ| <

2ε

5
+

3ε

5
= ε para todo 1 ≤ i ≤ N.

Isto significa que µp ∈ V (µ,Φ, ε), como queŕıamos demonstrar.

11.3.3 Exerćıcios

11.3.1. Seja f : M → M uma transformação cont́ınua num espaço métrico
compacto M . Verifique que se algum iterado f l, l ≥ 1 tem a propriedade de
especificação, ou especificação por pontos periódicos, então f também tem.

11.3.2. Seja f : M →M uma transformação cont́ınua num espaço métrico com
a propriedade de especificação. Mostre que f é topologicamente misturadora.

11.3.3. Seja f : M → M uma transformação expansora topologicamente mis-
turadora e seja ϕ : M → R uma função cont́ınua. Suponha que existem pro-
babilidades µ1, µ2 invariantes por f tais que

∫
ϕdµ1 6=

∫
ϕdµ2. Mostre que

então existe x ∈M tal que a média temporal de ϕ na órbita de x não converge.
[Observação: Pode mostrar-se que o conjunto Mϕ dos pontos onde a média tem-
poral de ϕ não converge é grande: ele tem entropia total e também dimensão
de Hausdorff total; veja [BS00].]

11.3.4. Prove a seguinte generalização da Proposição 11.3.2: se f : M → M é
uma transformação expansora topologicamente exata então

P (f, φ) = lim
k

1

k
log

∑

p∈Fix(fk)

eφk(p) para toda função Hölder φ : M → R.

11.3.5. Seja f : M → M uma transformação expansora diferenciável em uma
variedade compacta M . Mostre que f admite:

(a) Uma vizinhança U0 relativamente à topologia da convergência uniforme
tal que f é fator topológico de toda transformação g ∈ U0. Em particular,
h(g) ≥ h(f) para todo g ∈ U0.

(b) Uma vizinhança U1 relativamente à topologia C1 tal que toda g ∈ U1 é
topologicamente conjugada a f . Em particular, a entropia topológica é
constante em U1.
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Caṕıtulo 12

Formalismo Termodinâmico

Neste caṕıtulo desenvolvemos a teoria ergódica das transformações expansoras
em espaços métricos compactos. Esta teoria teve sua inspiração na Mecânica
Estat́ıstica e, por isso, é frequentemente chamada Formalismo Termodinâmico.
Alertamos, no entanto, que esta última expressão se aplica num contexto bas-
tante mais amplo que também inclui, em particular, os difeomorfismos e fluxos
chamados uniformemente hiperbólicos (a este respeito, veja a excelente mono-
grafia de Rufus Bowen [Bow75a]).

O principal resultado deste caṕıtulo é o seguinte teorema de David Ruelle,
que será provado na Seção 12.1 (a noção de estado de Gibbs também será defi-
nida na Seção 12.1):

Teorema 12.1 (Ruelle). Seja f : M →M uma transformação expansora topo-
logicamente exata num espaço métrico compacto e seja ϕ : M → R uma função
Hölder. Então existe um único estado de equiĺıbrio µ para ϕ. Além disso, a
medida µ é exata, está suportada em todo o M e é um estado de Gibbs.

Lembre que uma transformação expansora é topologicamente exata se ela
for topologicamente misturadora (Exerćıcio 11.2.2).

No caso particular em que M é uma variedade e f é diferenciável, o estado de
equiĺıbrio µu do potencial ϕu = − log | detDf | coincide com a medida invariante
absolutamente cont́ınua dada pelo Teorema 11.1.2. Em particular, ele é a única
medida f́ısica da transformação. Estes fatos serão vistos na Seção 12.1.8.

O teorema de Livsič, que será provado na Seção 12.2, complementa o teorema
de Ruelle de maneira muito elegante: dois potenciais ϕ e ϕ têm o mesmo estado
de equiĺıbrio se, e somente se, a sua diferença é cohomóloga a uma constante.
Em outras palavras, isto acontece se, e somente se, ϕ− ψ = c+ u ◦ f − u para
algum c ∈ R e alguma função cont́ınua u. Além disso, notavelmente, basta
verificar essa condição nas órbitas periódicas de f .

Também veremos, na Seção 12.3, que o sistema (f, µ) no teorema apresenta
decaimento exponencial de correlações para todas as funções Hölder.

Encerraremos o caṕıtulo (Seção 12.4) com uma aplicação destas ideias a
uma classe de objetos geométricos e dinâmicos chamados repulsores conformes.

377
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Mostraremos que vale a fórmula de Bowen-Manning: a dimensão de Hausdorff
do repulsor é dada pelo único zero da função t 7→ P (f, tϕu).

12.1 Teorema de Ruelle

Seja f : M →M uma transformação expansora topologicamente exata e seja ϕ
um potencial Hölder. No que segue, ρ > 0 e σ > 1 são as mesmas constantes
da definição (11.2.1). Representaremos por Snϕ as somas orbitais de ϕ:

Snϕ(x) =

n−1∑

j=0

ϕ(f j(x)). (12.1.1)

Antes de entrarmos nos detalhes da demonstração do Teorema 12.1 vamos
esboçar as suas linhas gerais. Os argumentos giram em torno do operador de
transferência (ou operador de Ruelle-Perron-Frobenius) que é o operador linear
L : C0(M) → C0(M) definido no espaço C0(M) das funções cont́ınuas comple-
xas por

Lg(y) =
∑

x∈f−1(y)

eϕ(x)g(x). (12.1.2)

Observe que L está bem definido: Lg ∈ C0(M) sempre que g ∈ C0(M).
De fato, como vimos no Lema 11.2.6, para cada y ∈M existem ramos inversos
hi : B(y, ρ) → M , i = 1, . . . , k da transformação f tais que ∪ki=1hi(B(y, ρ))
coincide com a pré-imagem da bola B(y, ρ). Então

Lg =

k∑

i=1

(
eϕg
)
◦ hi (12.1.3)

restrito a B(y, ρ) e, claramente, esta expressão define uma função cont́ınua.
É claro da definição que L é um operador positivo: se g(x) ≥ 0 para todo

x ∈M então Lg(y) ≥ 0 para todo y ∈M . Também é fácil verificar que L é um
operador cont́ınuo: de fato,

‖Lg‖ = sup |Lg| ≤ grau(f)esupϕ sup |g| = grau(f)esupϕ‖g‖ (12.1.4)

para todo g ∈ C0(M) e isso significa que ‖L‖ ≤ grau(f)esupϕ.
De acordo com o teorema de Riesz-Markov (Teorema A.3.12), o dual do

espaço de Banach C0(M) se identifica com o espaço vetorial M(M) das medidas
borelianas complexas. Então, o dual do operador de transferência é o operador
linear L∗ : M(M) → M(M) definido por

∫
g d
(
L∗η

)
=

∫ (
Lg
)
dη para todo g ∈ C0(M) e η ∈ M(M). (12.1.5)

Este operador linear é positivo, no sentido de que se η é uma medida positiva
então L∗η também é uma medida positiva.
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O primeiro passo da demonstração (Seção 12.1.1) será mostrar que L∗ admite
uma automedida positiva ν associada a um autovalor positivo λ. Veremos que
tal medida admite jacobiano positivo e Hölder e está suportada em todo o espaço
M . Além disso (Seção 12.1.2), ela é um estado de Gibbs : existem constantes
K ≥ 1 e P ∈ R tais que

K−1 ≤ ν(B(x, n, ε))

exp
(
Snϕ(x) − nP

) ≤ K para todo x ∈M e todo n, (12.1.6)

onde B(x, n, ε) é a bola dinâmica definida em (9.3.2). De fato, P = logλ.
Por trás da demonstração da propriedade de Gibbs estão certos resultados so-

bre controle da distorção que também serão cruciais para mostrar (Seção 12.1.3)
que o próprio operador de transferência L admite uma autofunção associada ao
autovalor λ. Esta função é estritamente positiva e Hölder. A medida µ = hν
será o estado de equiĺıbrio que buscamos (Seção 12.1.4). Segue facilmente das
propriedades de h que esta medida µ é invariante, suportada em todo o M e
um estado de Gibbs. Além disso, hµ(f) +

∫
ϕdµ = P .

Para concluir que µ é de fato um estado de equiĺıbrio precisamos verificar
que P é igual à pressão P (f, ϕ). Isso será feito (Seção 12.1.5) com a ajuda
da fórmula de Rokhlin (Teorema 9.7.3), a qual também nos permitirá concluir
que se η é estado de equiĺıbrio então η/h é automedida de L∗ associada ao
autovalor λ = logP (f, ϕ). Este último resultado será o ingrediente crucial para
demonstrar que o estado de equiĺıbrio é único (Seção 12.1.6).

Finalmente (Seção 12.1.7), verificaremos que o sistema (f, µ) é exato. O
controle de distorção terá, mais uma vez, um papel crucial. Na Seção 12.1.8,
comentaremos o caso especial ϕ = − log | det f |, quando f é transformação ex-
pansora numa variedade Riemanniana. Neste caso a medida de referência ν é
a própria medida de Lebesgue na variedade e, portanto, o estado de equiĺıbrio
é uma medida invariante equivalente à medida de Lebesgue. Logo, µ coincide
com a medida invariante que constrúımos na Seção 11.1.

Antes de passarmos a detalhar estes argumentos é conveniente fazermos dois
comentários breves. Primeiramente, note que a existência de estado de equiĺıbrio
segue imediatamente do Corolário 10.5.9, já que vimos no Lema 11.1.4 que toda
transformação expansora é expansiva. No entanto este fato não será usado na
demonstração: em vez disso, na Seção 12.1.4 apresentaremos uma construção
muito mais expĺıcita do estado de equiĺıbrio.

O outro comentário diz respeito à fórmula de Rokhlin. Seja P uma partição
finita qualquer de M com diamP < ρ. Para cada n ≥ 1, todo elemento de
Pn = ∨n−1

j=0 f
−j(P) está contido na imagem hn−1(P ) de algum P ∈ P por

algum ramo inverso hn−1 do iterado fn−1. Em particular, diamPn < σ−n+1ρ
para todo n. Então P satisfaz as hipóteses do Teorema 9.7.3 em todo ponto.
Logo, a fórmula de Rokhlin vale para toda probabilidade invariante de f .

12.1.1 Medida de referência

Lembre que C0
+(M) representa o cone das funções cont́ınuas positivas. Conforme

já observamos, este cone é preservado pelo operador de transferência L. O cone
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dual (lembre do Exemplo 2.3.3) é definido por

C0
+(M)∗ = {η ∈ C0(M)∗ : η(ψ) ≥ 0 para todo ψ ∈ C0

+(M)}.
e pode ser visto como o cone das medidas borelianas positivas finitas. Segue
diretamente de (12.1.5) que C0

+(M)∗ é preservado pelo operador dual L∗.

Lema 12.1.1. Considere o raio espectral λ = r(L∗) = r(L). Então existe
alguma probabilidade ν em M tal que L∗ν = λν.

Demonstração. Como vimos no Exerćıcio 2.3.3, o cone C0
+(M) é normal. Logo,

estamos em condições de aplicar o Teorema 2.3.4 com E = C0(M), C = C0
+(M)

e T = L. A conclusão do teorema significa que L∗ admite algum autovetor
ν ∈ C0

+(M)∗ correspondente ao autovalor λ. Conforme acabamos de explicar, ν
se identifica com uma medida positiva finita. Normalizando ν, podemos supor
que se trata de uma probabilidade.

No Exerćıcio 12.1.2 propomos uma prova alternativa para o Lema 12.1.1, a
partir do teorema de Tychonoff-Schauder (Teorema 2.2.3).

Exemplo 12.1.2. Seja f : M → M um difeomorfismo local numa variedade
Riemanniana compacta M . Considere o operador de transferência L associ-
ado ao potencial ϕ = − log | detDf |. A medida de Lebesgue m de M é uma
automedida do operador dual, correspondente ao autovalor λ = 1:

L∗m = m. (12.1.7)

Para verificar esse fato, basta mostrar que L∗m(E) = m(E) para todo conjunto
mensurável E contido na imagem de uma bola B(y, ρ) por algum ramo inverso
hj : B(y, ρ) → M (pois, pela compacidade de M , todo conjunto mensurável
pode ser escrito como união finita disjunta de subconjuntos E deste tipo). Ora,
usando a expressão (12.1.3),

L∗m(E) =

∫
XE d(L∗m) =

∫
(LXE) dm =

∫ k∑

i=1

XE
| detDf | ◦ hi dm.

Então, pela escolha de E e pela fórmula de mudança de variáveis,

L∗m(E) =

∫ XE
| detDf | ◦ hj dm =

∫
XE dm = m(E).

Isto prova que m é, de fato, um ponto fixo de L∗.
O Exerćıcio 12.1.3 fornece uma conclusão análoga para medidas de Markov.

A partir daqui sempre suporemos que ν é uma medida de referência, ou
seja, uma probabilidade satisfazendo L∗ν = λν para algum λ > 0. Uma das
nossas conclusões ao final da demonstração do teorema de Ruelle será que λ
está unicamente determinado (em vista do Lema 12.1.1, isso quer dizer que λ
é necessariamente igual ao raio espectral de L e L∗) e que a própria medida ν
também é única.

Inicialmente, vamos mostrar que existe jacobiano de f relativamente a ν, o
qual pode ser escrito explicitamente em termos do autovalor λ e do potencial ϕ:
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Lema 12.1.3. A transformação f : M →M admite jacobiano relativamente a
ν, dado por Jνf = λe−ϕ.

Demonstração. Seja A um domı́nio de invertibilidade qualquer de f . Seja
(gn)n uma sequência de funções cont́ınuas convergindo em ν-quase todo ponto
para a função caracteŕıstica de A e tal que sup |gn| ≤ 1 para todo n (veja o
Exerćıcio A.3.5). Observe que

L(e−ϕgn)(y) =
∑

x∈f−1(y)

gn(y).

A expressão do lado direito é limitada pelo grau de f , que foi definido em
(11.2.4), e ela converge para χf(A)(y) em ν-quase todo ponto. Logo, usando o
teorema da convergência dominada,

∫
λe−ϕgn dν =

∫
e−ϕgn d(L⋆ν) =

∫
L(e−ϕgn) dν

converge para ν(f(A)). Como a expressão do lado esquerdo converge para∫
A
λe−ϕdν, concluimos que

ν(f(A)) =

∫

A

λe−ϕdν,

o que prova a afirmação.

O próximo lema se aplica, em particular, à medida de referência ν:

Lema 12.1.4. Seja f : M →M uma transformação expansora topologicamente
exata e seja η qualquer probabilidade boreliana tal que existe jacobiano de f
relativamente a η. Então η está suportada em todo o M .

Demonstração. Suponha, por absurdo, que existe algum aberto U ⊂M tal que
η(U) = 0. Note que f é uma aplicação aberta, uma vez que é um homeomorfismo
local. Então, a imagem f(U) também é um aberto. Além disso, podemos cobrir
U com uma união finita de domı́nios de invertibilidade A. Para cada um deles,

η(f(A)) =

∫

A

Jηf dη = 0.

Portanto, η(f(U)) = 0. Por indução, segue que η(fn(U)) = 0 para todo n ≥ 0.
Por outro lado, como supomos que f é topologicamente exata, existe k ≥ 1 tal
que fk(U) = M . Como η(M) = 1, isto gera uma contradição.

12.1.2 Distorção e propriedade de Gibbs

Nesta seção vamos provar alguns resultados de controle da distorção limitada
que têm um papel central na nossa construção. A hipótese de que ϕ é Hölder é
cŕıtica a esta altura: estes resultados são falsos, em geral, se o potencial é apenas
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cont́ınuo. Como uma primeira aplicação do controle de distorção mostraremos
que ν é um estado de Gibbs.

Fixe constantes K0 > 0 e α > 0 tais que |ϕ(z) − ϕ(w)| ≤ K0d(z, w)α para
quaisquer z, w ∈M .

Lema 12.1.5. Existe K1 > 0 tal que para todo n ≥ 1, todo x ∈ M e todo
y ∈ B(x, n+ 1, ρ),

|Snϕ(x) − Snϕ(y)| ≤ K1d(f
n(x), fn(y))α.

Demonstração. Por hipótese, d(f i(x), f i(y)) < ρ para todo 0 ≤ i ≤ n. Então,
para cada j = 1, . . . , n, o ramo contrativo hj : B(fn(x), ρ) → M de f j que envia
fn(x) em fn−j(x) também envia fn(y) em fn−j(y). Logo, lembrando (11.2.6),
temos que d(fn−j(x), fn−j(y)) ≤ σ−jd(fn(x), fn(y)) para todo j = 1, . . . , n.
Então,

|Snϕ(x) − Snϕ(y)| ≤
n∑

j=1

|ϕ(fn−j(x)) − ϕ(fn−j(y))|

≤
n∑

j=1

K0σ
−jαd(fn(x), fn(y))α.

Portanto, basta tomar K1 ≥ K0

∑∞
j=0 σ

−jα.

Como consequência do Lema 12.1.5, obtemos a seguinte variação da Pro-
posição 11.1.5 em que o jacobiano usual com respeito à medida de Lebesgue é
substitúıdo pelo jacobiano relativamente à medida de referência ν:

Corolário 12.1.6. Existe K2 > 0 tal que para todo n ≥ 1, todo x ∈ M e todo
y ∈ B(x, n+ 1, ρ),

K−1
2 ≤ Jνf

n(x)

Jνfn(y)
≤ K2.

Demonstração. Da expressão do jacobiano no Lema 12.1.3 segue que (lembre
do Exerćıcio 9.7.6)

Jνf
n(z) = λne−Snϕ(z) para todo z ∈M e todo n ≥ 1. (12.1.8)

Então o Lema 12.1.5 dá que

∣∣ log
Jνf

n(x)

Jνfn(y)

∣∣ =
∣∣Snϕ(x) − Snϕ(y)

∣∣ ≤ K1d(f
n(x), fn(y))α ≤ K1ρ

α.

Assim, basta escolher K2 = exp(K1ρ
α).

Agora podemos mostrar que ν é um estado de Gibbs:

Lema 12.1.7. Para todo ε > 0 suficientemente pequeno existe K3 = K3(ε) > 0
tal que, escrevendo P = logλ,

K−1
3 ≤ ν(B(x, n, ε))

exp(Snϕ(x) − nP )
≤ K3 para todo x ∈M e todo n ≥ 1.
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Demonstração. Considere ε < ρ. Então f | B(y, ε) é injetiva para todo y ∈ M
e, consequentemente, fn | B(x, n, ε) é injetiva para todo x ∈M e todo n. Então,

ν(fn(B(x, n, ε))) =

∫

B(x,n,ε)

Jνf
n(y)dν(y).

Pelo Corolário 12.1.6, o valor de Jνf
n num ponto qualquer y ∈ B(x, n, ε) difere

de Jνf
n(x) por um fator limitado pela constante K2. Segue que

K−1
2 ν(fn(B(x, n, ε))) ≤ Jνf

n(x)ν(B(x, n, ε)) ≤ K2ν(f
n(B(x, n, ε))). (12.1.9)

Agora, Jνf
n(x) = λne−Snϕ(x) = exp(nP − Snϕ(x)), como vimos em (12.1.8).

Pelo Lema 11.2.7 também temos que fn(B(x, n, ε)) = f(B(fn−1(x), ε)) e, por-
tanto,

ν(fn(B(x, n, ε))) =

∫

B(fn−1(x),ε)

Jνf dν (12.1.10)

para todo x ∈M e todo n. É claro que o lado esquerdo de (12.1.10) é majorado
por 1. Além disso, Jνf = λe−ϕ é limitado de zero e {ν(B(y, ε)) : y ∈ M}
também é limitado de zero (pelo Exerćıcio 12.1.1 e o Lema 12.1.4). Portanto
o lado direito de (12.1.10) é minorado por algum número a > 0. Usando estas
observações em (12.1.9), obtemos

K−1
2 a ≤ ν(B(x, n, ε))

exp(Snϕ(x) − nP )
≤ K2.

Agora basta tomar K3 = max{K2/a,K2}.

12.1.3 Densidade invariante

Em seguida vamos mostrar que o operador L admite alguma auto-função po-
sitiva associada ao autovalor λ > 0. Ela será constrúıda como um ponto de
acumulação Cesaro da sequência de funções λ−nLn1. Para mostrar que existe
algum ponto de acumulação, começamos por provar que esta sequência é uni-
formemente limitada e equicont́ınua.

Lema 12.1.8. Existe K4 > 0 tal que

−K4d(y1, y2)
α ≤ log

Ln1(y1)

Ln1(y2)
≤ K4d(y1, y2)

α

para todo n ≥ 1 e quaisquer y1, y2 ∈M com d(y1, y2) < ρ.

Demonstração. Segue de (12.1.3) que, dada qualquer função cont́ınua g,

Lng =
∑

i

(
eSnϕg

)
◦ hni restrito a cada bola B(y, ρ),

onde a soma é sobre os ramos inversos hni : B(y, ρ) → M do iterado fn. Em
particular,

Ln1(y1)

Ln1(y2)
=

∑
i e
Snϕ(hn

i (y1))

∑
i e
Snϕ(hn

i (y2))
.
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Pelo Lema 12.1.5, para cada um desses ramos inversos hni tem-se

|Snϕ(hni (y1)) − Snϕ(hni (y2))| ≤ K1d(y1, y2)
α.

Consequentemente,

e−K1d(y1,y2)
α ≤ Ln1(y1)

Ln1(y2)
≤ eK1d(x1,x2)

α

.

Portanto, basta tomar K4 ≥ K1.

Segue que a sequência λ−nLn1 é limitada de zero e de infinito:

Corolário 12.1.9. Existe K5 > 0 tal que K−1
5 ≤ λ−nLn1(x) ≤ K5 para todo

n ≥ 1 e quaisquer x, y ∈M .

Demonstração. Comece por observar que, para todo n ≥ 1,
∫

Ln1 dν =

∫
1 d(L∗nν) =

∫
λn dν = λn.

Em particular, para todo n ≥ 1,

min
y∈M

λ−nLn1(y) ≤ 1 ≤ max
y∈M

λ−nLn1(y). (12.1.11)

Como f é topologicamente exata, existe N ≥ 1 tal que fN (B(x, ρ)) = M para
todo x ∈ M (confira o Exerćıcio 11.2.3). Agora, dados x, y ∈ M quaisquer,
podemos encontrar x′ ∈ B(x, ρ) tal que fN (x′) = y. Então, por um lado,

Ln+N1(y) =
∑

z∈f−N (y)

eSNϕ(z)Ln1(z) ≥ eSNϕ(x′)Ln1(x′) ≥ e−cNLn1(x′).

Por outro lado, o Lema 12.1.8 dá que Ln1(x′) ≥ Ln1(x) exp(−K4ρ
α). Tome

c = sup |ϕ| e K ≥ exp(K4ρ
α)ecNλN . Combinando as desigualdades anteriores

vem que

Ln+N1(y) ≥ exp(−K4ρ
α)e−cNLn1(x) ≥ K−1λNLn1(x)

para todo x, y ∈M . Portanto, para todo n ≥ 1,

minλ−(n+N)Ln+N1 ≥ K−1 maxλ−nLn1. (12.1.12)

Combinando (12.1.11) e (12.1.12) obtemos,

maxλ−nLn1 ≤ Kminλ−(n+N)Ln+N1 ≤ K para todo n ≥ 1

minλ−nLn1 ≥ K−1 maxλ−n+NLn−N1 ≥ K−1 para todo n > N .

Para terminar a demonstração, só falta estender esta última estimativa para os
valores n = 1, . . . , N . Para isso, observe que cada Ln1 é uma função cont́ınua
e positiva. Logo, pela compacidade de M , o mı́nimo de Ln1 é positivo para
todo n. Então, podemos tomar K5 ≥ K tal que minλ−nLn1 ≥ K−1

5 para todo
n = 1, . . . , N .
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Segue imediatamente do Corolário 12.1.9 que o autovalor λ está unicamente
determinado. Pelo Lema 12.1.1, isto implica que λ = r(L) = r(L∗). Também
veremos daqui a pouco que λ = eP (f,ϕ).

Lema 12.1.10. Existe K6 > 0 tal que

|λ−nLn1(x) − λ−nLn1(y)| ≤ K6d(x, y)
α para quaisquer n ≥ 1 e x, y ∈M .

Em particular, a sequência λ−nLn1 é equicont́ınua.

Demonstração. Suponha inicialmente que d(x, y) < ρ. Pelo Lema 12.1.8,

Ln1(x) ≤ Ln1(y) exp(K4d(x, y)
α)

e, portanto,

λ−nLn1(x) − λ−nLn1(y) ≤
[
exp(K4d(x, y)

α) − 1
]
λ−nLn1(y).

Tome K > 0 tal que | exp(K4t)− 1| ≤ K|t| sempre que |t| ≤ ρα. Então, usando
o Corolário 12.1.9,

λ−nLn1(x) − λ−nLn1(y) ≤ KK5d(x, y)
α.

Invertendo os papéis de x e y conclúımos que

|λ−nLn1(x) − λ−nLn1(y)| ≤ KK5d(x, y)
α sempre que d(x, y) < ρ.

Quando d(x, y) ≥ ρ o Corolário 12.1.9 dá que

|λ−nLn1(x) − λ−nLn1(y)| ≤ 2K5 ≤ 2K5ρ
−αd(x, y)α.

Logo, basta tomar K6 ≥ max{KK5, 2K5ρ
−α} para obter a primeira parte do

enunciado. A segunda parte é consequência imediata.

Estamos prontos para mostrar que o operador L admite alguma autofunção
associada ao autovalor λ. O Corolário 12.1.9 e o Lema 12.1.10 implicam que a
média

hn =
1

n

n−1∑

i=0

λ−iLi1,

define uma sequência limitada e equicont́ınua. Então, pelo teorema de Ascoli-
Arzelá, existe alguma subsequência (hni)i convergindo uniformemente para uma
função cont́ınua h.

Lema 12.1.11. A função h satisfaz Lh = λh. Além disso,
∫
h dν = 1 e

K−1
5 ≤ h(x) ≤ K5 e |h(x) − h(y)| ≤ K6d(x, y)

α para todo x, y ∈M .
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Demonstração. Considere qualquer subsequência (hni)i convergindo para h.
Como o operador L é cont́ınuo,

Lh = lim
i
Lhni = lim

i

1

ni

ni−1∑

k=0

λ−kLk+11 = lim
i

λ

ni

nk∑

k=1

λ−kLk1

= lim
i

λ

ni

ni−1∑

k=0

λ−kLk1 +
λ

ni

(
λ−niLni1 − 1

)
.

O primeiro termo do lado direito converge para λh e o segundo converge para
zero, uma vez que a sequência λ−nLn1 é limitada. Portanto, Lh = λh tal como
afirmamos.

Pela definição de ν, temos
∫
λ−nLn1 dν =

∫
λ−nd(L∗nν) =

∫
1 dν = 1

para todo n ∈ N. Segue que
∫
hn dν = 1 para todo n e, usando o teorema da

convergência dominada,
∫
h dν = 1. As demais afirmações no enunciado seguem,

de modo inteiramente análogo, do Corolário 12.1.9 e do Lema 12.1.10.

12.1.4 Construção do estado de equiĺıbrio

Considere a medida definida por µ = hν, ou seja

µ(A) =

∫

A

h dν para cada conjunto mensurável A ⊂M .

Veremos a seguir que µ é estado de equiĺıbrio para o potencial ϕ e verifica todas
as demais condições no Teorema 12.1.

Do Lema 12.1.11 vem que µ(M) =
∫
h dν = 1 e, portanto, µ é uma medida

de probabilidade. Além disso,

K−1
5 ν(A) ≤ µ(A) ≤ K5ν(A) (12.1.13)

para todo conjunto mensurável A ⊂M . Em particular, µ é equivalente à medida
de referência ν. Este fato, juntamente com o Lema 12.1.4 dá que suppµ = M .
Também segue da relação (12.1.13), juntamente com o Lema 12.1.7, que µ é um
estado de Gibbs: tomando L = K5K obtemos que

L−1 ≤ µ(B(x, n, ε))

exp(Snϕ(x) − nP )
≤ L, (12.1.14)

para todo x ∈M , n ≥ 1 e ε > 0. Lembre que P = logλ.

Lema 12.1.12. A probabilidade µ é invariante por f . Além disso, f admite
jacobiano relativamente a µ, dado por Jµf = λe−ϕ(h ◦ f)/h.

Demonstração. Comece por notar que L
(
(g1 ◦ f)g2) = g1Lg2, quaisquer que

sejam as funções cont́ınuas g1, g2 : M → R: para todo y ∈M ,

L
(
(g1 ◦ f)g2

)
(y) =

∑

x∈f−1(y)

eϕ(x)g1(f(x))g2(x)

= g1(y)
∑

x∈f−1(y)

eϕ(x)g2(x) = g1(y)Lg2(y).
(12.1.15)
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Então, para toda função cont́ınua g : M → R,

∫
(g ◦ f) dµ = λ−1

∫
(g ◦ f)h d(L∗ν) = λ−1

∫
L
(
(g ◦ f)h

)
dν

= λ−1

∫
gLh dν =

∫
gh dν =

∫
g dµ.

Isto prova que a probabilidade µ é invariante por f (lembre da Proposição A.3.3).
Para provar a segunda afirmação, considere qualquer domı́nio de invertibili-

dade A de f . Então, usando o Exerćıcio 9.7.3(a),

µ(f(A)) =

∫

f(A)

1 dµ =

∫

f(A)

h dν =

∫

A

Jνf(h ◦ f) dν =

∫

A

Jνf
h ◦ f
h

dµ.

Pelo Lema 12.1.3, isto significa que

Jµf = Jνf
h ◦ f
h

= λe−ϕ
h ◦ f
h

,

tal como foi afirmado.

Corolário 12.1.13. A medida invariante µ = hν satisfaz hµ(f) +
∫
ϕdµ = P .

Demonstração. Combinando a fórmula de Rokhlin (Teorema 9.7.3) com a se-
gunda parte do Lema 12.1.12,

hµ(f) =

∫
log Jµf dµ = logλ−

∫
ϕdµ+

∫
(log h ◦ f − log h) dµ.

Como µ é invariante e log h é limitada (Corolário 12.1.9), a última parcela é
igual a zero. Portanto, hµ(f) = P −

∫
ϕdµ conforme enunciado.

Para completar a prova de que µ = hν é um estado de equiĺıbrio resta
verificar que P = logλ é igual à pressão P (f, ϕ). Isso será feito abaixo, no
Corolário 12.1.15.

12.1.5 Pressão e autovalores

Seja η qualquer probabilidade invariante de f satisfazendo

hη(f) +

∫
ϕdη ≥ P (12.1.16)

(por exemplo: a medida µ constrúıda na seção anterior). Seja gη = 1/Jηf e
considere também a função g = λ−1eϕh/(h ◦ f). Observe que

∑

x∈f−1(y)

g(x) =
1

λh(y)

∑

x∈f−1(y)

eϕ(x)h(x) =
Lh(y)
λh(y)

= 1 (12.1.17)
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para todo y ∈M . Além disso, como η é invariante por f (Exerćıcio 9.7.5),

∑

x∈f−1(y)

gη(x) = 1 para η-quase todo y ∈M . (12.1.18)

Usando (12.1.16) e a fórmula de Rokhlin (Teorema 9.7.3),

0 ≤ hη(f) +

∫
ϕdη − P =

∫
(− log gη + ϕ− logλ) dη. (12.1.19)

Pela definição de g e a hipótese de que η é invariante, a integral do lado direito
de (12.1.19) é igual a

∫
(− log gη + log g + log h ◦ f − log h) dη =

∫
log

g

gη
dη. (12.1.20)

Lembrando a definição de gη, o Exerćıcio 9.7.4 dá que
∫

log
g

gη
dη =

∫ ( ∑

x∈f−1(y)

gη(x) log
g

gη
(x)
)
dη(y) (12.1.21)

A esta altura precisamos do seguinte fato elementar:

Lema 12.1.14. Sejam pi, bi, i = 1, . . . , k números reais positivos tais que∑k
i=1 pi = 1. Então

∑k
i=1 pi log bi ≤ log(

∑k
i=1 pibi) e a igualdade acontece se,

e somente se, os números bj forem todos iguais a
∑k

i=1 pibi.

Demonstração. Tome ai = log(pibi) no Lema 10.4.4. Então a desigualdade no
Lema 10.4.4 corresponde exatamente à desigualdade no presente lema. Além
disso, vale a igualdade se, e somente se,

pj =
eaj

∑
i e
ai

⇔ pj =
pjbj∑
i pibi

⇔ bj =
∑

i

pibi

para todo j = 1, . . . , n.

Para cada y ∈M , tome pi = gη(xi) e bi = log(g(xi)/gη(xi)), onde os xi são
as pré-imagens de y. A igualdade (12.1.18) significa que

∑
i pi = 1 para η-quase

todo y. Então podemos aplicar o Lema 12.1.14:

∑

x∈f−1(y)

gη(x) log
g

gη
(x) ≤ log

∑

x∈f−1(y)

gη(x)
g

gη
(x)

= log
∑

x∈f−1(y)

g(x) = 0
(12.1.22)

para η-quase todo y; na última igualdade usamos (12.1.17). Combinando as
relações (12.1.19)–(12.1.22) obtemos:

hη(f) +

∫
ϕdη − P =

∫
log

g

gη
dη = 0. (12.1.23)



12.1. TEOREMA DE RUELLE 389

Corolário 12.1.15. P (f, ϕ) = P = log r(L).

Demonstração. Por (12.1.23), temos hη(f) +
∫
ϕdη = P para toda probabi-

lidade invariante η tal que hη(f) +
∫
ϕdη ≥ P . Pelo prinćıpio variacional

(Teorema 10.4.1), segue que P (f, ϕ) = P . A segunda igualdade já havia sido
observada ao final do Corolário 12.1.9.

A esta altura completamos a demonstração de que a medida µ = hν cons-
trúıda na seção anterior é um estado de equiĺıbrio para ϕ. O enunciado a seguir
resulta do mesmo tipo de ideias e será a base para provarmos que esse estado
de equiĺıbrio é único:

Corolário 12.1.16. Se η é estado de equiĺıbrio para ϕ então supp η = M e

Jηf = λe−ϕ(h ◦ f)/h e L∗(η/h) = λ(η/h).

Demonstração. A primeira afirmação no enunciado é uma consequência imedia-
ta da segunda e do Lema 12.1.4.

A igualdade (12.1.23) também implica que vale a igualdade em (12.1.22)
para quase todo y ∈ M . De acordo com o Lema 12.1.14, isso acontece se, e
somente se, os números bi = log(g(xi)/gη(xi)) são todos iguais. Em outras
palavras, para η-quase todo y ∈M existe um número c(y) tal que

g(x)

gη(x)
= c(y) para todo x ∈ f−1(y).

Além disso, lembrando as igualdades (12.1.19) e (12.1.20),

c(y) =
∑

x∈f−1(y)

c(y)gη(x) =
∑

x∈f−1(y)

g(x) = 1

para η-quase todo y. Segue que gη = g em η quase todo ponto, ou seja, a
função 1/g = λe−ϕ(h ◦ f)/h é um jacobiano de f relativamente a η. Isto prova
a segunda afirmação.

Para provar a terceira afirmação, seja ξ : M → R uma função cont́ınua
qualquer. Por um lado, usando a definição do operador de transferência

∫
ξ dL∗

(η
h

)
=

∫
1

h

(
Lξ
)
dη =

∫
1

h(y)

( ∑

x∈f−1(y)

eϕ(x)ξ(x)
)
dη(y). (12.1.24)

Pela definição da função g,
eϕ(x)

h(y)
=
λg(x)

h(x)
.

Substituindo esta igualdade em (12.1.24), obtemos

∫
ξ dL∗

(η
h

)
=

∫ ( ∑

x∈f−1(y)

λgξ

h
(x)
)
dη(y). (12.1.25)
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Então, lembrando que g = gη = 1/Jηf , podemos usar o Exerćıcio 9.7.4 para
concluir que

∫
ξ dL∗

(η
h

)
=

∫ ( ∑

x∈f−1(y)

λgξ

h
(x)
)
dη(y) =

∫
λξ

h
dη.

Como a função cont́ınua ξ é arbitrária, isto mostra que L∗(η/h) = λ(η/h), tal
como afirmamos.

12.1.6 Unicidade do estado de equiĺıbrio

Comecemos por provar o seguinte controle da distorção:

Corolário 12.1.17. Existe K7 > 0 que para todo estado de equiĺıbrio η, todo
n ≥ 1, todo x ∈M e todo y ∈ B(x, n+ 1, ρ),

K−1
7 ≤ Jηf

n(x)

Jηfn(y)
≤ K7.

Demonstração. Pelo Corolário 12.1.16,

Jηf
n = λe−Snϕ h ◦ fn

h
= Jνf

nh ◦ fn
h

para cada n ≥ 1. Então, usando o Corolário 12.1.6 e o Lema 12.1.11,

K−1
2 K−4

5 ≤ Jηf
n(x)

Jηfn(y)
=
Jνf

n(x)

Jνfn(y)

h(fn(x))h(y)

f(fn(y))h(x)
≤ K2K

4
5 .

Portanto, basta tomar K7 = K2K
4
5 .

Lema 12.1.18. Todos os estados de equiĺıbrio de ϕ são equivalentes.

Demonstração. Considere uma partição finita P de M tal que todo P ∈ P tem
interior não vazio e diâmetro menor que ρ. Como supp η1 = supp η2 = M (pelo
Corolário 12.1.16) temos que {ηi(P ) : i = 1, 2 e P ∈ P} é limitado de zero.
Consequentemente, existe C1 > 0 tal que

1

C1
≤ η1(P )

η2(P )
≤ C1 para todo P ∈ P . (12.1.26)

Vamos mostrar que esta relação ainda vale para todo subconjunto mensurável
de M , a menos de substituirmos C1 por uma constante conveniente C2 > C1.

Para cada n ≥ 1, seja Qn a partição de M formada pelas imagens hn(P )
dos elementos de P pelos ramos inversos hn do iterado fn. Pela definição de
jacobiano, ηi(P ) =

∫
hn(P )

Jηif
n dηi. Logo, usando o Corolário 12.1.17,

K−1
7 Jηif

n(x) ≤ ηi(P )

ηi(hn(P ))
≤ K7Jηif

n(x)
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para qualquer x ∈ hn(P ). Lembrando que Jη1f = Jη2f (Corolário 12.1.16),
segue que

K−2
7 ≤ η2(P )η1(h

n(P ))

η1(P )η2(hn(P ))
≤ K2

7 . (12.1.27)

Combinando (12.1.26) e (12.1.27) e tomando C2 = C1K
2
7 vem que

1

C2
≤ η1(h

n(P ))

η2(hn(P ))
≤ C2 (12.1.28)

para todo P ∈ P , todo ramo inverso hn de fn e todo n ≥ 1. Em outras palavras,
(12.1.26) vale para todo elemento de Qn, com C2 no lugar de C1.

Agora observe que diamQn < σ−nρ para todo n. Dado qualquer conjunto
mensurável B e dado qualquer δ > 0, podemos usar a Proposição A.3.2 para
encontrar um compacto F ⊂ B e um aberto A ⊃ B tais que ηi(A \F ) < δ para
i = 1 e para i = 2. Seja Qn a união de todos os elementos da partição Qn que
intersectam F . É claro que Qn ⊃ F e, supondo que n é suficientemente grande,
Qn ⊂ A. Então,

η1(B) ≤ η1(A) < η1(Qn) + δ e η2(B) ≥ η2(F ) > η2(Qn) − δ.

A relação (12.1.28) dá que η1(Qn) ≤ C2η2(Qn), uma vez que Qn é uma união
(disjunta) de elementos de Qn. Combinando estas três desigualdades, obtemos

η1(B) < C2

(
η2(B) + δ) + δ.

Como δ é arbitrário, conclúımos que η1(B) ≤ C2η2(B) para todo conjunto
mensurável B ⊂M . Permutando os papeéis das duas medidas também obtemos
que η2(B) ≤ C2η2(B) para todo conjunto mensurável B ⊂M .

Estas desigualdades mostram que quaisquer dois estados de equiĺıbrio são
equivalentes, com derivadas de Radon-Nikodym afastada de zero e infinito.

Combinando os Lemas 4.3.3 e 12.1.18 obtemos que todos os estados de
equiĺıbrio ergódicos são iguais. Por outro lado, como vimos na Proposição 10.5.5,
as componentes ergódicas de um estado de equiĺıbrio são estados de equiĺıbrio
(ergódicos, claro). Segue que existe um único estado de equiĺıbrio, tal como
afirmamos.

Como consequência, a medida de referência ν também é única: se existissem
duas medidas de referência distintas ν1 e ν2 então µ1 = hν1 e µ2 = hν2 seriam
estados de equiĺıbrio distintos. Analogamente, a autofunção positiva h é única
a menos de produto por constante positiva.

Podemos dar outra demonstração da unicidade que dispensa o uso da Pro-
posição 10.5.5 e, portanto, do teorema de Jacobs. De fato, segue dos resultados
na próxima seção que o estado de equiĺıbrio µ na Seção 12.1.4 é ergódico. Pelo
Lema 12.1.18 isso implica que todos os estados de equiĺıbrio são ergódicos. Em
vista do Lema 4.3.3, segue que eles são todos iguais.
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12.1.7 Exatidão

Finalmente, vamos provar que o sistema (f, µ) é exato. Lembre que isto quer
dizer que se B ⊂ M é tal que existem conjuntos mensuráveis Bn satisfazendo
B = f−n(Bn) para todo n ≥ 1, então B tem medida 0 ou 1.

Seja B um conjunto nessas condições e suponha que µ(B) > 0. Seja P uma
partição finita de M por conjuntos com interior não vazio e diâmetro menor que
ρ. Para cada n, seja Qn a partição de M cujos elementos são as imagens hn(P )
dos conjuntos P ∈ P pelos ramos inversos hn do iterado fn.

Lema 12.1.19. Para todo ε > 0 e todo n ≥ 1 suficientemente grande existe
algum hn(P ) ∈ Qn tal que

µ(B ∩ hn(P )) > (1 − ε)µ(hn(P )). (12.1.29)

Demonstração. Fixe ε > 0. Como a medida µ é regular (Propriedade A.3.2),
dado qualquer δ > 0 existe algum compacto F ⊂ B e algum aberto A ⊃ B
satisfazendo µ(A \ F ) < δ. Como supomos que µ(B) > 0, esta desigualdade
implica que µ(F ) > (1 − ε)µ(A), desde que δ seja suficientemente pequeno.
Fixe δ > 0 nessas condições. Note que diamQn < σ−nρ. Então, para todo n
suficientemente grande, qualquer elemento hn(P ) de Qn que intersecta F está
contido em A. Suponha que (12.1.29) fosse falsa para todo hn(P ). Então,
somando sobre todos hn(P ) que intersectam F ,

µ(F ) ≤
∑

P,hn

µ(F ∩ hn(P )) ≤
∑

P,hn

µ(B ∩ hn(P ))

≤ (1 − ε)
∑

P,hn

µ(hn(P )) ≤ (1 − ε)µ(A).

Esta contradição prova que (12.1.29) é válida para algum hn(P ) ∈ Qn.

Considere qualquer hn(P ) ∈ Qn satisfazendo (12.1.29). Como B = f−n(Bn)
e fn ◦ hn = id no seu domı́nio, temos que fn

(
hn(P ) \ B) = P \ Bn. Então,

aplicando o Corolário 12.1.17 à medida η = µ,

µ(P \Bn) =

∫

hn(P )\B

Jµf
n dµ ≤ K7µ(hn(P ) \B)Jµf

n(x)

e µ(P ) =

∫

hn(P )

Jµf
n dµ ≥ K−1

7 µ(hn(P ))Jµf
n(x)

(12.1.30)

para qualquer x ∈ hn(P ). Combinando (12.1.29) e (12.1.30),

µ(P \Bn)

µ(P )
≤ K2

7

hn(P ) \B
hn(P )

≤ K2
7ε.

Resumindo, mostramos que, dado qualquer ε > 0 e qualquer n ≥ 1 suficiente-
mente grande existe algum P ∈ P tal que µ(P \Bn) ≤ K2

7εµ(P ).
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Como a partição P é finita, segue que existe algum P ∈ P e alguma sequência
(nj)j → ∞ tal que

µ(P \Bnj ) → 0 quando j → ∞. (12.1.31)

Fixemos P a partir daqui. Como P tem interior não vazio e f é topologicamente
exata, por hipótese, existeN ≥ 1 tal que fN (P ) = M . Seja P = P1∪· · ·∪Ps uma
partição finita de P em domı́nios de invertibilidade de fN . Os Corolários 12.1.9
e 12.1.16 dão que Jµf

N = λNe−SNϕ(h ◦ fN)/f é uma função limitada de zero
e infinito. Note também que fN(Pi \ Bnj ) = fN (Pi) \ Bnj+N , uma vez que
f−n(Bn) = B para todo n. Combinando estas duas observações com (12.1.31),
obtemos que, dado qualquer i = 1, . . . , s,

µ(fN (Pi) \Bnj+N ) = µ(fN (Pi \Bnj )) =

∫

Pi\Bnj

log Jµf
N dµ

converge para zero quando j → ∞. Agora, {fN(Pi) : i = 1, . . . , s} é uma cober-
tura finita de M por conjuntos mensuráveis. Portanto, esta última conclusão
implica que µ(M \ Bnj+N ) converge para zero, ou seja, que µ(B) = µ(Bnj+N )
converge para 1 quando j → ∞. Isto significa que µ(B) = 1, claro.

A demonstração do Teorema 12.1 está completa.

12.1.8 Medidas absolutamente cont́ınuas

Nesta última seção sobre o teorema de Ruelle vamos discutir brevemente o
caso particular em que f : M → M é um difeomorfismo local numa variedade
compacta e ϕ = − log | detDf |. Suporemos sempre que f é tal que o potencial
ϕ é Hölder. O primeiro objetivo é comparar as conclusões do teorema de Ruelle
neste caso com os resultados da Seção 11.1:

Proposição 12.1.20. A probabilidade absolutamente cont́ınua invariante de f
coincide com o estado de equiĺıbrio µ do potencial ϕ = − log | detDf |. Conse-
quentemente, ela é equivalente à medida de Lebesgue m, com densidade dµ/dm
Hölder e limitada de zero e infinito, e ela é exata.

Demonstração. Vimos no Exemplo 12.1.2 que a medida de Lebesgue m é au-
tovetor do dual L∗ do operador de transferência correspondente ao potencial
ϕ = − log | detDf |: mais precisamente,

L∗m = m.

Aplicando a teoria anterior (do Lema 12.1.3 em diante) com λ = 1 e ν = m,
encontramos uma função Hölder h : M → R, limitada de zero e infinito, tal que
Lh = h e a medida µ = hm é o estado de equiĺıbrio do potencial ϕ. Lembrando
do Corolário 11.1.15, segue que µ também é a única probabilidade invariante de
f absolutamente cont́ınua com relação a m. O fato de que h é positiva implica
que µ e m são equivalentes. A exatidão foi provada na Seção 12.1.7.



394 CAPÍTULO 12. FORMALISMO TERMODINÂMICO

Também segue da demonstração do Teorema 12.1 que

hµ(f) −
∫

log | detDf | dµ = P (f,− log | detDf |) = logλ = 0. (12.1.32)

Seja ϕ̃ a média temporal da função ϕ, dada pelo teorema ergódico de Birkhoff.
Então, ∫

log | detDf | dµ =

∫
−ϕdµ =

∫
−ϕ̃ dµ. (12.1.33)

Além disso,

−ϕ̃(x) = lim
n

1

n

n−1∑

j=0

log | detDf(f j(x))| = lim
n

1

n
log | detDfn(x)| (12.1.34)

em µ-quase todo ponto. No contexto dos nossos comentários sobre o teorema
de Oseledets (veja a relação (c1) na Seção 3.3.5) mencionanos que

lim
n

1

n
log | detDfn(x)| =

k(x)∑

i=1

di(x)λi(x), (12.1.35)

onde λ1(x), . . . , λk(x)(x) são os expoentes de Lyapunov da transformação f no
ponto x e d1(x), . . . , dk(x)(x) são as respectivas multiplicidades. Combinando
as relações (12.1.32)-(12.1.35), obtemos que

hµ(f) =

∫ ( k(x)∑

i=1

di(x)λi(x)
)
dµ(x). (12.1.36)

Como estas funções são invariantes (veja a relação (a1) na Seção 3.3.5) e a
medida µ é ergódica, temos que k(x), λi(x) e di(x) são constantes em µ-quase
todo ponto. Representaremos por k, λi e di os seus valores. Então, (12.1.36) se
traduz no seguinte teorema:

Teorema 12.1.21. Seja f : M → M uma transformação expansora numa
variedade Riemanniana compacta, tal que a derivada Df é Hölder. Seja µ a
única probabilidade invariante absolutamente cont́ınua com relação à medida de
Lebesgue em M . Então

hµ(f) =

k∑

i=1

diλi, (12.1.37)

onde λi, i = 1, . . . , k são os expoentes de Lyapunov de f em µ-quase todo ponto
e di, i = 1, . . . , k são as respectivas multiplicidades.

Este resultado é um caso particular de um teorema bem mais geral, conhe-
cido como fórmula da entropia de Pesin (veja Pesin [Pes77], Mañé [Mañ81]),
segundo o qual

hµ(f) =

∫ ( k(x)∑

i=1

di(x)λ
+
i (x)

)
dµ(x), λ+

i = max{0, λi}, (12.1.38)
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sempre que f é uma transformação (não necessariamente expansora) diferen-
ciável com derivada Hölder e µ é uma probabilidade invariante absolutamente
cont́ınua com relação à medida de Lebesgue. No caso de transformações expan-
soras todos os expoentes de Lyapunov são positivos e, portanto, λ+

i = λi para
todo i.

De fato, para que valha a fórmula da entropia de Pesin (12.1.38) é suficiente
que a medida µ seja “absolutamente cont́ınua ao longo das variedades instáveis”.
Mais ainda, esta condição suficiente também é necessária. Veja Ledrappier,
Young [Led84, LY85].

12.1.9 Exerćıcios

12.1.1. Mostre que se η é uma medida boreliana num espaço métrico compacto
então para todo ε > 0 existe b > 0 tal que η(B(y, ε)) > b para todo y ∈ supp η.

12.1.2. Seja f : M →M uma transformação expansora. Considere o operador
não linear G : M1(M) → M1(M) definido no espaço M1(M) das probabilida-
des borelianas em M por

G(η) =
L∗(η)∫
L1 dη

,

Use o teorema de Tychonoff-Schauder (Teorema 2.2.3) para concluir que G
admite algum ponto fixo. Deduza o Lema 12.1.1.

12.1.3. Seja σ : ΣA → ΣA o deslocamento unilateral de tipo finito associado a
uma dada matriz de transições A (lembre da Seção 10.2.2). Seja P uma matriz
estocástica tal que Pi,j = 0 sempre que Ai,j = 0. Considere o operador de
transferência L associado ao potencial localmente constante

ϕ(i0, i1, . . . , in, . . . ) = − log
pi1

pi0Pi0,i1
.

Mostre que L∗µ = µ, onde µ é a medida de Markov µ associada à matriz P .

12.1.4. Seja λ um número positivo qualquer e seja ν uma probabilidade bore-
liana satisfazendo L∗ν = λν. Mostre que, dada qualquer u ∈ L1(ν) e qualquer
função cont́ınua v : M → R,

∫
(u ◦ f)v dν =

∫
u(λ−1Lv) dν.

12.2 Teorema de Livsič

Nesta seção vamos discutir a seguinte questão: quando é que os estados de
equiĺıbrio µφ e µψ de dois potenciais Hölder φ e ψ são iguais? Observe que,
como se trata de medidas ergódicas, µφ e µψ ou são iguais ou são mutuamente
singulares (Lema 4.3.3).

Lembre que dois potenciais dizem-se cohomólogos relativamente a f se a
sua diferença pode ser escrita na forma u ◦ f − u para alguma função cont́ınua
u : M → R.
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Proposição 12.2.1. Um potencial ϕ : M → R é cohomólogo a zero se, e
somente se, Snϕ(x) = 0 para todo x ∈ Fix(fn) e todo n ≥ 1.

Demonstração. É claro que se ϕ = u ◦ f − u para algum u então

Snϕ(x) =

n∑

j=1

u(f j(x)) −
n−1∑

j=0

u(f j(x)) = 0

para todo x ∈M tal que fn(x) = x. A rećıproca é muito mais interessante.
Suponha que Snϕ(x) = 0 para todo x ∈ Fix(fn) e todo n ≥ 1. Considere

qualquer ponto z ∈ M cuja órbita é densa em M ; tal ponto existe porque f
é topologicamente misturadora e, consequentemente, transitiva. Defina u na
órbita de z por meio da relação

u(fn(z)) = u(z) + Snϕ(z), (12.2.1)

onde u(z) é arbitrário. Observe que

u(fn+1(z)) − u(fn(z)) = Sn+1ϕ(z) − Snϕ(z) = ϕ(fn(z)) (12.2.2)

para todo n ≥ 0. Em outras palavras, vale a condição de cohomologia

φ− ψ = u ◦ f − u (12.2.3)

sobre a órbita de z. Para estender esta relação a M , usaremos o seguinte fato:

Lema 12.2.2. A função u é uniformemente cont́ınua na órbita de z.

Demonstração. Dado qualquer ε ∈ (0, ρ), tome δ > 0 dado pelo lema de som-
breamento (Proposição 11.2.9). Suponha que k ≥ 0 e l ≥ 1 são tais que
d(fk(z), fk+l(z)) < δ. Então a sequência periódica (xn)n de peŕıodo l dada
por

x0 = fk(z), x1 = fk+1(z), . . . , xl−1 = fk+l−1(z), xl = fk(z)

é uma δ-pseudo-órbita. Logo, pela Proposição 11.2.9, existe algum x ∈ Fix(f l)
tal que d(f j(x), fk+j(z)) < ε para todo j ≥ 0. Como tomamos ε < ρ, isto
também implica que x = hl(f

l(x)), onde hl : B(fk+l(z), ρ) → M representa o
ramo inverso de f l que envia fk+l(z) em fk(z). Por (11.2.6), segue que

d(f j(x), fk+j(z)) ≤ σj−ld(f l(x), fk+l(z)) para todo 0 ≤ j ≤ l. (12.2.4)

Pela definição (12.2.1),

u(fk+l(z)) − u(fk(z)) = Sk+lϕ(z) − Skϕ(z) = Slϕ(fk(z)). (12.2.5)

Fixe constantes C > 0 e ν > 0 tais que |ϕ(x)−ϕ(y)| ≤ Cd(x, y)ν para quaisquer
x, y ∈M . Então,

∣∣Slϕ(fk(z))−Slϕ(x)
∣∣ ≤

j−1∑

j=0

∣∣ϕ(fk+j(z))−ϕ(f j(x))
∣∣ ≤

∑

j=0

Cd(f j(x), fk+j(z))ν .
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Usando (12.2.4), segue que

|Slϕ(fk(z)) − Slϕ(x)| ≤
∑

j=0

Cσν(j−l)d(x, fk+l(z))ν ≤ C1ε
ν (12.2.6)

onde C1 = C
∑∞

i=0 σ
−iν . Lembre também que, por hipótese, Slψ(x) = 0. Logo,

combinando (12.2.5) e (12.2.6), obtemos que |u(fk+l(z)) − u(fk(z))| ≤ C1ε
ν .

Isto conclui a prova do lema.

Segue do Lema 12.2.2 que u admite uma única extensão ao fecho da órbita de
z, ou seja, ao espaço ambienteM . Então, pela continuidade de ϕ e u, a relação de
cohomologia (12.2.3) se estende a todo o M . Isto prova a Proposição 12.2.1.

Teorema 12.2.3 (Livsič). Seja f : M → M uma transformação expansora
topologicamente misturadora num espaço métrico compacto e sejam φ e ψ dois
potenciais em M . As seguintes condições são equivalentes:

(a) µφ = µψ;

(b) existe c ∈ R e uma função qualquer u : M → R tal que φ−ψ = c+u◦f−u;

(c) φ− ψ é cohomólogo a alguma constante c ∈ R;

(d) existe c ∈ R e uma função Hölder u : M → R tal que φ−ψ = c+u◦f−u;

(e) existe c ∈ R tal que Snφ(x)−Snψ(x) = cn para todo x ∈ Fix(fn) e n ≥ 1.

Além disso, as constantes c em (b), (c), (d) e (e) coincidem.

Demonstração. É claro que (d) implica (c) e (c) implica (b).
Se φ − ψ = c + u ◦ f − u para alguma função u então, dado x ∈ Fix(fn)

qualquer,

Snφ(x) − Snψ(x) =
n−1∑

j=0

(
φ− ψ

)
(f j(x)) =

n−1∑

j=0

(
c+ u(f j+1(x)) − u(f j(x))

)
.

Como fn(x) = x, a soma dos dois últimos termos sobre todo j = 0, . . . , n− 1 é
nula. Portanto, Snφ(x) − Snψ(x) = cn. Isto prova que (b) implica (e).

Suponha que Snφ(x)−Snψ(x) = cn para todo x ∈ Fix(fn) e todo n ≥ 0. Isto
significa que a função ϕ = φ−ψ−c satisfaz Snϕ(x) = 0 para todo x ∈ Fix(fn) e
todo n ≥ 0. Note também que ϕ é Hölder. Logo, pela Proposição 12.2.1, existe
uma função cont́ınua u : M → R tal que ϕ = u ◦ f − u. Em outras palavras,
φ− ψ é cohomólogo a c. Isto mostra que (e) implica (c).

Segue de (10.3.5) e da Proposição 10.3.12 que se φ é cohomóloga a ψ + c
então

P (f, φ) = P (f, ψ + c) = P (f, ψ) + c.

Por outro lado, dada qualquer probabilidade invariante ν,

hν(f) +

∫
φdν = hν(f) +

∫
(ψ + c) dν = hν(f) +

∫
ψ dν + c.



398 CAPÍTULO 12. FORMALISMO TERMODINÂMICO

Portanto, ν é estado de equiĺıbrio para φ se, e somente se, ν é estado de equiĺıbrio
para ψ. Isto mostra que (c) implica (a).

Se µφ e µψ coincidem então, evidentemente, elas têm o mesmo jacobiano.
Pelo Lema 12.1.12, isto quer dizer que

λφe
−φhφ ◦ f

hφ
= λψe

−ψ hψ ◦ f
hψ

. (12.2.7)

Seja c = logλφ − logλψ e seja u = log hφ − log hψ. Estes objetos estão bem
definidos, uma vez que λφ, λψ , hφ e hψ são positivos. Além disso, como as
funções hφ e hψ são Hölder e limitadas de zero e de infinito (Corolário 12.1.9),
a função u é Hölder. Finalmente, (12.2.7) pode ser reescrita na seguinte forma:

φ− ψ = c+ log u ◦ f − u.

Isto mostra que (a) implica (d). A prova do teorema está completa.

Temos a seguinte consequência no contexto diferenciável. Seja M uma varie-
dade compacta e seja f : M → M uma transformação diferenciável expansora
cujo jacobiano detDf é Hölder.

Corolário 12.2.4. A medida invariante absolutamente cont́ınua µ coincide com
a medida de máxima entropia se, e somente se, existe c ∈ R tal que

| detDfn(x)| = ecn para todo x ∈ Fix(fn) e todo n ≥ 1.

Demonstração. Como vimos na Proposição 12.1.20, µ é o estado de equiĺıbrio
do potencial ϕ = − log | detDf |. É claro que a medida de máxima entropia µ0

é o estado de equiĺıbrio da função nula. Observe que

Snϕ(x) =

n−1∑

j=0

log | detDf(f j(x))| = log | detDfn(x)|.

Portanto, o Teorema 12.2.3 dá que µ = µ0 se, e somente se, existe c ∈ R tal que
log | detDfn(x)| = 0 + cn para todo x ∈ Fix(fn) e todo n ≥ 1.

12.2.1 Exerćıcios

12.2.1. Considere o deslocamento bilateral σ : Σ → Σ em Σ = {1, . . . , d}Z

Mostre que para toda função Hölder ϕ : Σ → R, existe uma função Hölder
ϕ+ : Σ → R, cohomóloga a ϕ e tal que ϕ+(x) = ϕ+(y) sempre que x = (xi)i∈Z

e y = (yi)i∈Z são tais que xi = yi para i ≥ 0.

12.2.2. Prove que se ϕ, ψ : M → R são funções tais que existem constantes
C,L tais que |Snϕ(x) − Snψ(x) − nC| ≤ L para todo x ∈ M , então P (f, ϕ) =
P (f, ψ) + C e ϕ é cohomólogo a ψ + C.

12.2.3. Dado k ≥ 2, seja f : S1 → S1 a transformação dada por f(x) = kx
mod Z. Seja g : S1 → S1 uma transformação expansora diferenciável de grau
k. Mostre que f e g são topologicamente conjugadas.
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12.2.4. Dado k ≥ 2, seja f : S1 → S1 a transformação dada por f(x) = kx
mod Z. Seja g : S1 → S1 uma transformação expansora diferenciável de grau
k, com derivada Hölder. Mostre que as seguintes condições são equivalentes

(a) f e g são conjugadas por algum difeomorfismo;

(b) f e g são conjugadas por algum homeomorfismo absolutamente cont́ınuo
com inverso absolutamente cont́ınuo;

(c) (gn)′(p) = kn para todo p ∈ Fix(fn)

12.3 Decaimento de correlações

Seja f : M → M uma transformação expansora topologicamente exata e seja
ϕ : M → R um potencial Hölder. Continuaremos representando por ν a medida
de referência (Seção 12.1.1) e por µ o estado de equiĺıbrio (Seção 12.1.4) do
potencial ϕ. Lembre que µ = hν, onde a função h é limitada de zero e infinito
(Corolário 12.1.9). Em particular, L1(µ) = L1(ν).

Dados b > 0 e β > 0, diremos que uma função g : M → R é (b, β)-Hölder se

|g(x) − g(y)| ≤ bd(x, y)β para quaisquer x, y ∈M. (12.3.1)

Diremos que g é β-Hölder se ela é (b, β)-Hölder para algum b > 0. Nesse caso,
representaremos por Hβ(g) a menor de tais constantes b. Além disso, fixando
ρ > 0 como em (11.2.1), representaremos por Hβ,ρ(g) a menor constante b tal
que a desigualdade em (12.3.1) vale para quaisquer x, y ∈M com d(x, y) < ρ.

A sequência de correlações, relativamente à medida invariante µ, de duas
funções g1 e g2 foi definida em (7.1.1):

Cn(g1, g2) =
∣∣
∫

(g1 ◦ fn)g2 dµ−
∫
g1 dµ

∫
g2 dµ

∣∣,

Também consideraremos uma noção semelhante para a medida de referência ν:

Bn(g1, g2) =
∣∣
∫

(g1 ◦ fn)g2 dν −
∫
g1 dµ

∫
g2 dν

∣∣.

Nesta seção vamos provar que estas sequências decaem exponencialmente:

Teorema 12.3.1 (Convergência exponencial para equiĺıbrio). Dado β ∈ (0, α]
existe Λ < 1 e para toda função β-Hölder g2 : M → C existe K1(g2) > 0 tal que

Bn(g1, g2) ≤ K1(g2)Λ
n

∫
|g1| dν para toda g1 ∈ L1(ν) e todo n ≥ 1.

A prova deste resultado será apresentada nas Seções 12.3.1 a 12.3.3. A
demonstração fornecerá uma expressão expĺıcita para o fator K1(g2). Observe
também que

Bn(g1, g2) =
∣∣
∫
g1 d

(
fn∗ (g2ν)

)
−
∫
g1 d

(
µ

∫
g2 dν

)∣∣.
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Então, a conclusão do Teorema 12.3.1 pode ser interpretada do seguinte modo:
os iterados de qualquer medida da forma g2ν convergem exponencialmente para
a medida invariante µ

∫
g2 dν.

Teorema 12.3.2 (Decaimento exponencial de correlações). Para todo β ∈ (0, α]
existe Λ < 1 e para toda função β-Hölder g2 : M → C existe K2(g2) > 0 tal que

Cn(g1, g2) ≤ K2(g2)Λ
n

∫
|g1| dµ para toda g1 ∈ L1(µ) e todo n ≥ 1.

Em particular, para todo par de funções β-Hölder g1 e g2, existe K(g1, g2) > 0
tal que Cn(g1, g2) ≤ K(g1, g2)Λ

n para todo n ≥ 1.

Demonstração. Lembre que µ = hν e que, de acordo com o Corolário 12.1.9, a
função h é α-Hölder e satisfaz K−1

1 ≤ h ≤ K5 para algum K5 > 0. Logo, g2 é
β-Hölder se, e somente se, g2h é β-Hölder (veja o Exerćıcio 12.3.5). Além disso,

Cn(g1, g2) =

∫
(g1 ◦ fn)g2 dµ−

∫
g1 dµ

∫
g2 dµ

=

∫
(g1 ◦ fn)(g2h) dν −

∫
g1 dµ

∫
(g2h) dν = Bn(g1, g2h).

Portanto, segue do Teorema 12.3.1 que

Cn(g1, g2) ≤ K1(g2h)Λ
n

∫
|g1| dν ≤ K1(g2h)/K5Λ

n

∫
|g1| dµ.

Isto prova a primeira parte do teorema, com K2(g2) = K1(g2h)/K5. A segunda
parte é uma consequência imediata: se g1 é β-Hölder então g1 ∈ L1(µ) e então
basta tomar K(g1, g2) = K2(g2)

∫
|g1| dµ.

Antes de passarmos à prova do Teorema 12.3.1, queremos fazer alguns co-
mentários breves. A questão do decaimento de correlações já foi discutida na
Seção 7.4, sob a ótica da propriedade de lacuna espectral. Aqui usaremos uma
abordagem diferente. A demonstração do teorema estará baseada na noção
de distância projetiva associada a um cone, a qual foi introduzida por Garret
Birkhoff [Bir67]. Esta noção nos permitirá obter a convergência exponencial
para o equiĺıbrio, (da qual segue o decaimento exponencial de correlações, como
acabamos de demonstrar) sem que tenhamos que analisar o espectro do ope-
rador de transferência. Mas a propriedade da lacuna espectral vale também
no presente contexto e, de fato, é posśıvel deduzi-la a partir da abordagem
que apresentaremos a seguir. Voltaremos brevemente a este tema ao final da
Seção 12.3.

12.3.1 Distâncias projetivas

Seja E um espaço de Banach. Chamaremos cone a qualquer subconjunto con-
vexo C de E satisfazendo:

tC ⊂ C para todo t > 0 e C̄ ∩ (−C̄) = {0}, (12.3.2)
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onde C̄ representa o fecho de C (anteriormente consideramos apenas cones fe-
chados mas agora é conveniente remover essa exigência). Dados v1, v2 ∈ C,
defina

α(v1, v2) = sup{t > 0 : v2 − tv1 ∈ C} e β(v1, v2) = inf{s > 0 : sv1 − v2 ∈ C}.

A Figura 12.1 ajuda a compreender o significado geométrico destes números.
Por convenção, α(v1, v2) = 0 se v2 − tv1 /∈ C para todo t > 0 e β(v1, v2) = +∞
se sv1 − v2 /∈ C para todo s > 0.

0

v1

v2

v2 − α(v1, v2)v1

v1 − β(v1, v2)
−1v2

C

Figura 12.1: Definição da distância projetiva num cone C

Note que α(v1, v2) é sempre finito. De fato, α(v1, v2) = +∞ significaria que
existe uma sequência (tn)n → +∞ com v2 − tnv1 ∈ C para todo n. Então,
sn = 1/tn seria uma sequência de números positivos convergindo para zero, tais
que snv2 − v1 ∈ C para todo n. Isso implicaria que −v1 ∈ C̄, contradizendo a
segunda condição em (12.3.2). Um argumento análogo mostra que β(v1, v2) é
sempre positivo: β(v1, v2) = 0 implicaria −v2 ∈ C̄.

Dado qualquer cone C ⊂ E e quaisquer v1, v2 ∈ C \ {0}, definimos

θ(v1, v2) = log
β(v1, v2)

α(v1, v2)
, (12.3.3)

com θ(v1, v2) = +∞ sempre que α(v1, v2) = 0 ou β(v1, v2) = +∞. As ob-
servações no parágrafo anterior asseguram que θ(v1, v2) está sempre bem defini-
do. Chamamos θ de distância projetiva associada ao cone C. Esta terminologia
é justificada pela próxima proposição, a qual mostra que θ define uma distância
no quociente projetivo de C\{0}, ou seja, no conjunto das classes de equivalência
da relação ∼ definida por v1 ∼ v2 ⇔ v1 = tv2 para algum t > 0.

Proposição 12.3.3. Se C é um cone então

(a) θ(v1, v2) = θ(v2, v1) para quaisquer v1, v2 ∈ C;

(b) θ(v1, v2) + θ(v2, v3) ≥ θ(v1, v3) para quaisquer v1, v2, v3 ∈ C;

(c) θ(v1, v2) ≥ 0 para quaisquer v1, v2 ∈ C;
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(d) θ(v1, v2) = 0 se, e somente se, existe t > 0 tal que v1 = tv2;

(e) θ(t1v2, t2v2) = θ(v1, v2) para quaisquer v1, v2 ∈ C e t1, t2 > 0.

Demonstração. Se α(v2, v1) > 0 então

α(v2, v1) = sup{t > 0 : v1 − tv2 ∈ C} = sup{t > 0 :
1

t
v1 − v2 ∈ C

}

=
(
inf{s > 0 : sv1 − v2 ∈ C}

)−1
= β(v1, v2)

−1.

Além disso,

α(v2, v1) = 0 ⇔ v1 − tv2 /∈ C para todo t > 0

⇔ sv1 − v2 /∈ C para todo s > 0 ⇔ β(v1, v2) = +∞.

Portanto, α(v2, v1) = β(v1, v2)
−1 em todos os casos. Permutando os papéis de

v1 e v2, também temos que β(v2, v1) = α(v1, v2)
−1 para quaisquer v1, v2 ∈ C.

A parte (a) da proposição é uma consequência imediata destas observações.
Em seguida, afirmamos que α(v1, v2)α(v2, v3) ≤ α(v1, v3) para quaisquer

v1, v2, v3 ∈ C. Isto é óbvio se α(v1, v2) = 0 ou α(v2, v3) = 0; portanto, podemos
supor que α(v1, v2) > 0 e α(v2, v3) > 0. Então, por definição, existem sequências
crescentes de números positivos (rn)n → α(v1, v2) e (sn)n → α(v2, v3) tais que

v2 − rnv1 ∈ C e v3 − snv2 ∈ C para todo n ≥ 1.

Como C é convexo, segue que v3 − snrnv1 ∈ C e, portanto, snrn ≤ α(v1, v3),
para todo n ≥ 1. Passando ao limite quando n → +∞, obtemos a afirmação.
Um argumento análogo mostra que β(v1, v2)β(v2, v3) ≥ β(v1, v3) para quais-
quer v1, v2, v3 ∈ C. A parte (b) da proposição segue imediatamente destas
desigualdades.

A parte (c) significa, simplesmente, que α(v1, v2) ≤ β(v1, v2) para quaisquer
v1, v2 ∈ C. Para provar isto, considere t > 0 e s > 0 tais que v2 − tv1 ∈ C e
sv1 − v2 ∈ C. Então, por convexidade, (s − t)v1 ∈ C. Se s − t fosse negativo,
teŕıamos que −v1 ∈ C, o que estaria em contradição com a última parte de
(12.3.2). Portanto, s ≥ t para quaisquer t e s nas condições acima. Isto implica
que α(v1, v2) ≤ β(v1, v2).

Sejam v1, v2 ∈ C tais que θ(v1, v2) = 0. Então α(v1, v2) = β(v1, v2) = γ
para algum γ ∈ (0,+∞). Logo, existe uma sequência crescente (tn)n → γ e
uma sequência decrescente (sn)n → γ com

v2 − tnv1 ∈ C e snv1 − v2 ∈ C para todo n ≥ 1.

Escrevendo v2 − tnv1 = (v2 − γv1) + (γ − tn)v1, conclúımos que v2 − γv1 está
no fecho C̄ de C. Analogamente, γv1 − v2 ∈ C̄. Pela segunda parte de (12.3.2),
segue que v2 − γv1 = 0. Isto prova a parte (d) da proposição.

Finalmente, considere quaisquer t1, t2 > 0 e v1, v2 ∈ C. Por definição,

α(t1v1, t2v2) =
t2
t1
α(v1, v2) e β(t1v1, t2v2) =

t2
t1
β(v1, v2).

Logo, θ(t1v1, t2v2) = θ(v1, v2), como afirmado na parte (e) da proposição.
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Exemplo 12.3.4. Considere o cone C = {(x, y) ∈ E : y > |x|} em E = R2.
O quociente projetivo de C pode ser identificado com o intervalo (−1, 1), por
meio de (x, 1) 7→ x. Dados −1 < x1 ≤ x2 < 1, temos que

α((x1, 1), (x2, 1)) = sup{t > 0 : (x2, 1) − t(x1, 1) ∈ C}

= sup{t > 0 : 1 − t ≥ |x2 − tx1|} =
1 − x2

1 − x1

e β((x1, 1), (x2, 1)) =
x2 + 1

x1 + 1
.

Portanto,

θ((x1, 1), (x2, 1)) = logR(−1, x1, x2, 1), (12.3.4)

onde

R(a, b, c, d) =
(c− a)(d− b)

(b − a)(d− c)

representa a razão cruzada de quatro números reais a < b ≤ c < d.

No Exerćıcio 12.3.2 propomos ao leitor verificar um fato semelhante onde o
intervalo é substitúıdo pelo disco unitário D = {z ∈ C : |z| < 1}.

Exemplo 12.3.5. Seja E = C0(M) o espaço das funções cont́ınuas num espaço
métrico compacto M . Considere o cone C+ = {g ∈ E : g(x) > 0 para x ∈ M}.
Para quaisquer g1, g2 ∈ C+,

α(g1, g2) = sup
{
t > 0 : (g2 − tg1)(x) > 0 para todo x ∈M

}

= inf
{g2
g1

(x) : x ∈M
}

e β(g1, g2) = sup
{g2
g1

(x) : x ∈M
}
.

Portanto,

θ(g1, g2) = log
sup(g2/g1)

inf(g2/g1)
= log sup

{g2(x)g1(y)
g1(x)g2(y)

: x, y ∈M
}

(12.3.5)

Esta distância projetiva é completa (Exerćıcio 12.3.3) mas existem cones cujas
distâncias projetivas não são completas (Exerćıcio 12.3.4).

Agora, vamos observar que a distância projetiva varia de forma monótona
com o cone. De fato, sejam C1 e C2 dois cones com C1 ⊂ C2 e sejam αi(·, ·),
βi(·, ·), θi(·, ·), i = 1, 2 as respectivas funções, tal como definidas anteriormente.
É claro das definições que, dados quaisquer v1, v2 ∈ C2,

α1(v1, v2) ≤ α2(v1, v2) e β1(v1, v2) ≥ β2(v1, v2)

e, consequentemente, θ1(v1, v2) ≥ θ2(v1, v2).
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Mais geralmente, sejam C1 e C2 cones em espaços de Banacah E1 e E2,
respectivamente, e seja L : E1 → E2 um operador linear tal que L(C1) ⊂ C2.
Então

α1(v1, v2) = sup{t > 0 : v2 − tv1 ∈ C1}
≤ sup{t > 0 : L(v2 − tv1) ∈ C2}
= sup{t > 0 : L(v2) − tL(v1) ∈ C2} = α2(L(v1), L(v2))

e, analogamente, β1(v1, v2) ≥ β2(L(v1), L(v2)). Consequentemente,

θ2(L(v1), L(v2)) ≤ θ1(v1, v2) para quaisquer v1, v2 ∈ C1. (12.3.6)

Em geral, a desigualdade (12.3.6) não é estrita. No entanto, de acordo com
a próxima proposição, isso acontece sempre que L(C1) tem diâmetro finito em
C2, relativamente à distância projetiva; de fato, nesse caso L é uma contração
relativamente às distâncias projetivas θ1 e θ2. Lembre que a função tangente
hiperbólica tanh é definida por

tanhx =
1 − e−2x

1 + e−2x
para todo x ∈ R.

Note que a função tanh toma valores no intervalo (0, 1).

Proposição 12.3.6. Sejam C1 e C2 cones em espaços de Banach E1 e E2,
respectivamente, e seja L : E1 → E2 um operador linear tal que L(C1) ⊂ C2.
Suponha que D = sup{θ2(L(v1), L(v2)) : v1, v2 ∈ C1} é finito. Então,

θ2(L(v1), L(v2)) ≤ tanh
(D

4

)
θ1(v1, v2) para quaisquer v1, v2 ∈ C.

Demonstração. Sejam v1, v2 ∈ C1. Não é restrição supor que α1(v1, v2) > 0 e
β1(v1, v2) < +∞ pois, caso contrário, θ1(v1, v2) = +∞ e não há nada a pro-
var. Então existem ua sequência crescente (tn)n → α1(v1, v2) e uma sequência
decrescente (sn)n → β1(v1, v2), tais que

v2 − tn v1 ∈ C1 e sn v1 − v2 ∈ C1 .

Em particular, θ2(L(v2 − tnv1), L(snv1 − v2)) ≤ D para todo n ≥ 1. Fixe
qualquer D0 > D. Então podemos escolher números positivos Tn e Sn tais que

L(sn v1 − v2) − TnL(v2 − tnv1) ∈ C2 ,

Sn L(v2 − tnv1) − L(sn v1 − v2) ∈ C2 ,
(12.3.7)

e log(Sn/Tn) ≤ D0 para todo n ≥ 1. A primeira parte de (12.3.7) dá que

(sn + tnTn)L(v1) − (1 + Tn)L(v2) ∈ C2

e, por definição de β2(·, ·), isto implica

β2(L(v1), L(v2)) ≤
sn + tnTn

1 + Tn
.
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Analogamente, a segunda parte de (12.3.7) implica que

α2(L(v1), L(v2)) ≥
sn + tnSn

1 + Sn
.

Portanto, θ2(L(v1), L(v2)) não pode exceder

log

(
sn + tnTn

1 + Tn
· 1 + Sn
sn + tnSn

)
= log

(
sn/tn + Tn

1 + Tn
· 1 + Sn
sn/tn + Sn

)
.

O último termo pode ser reescrito como

log

(
sn
tn

+ Tn

)
− log(1 + Tn) − log

(
sn
tn

+ Sn

)
+ log(1 + Sn) =

=

∫ log(sn/tn)

0

(
ex dx

ex + Tn
− ex dx

ex + Sn

)
,

e esta expressão é menor ou igual que

sup
x>0

ex(Sn − Tn)

(ex + Tn)(ex + Sn)
log

(
sn
tn

)
.

Agora usaremos os seguintes fatos elementares:

sup
y>0

y(Sn − Tn)

(y + Tn)(y + Sn)
=

1 −
√
Tn/Sn

1 +
√
Tn/Sn

≤ 1 − e−D0/2

1 + e−D0/2
= tanh

D0

4
.

De fato, o supremo é atingido quando y =
√
SnTn e a desigualdade é con-

sequência de que log(Sn/Tn) ≤ D0. Isto prova que

θ2(L(v1), L(v2)) ≤ tanh

(
D0

4

)
log

(
sn
tn

)
.

Note também que θ(v1, v2) = limn log(sn/tn), devido à nossa escolha de sn e tn.
Logo, passando ao limite quando n→ ∞ e depois fazendo D0 → D, obtemos a
conclusão da proposição.

Exemplo 12.3.7. Seja C+ o cone das funções cont́ınuas positivas em M . Para
cada L > 1, seja C(L) = {g ∈ C+ : sup |g| ≤ L inf |g|}. Então C(L) tem
diâmetro finito em C+, para todo L > 1. De fato, vimos no Exemplo 12.3.5 que
a distância projetiva θ associada a C+ é dada por

θ(g1, g2) = log sup
{g2(x)g1(y)
g1(x)g2(y)

: x, y ∈M
}
.

Em particular, θ(g1, g2) ≤ 2 logL para quaisquer g1, g2 ∈ C(L).
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12.3.2 Cones de funções Hölder

Seja f : M →M uma transformação expansora topologicamente exata e sejam
ρ > 0 e σ > 1 as constantes na definição (11.2.1). Seja L : C0(M) → C0(M) o
operador de transferência associado a um potencial Hölder ϕ : M → M . Fixe
constantes K0 > 0 e α > 0 tais que

|ϕ(x) − ϕ(y)| ≤ K0d(x, y)
α para quaisquer x, y ∈M.

Dados b > 0 e β > 0, vamos representar por C(b, β) o conjunto das funções
positivas g ∈ C0(M) cujo logaritmo é (b, β)-Hölder em bolas de raio ρ, ou seja,
tais que

| log g(x) − log g(y)| ≤ bd(x, y)β sempre que d(x, y) < ρ. (12.3.8)

Lema 12.3.8. Para quaisquer b > 0 e β > 0, o conjunto C(b, β) é um cone em
E = C0(M) e a respectiva distância projetiva é dada por

θ(g1, g2) = log
β(g1, g2)

α(g1, g2)

onde α(g1, g2) é o ı́nfimo e β(g1, g2) é o supremo do conjunto

{g2
g1

(x),
exp(bd(x, y)β)g2(x) − g2(y)

exp(bd(x, y)β)g1(x) − g1(y)
: x 6= y e d(x, y) < ρ

}
.

Demonstração. É claro que g ∈ C implica tg ∈ C para todo t > 0. Além disso,
o fecho de C está contido no conjunto das funções não negativas e, portanto,
−C̄ ∩ C̄ só contém a função nula. Para concluir que C é um cone resta verificar
que ele é convexo. Considere quaisquer g1, g2 ∈ C(b, β). A definição (12.3.8)
quer dizer que

exp(−bd(x, y)β) ≤ gi(x)

gi(y)
≤ exp(bd(x, y)β)

para i = 1, 2 e quaisquer x, y ∈M com d(x, y) < ρ. Então, dados t1, t2 > 0,

exp(−bd(x, y)β) ≤ t1g1(x) + t2g2(x)

t1g1(y) + t2g2(y)
≤ exp(bd(x, y)β)

para quaisquer x, y ∈M com d(x, y) < ρ. Logo, t1g1 + t2g2 is in C(b, β),
Passamos agora a calcular a distância projetiva. Por definição, α(g1, g2) é o

supremo dos números t > 0 satisfazendo as seguintes três condições:

(g2 − tg1)(x) > 0 ⇔ t <
g2
g1

(x)

(g2 − tg1)(x)

(g2 − tg1)(y)
≤ exp(bd(x, y)β) ⇔ t ≤ exp(bd(x, y)β)g2(y) − g2(x)

exp(bd(x, y)β)g1(y) − g1(x)

(g2 − tg1)(x)

(g2 − tg1)(y)
≥ exp(−bd(x, y)β) ⇔ t ≤ exp(bd(x, y)β)g2(x) − g2(y)

exp(bd(x, y)β)g1(x) − g1(y)
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para quaisquer x, y ∈M com x 6= y e d(x, y) < ρ. Logo, α(g1, g2) é igual a

inf
{g2(x)
g1(x)

,
exp(bd(x, y)β)g2(x) − g2(y)

exp(bd(x, y)β)g1(x) − g1(y)
: x 6= y e d(x, y) < ρ

}
.

Analogamente, β(g1, g2) é o supremo deste mesmo conjunto.

O fato crucial que faz a demonstração do Teorema 12.3.1 funcionar é que
o operador de transferência tende a melhorar a regularidade das funções, mais
precisamente, as suas constantes de Hölder. A próxima proposição é uma ma-
nifestação concreta desse fato:

Lema 12.3.9. Para cada β ∈ (0, α] existe uma constante λ0 ∈ (0, 1) tal que
L(C(b, β)) ⊂ C(λ0b, β) para todo b suficientemente grande (dependendo de β).

Demonstração. Segue diretamente da expressão (12.1.2) do operador de trans-
ferência que Lg é positiva sempre que g é positiva. Portanto, só temos que
verificar a segunda condição na definição de C(λ0b, β). Considere y1, y2 ∈ M
com d(y1, y2) < ρ. A expressão (12.1.3) dá que

Lg(yi) =

k∑

j=1

eϕ(xi,j)g(xi,j)

para i = 1, 2, onde os pontos xi,j ∈ f−1(yi) satisfazem d(x1i, x2i) ≤ σ−1d(y1, y2)
para todo 1 ≤ j ≤ k. Por hipótese, ϕ é (K0, α)-Hölder. Como supomos que
β ≤ α, segue que ϕ é (K,β)-Hölder, com K = K0(diamM)α−β . Portanto, para
todo g ∈ C(b, β),

(Lg)(y1) =
k∑

i=1

eϕ(x1,i)g(x1,i) =
k∑

i=1

eϕ(x2,i)g(x2,i)
g(x1,i)e

ϕ(x1,i)

g(x2,i)eϕ(x2,i)

≤
k∑

i=1

eϕ(x2,i)g(x2,i) exp
(
bd(x1,i, x2,i)

β +Kd(x1,i, x2,i)
β
)

≤ (Lg)(y2) exp
(
(b +K)σ−βd(y1, y2)

β
)
.

Fixe λ0 ∈ (σ−β , 1). Para todo b suficientemente grande, (b + K)σ−β ≤ bλ0.
Então, a relação anterior dá que

(Lg)(y1) ≤ (Lg)(y2) exp(λ0bd(y1, y2)
β),

para quaisquer y1, y2 ∈ M com d(y1, y2) < ρ. Permutando os papéis de y1 e y2
obtemos a outra desigualdade.

A seguir usaremos a famı́lia de cones C(L) introduzida no Exemplo 12.3.7:

Lema 12.3.10. Existe N ≥ 1 e para todo β > 0 e todo b > 0 existe L > 1
satisfazendo LN (C(b, β)) ⊂ C(L).
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Demonstração. Por hipótese, f é topologicamente exata. Logo, existe N ≥ 1 tal
que fN(B(z, ρ)) = M para todo z ∈ M . Fixe N de uma vez por todas. Dada
g ∈ C(b, β), considere qualquer ponto z ∈ M tal que g(z) = sup g. Considere
y1, y2 ∈M . Por um lado,

LNg(y1) =
∑

x∈f−N (y1)

eSNϕ(x)g(x) ≤ grau(fN )eN sup |ϕ|g(z).

Por outro lado, pela escolha de N , existe algum x ∈ B(z, ρ) tal que fN(x) = y2.
Então,

LNg(y2) ≥ eSNϕ(x)g(x) ≥ e−N sup |ϕ|e−bd(x,z)
β

g(z) ≥ e−N sup |ϕ|−bρβ

g(z).

Como y1, y2 são arbitrários, isto prova que

supLNg
inf LNg ≤ grau(fN )e2N sup |ϕ|+bρβ

.

Agora basta tomar L igual à expressão do lado direito desta desigualdade.

Combinando os Lemas 12.3.9 e 12.3.10 obtemos que existe N ≥ 1 e, dado
β ∈ (0, α] existe λ0 ∈ (0, 1) tal que, para todo b > 0 suficientemente grande
(dependendo de N e β) existe L > 1, satisfazendo

LN (C(b, β)) ⊂ C(λN0 b, β) ∩ C(L). (12.3.9)

No que segue, escreveremos C(c, β,R) = C(c, β) ∩ C(R) para quaisquer c > 0,
β > 0 e R > 1.

Lema 12.3.11. Para todo c ∈ (0, b) e R > 1, o conjunto C(c, β,R) ⊂ C(b, β)
tem diâmetro finito relativamente à distância projetiva do cone C(b, β).

Demonstração. Usaremos a expressão de θ dada pelo Lema 12.3.8. Por um lado,
a hipótese de que g1, g2 ∈ C(c, β) garante que

exp
(
bd(x, y)β

)
g2(x) − g2(y)

exp
(
bd(x, y)β

)
g1(x) − g1(y)

=
g2(x)

g1(x)

1 − exp
(
− bd(x, y)β

)(
g2(y)/g2(x)

)

1 − exp
(
− bd(x, y)β

)(
g1(y)/g1(x)

)

≥ g2(x)

g1(x)

1 − exp
(
− (b− c))d(x, y)β)

1 − exp
(
− (b+ c)d(x, y)β

)

≥ g2(x)

g1(x)

1 − exp
(
− (b − c)ρβ)

1 − exp
(
− (b+ c)ρβ

)

para quaisquer x, y ∈ M com d(x, y) < ρ. Representemos por r o valor da
última fração do lado direito. Então, observando que r ∈ (0, 1),

α(g1, g2) ≥ inf
{g2(x)
g1(x)

, r
g2(x)

g1(x)
: x ∈M

}
= r inf

{g2(x)
g1(x)

: x ∈M
}
≥ r

inf g2
sup g1

.
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Analogamente,

β(g1, g2) ≤ sup
{g2(x)
g1(x)

,
1

r

g2(x)

g1(x)
: x ∈M

}
=

1

r
sup

{g2(x)
g1(x)

: x ∈M
}
≤ 1

r

sup g2
inf g1

.

Por outro lado, a hipótese de que g1, g2 ∈ C(R) dá que

sup g2
inf g1

≤ R2 inf g2
sup g1

.

Combinando estas três desigualdades, conclúımos que θ(g1, g2) ≤ log(R2/r2)
para quaisquer g1, g2 ∈ C(c, β,R).

Corolário 12.3.12. Existe N ≥ 1 tal que para todo β ∈ (0, α] e todo b > 0
suficientemente grande existe Λ0 < 1 tal que

θ(LNg1,LNg2) ≤ Λ0θ(g1, g2) para quaisquer g1, g2 ∈ C(b, β).

Demonstração. Tome N ≥ 1, λ0 ∈ (0, 1) e L > 1 como em (12.3.9) e considere

c = λN0 b e R = L. (12.3.10)

Então LN (C(b, β)) ⊂ C(c, β,R) e segue do Lema 12.3.11 que o diâmetro D
da imagem LN (C(b, β)) relativamente à distância projetiva θ é finito. Tome
Λ0 = tanh(D/4). Agora a conclusão do corolário é uma aplicação imediata da
Proposição 12.3.6.

12.3.3 Convergência exponencial

Fixe N ≥ 1 e β ∈ (0, α] e b > 0 e L > 1, nas condições do Corolário 12.3.12, e
considere c > 0 e R > 1 dados por (12.3.10). Continuamos representando por h
a autofunção positiva (Lema 12.1.11) e por λ o raio espectral (Corolário 12.1.15)
do operador de transferência L. Lembre que h é α-Hölder e limitada de zero
e infinito. Portanto, a menos de aumentar as constantes b e L se necessário,
podemos considerar h ∈ C(c, β,R).

O próximo lema segue diretamente das considerações anteriores e nos per-
mitirá obter a estimativa no Teorema 12.3.1. Continuamos representando por
‖ · ‖ a norma definida em C0(M) por ‖φ‖ = sup{|φ(x)| : x ∈M}.
Lema 12.3.13. Existe C > 0 e Λ ∈ (0, 1) tal que

‖λ−nLng − h

∫
g dν‖ ≤ CΛn

∫
g dν para g ∈ C(c, β,R) e n ≥ 1.

Demonstração. Seja g ∈ C(c, β,R). Em particular, g > 0 e portanto
∫
g dν > 0.

A conclusão do lema não é afetada quando multiplicamos g por qualquer número
positivo. Logo, não é restrição supor que

∫
g dν = 1. Então,

∫
λ−nLng dν =

∫
λ−ng d(L∗nν) =

∫
g dν = 1 =

∫
h dν
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e, portanto, inf(λ−nLng/h) ≤ 1 ≤ sup(λ−nLng/h) para todo n ≥ 1. Agora
segue das expressões no Lema 12.3.8 que

α(λ−jNLjNg, h) ≤ inf
λ−jNLjNg

h
≤ 1

β(λ−jNLjNg, h) ≥ sup
λ−jNLjNg

h
≥ 1.

Consequentemente,

θ(λ−jNLjNg, h) ≥ log β(λ−jNLjNg, h) ≥ log sup
λ−jNLjNg

h

θ(λ−jNLjNg, h) ≥ − logα(λ−jNLjNg, h) ≥ − log inf
λ−jNLjNg

h

para todo j ≥ 0. Agora seja D o diâmetro de C(c, β,R) relativamente à distân-
cia projetiva θ (Lema 12.3.11). Pela Proposição 12.3.3 e pelo Corolário 12.3.12,

θ(λ−jNLjNg, h) = θ(LjN g,LjNh) ≤ Λj0 θ(g, h) ≤ Λj0D

para todo j ≥ 0. Combinando isto com as duas desigualdades anteriores,

exp(−Λj0D) ≤ inf
λ−jNLjNg

h
≤ sup

λ−jNLjNg
h

≤ exp(Λj0D)

para todo j ≥ 0. Fixe C1 > 0 tal que |ex − 1| ≤ C1|x| sempre que |x| ≤ D.
Então a relação anterior implica que

∣∣λ−jNLjNg(x) − h(x)
∣∣ ≤ h(x)C1Λ

j
0D para todo x ∈M e j ≥ 0. (12.3.11)

Tome C2 = C1D suph e Λ = Λ
1/N
0 . A desigualdade (12.3.11) significa que

‖λ−jNLjNg − h‖ ≤ C2Λ
jN para todo j ≥ 1.

Dado qualquer n ≥ 1, escreva n = jN + r com j ≥ 0 e 0 ≤ r < N . Como o
operador L : C0(M) → C0(M) é cont́ınuo e Lh = λh,

‖λ−nLng − h‖ = ‖λ−rLr(λ−jNLjNg − h)‖ ≤ (‖L‖/λ)r ‖λ−jNLjNg − h‖.

Combinando as duas últimas desigualdades,

‖λ−nLng − h‖ ≤ (‖L‖/λ)rC2Λ
n−r.

Isto prova a conclusão do lema, desde que tomemos C ≥ C2(‖L‖/(λΛ))r para
todo 0 ≤ r < N .

Agora estamos prontos para provar o Teorema 12.3.1:
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Demonstração. Comece por considerar g2 ∈ C(c, β,R). Usando a igualdade no
Exerćıcio 12.1.4 e lembrando que µ = hν,

Bn(g1, g2) =
∣∣
∫
g1

(
λ−nLng2 − h

∫
g2 dν

)
dν
∣∣

≤
∥∥λ−nLng2 − h

∫
g2 dν

∥∥
∫

|g1| dν.

Portanto, usando o Lema 12.3.13,

Bn(g1, g2) ≤ CΛn
∫

|g1| dν
∫
g2 dν. (12.3.12)

Agora seja g2 : M → R uma função β-Hölder qualquer e seja H = Hβ(g2).
Escrevemos g1 = g+

2 − g−2 , onde

g+
2 =

1

2
(|g2| + g2) +B e g−2 =

1

2
(|g2| − g2) +B

e a constante positiva B é definida por B = max{H/c, sup |g2|/(R − 1)}. É
claro que as funções g±2 são positivas: g±2 ≥ B > 0. Além disso, elas são
(H,β)-Hölder:

|g±2 (x) − g±2 (y)| ≤ |g2(x) − g2(y)| ≤ Hd(x, y)β ,

para x, y ∈M . Logo, usando o teorema da média e o fato de que B ≥ H/c,

∣∣ log g±2 (x) − log g±2 (y)
∣∣ ≤ |g±2 (x) − g±2 (y)|

B
≤ Hd(x, y)β

B
≤ cd(x, y)β .

Além disso, como B ≥ sup |g2|/(R− 1),

sup g±2 ≤ sup |g2| +B ≤ RB ≤ R inf g±2

Juntamente com a relação anterior, isto significa que g±2 ∈ C(c, β,R), tal como
afirmamos. Então podemos aplicar (12.3.12) às duas funções:

Bn(g1, g
±
2 ) ≤ CΛn

∫
|g1| dν

∫
g±2 dν

e, consequentemente,

Bn(g1, g2) ≤ Bn(g1, g
+
2 ) +Bn(g1, g

−
2 )

≤ CΛn
∫

|g1| dν
∫

(g+
2 + g−2 ) dν.

(12.3.13)

Além disso, pela definição de g±2 ,

∫
(g+

2 + g−2 ) dν =

∫
|g2| dν + 2B ≤

∫
|g2| dν +

2H

c
+

2 sup |g2|
R− 1

≤ 2

c
Hβ(g2) +

R+ 1

R− 1
sup |g2|.

(12.3.14)
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Tome C1 = C max{2/c, (R+ 1)/(R− 1)} e defina

K1(g2) = 2C1

(
sup |g2| +Hβ(g2)

)
.

As relações (12.3.13) e (12.3.14) dão que

Bn(g1, g2) ≤ C1Λ
n

∫
|g1| dν

(
Hβ(g2) + sup |g2|

)
≤ 1

2
K1(g2)Λ

n

∫
|g1| dν.

Isto termina a prova do teorema no caso em que g2 é uma função real.
O caso geral (complexo) segue facilmente. Note que K1(ℜg2) ≤ K1(g2), pois

sup |ℜg2| ≤ sup |g2| e Hβ(ℜg2) ≤ Hβ(g2). Analogamente, K1(ℑg2) ≤ K1(g2).
Portanto, os argumentos anteriores dão que

Bn(g1, g2) ≤ Bn(g1,ℜg2) +Bn(g1,ℑg2) ≤
1

2

(
K1(ℜg2) +K1(ℑg2)

)
Λn
∫

|g1| dν

≤ K1(g2)Λ
n

∫
|g1| dν

Isto completa a prova do teorema de convergência para o equiĺıbrio.

Vamos encerrar esta seção com alguns comentários sobre a propriedade da
lacuna espectral. Seja Cβ(M) o espaço vetorial das funções β-Hölder g : M → C.
Deixamos ao cuidado do leitor provar os seguintes fatos (Exerćıcio 12.3.6):

(i) A função ‖g‖β,ρ = sup |g| +Hβ,ρ(g) é uma norma completa em Cβ(M).

(ii) Cβ(M) é invariante pelo operador de transferência: L(Cβ(M)) ⊂ Cβ(M).

(iii) A restrição L : Cβ(M) → Cβ(M) é cont́ınua relativamente à norma ‖·‖β,ρ.
Note que h ∈ Cβ(M), já que β ≤ α. Defina V = {g ∈ Cβ(M) :

∫
g dν = 0}.

Então Cβ(M) = V ⊕ Ch, pois toda função g ∈ Cβ(M) pode ser decomposta,
de maneira única,

g =
(
g − h

∫
g dν) + h

∫
g dν

como soma de uma função em V com um múltiplo de h. Além disso, a soma
direta Cβ(M) = V ⊕ Ch é invariante pelo operador de transferência. De fato,
se g ∈ V então

g ∈ V ⇒
∫

Lg dν =

∫
gdL∗ν = λ

∫
g dν = 0 ⇒ Lg ∈ V.

Segue que o espectro de L no espaço de Banach Cβ(M) é a união de {λ} com
o espectro da restrição L ao hiperplano V . No Exerćıcio 12.3.8 propomos ao
leitor mostrar que o raio espectral de L | V é estritamente menor que λ. Con-
sequentemente, L : Cβ(M) → Cβ(M) tem a propriedade da lacuna espectral.

No livro de Viviane Baladi [Bal00] o leitor encontrará uma apresentação
aprofundada da teoria espectral dos operadores de transferência e suas conexões
com o decaimento de correlações, para transformações expansoras diferenciáveis
ou diferenciáveis por pedaços e também para difeomorfismos uniformemente
hiperbólicos.
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12.3.4 Exerćıcios

12.3.1. Mostre que a razão cruzada R(a, x, y, b) é invariante por todo automor-
fismo de Möbius da reta, ou seja, R(φ(a), φ(b), φ(c), φ(d)) = R(a, b, c, d) para
quaisquer a < b ≤ c < d e toda transformação da forma φ(x) = (αx+β)/(γx+δ)
com αδ − βγ 6= 0.

12.3.2. Considere o cone C = {(z, s) ∈ C × R : s > |z|}. O seu quociente
projetivo pode ser identificado com o disco unitário D = {z ∈ C : |z| < 1}, por
meio de (z, 1) 7→ z. Seja d a distância induzida em D, mediante esta identi-
ficação, pela distância projetiva de C. Mostre que d coincide com a distância
de Cayley-Klein ∆, definida por

∆(p, q) = log
|aq| |pb|
|ap| |bq| , para p, q ∈ D,

onde a e b são os pontos onde a reta que passa por p e q intersecta o bordo
do disco, designados de tal modo que p esteja entre a e q e q esteja entre p e
b. [Observação: A distância de Cayley-Klein relaciona-se com a distância de
Poincaré do disco mediante a aplicação z 7→ (2z)/1 + |z|2.]
12.3.3. Mostre que a distância projetiva associada ao cone C+ apresentado no
Exemplo 12.3.7 é completa, no seguinte sentido: relativamente à distância pro-
jetiva, toda sequência de Cauchy (gn)n converge para algum elemento de C+.
Além disso, se normalizarmos as funções (por exemplo, fixando uma probablili-
dade qualquer η em M e exigindo que

∫
gn dη = 1 =

∫
g dη para todo n, então

(gn)n converge uniformemente para g.

12.3.4. Seja M uma variedade compacta e seja C1 o cone das funções positivas
diferenciáveis em M . Mostre que a respectiva distância projetiva θ1 não é
completa.

12.3.5. Verifique que se g1 e g2 são funções β-Hölder, θ : M → M é trans-
formação L-Lipschitz e η é uma probabilidade em M então

(a) Hβ(g1g2) ≤ sup |g1|Hβ(g2) + sup |g2|Hβ(g1);

(b)
∫
|g1| dη ≤ sup |g1| ≤

∫
|g1| dη +Hβ(g1)(diamM)β;

(c) Hβ(g ◦ θ) ≤ LβHβ(g).

O item (a) permanece verdadeiro se substituirmos Hβ por Hβ,ρ. O mesmo vale
para o item (c), se suposermos L ≤ 1.

12.3.6. Seja Cβ(M) o espaço vetorial das funções β-Hölder num espaço métrico
compacto M . Prove as propriedades (i), (ii), (iii) que foram enunciadas ao final
da Seção 12.3.

12.3.7. Considere Cβ(M) munido da norma ‖·‖β,ρ. Seja L : Cβ(M) → Cβ(M)
o operador de transferência associado a um potencial α-Hölder, com α ≥ β.
Sejam λ o raio espectral, ν a medida de referência, h a auto-função e µ = hν
o estado de equiĺıbrio do potencial ϕ. Considere o operador de transferência
P : Cβ(M) → Cβ(M) associado ao potencial ψ = ϕ+ log h− log h ◦ f − logλ.
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(a) Mostre que L é linearmente conjugado a λP , logo esp(L) = λ esp(P).
Além disso, P1 = 1 e P∗µ = µ.

(b) Mostre que
∫
|Png| dµ ≤

∫
|g| dµ e sup |Png| ≤ sup |g| e existem constan-

tes C > 0 e τ < 1 tais que Hβ,ρ(Png) ≤ τnHβ,ρ(g) + C sup |g| para todo
g ∈ Cβ(M) e todo n ≥ 1.

12.3.8. Mantemos as notações do Exerćıcio 12.3.7. O objetivo é mostrar que o
raio espectral da restrição de L ao hiperplano V = {g ∈ Cβ(M) :

∫
g dν = 0} é

estritamente menor que λ. Pela parte (a) do exerćıcio anterior, basta considerar
o caso L = P (com λ = 1, ν = µ e h = 1). Fixe b, β,R como no Corolário 12.3.12.

(a) Mostre que existem K > 1 e r > 0 tais que, para todo v ∈ V com
‖v‖β,ρ ≤ r, a função g = 1 + v está no cone C(b, β,R) e satisfaz

K−1‖v‖β,ρ ≤ θ(1, g) ≤ K‖v‖β,ρ.

(b) Use o Corolário 12.3.12 e o item anterior para encontrar C > 0 e τ < 1
tais que ‖Pnv‖β,ρ ≤ Cτn‖v‖β,ρ para todo v ∈ V .

12.4 Dimensão de repulsores conformes

Nesta seção apresentaremos uma aplicação da teoria desenvolvida anteriormente
ao cálculo da dimensão de Hausdorff de certos conjuntos invariantes por trans-
formações expansoras, que chamamos repulsores conformes. O principal re-
sultado (Teorema 12.4.3) contém uma fórmula para o valor da dimensão de
Hausdorff do repulsor em termos da pressão de certos potenciais.

O leitor interessado em aprofundar o estudo da dimensão de Hausdorff e
suas diversas aplicações encontrará apresentações detalhadas nos livros de Fal-
coner [Fal90], Palis, Takens [PT93, Caṕıtulo 4], Pesin [Pes97] e Bonatti, Dı́az,
Viana [BDV05, Caṕıtulo 3].

12.4.1 Dimensão de Hausdorff

Seja M um espaço métrico. Nesta seção entenderemos por cobertura de M
qualquer famı́lia finita ou enumerável de subconjuntos de M cuja união é M .
O diâmetro de uma cobertura U é o supremo dos diâmetros dos seus elementos.
Para cada d > 0 e δ > 0, definimos

md(M, δ) = inf
{ ∑

U∈U

diam(U)d : U cobertura com diamU < δ
}
. (12.4.1)

Ou seja, consideramos todas as posśıveis coberturas de M por subconjuntos com
diâmetro menor que δ e procuramos minimizar a soma dos diâmetros elevada
a d. Este número varia com δ de maneira monótona: quando δ diminui, a
classe de coberturas adminsśıveis diminui e portanto o ı́nfimo só pode aumentar.
Chamamos medida de Hausdorff de M em dimensão d ao limite

md(M) = lim
ε→0

md(M, δ). (12.4.2)
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Note que md(M) ∈ [0,∞]. Além disso, segue diretamente da definição que

md1(M, δ) ≤ δd1−d2md2(M, δ) para todo δ > 0 e quaisquer d1 > d2 > 0.

Fazendo δ → 0 segue que md1(M) = 0 ou md2(M) = ∞ ou ambos. Portanto,
existe um único valor d(M) ∈ [0,∞] tal que md(M) = ∞ para todo d < d(M) e
md(M) = 0 para todo d > d(M). Chamamos d(M) de dimensão de Hausdorff
do espaço métrico M .

A medida de Hausdorff de M na dimensão d(M) pode tomar qualquer valor.
Em muitos exemplos interessantes, tal como aquele que vamos apresentar a
seguir, ela é positiva e finita. Mas existem muitos outros casos em que ela é zero
ou infinito.

Exemplo 12.4.1. Consideremos o conjunto de Cantor usual K na reta. Isto é,

K =
∞⋂

n=0

Kn

onde K0 = [0, 1] e todo Kn, n ≥ 1 é obtido retirando de cada componente
conexa de Kn o subintervalo aberto central de comprimento relativo 1/3. Seja
d0 = log 2/ log 3. Vamos mostrar que md0(M) = 1. Isso implica d(M) = d0.

Para provar a estimativa superior considere, para cada n ≥ 0, a cobertura Vn
de K cujos elementos são as interseções de K com cada uma das componentes
conexas de Kn. É claro que a sequência (Vn)n é crescente: Vn−1 ≺ Vn para
todo n ≥ 1. Note que Vn tem exatamente 2n elementos, todos com diâmetro
igual a 3−n. Portanto,

∑

V ∈Vn

(diamV )d0 = 2n3−nd0 = 1 (12.4.3)

para todo n. Como diamVn → 0 quando n→ ∞, segue que md0(M) ≤ 1.
A estimativa inferior para a medida e a dimensão de Hausdorff é um pouco

mais dif́ıcil, porque é necessário lidar com coberturas arbitrárias. Vamos mostrar
que, dada qualquer cobertura U de M ,

∑

U∈U

(diamU)d0 ≥ 1. (12.4.4)

Chamamos intervalo aberto de K a qualquer interseção de K com um inter-
valo aberto da reta. É claro que todo subconjunto de K está contido num
intervalo aberto com diâmetro tão próximo quanto se queira. Logo, sempre
podemos formar coberturas U ′ cujos elementos são intervalos abertos e tais que∑
U ′∈U ′(diamU ′)d0 está tão perto de

∑
U∈U(diamU)d0 quanto se queira. Logo,

não é restrição supor que os elementos de U são intervalos abertos. Então, pela
compacidade de K, também não é restrição supor que U é finita. Considere
qualquer U ∈ U . Como U é aberto e diamVn → 0, existe m ≥ 1 tal que para
todo n ≥ m todo elemento de Vn que intersecta U está contido em U . Além
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disso, como U é finita, podemos fixar o mesmo m para todos os seus elementos.
Afirmamos que ∑

U∈U

(diamU)d0 ≥
∑

V ∈Vm

(diamV )d0 . (12.4.5)

A estratégia da prova é modificar a cobertura U sucessivamente de tal forma que
em cada passo a expressão no lado esquerdo de (12.4.5) não aumenta e após um
número finito de passos se obtém a cobertura Vm. Para cada U ∈ U , considere
k ≥ 0 mı́nimo tal que U intersecta um único elemento V de Vk. A escolha
de m implica que k ≤ m: para k > m, se U intersecta um elemento de Vk
então ele contém todos os elementos de Vk dentro do mesmo elemento de Vm.
Suponha que k < m. Pela escolha de k, o conjunto U intersecta exatamente
dois elementos V1 e V2 de Vk+1. Sejam U1 e U2 as interseções. Então,

diamUi ≤ diamVi = 3−n−1 e diamU = diamU1 + 1/3 + diamU2.

Logo (Exerćıcio 12.4.1),

(diamU)d0 ≥ (diamU1)
d0 + (diamU2)

d0

Isto quer dizer que o valor do lado esquerdo de (12.4.5) não aumenta quando
substitúımos U por U1 e U2 na cobertura U . Por um lado, a nova cobertura
satisfaz as mesmas condições que a original: U1 e U2 são intervalos abertos
(porque V1, V2 e U são intervalos abertos) e eles contêm todo elemento de Vm que
eles intersectam. Por outro lado, por construção, cada um deles intersecta um
único elemento de Vk+1. Portanto, ao cabo de um número finito de repetições
deste procedimento reduzimos a situação inicial ao caso em que k = m para
todo U ∈ U . Ora, a escolha de m implica que nesse caso cada U ∈ U contém o
respectivo V ∈ Vm. Aliás, como U não intersecta nenhum outro elemento de Vm,
segue que U = V . Em particular, quaisquer elementos de U que correspondam
a um mesmo V ∈ Vm devem coincidir. Eliminando tais repetições obtemos a
cobertura Vm. Isto completa a prova da afirmação (12.4.5) a qual, juntamente
com (12.4.3), implica (12.4.4).

12.4.2 Repulsores conformes

Sejam D,D1, . . . , DN compactos convexos num espaço euclideano Rℓ tais que
Di ⊂ D para todo i e Di∩Dj = ∅ sempre que i 6= j. Denote D∗ = D1∪· · ·∪DN

e suponha que
vol(D \D∗) > 0 (12.4.6)

onde vol denota a medida de volume em Rℓ. Suponha também que existe uma
aplicação f : D∗ → D tal que a restrição a cada Di é um homeomorfismo sobre
D. Veja a Figura 12.2. Note que que a sequência das pré-imagens f−n(D) é
não crescente. Chamamos repulsor de f à sua interseção:

Λ =

∞⋂

n=0

f−n(D). (12.4.7)
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Em outras palavras, Λ é o conjunto dos pontos x cujos iterados fn(x) estão
definidos para todo n ≥ 1. É claro que Λ é compacto e que f−1(Λ) = Λ.

DD

f

hi

hj

Di

Dj

Figura 12.2: Repulsor

Exemplo 12.4.2. O conjunto de Cantor K no Exemplo 12.4.1 é o repulsor da
transformação f : [0, 1/3]∪ [2/3, 1] → [0, 1] dada por f(x) = 3x se x ∈ [0, 1/3] e
f(x) = 3x− 2 se x ∈ [2/3, 1]. Uma classe mais geral de exemplos em dimensão
1 foi introduzida no Exemplo 11.2.3.

No que segue suporemos que a aplicação f : D∗ → D é de classe C1; para
pontos no bordo do domı́nio isto quer dizer que f se estende a uma aplicação
C1 numa vizinhança. Também fazemos as seguintes hipóteses adicionais.

A primeira hipótese é que a aplicação f é expansora: existe σ > 1 tal que

‖Df(x)v‖ ≥ σ para todo x ∈ D∗ e todo v ∈ Rℓ. (12.4.8)

Não é dif́ıcil deduzir que a restrição f : Λ → Λ da aplicação ao repulsor é uma
transformação expansora no sentido da Seção 11.2.

A segunda hipótese é que o logaritmo do jacobiano de f é Hölder: existem
C > 0 e θ > 0 tais que

log
| detDf(x)|
| detDf(y)| ≤ C‖x− y‖θ para todo x, y ∈ D∗. (12.4.9)

A menos de escolher C suficientemente grande, a desigualdade é automatica-
mente satisfeita quando x e y pertencem a subdomı́nios Di e Dj distintos, uma
vez que d(Di, Dj) > 0.

A terceira e última hipótese é que a aplicação f é conforme:

‖Df(x)‖ ‖Df(x)−1‖ = 1 para todo x ∈ D∗. (12.4.10)

É importante notar que esta condição é automática quando ℓ = 1. Quando
ℓ = 2 ela vale se, e somente se, a transformação f é anaĺıtica.

Todas estas condições são satisfeitas no caso do conjunto de Cantor (lembre
os Exemplos 12.4.1 e 12.4.2). Elas também são satisfeitas no Exemplo 11.2.3,
desde que suponhamos que a derivada da respectiva aplicação f é Hölder.
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Teorema 12.4.3 (Fórmula de Bowen-Manning). Suponha que f : D∗ → D
satisfaz as condições (12.4.8), (12.4.9) e (12.4.10). Então a dimensão de Haus-
dorff do repulsor é dada por

d(Λ) = d0ℓ,

onde d0 ∈ (0, 1) é o único número tal que P (f,−d0 log | detDf |) = 0.

Alertamos o leitor para um pequeno abuso de linguagem que cometeremos
ao longo desta secão, para não sobrecarregar demasiado as notações: P (f, ψ)
sempre representará a pressão de um potencial ψ : Λ → R relativamente à
restrição f : Λ → Λ ao repulsor, embora em outros pontos dos argumentos
consideremos a aplicação f definida em todo o domı́nio D∗.

Antes de passarmos à demonstração do teorema, mencionemos o seguinte
caso particular interessante:

Exemplo 12.4.4. Seja f : J → [0, 1] uma aplicação como no Exemplo 11.2.3 e
suponha que a restrição de f a cada componente conexa Ji de J é afim: o valor
absoluto da derivada é constante, igual ao inverso do comprimento |Ji|. Então
a dimensão de Hausdorff do repulsor K da aplicação f coincide com o único
número τ tal que ∑

i

|Ji|τ = 1. (12.4.11)

Para obter esta conclusão a partir do Teorema 12.4.3 basta observar que

P (f,−t log |f ′|) = log
∑

i

|Ji|t para todo t. (12.4.12)

Deixamos ao cuidado do leitor verificar esta igualdade (Exerćıcio 12.4.6).

12.4.3 Distorção e conformalidade

Chamamos ramo inverso de f à inversa hi : D → Di da restrição de f a cada um
dos domı́nios Di. Mais geralmente, chamamos ramo inverso de fn a qualquer
composição

hn = hi0 ◦ · · · ◦ hin−1 (12.4.13)

com i0, . . . , in−1 ∈ {1, . . . , N}. Para cada n ≥ 1, denotamos por In a famı́lia
dos ramos inversos hn de fn. Por construção, as imagens hn(D), hn ∈ In são
disjuntas dois-a-dois e a sua união contém Λ.

O principal objetivo desta seção é provar a seguinte estimativa geométrica,
que está base da demonstração do Teorema 12.4.3:

Proposição 12.4.5. Existe C0 > 1 tal que para todo n ≥ 1, todo hn ∈ In, todo
E ⊂ hn(D) e todo x ∈ hn(D), tem-se:

1

C0
[diam fn(E)]ℓ ≤ [diamE]ℓ| detDfn(x)| ≤ C0[diam fn(E)]ℓ. (12.4.14)
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Iniciando a demonstração desta proposição, observe que as nossas hipóteses
implicam que todo ramo inverso hi de f é um difeomorfismo com ‖Dhi‖ ≤ σ−1.
Então, como D é convexo, podemos usar o teorema da média para concluir que

‖hi(z) − hi(w)‖ ≤ σ−1‖z − w‖ para todo z, w ∈ D. (12.4.15)

Para cada ramo inverso hn como em (12.4.13), consideraremos a sequência de
ramos inversos

hn−k = hik ◦ · · · ◦ hin−1 , k = 0, . . . , n− 1. (12.4.16)

Note que hn−k(D) ⊂ Dik para cada k. Segue de (12.4.15) que cada hn−k é uma
σk−n-contração. Em particular,

diamhn−k(D) ≤ σk−n diamD para todo k = 0, . . . , n− 1. (12.4.17)

No próximo resultado consideraremos as envolventes convexas dos conjuntos
hn−k(D). Lembre que a envolvente convexa de um subconjunto de Rℓ é a união
de todos os segmentos de reta cujos extremos estão no conjunto. É claro que a
envolvente convexa tem o mesmo diâmetro que o próprio conjunto. Como Di

é convexo para todo i, a envolvente convexa de cada hn−k(D) está contida em
Dik . Em particular, a derivada Df está definida em todo ponto da envolvente
convexa.

Lema 12.4.6. Existe C1 > 1 tal que, para todo n ≥ 1 e todo ramo inverso hn

de fn, vale

log

n−1∏

k=0

| detDf(zk)|
| detDf(wk)|

≤ C1

para quaisquer zk, wk na envolvente convexa de hn−k(D) para k = 0, . . . , n− 1.

Demonstração. A condição (12.4.9) dá que

log
| detDf(zk)|
| detDf(wk)|

≤ C‖zk − wk‖θ ≤ C[diamhn−k(D)]θ

para cada k = 0, . . . , n− 1. Então, usando (12.4.17),

log

n−1∏

k=0

| detDf(zk)|
| detDf(wk)|

≤
n−1∑

k=0

C[diamhn−k(D)]θ ≤ C[diamD]θ
n−1∑

k=0

σ(k−n)θ

Portanto, basta tomar C1 = C[diamD]θ
∑∞

j=1 σ
−jθ .

Chegou a hora de explorarmos a hipótese de conformalidade (12.4.10). Dado
qualquer isomorfismo linear L : Rℓ → R, é imediato que | detL| ≤ ‖L‖ℓ e
analogamente para a inversa. Portanto,

1 = | detL| | detL−1| ≤
(
‖L‖ ‖L−1‖

)ℓ
.
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Logo, ‖L‖ ‖L−1‖ = 1 implica que | detL| = ‖L‖ℓ e analogamente para a inversa.
Portanto, (12.4.10) implica que

| detDf(y)| = ‖Df(y)‖ℓ para todo y ∈ D∗. (12.4.18)

Agora estamos prontos para demonstrar a Proposição 12.4.5:

Demonstração da Proposição 12.4.5. Sejam n, hn, E e x como no enunciado.
Seja w um ponto de máximo para a norma de Dhn no domı́nio D. Então, pelo
teorema da média,

‖x1 − x2‖ ≤ ‖Dhn(w)‖ ‖fn(x1) − fn(x2)‖ (12.4.19)

para quaisquer x1, x2 em E. Note que Dhn(w) é a inversa de Dfn(z), onde
z = hn(w). Logo, por conformalidade, ‖Dhn(w)‖ = ‖Dfn(z)‖−1. Além disso,
usando o Lema 12.4.6 e a igualdade (12.4.18),

| detDfn(x)| ≤ C1| detDfn(z)| = C1‖Dfn(z)‖ℓ. (12.4.20)

Combinando (12.4.19) and (12.4.20), obtemos

‖x1 − x2‖ℓ ≤ C1| detDfn(x)|−1‖fn(x1) − fn(x2)‖ℓ.
Fazendo variar x1, x2 ∈ E, vem que

[diamE]ℓ ≤ C1| detDfn(x)|−1[diam fn(E)]ℓ.

Isto prova a segunda desigualdade em (12.4.14), desde que tomemos C0 ≥ C1.
A prova da outra desigualdade é semelhante. Para cada k = 0, . . . , n − 1,

seja zk um ponto de máximo para a norma de Df restrita à envolvente convexa
de hn−k(D). Então,

‖fk+1(x1) − fk+1(x2)‖ ≤ ‖Df(zk)‖‖fk(x1) − fk(x2)‖
= | detDf(zk)|1/ℓ‖fk(x1) − fk(x2)‖

para todo k e quaisquer x1, x2 ∈ E. Logo,

‖fn(x1) − fn(x2)‖ℓ ≤
n−1∏

k=0

| detDf(zk)| ‖x1 − x2‖ℓ. (12.4.21)

Pelo Lema 12.4.6,

n−1∏

k=0

| detDf(zk)| ≤ C1| detDfn(x)|. (12.4.22)

Combinando (12.4.21) e (12.4.22), obtemo

‖y1 − y2‖ℓ ≤ C1| detDfn(x)| ‖x1 − x2‖ℓ.
Fazendo variar y1, y2, conclúımos que

[diam fn(E)]ℓ ≤ C1| detDfn(x)|[diamE]ℓ.

Isto prova a primeira desigualdade em (12.4.14), para qualquer C0 ≥ C1.
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12.4.4 Existência e unicidade de d0

Nesta seção provamos a existência e unicidade do número d0 no enunciado do
Teorema 12.4.3. Denote φ = − log | detDf | e considere a função

Ψ : R → R, Ψ(t) = P (f, tφ).

Queremos mostrar que existe um único d0 tal que Ψ(d0) = 0.
A unicidade é fácil de obter. De fato, as hipóteses (12.4.8) e (12.4.10) impli-

cam que

φ = log | detDf−1 ◦ f | = ℓ log ‖Df−1 ◦ f‖ ≤ −ℓ log σ

Então, dados quaisquer s < t, tem-se tφ ≤ sφ− (t − s)ℓ log σ. Usando (10.3.5)
e (10.3.6), segue que

P (f, tφ) ≤ P (f, sφ) − (t− s)ℓ logσ < P (f, sφ).

Isto prova que Ψ é estritamente decrescente e, portanto, existe um único d0 ∈ R
tal que Ψ(d0) = 0.

Por outro lado, segue da Proposição 10.3.10 que Ψ é cont́ınua. Logo, para
provar a existência de d0 basta mostrar que Ψ(0) < 0 < Ψ(1). Isso pode ser
feito do seguinte modo.

Seja L a cobertura aberta de Λ cujos elementos são as imagens h(Λ) pelos
ramos inversos de f . Para cada n ≥ 1, a cobertura Ln está formada pelas
imagens hn(Λ) do repulsor Λ pelos ramos inversos de fn. Segue de (12.4.17)
que diamLn ≤ σ−n diamD para todo n e, portanto, diamLn → 0. Então a
Proposição 10.3.5 dá que

P (f, ψ) = P (f, ψ,L) para todo potencial ψ. (12.4.23)

Em particular, Ψ(0) = P (f, 0,L) = h(f,L). Note que cada Ln é uma cobertura
minimal de Λ, isto é, nenhuma subfamı́lia própria cobre Λ. Portanto, H(Ln) =
log #Ln = n logN e, consequentemente, h(f,L) = logN . Isto prova que Ψ(0)
é positivo.

Proposição 12.4.7. Ψ(1) = limn
1
n log vol

(
f−n(D)

)
< 0.

Demonstração. Por (12.4.23), temos que Ψ(1) = P (f, φ,L). Em outras palavras

Ψ(1) = lim
n

1

n
logPn(f, φ,L) = lim

n

1

n
log

∑

hn∈In

eSnφ(hn(Λ)).

Como φ = − log | detDf |, isto quer dizer que

Ψ(1) = lim
n

1

n
log

∑

hn∈In

sup
hn(D)

1

| detDfn| . (12.4.24)

Por outro lado, pela fórmula de mudança de variáveis em integrais múltiplas,

vol
(
f−n(D)

)
=
∑

hn∈In

vol(hn(D)) =
∑

hn∈In

∫

D

1

| detDfn| ◦ h
n.
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Segue do Lema 12.4.6 que

inf
hn(D)

| detDfn| ≤ | detDfn|(hn(z)) ≤ C1 inf
hn(D)

| detDfn|

para todo z ∈ hn(D) e todo hn ∈ In. Consequentemente,

vol
(
f−n(D)

)
≤
∑

hn∈In

sup
hn(D)

1

| detDfn| ≤ C1 vol
(
f−n(D)

)
.

Combinando estas desigualdades com (12.4.24), conclúımos que

lim sup
n

1

n
log vol

(
f−n(D)

)
≤ Ψ(1) ≤ lim inf

n

1

n
log vol

(
f−n(D)

)
.

Isto prova a igualdade no enunciado da proposição.
Resta provar que o volume das pré-imagens f−n(D) decai exponencialmente.

Par isso, observe que f−(n+1)(D) = f−n(D∗) é a união disjunta das imagens
hn(D∗), com hn ∈ In. Portanto,

vol
(
f−(n+1)(D)

)

vol
(
f−(n+1)(D)

) =

∑
hn∈In vol

(
hn(D∗)

)
∑

hn∈In vol
(
hn(D)

) ≤ max
hn∈In

vol
(
hn(D∗)

)

vol
(
hn(D)

) . (12.4.25)

Pela fórmula de mudança de variável,

vol
(
hn(D)) =

∫

D

1

| detDfn| ◦h
n e vol

(
hn(D\D∗)) =

∫

D\D∗

1

| detDfn| ◦h
n.

Logo, usando o Lema 12.4.6,

vol
(
hn(D \D∗)

)

vol
(
hn(D)

) ≥ 1

C1

vol
(
D∗

)

vol
(
D
) (12.4.26)

para todo hn ∈ In. Pela hipótese (12.4.6), a expressão no lado direito de
(12.4.26) é positiva. Fixe β > 0 suficientemente próximo de zero para que
1 − e−β seja menor que essa expressão. Então temos

vol
(
hn(D) \ hn(D∗)

)

vol
(
hn(D)

) ≥ 1 − e−β

para todo hn ∈ In. Combinando esta desigualdade com (12.4.25), obtemos que

vol
(
f−(n+1)(D)

)

vol
(
f−(n+1)(D)

) ≤ e−β para todo n ≥ 0

(o caso n = 0 segue diretamente da hipótese (12.4.6)). Logo,

lim
n

1

n
log vol

(
f−n(D)

)
≤ β < 0.

Isto conclui a prova da proposição.

A Figura 12.3 resume as conclusões desta seção. Lembre que a função defi-
nida por Ψ(t) = P (f,−t log | detDf |) é convexa, pela Proposição 10.3.9.
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d0

h(f)

0
1

t 7→ Ψ(t)

Figura 12.3: Pressão e dimensão de Hausdorff

12.4.5 Cota superior

Vamos mostrar que d(Λ) ≤ bℓ para todo b tal que P (f, bφ) < 0. Em vista das
observações na seção precedente, isto prova que d(Λ) ≤ d0ℓ.

Seja L a cobertura aberta de Λ cujos elementos são as imagens h(Λ) pelos
ramos inversos de f . Para cada n ≥ 1, a cobertura Ln está formada pelas
imagens hn(Λ) do repulsor Λ pelos ramos inversos de fn. Segue de (12.4.17)
que diamLn ≤ σ−n diamD para todo n e, portanto, diamLn → 0. Pela Pro-
posição 10.3.5, segue que P (f, ψ) = P (f, ψ,L) para todo potencial ψ. Em
particular,

P (f, bφ,L) = P (f, bφ) < −κ
para algum κ > 0. Pela definição (10.3.3), isto implica que

Pn(f, bφ,L) ≤ e−κn para todo n suficientemente grande. (12.4.27)

Claro que Ln é cobertura minimal de Λ: nenhuma subfamı́lia própria cobre Λ.
Logo, lembrando a definição (10.3.2), a desigualdade (12.4.27) implica que

∑

L∈Ln

ebSnφ(L) ≤ e−κn para todo n suficientemente grande. (12.4.28)

É claro que todo L ∈ Ln é compacto. Logo, por continuidade do jacobiano,

eSnφ(L) = sup
L

| detDfn|−1 = | detDfn(x)|−1

para algum x ∈ L. Também é claro que fn(L) = Λ para todo L ∈ Ln. Então,
tomando E = L na Proposição 12.4.5, obtemos

[diamL]ℓe−Snφ(L) ≤ C0[diamΛ]ℓ.

Combinando esta desigualdade com (12.4.28), obtemos que

∑

L∈Ln

[diamL]bℓ ≤ Cb0[diamΛ]bℓ
∑

L∈Ln

ebSnφ(L) ≤ Cb0 [diamΛ]bℓe−κn
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para todo n suficientemente grande. Como a expressão do lado direito converge
para zero, e o diâmetro das coberturas Ln também converge para zero, segue
que mbℓ(M) = 0. Portanto, d(M) ≤ bℓ.

12.4.6 Cota inferior

Agora vamos mostrar que d(Λ) ≥ a para todo a tal que P (f, aφ) > 0. Isso
implica que d(Λ) ≥ d0, o que completa a demonstração do Teorema 12.4.3.

Como observamos na seção anterior, a cobertura L realiza a pressão e todos
os seus iterados Ln são coberturas minimais de Λ. Logo, a escolha de a implica
que existe κ > 0 tal que

Pn(f, a, φ) =
∑

L∈Ln

eaSnφ(L) ≥ eκn para todo n suficientemente grande.

(12.4.29)
Fixe n nessas condições. Seja ε > 0 um minorante para a distância entre dois
elementos quaisquer de Ln: tal minorante existe porque os elementos de Ln
são compactos e disjuntos dois-a-dois. Fixe ρ ∈ (0, εaℓ). A razão de ser desta
escolha ficará clara num instante. Afirmamos que

∑

U∈U

[diamU ]al ≥ 2−alρ (12.4.30)

para toda cobertura U de Λ. Por definição, isto implica que maℓ(Λ) ≥ 2−alρ > 0
e, consequentemente, d(Λ) ≥ aℓ. Portanto, para terminar a prova do Teo-
rema 12.4.3 basta provar esta afirmação.

Suponhamos que existe alguma cobertura de Λ que não satisfaz (12.4.30).
Então, usando o Exerćıcio 12.4.3, existe alguma cobertura aberta U de Λ com

∑

U∈U

[diamU ]al < ρ < εal. (12.4.31)

Por compacidade, podemos supor que esta cobertura U aberta é finita. A relação
(12.4.31) que todo U ∈ U tem diâmetro menor que ε. Logo, cada U ∈ U
intersecta no máximo um L ∈ Ln. Como Ln cobre Λ e U é subconjunto não
vazio de Λ, também temos que U intersecta algum L ∈ Ln. Isto quer dizer que
U é a união disjunta das famı́lias

UL = {U ∈ U : U ∩ L 6= ∅}, L ∈ Ln.

Se U ∈ UL então U ⊂ L. Consideremos as famı́lias fn(UL) = {fn(U) : U ∈ UL}.
Observe que cada uma delas é uma cobertura de Λ. Além disso, usando a
Proposição 12.4.5,

∑

V ∈fn(UL)

[diamV ]aℓ =
∑

U∈UL

[diam fn(U)]aℓ ≤ C0e
−aSnφ(L)

∑

U∈UL

[diamU ]aℓ.

(12.4.32)
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Portanto,
∑

U∈U

[diamU ]aℓ =
∑

L∈Ln

∑

U∈UL

[diamU ]aℓ ≥
∑

L∈Ln

C−1
0 eaSnφ(L)

∑

V ∈fn(UL)

[diamV ]aℓ.

Suponhamos que
∑

V ∈fn(UL)

[diamV ]aℓ ≥
∑

U∈U

[diamU ]aℓ para todo L ∈ Ln.

Então a desigualdade anterior implica
∑

U∈U

[diamU ]aℓ ≥
∑

L∈Ln

C−1
0 eaSnφ(L)

∑

U∈U

[diamU ]aℓ ≥ C−1
0 eκn

∑

U∈U

[diamU ]aℓ.

Isto é uma contradição, uma vez que eκn > C0. Logo, existe algum L ∈ Ln tal
que ∑

V ∈fn(UL)

[diamV ]aℓ ≤
∑

U∈U

[diamU ]aℓ < ρ.

Portanto, podemos repetir o procedimento anterior com fn(UL) no lugar de
U . Observe, no entanto, que #fn(UL) = #UL é estritamente menor que #U .
Portanto, este processo precisa parar após um número finito de etapas. Esta
contradição prova a afirmação 12.4.30.

A demonstração do Teorema 12.4.3 está completa. No entanto, é posśıvel
provar um resultado mais forte: nas condições do teorema, a medida de Haus-
dorff de Λ na dimensão d(M) é positiva e finita. Deixamos este enunciado como
um desafio especial (Exerćıcio 12.4.7) para o leitor que nos acompanhou até o
final deste livro!

12.4.7 Exerćıcios

12.4.1. Seja d = log 2/ log 3. Mostre que (x1 + 1 + x2)
d ≥ xd1 + xd2 para todo

x1, x2 ∈ [0, 1]. Além disso, vale a igualdade se, e somente se, x1 = x2 = 1.

12.4.2. Seja f : M → N uma aplicação Lipschitz, com constante de Lischitz
L. Mostre que

md(f(A)) ≤ Ldmd(A).

para qualquer d ∈ (0,∞) e qualquer A ⊂ M . Use esse fato para mostrar que
A ⊂ Rn e t ∈ R, então md(tA) = tdmd(A), onde tA = {tx : x ∈ A}.
12.4.3. Represente por ma

d(M) e mf
d(M) os números definidos do mesmo modo

que a medida de Hausdorff md(M) mas considerando apenas coberturas por
subconjuntos abertos e por subconjuntos fechados, respectivamente. Mostre
que md(M) = ma

d(M) e mf
d(M) = md(M).

12.4.4. (Prinćıpio da distribuição de massa) Seja µ uma medida finita em um
espaço métrico compacto M e suponha que existem números d, K, ρ > 0 tais
que µ(B) ≤ K(diamU)d para todo conjunto com diâmetro menor que ρ. Mostre
que se A ⊂M é tal que µ(A) > 0 então md(A) > 0 e, portanto, d(A) ≥ d.
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12.4.5. Use o prinćıpio da distribuição de massa para mostrar que a dimensão
de Hausdorff do triângulo de Sierpisnki (Figura 12.4) é igual a d0 = log 3/ log 2
e que a medida de Hausdorff em dimensão d0 é positiva e finita.

Figura 12.4: Triângulo de Sierpinski

12.4.6. Verifique a fórmula (12.4.12) para a pressão.

12.4.7. Adaptando argumentos do Exerćıcio 12.4.5, mostre que nas condições
do Teorema 12.4.3 vale que 0 < md(Λ)(Λ) <∞.



Apêndice A

Elementos de Medida,

Topologia e Análise

Nesta série de apêndices vamos recordar algumas noções e resultados básicos da
Teoria da Medida, da Topologia e da Análise Funcional que serão úteis ao longo
de todo o livro. Nossa intenção é proporcionar ao leitor uma fonte de referência
rápida sobre medida e integração, topologia geral e diferencial e teoria espectral,
para uma leitura autocontida do livro.

De modo geral, omitiremos as demonstrações dos resultados apresentados.
No que se refere aos Apêndices A.1, A.2 e A.5, o leitor poderá consultar os
livros de Castro [Cas04], Fernandez [Fer02], Halmos [Hal50], Royden [Roy63] ou
Rudin [Rud87]. A apresentação no Apêndice A.3 será mais completa, incluindo
as demonstrações da maioria dos resultados, mas o leitor poderá encontrar in-
formação adicional relevante nos livros de Billingsley [Bil68, Bil71]. Ao leitor
interessado em aprofundar os temas do Apêndice A.4 recomendamos os livros
de Hirsch [Hir94] e do Carmo [dC79]. Para informações mais detalhadas sobre o
material dos Apêndices A.6 e A.7, incluindo demonstrações, consulte o o livro de
Halmos [Hal51] e o tratado de Dunford, Schwarz [DS57, DS63], particularmente,
a Seção IV.4 do primeiro volume e as seções iniciais do segundo volume.

A.1 Espaços de medida

Os espaços de medida constituem o ambiente natural para a definição da integral
de Lebesgue, que será o tema principal da próxima seção. Aqui apresentaremos,
de modo sucinto, os fundamentos da teoria desses espaços.

Começaremos por introduzir e estudar as noções de álgebra e σ-álgebra de
conjuntos, as quais conduzem ao conceito de espaço mensurável. A seguir, apre-
sentaremos o conceito de medida e analisaremos algumas de suas propriedades.
Em particular, mencionaremos alguns resultados sobre construção de medidas,
incluindo as medidas de Lebesgue em espaços euclideanos. A última subseção

427
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é dedicada às aplicações mensuráveis, ou seja, as aplicações entre espaços men-
suráveis preservando a estrutura desses espaços.

A.1.1 Espaços mensuráveis

Dado um subconjunto A ⊂ X denotaremos por Ac o complementar X \ A do
conjunto A em relação a X .

Definição A.1.1. Uma álgebra de X é uma famı́lia B de subconjuntos de X
que é fechada para as operações elementares de conjuntos e contém o conjunto
vazio, isto é, tal que

• ∅ ∈ B

• A ∈ B implica Ac ∈ B

• A ∈ B e B ∈ B implica A ∪B ∈ B.

Observe que A ∩ B = (Ac ∪ Bc)c e A \ B = A ∩ Bc também estão em B,
quaisquer que sejam A,B ∈ B. Além disso, por associatividade, a união e a
interseção de qualquer número finito de elementos de B também estão em B.

Definição A.1.2. Uma álgebra diz-se uma σ-álgebra de subconjuntos de X se
também for fechada para as uniões enumeráveis:

• Aj ∈ B para j = 1, . . . , n, . . . implica

∞⋃

j=1

Aj ∈ B.

Observe que uma σ-álgebra B também é fechada para as interseções enu-
meráveis: se Aj ∈ B para j = 1, . . . , n, . . . então ∩∞

j=1Aj =
(
∪∞
j=1 A

c
j

)c
também

está em B.

Definição A.1.3. Um espaço mensurável é uma dupla (X,B) onde X é um
conjunto e B é uma σ-álgebra de subconjuntos de X . Os elementos de B são
chamados conjuntos mensuráveis do espaço.

Em seguida apresentaremos algumas construções de σ-álgebras.

Exemplo A.1.4. Seja X um conjunto qualquer.

1. Denotemos por 2X a famı́lia de todos os subconjuntos deX . Então B = 2X

é claramente uma σ-álgebra.

2. B = {∅, X} é também uma σ-álgebra.

Note que se B é uma álgebra de X então {∅, X} ⊂ B ⊂ 2X . Portanto {∅, X} é
a menor e 2X é a maior de todas as álgebras de subconjuntos de X .

No enunciado a seguir, I é um conjunto qualquer; ele serve apenas para
indexar os elementos da famı́lia.
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Proposição A.1.5. Considere uma famı́lia não vazia qualquer {Bi : i ∈ I} de
σ-álgebras. Então a interseção B = ∩i∈IBi é também uma σ-álgebra.

Agora, dado um conjunto qualquer E de subconjuntos deX , podemos aplicar
a Proposição A.1.5 à famı́lia de todas as σ-álgebras que contêm E . Note que esta
famı́lia é não vazia, uma vez que contém a σ-álgebra 2X , pelo menos. De acordo
com a observação anterior, a interseção de todas estas σ-álgebras é também uma
σ-álgebra, e é claro que contém E . Além disso, do modo como é constrúıda, ela
está contida em todas as σ-álgebras que contêm E . Portanto é a menor σ-álgebra
que contém E . Isto conduz à seguinte definição:

Definição A.1.6. A σ-álgebra gerada por uma famı́lia E de subconjuntos de
X é a menor σ-álgebra σ(E) que contém a famı́lia E , ou seja, é a interseção de
todas as σ-algebras que contêm E .

Lembremos que um espaço topológico é uma dupla (X, τ) em que X é um
conjunto e τ é uma famı́lia de subconjuntos de X , contendo {∅, X} e fechada por
interseções finitas e por uniões quaisquer. Essa famı́lia τ é chamada topologia
e os seus elementos são chamados abertos de X . Neste livro consideraremos
apenas espaços topológicos de Hausdorff, ou seja, tais que, para qualquer par de
pontos distintos existe algum par de abertos disjuntos, cada um deles contendo
exatamente um dos pontos.

No contexto dos espaços topológicos é natural considerar a construção que
acabamos de descrever tomando E = τ . Isto nos conduz à seguinte noção:

Definição A.1.7. A σ-álgebra de Borel (ou σ-álgebra boreliana) de um espaço
topológico é a σ-álgebra σ(τ) gerada pela topologia τ , isto é, a menor σ-álgebra
que contém todos os subconjuntos abertos. Neste caso, os conjuntos mensuráveis
recebem o nome de borelianos.

Observe que os subconjuntos fechados de X , ou seja, os complementares dos
subconjuntos abertos, também pertencem à σ-álgebra de Borel.

Exemplo A.1.8. Seja (X,B) um espaço mensurável. O limite superior de
uma sequência de conjuntos En ∈ B é o conjunto lim supnEn formado pelos
pontos x ∈ X tais que x ∈ En para infinitos valores de n. Analogamente, o
limite inferior da sequência é o conjunto lim infnEn dos pontos x ∈ X tais que
x ∈ En para todo valor de n suficientemente grande. Em outras palavras,

lim inf
n

En =
⋃

n≥1

⋂

m≥n

Em e lim sup
n

En =
⋂

n≥1

⋃

m≥n

Em

Observe que lim infnEn ⊂ lim supnEn e que ambos estão em B.

Exemplo A.1.9. A reta estendida R̄ = [−∞,∞] é a união de R = (−∞,+∞)
com os pontos no infinito −∞ e +∞. Este espaço possui uma topologia natural,
gerada pelos intervalos [−∞, b) e (a,+∞], com a, b ∈ R. É fácil ver que, munida
desta topologia, a reta estendida é homeomorfa a um intervalo compacto da reta:
por exemplo, a função arctan : R → (−π/2, π/2) se estende imediatamente a um
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homeomorfismo (ou seja, uma bijeção cont́ınua cuja inversa também é cont́ınua)
entre R̄ e [−π/2, π/2]. Sempre consideramos na reta estendida a σ-álgebra de
Borel associada a essa topologia.

Claro que a reta R é um subespaço (tanto topológico quanto mensurável) da
reta estendida. Os borelianos da reta formam uma grande gama de subconjuntos
e poderia até pensar-se que todo subconjunto de R fosse boreliano. No entanto,
isso não é verdade: um contraexemplo será constrúıdo no Exerćıcio A.1.4.

A.1.2 Espaços de medida

Seja (X,B) um espaço mensurável. As seguintes noções têm um papel central
neste livro:

Definição A.1.10. Uma medida em (X,B) é uma função µ : B → [0,+∞] tal
que µ(∅) = 0 e

µ(

∞⋃

j=1

Aj) =

∞∑

j=1

µ(Aj) para quaisquer Aj ∈ B disjuntos dois-a-dois.

Esta última propriedade é chamada σ-aditividade. A tripla (X,B, µ) é chamada
espaço de medida. Quando vale µ(X) <∞ dizemos que µ é uma medida finita
e se µ(X) = 1 dizemos que µ é uma probabilidade. Neste último caso, (X,B, µ)
é um espaço de probabilidade.

Exemplo A.1.11. Seja X um conjunto e consideremos a σ-álgebra B = 2X .
Dado qualquer p ∈ X , consideremos a função δp : 2X → [0,+∞] definida por:

δp(A) =

{
1 se p ∈ A

0 se p /∈ A.

Esta medida δp é usualmente designada medida de Dirac no ponto p.

Definição A.1.12. Dizemos que uma medida é σ-finita se existe uma sequência
de subconjuntos A1, . . . , An, . . . de X tal que µ(Ai) <∞ para todo i ∈ N e

X =

∞⋃

i=1

Ai.

A segunda propriedade na definição de medida (Definição A.1.10) é chamada
σ-aditividade. Dizemos que uma função µ : B → [0,+∞] é finitamente aditiva
se

µ(

N⋃

j=1

Aj) =

N∑

j=1

µ(Aj)

para qualquer famı́lia finita A1, . . . , AN ∈ B de subconjuntos disjuntos dois-a-
dois. Note que se µ é σ-aditiva então ela também é finitamente aditiva e que se
µ é finitamente aditiva e não é constante igual a +∞ então µ(∅) = 0.

A principal ferramenta para construir medidas é o seguinte teorema:
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Teorema A.1.13 (Extensão). Seja A uma álgebra de subconjuntos de X e seja
µ0 : A → [0,+∞] uma função σ-aditiva com µ0(X) < ∞. Então existe uma
única medida µ definida na σ-álgebra B gerada por A que é uma extensão de
µ0, ou seja, tal que µ(A) = µ0(A) para todo A ∈ A.

O Teorema A.1.13 ainda vale para medidas σ-finitas. Além disso, existe uma
versão dele para funções finitamente aditivas: se µ0 é finitamente aditiva então
ela admite extensão finitamente aditiva à σ-álgebra B. Porém, neste caso tal
extensão pode não ser única.

Em geral, ao tentarmos mostrar que uma função definida numa σ-álgebra
é uma medida, o mais dif́ıcil é verificar a σ-aditividade. O critério mais usado
para esse efeito é o seguinte:

Teorema A.1.14 (Continuidade no vazio). Seja A uma álgebra de subconjuntos
de X e seja µ : A → [0,+∞) uma função finitamente aditiva com µ(X) < ∞.
Então µ é σ-aditiva se, e somente se,

lim
n
µ
(
An
)

= 0 (A.1.1)

para toda sequência A1 ⊃ · · · ⊃ Aj ⊃ · · · de elementos de A com ∩∞
j=1Aj = ∅.

A prova deste teorema é proposta no Exerćıcio A.1.7. No Exerćıcio A.1.9
propomos algumas variações do enunciado.

Definição A.1.15. Dizemos que uma álgebra A é compacta se qualquer se-
quência decrescente A1 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · · de elementos não vazios de A tem
interseção não vazia.

Lembre que um espaço topológico K é compacto se toda cobertura aberta,
ou seja, toda famı́lia de abertos cuja união é todo o K, admite alguma subco-
bertura finita, ou seja, alguma subfamı́lia finita cuja união ainda é todo o K.
Dizemos que subconjunto K de um espaço topológico X é compacto se a topo-
logia de X restrita a K torna este último um espaço topológico compacto. Todo
subconjunto fechado de um espaço compacto é compacto. Na direção oposta,
se o espaço X é de Hausdorff então todo subconjunto compacto é fechado. Ou-
tro fato importante é que a interseção ∩nKn de qualquer sequência decrescente
K1 ⊃ · · · ⊃ Kn ⊃ · · · de subconjuntos compactos é não vazia.

Exemplo A.1.16. Suponha que X é um espaço topológico de Hausdorff e todo
elemento de A é compacto. Segue imediatamente do que acabamos de dizer que
a álgebra A é compaccta.

Segue do Teorema A.1.14 que se A é álgebra compacta então toda função
finitamente aditiva µ : A → [0,+∞) satisfazendo µ(X) <∞ é σ-aditiva.

Outro resultado relacionado, que será útil para o nosso estudo, é o teorema
das classes monótonas, que enunciaremos a seguir.

Definição A.1.17. Dizemos que uma famı́lia não vazia C de subconjuntos de X
é uma classe monótona, se C contém X e é fechada para as uniões e interseções
enumeráveis monótonas, ou seja:
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• dados subconjuntos A1 ⊂ A2 ⊂ · · · em C, então ∪n≥1An ∈ C e

• dados subconjuntos A1 ⊃ A2 ⊃ · · · em C, então ∩n≥1An ∈ C.

Claramente, as famı́lias {∅, X} e 2X são classes monótonas. Além disso, se
{Ci : i ∈ I} é uma famı́lia qualquer de classes monótonas, então ∩i∈ICi é uma
classe monótona. Portanto, dado um subconjunto A de 2X , podemos sempre
considerar a menor classe monótona que contém A.

Teorema A.1.18 (Classes monótonas). A menor classe monótona que contém
uma álgebra A coincide com a σ-álgebra σ(A) gerada por A.

Outro resultado importante sobre σ-álgebras, que nos será útil mais tarde,
afirma que todo elemento B da σ-álgebra gerada por uma álgebra é aproximado
por algum elemento A da álgebra, no sentido de que a medida da diferença
simétrica

A∆B = (A \B) ∪ (B \A) = (A ∪B) \ (A ∩B)

pode ser tão pequena quanto se queira:

Teorema A.1.19 (Aproximação). Seja (X,B, µ) um espaço de probabilidade e
seja A uma álgebra que gera a σ-álgebra B. Então para todo ε > 0 e todo B ∈ B
existe A ∈ A tal que µ(A∆B) < ε.

Definição A.1.20. Um espaço de medida diz-se completo se todo subconjunto
de um conjunto mensurável com medida nula também é mensurável.

É posśıvel transformar qualquer espaço de medida (X,B, µ) num espaço
completo, do seguinte modo. A famı́lia B̄ de todos os conjuntos A ⊂ X tais
que existem B1, B2 ∈ B com B1 ⊂ A ⊂ B2 e µ(B2 \ B1) = 0 é uma σ-álgebra
que contém B. Considere µ̄ : B̄ → [0,+∞] dada por µ̄(A) = µ(B1) = µ(B2),
para quaisquer B1, B2 ∈ B nessas condições. Esta função está bem definida e é
uma medida em B̄, cuja restrição a B coincide com µ. Por construção, (X, B̄, µ̄)
é um espaço de medida completo. É frequente na literatura (embora seja um
abuso de linguagem) chamar uma função em (X,B, µ) de mensurável se ela for
mensurável para a σ-álgebra completada B̄.

Dados subconjuntos U1 e U2 da σ-álgebra B, dizemos que U1 ⊂ U2 a menos
de medida nula se para todo B1 ∈ U1 existe B2 ∈ U2 tal que µ(B1∆B2) = 0.
Dizemos que U1 = U2 a menos de medida nula se U1 ⊂ U2 a menos de medida
nula e U2 ⊂ U1 a menos de medida nula. Dizemos que um conjunto U ⊂ B gera
a σ-álgebra B a menos de medida nula se a σ-álgebra gerada por U é igual a B
a menos de medida nula. Equivalentemente, U gera B a menos de medida nula
se o completamento (no sentido do parágrafo anterior) da σ-álgebra gerada por
U coincide com o completamento de B.

Por definição, uma medida toma valores em [0,∞]; sempre que for necessário
enfatizar esse fato falaremos de medida positiva. Mas também é posśıvel enfra-
quecer essa exigência e, de fato, tais generalizações serão úteis no que segue.

Chamaremos medida com sinal num espaço mensurável (X,B) a toda função
σ-aditiva µ : B → [−∞,∞] tal que µ(∅) = 0. Mais precisamente, µ pode tomar
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o valor −∞ ou o valor +∞, mas não ambos; esta última restrição é para evitar
a “indeterminação” ∞−∞ na condição de aditividade.

Teorema A.1.21 (Decomposição de Hahn). Se µ é medida com sinal então
existem conjuntos mensuráveis P,N ⊂ X tais que P ∪N = X e P ∩N = ∅ e

µ(E) ≥ 0 para todo E ⊂ P e µ(E) ≤ 0 para todo E ⊂ N.

Isto quer dizer que podemos escrever µ = µ+ − µ− onde µ+ e µ− são as
medidas (positivas) definidas por

µ+(E) = µ(E ∩ P ) e µ−(E) = −µ(E ∩N).

Em particular, a soma |µ| = µ+ +µ− também é uma medida; ela é chamada de
variação total da medida com sinal µ. Se uma função φ é integrável para µ+ e
para µ−, dizemos que ela é integrável para µ e definimos:

∫
φdµ =

∫
φdµ+ −

∫
φdµ−.

Se µ só toma valores em (−∞,∞) então dizemos que ela é uma medida com
sinal finita. Neste caso as medidas µ+ e µ− são finitas. O conjunto M(X) das
medidas com sinal finitas é um espaço vetorial real e a função ‖µ‖ = |µ|(X) é
uma norma completa neste espaço (veja o Exerćıcio A.1.10). Em outras pala-
vras, (M(X), ‖ · ||) é um espaço de Banach. Quando X é um espaço métrico
compacto, este espaço de Banach é isomorfo ao dual do espaço C0(X) das
funções reais cont́ınuas em X (teorema de Riesz-Markov).

Mais geralmente, chamaremos medida complexa num espaço mensurável
(X,B) a qualquer função σ-aditiva µ : B → C. Observe que µ(∅) é necessa-
riamente zero. É claro que podemos escrever µ = ℜµ + iℑµ, onde a parte real
ℜµ e a parte imaginária ℑµ são medidas com sinal finitas. A variação total de
µ é a medida finita definida por

|µ|(E) = sup
P

∑

P∈P

|µ(P )|,

onde o supremo é tomado sobre todas as partições finitas ou enumeráveis do
conjunto mensurável E em subconjuntos mensuráveis (esta definição coincide
com aquela que demos acima no caso particular em que µ é real). A função
‖µ‖ = |µ|(X) define uma norma no espaço vetorial das medidas complexas em
X , que ainda denotaremos por M(X), e esta norma é completa. Quando X
é um espaço métrico compacto, o espaço de Banach (M(X), ‖ · ‖) é isomorfo
ao dual do espaço C0(X) das funções complexas cont́ınuas em X (teorema de
Riesz-Markov)

A.1.3 Medida de Lebesgue

A medida de Lebesgue formaliza a noção de volume de subconjuntos do espaço
euclideano Rd. Ela é definida do seguinte modo.
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Consideremos X = [0, 1] e seja A a famı́lia de todos os subconjuntos da
forma A = I1 ∪ · · · ∪ IN onde I1, . . . , IN são intervalos disjuntos dois-a-dois. É
fácil ver que A é uma álgebra de subconjuntos de X . Além disso, temos uma
função m0 : A → [0, 1] definida nesta álgebra por

m0

(
I1 ∪ · · · ∪ IN

)
= |I1| + · · · + |IN |,

onde |Ij | representa o comprimento de cada intervalo Ij . Note que m0(X) = 1.
No Exerćıcio A.1.8 propomos ao leitor mostrar que m0 é σ-aditiva.

Note que a σ-álgebra B gerada por A coincide com a σ-álgebra de Borel
de X , já que todo conjunto aberto pode ser escrito como união enumerável de
intervalos abertos disjuntos dois-a-dois. Então, pelo Teorema A.1.13, existe uma
única probabilidade m definida em B que é uma extensão de m0. Chamamos m
de medida de Lebesgue em [0, 1].

Mais geralmente, definimos medida de Lebesgue m no cubo X = [0, 1]d

de qualquer dimensão d ≥ 1 da seguinte maneira. Primeiramente, chamamos
retângulo em X qualquer subconjunto da forma R = I1 × · · · × Id onde os Ij
são intervalos, e definimos

m0(R) = |I1| × · · · × |Id|.

Em seguida, consideramos a álgebra A dos subconjuntos de [0, 1]d da forma
A = R1 ∪ · · · ∪ RN , onde R1, . . . , RN são retângulos disjuntos dois-a-dois, e
definimos

m0(A) = m0(R1) + · · · +m0(RN )

para todo B nessa álgebra. A σ-álgebra gerada por A coincide com a σ-álgebra
de Borel de X . A medida de Lebesgue em X = [0, 1]d é a extensão de m0 a essa
σ-álgebra.

Para definir a medida de Lebesgue em todo o espaço euclidiano Rd, decom-
pomos esse espaço em cubos de lado unitário

Rd =
⋃

k1∈Z

· · ·
⋃

kd∈Z

[k1, k1 + 1) × · · · × [kd, kd + 1).

Cada cubo [k1, k1+1)×· · ·×[kd, kd+1) pode ser identificado com [0, 1)d por meio
da translação Tk1,...,kd

(x) = x − (k1, . . . , kd) que envia o ponto (k1, k2, . . . , kd)
na origem. Isso nos permite definir uma medida mk1,k2,...,kd

em C, dada por

mk1,k2,...,kd
(B) = m0

(
Tk1,...,kd

(B)
)

para todo o conjunto mensurável B ⊂ C. Finalmente, dado qualquer conjunto
mensurável B ⊂ Rd, definimos

m(B) =
∑

k1∈Z

· · ·
∑

kd∈Z

mk1,...,kd

(
B ∩ [k1, k1 + 1) × · · · × [kd, kd + 1)

)
.

Note que m não é uma medida finita, mas é uma medida σ-finita.



A.1. ESPAÇOS DE MEDIDA 435

Exemplo A.1.22. Lembremos uma construção alternativa clássica da medida
de Lebesgue. Para mais detalhes, veja o Caṕıtulo 2 do livro de Royden [Roy63].
Chamamos medida exterior de Lebesgue de um conjunto E ⊂ R ao número

m∗(E) = inf
{∑

k

m0(Rk) :

(Rk)k é cobertura enumerável de E por retângulos abertos
}
.

Esta função está definida para todo E ⊂ R, mas não é aditiva (embora seja enu-
meravelmente subaditiva). Dizemos que E é conjunto mensurável de Lebesgue
se

m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩Ec) para todo A ⊂ Rd.

Todo retânguloR é conjunto mensurável de Lebesgue e satisfazm∗(R) = m0(R).
A famı́lia M de todos os conjuntos mensuráveis de Lebesgue é uma σ-álgebra e
a restrição de m∗ a M é uma medida (σ-aditiva). Pela observação anterior, M
contém todo conjunto de Borel de Rd. A restrição de m∗ à σ-álgebra de Borel
B de Rd coincide com a medida de Lebesgue em Rd.

De fato, M é o completamento da σ-álgebra de Borel relativamente à medida
de Lebesgue. Esta e outras propriedades estão contidas no Exerćıcio A.1.13.

Exemplo A.1.23. Seja φ : [0, 1] → R uma função cont́ınua e positiva. Dado
qualquer intervalo I, com extremos 0 ≤ a < b ≤ 1, defina

µφ(I) =

∫ b

a

φ(x) dx (integral de Riemann).

Em seguida, estenda a definição de µφ para a álgebra A das uniões finitas
A = I1 ∪ · · · ∪ Ik de intervalos disjuntos dois-a-dois, por meio da relação

µφ(A) =

k∑

j=1

µφ(Ij).

As propriedades básicas da integral de Riemann nos dizem que µφ é finitamente
aditiva. Deixamos para o leitor a tarefa de mostrar que a medida µφ é σ-aditiva
na álgebra formada pelas uniões finitas de intervalos (veja o Exerćıcio A.1.7).
Além disso, µφ(∅) = 0 e µφ([0, 1]) <∞ já que φ é cont́ınua e, portanto limitada.
Com o aux́ılio do Teorema A.1.13 podemos estender µφ para toda σ-álgebra dos
borelianos de [0, 1].

Observe que a medida µφ que acabamos de construir tem a seguinte propri-
edade especial: se um conjunto A ⊂ [0, 1] tem medida de Lebesgue zero então
µφ(A) = 0. Essa propriedade chama-se continuidade absoluta (com respeito à
medida de Lebesgue) e será estudada com mais detalhe na Seção A.2.4.

Vamos agora exibir uma medida que, apesar de ser positiva em qualquer
aberto, não é absolutamente cont́ınua com respeito à medida de Lebesgue:
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Exemplo A.1.24. Considere uma enumeração {r1, r2, . . . } do conjunto Q dos
números racionais. Defina µ por:

µ(A) =
∑

ri∈A

1

2i
.

Observe que a medida de qualquer aberto da reta é positiva, pois necessaria-
mente A contém algum ri. Apesar disso, a medida de Q é

µ(Q) =
∑

ri∈Q

1

2i
= 1.

Como Q tem medida de Lebesgue nula (por ser um conjunto enumerável), isto
mostra que µ não é absolutamente cont́ınua com respeito à medida de Lebesgue.

Este exemplo nos motiva a introduzir a definição de suporte de uma medida
em um espaço topológico (X, τ). Para isso, precisamos recordar alguns conceitos
básicos de Topologia.

Um subconjunto τ ′ da topologia τ é chamado base de abertos, ou base da
topologia, se para todo x ∈ X e todo aberto U contendo x existe U ′ ∈ τ ′ tal
que x ∈ U ′ ⊂ U . Dizemos que o espaço topológico admite base enumerável
de abertos se tal subconjunto τ ′ pode ser escolhido enumerável. Um conjunto
V ⊂ X é uma vizinhança de um ponto x ∈ X se existe algum aberto U tal que
x ∈ U ⊂ V . Reciprocamente, um subconjunto de X é aberto se, e somente se,
ele é vizinhança de cada um dos seus pontos. Uma famı́lia υ′ de subconjuntos
de X é uma base de vizinhanças de um ponto x ∈ X se para toda vizinhança
V existe algum V ′ ∈ υ′ tal que x ∈ V ′ ⊂ V . Dizemos que x admite base
enumerável de vizinhanças se υ′ pode ser escolhida enumerável. Se o espaço
topológico admite base enumerável de abertos então todo x ∈ X admite alguma
base enumerável de vizinhanças de x, a saber, a famı́lia dos elementos da base
enumerável de abertos que contêm x.

Definição A.1.25. Seja (X, τ) um espaço topológico e seja µ uma medida na
σ-álgebra de Borel de X . O suporte suppµ da medida µ é o conjunto formado
pelos pontos x ∈ X tais que µ(V ) > 0 para qualquer vizinhança V de x.

Segue imediatamente da definição que o suporte de uma medida é um con-
junto fechado. No Exemplo A.1.24 acima, o suporte da medida µ é a reta inteira,
apesar de que µ(Q) = 1.

Proposição A.1.26. Sejam X um espaço topológico com base enumerável de
abertos e µ uma medida não nula em X. Então, o suporte suppµ é não vazio.

Demonstração. Se suppµ é vazio, então para cada ponto x ∈ X podemos en-
contrar uma vizinhança aberta Vx tal que µ(Vx) = 0. Seja {Aj : j = 1, 2, . . . }
uma base enumerável da topologia de X . Então para cada x podemos escolher
i(x) ∈ N tal que x ∈ Ai(x) ⊂ Vx. Logo,

X =
⋃

x∈X

Vx =
⋃

x∈X

Ai(x)
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e portanto

µ(X) = µ
( ⋃

x∈X

Ai(x)
)
≤

∞∑

i=1

µ(Ai) = 0.

Isto é uma contradição e, portanto, suppµ não pode ser vazio.

A.1.4 Aplicações mensuráveis

Aplicações mensuráveis têm um papel em Teoria da Medida análogo ao das
aplicações cont́ınuas em Topologia: mensurabilidade corresponde à ideia de que
a aplicação preserva a famı́lia dos conjuntos mensuráveis, do mesmo modo que
continuidade significa que a famı́lia dos subconjuntos abertos é preservada pela
aplicação.

Definição A.1.27. Dados espaços mensuráveis (X,B) e (Y, C), dizemos que
uma aplicação f : X → Y é mensurável se f−1(C) ∈ B para todo C ∈ C.

Em geral, o conjunto dos C ∈ C tais que f−1(C) ∈ B é uma σ-álgebra. Logo,
para provar que f é mensurável basta mostrar que f−1(C0) ∈ B para todo C0

em algum famı́lia de conjuntos C0 ⊂ C que gera a σ-álgebra C. Veja também o
Exerćıcio A.1.1.

Exemplo A.1.28. Uma função f : X → [−∞,∞] é mensurável se, e somente
se, f−1((c,+∞]) pertence a B para todo c ∈ R. Isto segue da observação
anterior, uma vez que os intervalos (c,+∞] geram a σ-álgebra de Borel da reta
estendida (lembre do Exemplo A.1.9). Em particular, se a função f toma valores
em (−∞,+∞) então ela é mensurável se, e somente se, f−1((c,+∞)) pertence
a B para todo c ∈ R.

Exemplo A.1.29. Se X é um espaço topológico e B é a sua σ-álgebra de Borel,
então toda função cont́ınua f : X → R é mensurável. De fato, continuidade sig-
nifica que a pré-imagem de qualquer aberto de R é um aberto de X e, portanto,
está em B. Como os abertos geram a σ-álgebra de Borel de R, segue que a
pré-imagem de qualquer boreliano da reta também está em B.

Exemplo A.1.30. Dado um conjunto B ⊂ X definimos a função caracteŕıstica
XB : X → R de B por:

XB(x) =

{
1, se x ∈ B;
0, caso contrário.

Observe que a função XB é mensurável se, e somente se, B é um subconjunto
mensurável: de fato, X−1

B (A) ∈ {∅, B,X \B,X} para qualquer A ⊂ R.

Entre as propriedades básicas das funções mensuráveis temos:

Proposição A.1.31. Sejam f, g : X → [−∞,+∞] funções mensuráveis e se-
jam a, b ∈ R. Então também são mensuráveis as seguintes funções:

(af + bg)(x) = af(x) + bg(x) e (f · g)(x) = f(x) · g(x).
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Além disso, se fn : X → [−∞,+∞] é uma sequência de funções mensuráveis,
também são mensuráveis as seguintes funções:

s(x) = sup{fn(x) : n ≥ 1} e i(x) = inf{fn(x) : n ≥ 1},

f∗(x) = lim sup
n

fn(x) e f∗(x) = lim inf
n

fn(x).

Em particular, se f(x) = lim fn(x) existe então f é mensurável.

As combinações lineares de funções caracteŕısticas formam uma classe im-
portante de funções mensuráveis:

Definição A.1.32. Dizemos que uma função s : X → R é simples se existem
constantes α1, . . . , αk ∈ R e conjuntos mensuráveis A1, . . . , Ak ∈ B disjuntos
dois-a-dois tais que

s =

k∑

j=1

αkXAk
, (A.1.2)

onde XA é a função caracteŕıstica do conjunto A.

Note que toda função simples é mensurável. Na direção rećıproca, o próximo
resultado afirma que toda função mensurável é limite de alguma sequência de
funções simples. Este fato será muito útil na próxima seção, quando definirmos
a integral de Lebesgue.

Proposição A.1.33. Seja f : X → [−∞,+∞] uma função mensurável. Então
existe uma sequência (sn)n de funções simples tal que |sn(x)| ≤ |f(x)| para todo
n e

lim
n
sn(x) = f(x) para todo x ∈ X.

Se f toma valores em R, podemos tomar sn com valores em R. Se f é limitada,
a sequência pode ser escolhida tal que a convergência seja uniforme. Se f é não
negativa, podemos tomar 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ f .

A demonstração desta proposição está proposta ao leitor no Exerćıcio A.1.16.

A.1.5 Exerćıcios

A.1.1. Seja X um conjunto e (Y, C) um espaço mensurável. Mostre que, dada
qualquer transformação f : X → Y , existe alguma σ-álgebra B em X tal que a
transformação é mensurável relativamente às σ-álgebras B e C.

A.1.2. Seja X um conjunto e considere a famı́lia de subconjuntos

B0 = {A ⊂ X : A é finito ou Ac é finito}.

Mostre que B0 é uma álgebra e que B0 é uma σ-álgebra se, e somente se, o
conjunto X é finito. Mostre também que, em geral,

B1 = {A ⊂ X : A é finito ou enumerável ou Ac é finito ou enumerável}

é a σ-álgebra gerada pela álgebra B0.
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A.1.3. Prove a Proposição A.1.5.

A.1.4. O objetivo deste exerćıcio é exibir um subconjunto da reta que não
é boreliano. Seja α um número irracional qualquer. Defina em R a seguinte
relação: x ∼ y ⇔ existem m,n ∈ Z tais que x − y = m + nα. Verifique que
∼ é uma relação de equivalência e toda classe de equivalência intersecta [0, 1).
Seja E0 um subconjunto de [0, 1) contendo exatamente um elemento de cada
classe de equivalência (a existência de tal conjunto é consequência do axioma
da escolha). Mostre que E0 não é boreliano.

A.1.5. Seja (X,B, µ) um espaço de medida. Mostre que se A1,A2, . . . estão em
B então

µ(
∞⋃

j=1

Aj) ≤
∞∑

j=1

µ(Aj).

A.1.6 (Lema de Borel-Cantelli). Seja (En)n uma famı́lia enumerável de con-
juntos mensuráveis. Seja F o conjunto dos pontos que pertencem a En para
infinitos valores de n, ou seja, F = lim supnEn = ∩∞

k=1 ∪∞
n=k En. Mostre que se∑

n µ(En) <∞ então µ(F ) = 0.

A.1.7. Demonstre o Teorema A.1.14.

A.1.8. Seja A a coleção dos subconjuntos de X = [0, 1] que se escrevem como
união finita de intervalos disjuntos. Verifique que A é uma álgebra de subcon-
juntos de X . Seja m0 : A → [0, 1] a função definida nesta álgebra por

m0

(
I1 ∪ · · · ∪ IN

)
= |I1| + · · · + |IN |,

onde |Ij | representa o comprimento de Ij . Mostre que m0 é σ-aditiva.

A.1.9. Seja B uma álgebra de subconjuntos de X e seja µ : B → [0,+∞) uma
função finitamente aditiva com µ(X) < ∞. Mostre que µ é σ-aditiva se, e
somente se, vale qualquer uma das condições abaixo:

1. limn µ(An) = µ(∩∞
j=1Aj) para toda sequência A1 ⊃ · · · ⊃ Aj ⊃ · · · de

elementos de B;

2. limn µ(An) = µ(∪∞
j=1Aj) para toda sequência A1 ⊂ · · · ⊂ Aj ⊂ · · · de

elementos de B.

A.1.10. Mostre que ‖µ‖ = |µ|(X) define uma norma completa no espaço veto-
rial das medidas com sinal finitas num espaço mensurável (X,B).

A.1.11. Seja X = {1, . . . , d} um conjunto finito, munido da topologia discreta,
e seja M = XI onde I = N ou I = Z.

(a) Verifique que a igualdade (A.2.7) define uma distância em M e que a
topologia que ela define coincide com a topologia produto em M . Descreva
as bolas abertas e as bolas fechadas em um ponto x ∈ XI .
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(b) Mostre, sem usar o teorema de Tychonoff, que (M,d) é um espaço com-
pacto.

(c) Seja A a álgebra gerada pelos cilindros elementares de M . Mostre que
toda função aditiva µ : A → [0, 1] com µ(M) = 1 se estende a uma
medida (σ-aditiva) de probabilidade na σ-álgebra boreliana de M .

A.1.12. Seja K ⊂ [0, 1] o conjunto de Cantor, isto é, K = ∩∞
n=0Kn onde

K0 = [0, 1] e cada Kn é o conjunto obtido quando retiramos de cada compo-
nente conexa C de Kn−1 o intervalo aberto cujo comprimento é um terço do
comprimento de C e cujo centro coincide com o centro de C. Mostre que K tem
medida de Lebesgue igual a zero.

A.1.13. Dado um conjunto E ⊂ Rd, mostre que as seguintes condições são
equivalentes:

(a) E é um subconjunto mensurável de Lebesgue.

(b) E está no completamento da σ-álgebra de Borel relativamente à medida
de Lebesgue, ou seja, existem conjuntos borelianos B1, B2 ⊂ Rd tais que
B1 ⊂ E ⊂ B2 e m(B2 \B1) = 0.

(c) (Aproximação por cima por abertos) Para todo ε > 0 podemos encontrar
um aberto A com E ⊂ A e m∗(A \ E) < ε.

(d) (Aproximação por baixo por fechados) Para todo ε > 0 podemos encontrar
um fechado F com F ⊂ E e m∗(E \ F ) < ε.

A.1.14. Prove a Proposição A.1.31.

A.1.15. Seja gn : M → R, n ≥ 1 uma sequência de funções mensuráveis tais
que f(x) =

∑∞
n=1 gn(x) converge em todo ponto. Mostre que a soma f é uma

função mensurável.

A.1.16. Prove a Proposição A.1.33.

A.1.17. Seja f : X → X uma transformação mensurável e seja ν uma medida
em X . Defina (f∗ν)(A) = ν(f−1(A)). Mostre que f∗ν é uma medida e note que
ela é finita se, e somente se, ν é finita.

A.1.18. Seja ω5 : [0, 1] → [0, 1] a função que associa a cada número x ∈ [0, 1]
a frequência superior de d́ıgitos iguais 5 na expansão de x na base 10. Isto é,
escrevendo x = 0, a0a1a2 . . . ... com ai 6= 9 para infinitos valores de i,

ω5(x) = lim sup
n

1

n
#{0 ≤ j ≤ n− 1 : aj = 5}.

Prove que a função ω5 é mensurável.
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A.2 Integração em espaços de medida

Nesta seção definiremos a integral de Lebesgue de uma função em relação a
uma medida. Ela generaliza a noção de integral de Riemann que é normalmente
apresentada nos cursos de Cálculo ou em cursos introdutórios de Análise.

A motivação para fazermos esta generalização é que a integral de Riemann
não está definida para muitas funções úteis, por exemplo, para funções carac-
teŕısticas de conjuntos mensuráveis em geral (veja o Exemplo A.2.5 abaixo). Já
a integral de Lebesgue faz sentido em toda a classe das funções mensuráveis, a
qual, como vimos na Proposição A.1.31, é fechada para as principais operações
da Análise.

Ainda nesta seção, enunciaremos alguns resultados importantes sobre o com-
portamento da integral relativamente à passagem ao limite de sequências. Tam-
bém descreveremos a construção de medidas produto, tanto para famı́lias finitas
quanto para famı́lias enumeráveis de medidas. Ao final, discutiremos os concei-
tos correlatos de continuidade absoluta e de derivação de Lebesgue.

A.2.1 Integral de Lebesgue

Ao longo desta seção (X,B, µ) será sempre um espaço de medida. Vamos definir
a noção de integral de Lebesgue por etapas. O primeiro passo trata da integral
de uma função simples:

Definição A.2.1. Seja s =
∑k
j=1 αkXAk

uma função simples. Então a integral
de s em relação à medida µ é dada por:

∫
s dµ =

k∑

j=1

αkµ(Ak).

É fácil verificar que esta definição é coerente: se duas combinações lineares de
funções caracteŕısticas definem uma mesma função então os valores das integrais
obtidos a partir das duas combinações coincidem (Exerćıcio A.2.1).

O próximo passo é definir integral de uma função mensurável não negativa.
A ideia é definir a integral da função como sendo o limite das integrais de funções
simples que a aproximam, utilizando a Proposição A.1.33:

Definição A.2.2. Seja f : X → [0,∞] uma função mensurável não negativa.
Então ∫

fdµ = lim
n

∫
sndµ,

onde s1 ≤ s2 ≤ . . . é uma sequência não decrescente de funções simples tal que
limn sn(x) = f(x) para todo x ∈ X .

Não é dif́ıcil verificar (Exerćıcio A.2.2) que esta definição é coerente: o valor
da integral não depende da escolha da sequência de funções simples crescendo
para f .
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Agora, para estender a definição de integral a qualquer função mensurável,
observemos que dada uma função f : X → [−∞,+∞] sempre podemos escrever
f = f+ − f− com

f+(x) = max{f(x), 0} e f−(x) = max{−f(x), 0}.

É claro que as funções f+ e f− são não negativas. Além disso, pela Proposi-
ção A.1.31, elas são mensuráveis se f é mensurável.

Definição A.2.3. Seja f : X → [−∞,+∞] uma função mensurável. Então,
∫
f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ,

desde que pelo menos uma das integrais do lado direito seja finita (valem as
convenções usuais (+∞) − a = +∞ e a− (+∞) = −∞ para todo a ∈ R).

Definição A.2.4. Dizemos que uma função f : X → [−∞,+∞] é integrável se
for mensurável e a sua integral for um número real. Denotamos o conjunto das
funções integráveis por L1(X,B, µ) ou, mais simplesmente, por L1(µ).

Dada uma função mensurável f : X → [−∞,∞] e um conjunto mensurável
E definimos a integral de f sobre E por

∫

E

fdµ =

∫
fXE dµ,

onde XE é a função caracteŕıstica do conjunto E.

Exemplo A.2.5. Considere X = [0, 1] munido da medida de Lebesgue m. Seja
f = XB, onde B é o subconjunto dos números racionais. Então m(B) = 0 e
portanto, usando a Definição A.2.2, a integral de Lebesgue de f é igual a zero.
Por outro lado, um cálculo direto mostra que toda soma de Riemann inferior de
f é igual a 0 mas toda soma de Riemann superior de f é igual a 1. Portanto,
a integral de Riemann de f não está definida. Outra forma de chegar a esta
mesma conclusão é utilizando o fato conhecido de que a integral de Riemann da
função caracteŕıstica de um conjunto mensurável está definida se, e somente se,
a sua fronteira tem medida nula. Note que no caso presente a fronteira de B é
todo o [0, 1] e, portanto, tem medida positiva.

Exemplo A.2.6. Sejam x1, . . . , xm ∈ X e p1, . . . , pm > 0 com p1+· · ·+pm = 1.
Consideremos a medida de probabilidade µ definida em 2X por

µ =

m∑

i=1

piδxi onde δxi é a medida delta de Dirac em xi.

Em outras palavras µ(A) =
∑

xi∈A
pi para todo subconjunto A de X . Então,

para qualquer função f : X → [−∞,+∞],

∫
f dµ =

m∑

i=1

pif(xi).
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Proposição A.2.7. O conjunto L1(µ) das funções reais integráveis é um espaço
vetorial real. Além disso, a aplicação I : L1(µ) → R dada por I(f) =

∫
f dµ é

um funcional linear positivo, ou seja:

(1)
∫
af + bg dµ = a

∫
f dµ+ b

∫
g dµ e

(2)
∫
f dµ ≥

∫
g dµ se f(x) ≥ g(x) para todo x.

Em particular, |
∫
f dµ| ≤

∫
|f | dµ se |f | ∈ L1(µ). Além disso, |f | ∈ L1(µ) se, e

somente se, f ∈ L1(µ).

Vamos encerrar esta seção observando que a noção de integral pode ser es-
tendida a uma classe ainda mais ampla de funções, de duas maneiras diferentes.
Por um lado, podemos considerar funções mensuráveis complexas f : X → C.
Nesse caso, dizemos que f é integrável se, e somente se, a parte real ℜf e a
parte imaginária ℑf forem integráveis. Nesse caso, por definição,

∫
f dµ =

∫
ℜf dµ+ i

∫
ℑf dµ.

Por outro lado, podemos considerar funções que não são necessariamente men-
suráveis mas que coincidem com alguma função mensurável num subconjunto
do domı́nio com medida total. Para explicar isto precisamos da seguinte noção,
que será utilizada frequentemente ao longo do texto:

Definição A.2.8. Dizemos que uma propriedade é válida em µ-quase todo
ponto se é válida em todo o X exceto, possivelmente, num conjunto de medida
nula.

Por exemplo, dizemos que uma sequência de funções (fn)n converge para
uma função em µ-quase todo ponto se existe um conjunto mensurável N com
µ(N) = 0 tal que f(x) = limn fn(x) para todo x ∈ X \ N . Analogamente,
dizemos que duas funções f e g são iguais em µ-quase todo ponto se existe um
conjunto mensurável N com µ(N) = 0 tal que f(x) = g(x) para todo x ∈ X \N .
Neste caso, supondo que as funções sejam integráveis, as suas integrais coincidem

∫
f dµ =

∫
g dµ se f = g em µ-quase todo ponto.

Esta observação permite definir integral para qualquer função f , possivelmente
não mensurável, que é igual em µ-quase todo ponto a uma função mensurável
g: basta tomar

∫
f dµ =

∫
g dµ.

A.2.2 Teoremas de convergência

Nesta seção mencionamos três resultados muito importantes para o estudo da
convergência de funções sob o sinal de integral. O primeiro deles lida com
sequências monótonas de funções:
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Teorema A.2.9 (Convergência monótona). Seja fn : X → [−∞,+∞] uma
sequência monótona de funções mensuráveis não negativas e seja f a função
definida por f(x) = limn fn(x). Então

lim
n

∫
fn dµ =

∫
f(x) dµ.

O próximo resultado vale para sequências mais gerais, não necessariamente
monótonas:

Teorema A.2.10 (Lema de Fatou). Seja fn : X → [0,+∞] uma sequência
de funções mensuráveis não negativas. Então, a função f : X → [−∞,+∞]
definida por f(x) = lim infn fn(x) é integrável e vale

∫
lim inf

n
fn(x) dµ ≤ lim inf

n

∫
fn dµ.

O mais poderoso dos resultados nesta seção é o teorema da convergência
dominada, que garante que podemos tomar o limite sob o sinal da integral
sempre que a sequência de funções é majorada por alguma função integrável:

Teorema A.2.11 (Convergência dominada). Seja fn : X → R uma sequência
de funções mensuráveis e suponha que existe uma função integrável g tal que
|fn(x)| ≤ |g(x)| para µ-quase todo x em X. Suponha também que a sequência
(fn)n converge em µ-quase todo ponto para uma função f . Então f é integrável
e vale:

lim
n

∫
fn dµ =

∫
f dµ.

A.2.3 Produto de medidas

Sejam (Xj ,Aj , µj), j = 1, . . . , n espaços de medida finita, isto é, tais que

µj(Xj) <∞. É posśıvel tornar o produto cartesiano X1 × · · · ×Xn um espaço
de medida, da seguinte forma. Considere em X1 × · · · ×Xn a σ-álgebra gerada
pela famı́lia de todos os conjuntos da forma A1 × · · · ×An com Aj ∈ Aj . Ela é
chamada σ-álgebra produto e é representada por A1 ⊗ · · · ⊗ An.

Teorema A.2.12. Existe uma única medida µ em (X1×· · ·×Xn,A1⊗· · ·⊗An)
tal que µ(A1×· · ·×An) = µ1(A1) · · ·µn(An) para todo A1 ∈ A1, . . . , An ∈ An.
Em particular, µ é uma medida finita.

A demonstração deste resultado (veja o Teorema 35.B do livro de Hal-
mos [Hal50]) combina o teorema da extensão (Teorema A.1.13) com o teorema
da convergência monótona (Teorema A.2.9). A medida µ no enunciado é repre-
sentada por µ1 × · · · × µn e é chamada produto das medidas µ1, . . . , µn. Desta
forma, fica definido o espaço de medida produto

(X1 × · · · ×Xn,A1 ⊗ · · · ⊗ An, µ1 × · · · × µn).
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O Teorema A.2.12 permanece válido quando as medidas µj são apenas σ-finitas,
exceto que neste caso a medida produto µ é apenas σ-finita.

Agora vamos descrever a construção do produto de uma famı́lia enumerável
de espaços de medida. Na verdade, para isso nos restringiremos ao caso de
probabilidades. Sejam (Xj ,Bj , µj), j ∈ I espaços de medida com µj(Xj) = 1
para todo j ∈ I. O conjunto de ı́ndices tanto pode ser I = N como I = Z.
Consideremos o produto cartesiano

Σ =
∏

j∈I

Xj = {(xj)j∈I : xj ∈ Xj}. (A.2.1)

Chamamos cilindros de Σ os subconjuntos da forma

[m;Am, . . . , An] = {(xj)j∈I : xj ∈ Aj para m ≤ j ≤ n} (A.2.2)

onde m ∈ I e n ≥ m e Aj ∈ Bj para m ≤ j ≤ n. Note que o próprio X é um
cilindro, por exemplo, X = [1;X1]. Por definição, a σ-álgebra produto em Σ é
a σ-álgebra B gerada pela famı́lia de todos os cilindros. A famı́lia A das uniões
finitas de cilindros disjuntos dois-a-dois é uma álgebra e ela gera a σ-álgebra B.

Teorema A.2.13. Existe uma única medida µ em (Σ,B) tal que

µ([m : Am, . . . , An]) = µm(Am) · · ·µn(An) (A.2.3)

para qualquer cilindro [m : Am, . . . , An]. Em particular, µ é uma probabilidade.

A prova deste teorema (veja o Teorema 38.B do livro de Halmos [Hal50])
usa o teorema de extensão (Teorema A.1.13) e o teorema da continuidade no
vazio (Teorema A.1.14). A probabilidade µ é chamada medida produto e é
representada por

∏
j∈I µj . O espaço de probabilidade (Σ,B, µ) constrúıdo desta

forma é denominado espaço produto dos espaços (Xj ,Bj , µj), j ∈ I.
Um caso particular importante da construção anterior ocorre quando os

espaços (Xi,Bi, µi) são todos iguais a um dado (X, C, ν). Estes espaços po-
dem ser usados para modelar sequências de experimentos aleatórios idênticos
em que o resultado de cada experimento é independente dos demais. Supõe-se
que cada experimento toma valores no conjunto X , com distribuição de probabi-
lidade igual a ν. Neste contexto, a medida µ = νI costuma ser chamada medida
de Bernoulli definida por ν. A propriedade (A.2.3) corresponde à igualdade

µ([m;Am, . . . , An]) =

n∏

j=m

ν(Aj), (A.2.4)

a qual pode ser lida nos seguintes termos: a probabilidade de todo evento com-
posto {xm ∈ Am, . . . , xn ∈ An} é igual ao produto das probabilidades dos
eventos individuais xi ∈ Ai. Portanto, (A.2.4) traduz realmente a ideia de que
os sucessivos experimentos são independentes.

Temos interesse especial no caso em que X é um conjunto finito é um con-
junto finito, munido da σ-álgebra C = 2X , formada por todos os subconjuntos
de X . Neste caso, é útil considerar os cilindros elementares

[m; am, . . . , an] = {(xj)j∈I ∈ X : xm = am, . . . , xn = an}, (A.2.5)
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correspondentes a conjuntos Aj formados por um único ponto aj . Observe
que todo cilindro é uma união finita de cilindros elementares disjuntos dois-a-
dois. Portanto, a σ-álgebra gerada pelos cilindros elementares coincide com a
σ-álgebra gerada por todos os cilindros, e o mesmo vale para a álgebra gerada.
Além disso, a relação (A.2.4) pode ser escrita

µ([m; am, . . . , an]) = pam · · · pan onde pa = ν({a}) para a ∈ X . (A.2.6)

Considere o conjunto finito X munido da topologia discreta. A topologia
produto em Σ = XI coincide com a topologia gerada pelos cilindros elementares.
Além disso (veja o Exerćıcio A.1.11), ela coincide com a topologia associada à
distância definida por

d
(
(xi)i∈I , (yi)i∈I

)
= θN , (A.2.7)

onde θ ∈ (0, 1) está fixado e N = N((xi)i∈I , (yi)i∈I) ≥ 0 é o maior número
inteiro tal que xi = yi para todo i ∈ I com |i| < N .

A.2.4 Derivação de medidas

Seja m a medida de Lebesgue em Rd. Dado um subconjunto mensurável A de
Rd, dizemos que um ponto a ∈ A é um ponto de densidade de A se este conjunto
preenche a maior parte de qualquer pequena vizinhança de a, isto é,

lim
δ→0

m(B(a, δ) ∩A)

m(B(a, δ))
= 1. (A.2.8)

Teorema A.2.14. Seja A um subconjunto mensurável de Rd com medida de
Lebesgue m(A) maior que zero. Então m-quase todo ponto a ∈ A é ponto de
densidade de A.

No Exerćıcio A.2.11 sugerimos uma demonstração deste resultado. Ele pode
também ser obtido como consequência direta do teorema que vamos enunciar
a seguir. Dizemos que uma função f : Rd → R é localmente integrável se o
produto fXK é integrável para todo compacto K ⊂ Rd.

Teorema A.2.15 (Derivação de Lebesgue). Seja X = Rd, B a σ-álgebra de
Borel e m a medida de Lebesgue em Rd. Seja f : X → R uma função localmente
integrável. Então

lim
r→0

1

m(B(x, r))

∫

B(x,r)

|f(y) − f(x)|dm = 0 em m-quase todo ponto.

Em particular,

lim
r→0

1

m(B(x, r))

∫

B(x,r)

f(y)dm = f(x) em m-quase todo o ponto.

O ingrediente fundamental na demonstração destes resultados é o seguinte
fato geométrico:
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Teorema A.2.16 (Lema de Vitali). Seja m a medida de Lebesgue em Rd e
suponha que para cada x ∈ R é dada uma sequência (Bn(x))n de bolas centradas
em x com raio convergindo para zero. Seja A ⊂ Rd um conjunto mensurável
com m(A) > 0. Então, para cada ε > 0 existem sequências (xj)j em R e (nj)j
em N tais que

1. as bolas B(xj , nj) são disjuntas duas-a-duas;

2. m
(
∪j Bnj (xj) \A

)
< ε e m

(
A \ ∪jBnj (xj)

)
= 0.

O teorema ainda é válido se, no lugar de bolas, tomarmos para (Bn(x))n
qualquer sequência de conjuntos satisfazendo ∩nBn(x) = {x} e

sup
x,n

sup{d(x, y) : y ∈ Bn(x)}
inf{d(x, z) : z /∈ Bn(x)}

<∞.

O conjunto das medidas definidas num mesmo espaço mensurável possui a
seguinte relação de ordem natural:

Definição A.2.17. Sejam µ e ν duas medidas num espaço mensurável (X,B).
Dizemos que ν é absolutamente cont́ınua em relação a µ se todo conjunto

mensurável E que satisfaz µ(E) = 0 também satisfaz ν(E) = 0. Nesse caso
escrevemos ν ≪ µ.

Dizemos que µ e ν são equivalentes, e escrevemos µ ∼ ν, se cada uma delas for
absolutamente cont́ınua em relação à outra. Em outras palavras, duas medidas
são equivalentes se elas têm os mesmos conjuntos com medida nula.

Outro resultado importante, conhecido por teorema de Radón-Nikodym,
afirma que se ν ≪ µ então a medida ν pode ser vista como a integral com
respeito a µ de uma certa função mensurável ρ:

Teorema A.2.18 (Radón-Nikodym). Se µ e ν são medidas finitas tais que
ν ≪ µ então existe uma função mensurável ρ : X → [0,+∞] tal que ν = ρµ, ou
seja, tal que

∫
φdν =

∫
φρ dµ para toda função mensurável limitada φ : X → R.

(A.2.9)
Em particular, ν(E) =

∫
E
ρ dµ para todo conjunto mensurável E ⊂ X. Além

disso, ρ é essencialmente única: duas quaisquer funções que satisfazem (A.2.9)
são iguais em µ-quase todo ponto.

Chamamos ρ de densidade, ou derivada de Radón-Nikodym, de ν relativa-
mente a µ e escrevemos

ρ =
dν

dµ
.

Definição A.2.19. Sejam µ e ν duas medidas num espaço mensurável (X,B).
Dizemos que µ e ν são mutuamente singulares se existem conjuntos mensuráveis
disjuntos A e B tais que A ∪ B = X e µ(A) = 0 e ν(B) = 0. Nesse caso
escrevemos µ ⊥ ν.
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O teorema de decomposição de Lebesgue afirma que, dadas duas medidas
finitas µ e ν, podemos escrever ν = νa + νs onde νa e νs são medidas finitas
tais que νa ≪ µ e νs ⊥ µ. Combinando este resultado com o teorema de
Radón-Nikodym, obtemos:

Teorema A.2.20 (Decomposição de Lebesgue). Dadas medidas finitas µ e ν,
existe uma função mensurável ρ : X → [0,+∞] e existe uma medida finita η
satisfazendo ν = ρµ+ η e η ⊥ µ.

A.2.5 Exerćıcios

A.2.1. Prove que a integral de uma função simples está bem definida: se duas
combinações lineares de funções caracteŕısticas definem uma mesma função,
então os valores das integrais obtidos a partir das duas combinações coincidem.

A.2.2. Mostre que se (rn)n e (sn)n são sequências não decrescentes de funcões
simples não negativas convergindo em µ-quase todo ponto para uma mesma
funcão f : M → [0,+∞) então limn

∫
rn dµ = limn

∫
sn dµ.

A.2.3. Prove a Proposição A.2.7.

A.2.4. (Desigualdade de Tchebysheff-Markov) Seja f : M → R uma função
positiva integrável com respeito a uma medida finita µ. Então, dado qualquer
número real a > 0,

µ
(
{x ∈M : f(x) ≥ a}

)
≤ 1

a

∫

X

f dµ.

Em particular, se
∫
|f | dµ = 0, então µ

(
{x ∈ X : f(x) 6= 0)}

)
= 0.

A.2.5. Seja f uma função integrável. Mostre que para todo ε > 0 existe δ > 0
tal que |

∫
E
f dµ| < ε para todo conjunto mensurável E com µ(E) < δ.

A.2.6. Sejam ψ1, . . . , ψN : M → R funções mensuráveis limitadas num espaço
de probabilidade (M,B, µ). Mostre que para todo ε > 0 existem x1, . . . , xs ∈M
e números positivos α1, . . . , αs tais que

∑s
j=1 αj = 1 e

|
∫
ψ dµ−

s∑

j=1

αjψi(xj)| < ε para todo i = 1, . . . , N .

A.2.7. Prove o teorema da convergência dominada (Teorema A.2.11) a partir
do lema de Fatou (Teorema A.2.10).

A.2.8. Um conjunto F de funções mensuráveis M → R diz-se uniformemente
integrável com respeito a uma probabilidade µ se para todo α > 0 existe C > 0
tal que

∫
{|f |>C}

|f | dµ < α para todo f ∈ F . Mostre que

(a) F é uniformemente integrável com respeito a µ se, e somente se, existe
L > 0 e para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

∫
|f | dµ < L e

∫
A |f | dµ < ε

para todo f ∈ F e todo conjunto mensurável A com µ(A) < δ.
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(b) Se existe alguma função g integrável com respeito a µ tal que |f | ≤ |g| para
todo f ∈ F (dizemos que F é dominado por g) então F é uniformemente
integrável com respeito a µ.

(c) Se F é uniformemente integrável com respeito a µ então limn

∫
fn dµ =∫

lim fn dµ para qualquer sequência (fn)n em F convergindo em µ-quase
todo ponto.

A.2.9. Mostre que a é um ponto de densidade de um conjunto A ⊂ Rd se, e
somente se,

lim
δ→0

inf

{
m(B ∩A)

m(B)
: B bola contida em B(a, δ) e contendo a

}
= 1 (A.2.10)

A.2.10. Seja Pn, n ≥ 1 uma sequência de partições enumeráveis de Rd em
subconjuntos mensuráveis. Suponha que o diâmetro diamPn = sup{diamP :
P ∈ Pn} converge para zero quando n → ∞. Mostre que, dado qualquer con-
junto mensurável A ⊂ Rd com medida de Lebesgue positiva, é posśıvel escolher
conjuntos Pn ∈ Pn, n ≥ 1 de tal forma que m(A ∩ Pn)/m(Pn) → 1 quando
n→ ∞.

A.2.11. Prove o Teorema A.2.14.

A.2.12. Seja x1, x2 ∈ M e p1, p2, q1, q2 > 0 com p1 + p2 = q1 + q2 = 1.
Considere as medidas de probabilidade µ e ν dadas por

µ(A) =
∑

xi∈A

pi, ν(A) =
∑

xi∈A

qi,

ou seja, µ = p1δx1 + p2δx2 e ν = q1δx1 + q2δx2 . Mostre que ν ≪ µ e µ ≪ ν e
calcule as respectivas derivadas de Radón-Nikodym.

A.2.13. Construa uma probabilidade µ absolutamente cont́ınua com respeito à
medida de Lebesguem em [0, 1] tal que existe um conjunto mensurávelK ⊂ [0, 1]
com medida µ(K) = 0 mas m(K) = 1/2. Em particular, m não é absolutamente
cont́ınua com respeito a µ. Podeŕıamos pedir que m(K) = 1?

A.2.14. Suponha que f : X → X é tal que existe uma cobertura enumerável
de M por conjuntos mensuráveis Bn, ≥ 1, tais que a restrição de f a cada Bn é
invert́ıvel (ou seja, uma bijeção sobre a imagem, com inversa mensurável). Seja
η uma probabilidade η em M tal que A ⊂ Bn e η(A) = 0 implica η(f(A)) = 0.
Mostre que existe uma função Jη : X → [0,+∞] tal que

∫

f(Bn)

ψ dη =

∫

Bn

(ψ ◦ f)Jη dη

para toda função mensurável limitada ψ : X → R e todo n. Além disso, Jη é
essencialmente única.
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A.2.15. Seja µ = µ+ −µ− a decomposição de Hahn de uma medida finita com
sinal µ. Mostre que existem funções ρ± e τ± tais que µ+ = ρ+|µ| = τ+µ e
µ− = ρ−|µ| = τ−µ. Que funções são estas?

A.2.16. Seja (µn)n e (νn)n duas sequências de medidas tais que µ =
∑
n µn e

ν =
∑

n νn são medidas finitas. Escreva µ̂n =
∑n
i=1 µi e ν̂n =

∑n
i=1 νi. Mostre

que se µ̂n ≪ ν̂n para todo n então µ≪ ν e

dµ

dν
= lim

n

dµ̂n
dν̂n

em ν-quase todo ponto.

A.3 Medidas em espaços métricos

Ao longo desta seção, a menos de indicação em contrário, suporemos que µ é
uma medida de probabilidade boreliana (ou seja, definida na σ-álgebra de Borel)
de um espaço métrico M .

Lembre que um espaço métrico é uma dupla (M,d) em que M é um conjunto
e d é uma distância em M , ou seja, uma função d : M ×M → R satisfazendo

1. d(x, y) ≥ 0 para quaisquer x, y e vale a igualdade se, e somente se, x = y;

2. d(x, y) = d(y, x) para quaisquer x, y;

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) para quaisquer x, y, z.

Representamos por B(x, r) a bola de centro x ∈ M e raio r > 0. Todo espaço
métrico possui uma estrutura natural de espaço topológico, em que as bolas são
bases de vizinhanças ou, equivalentemente, os abertos são os subconjuntos que
contêm alguma bola centrada em qualquer dos seus pontos. Na direção oposta,
diremos que um espaço topológico é metrizável se a sua topologia puder ser
definida dessa forma, a partir de alguma função distância.

A.3.1 Medidas regulares

Um primeiro fato interessante é que qualquer probabilidade boreliana em um
espaço métrico fica completamente determinada pelos valores que ela toma nos
subconjuntos abertos (ou nos subconjuntos fechados) do espaço.

Definição A.3.1. Uma medida boreliana µ num espaço topológico é regular se
para todo subconjunto mensurável B e todo ε > 0 existe um conjunto fechado
F e um conjunto aberto A tais que F ⊂ B ⊂ A e µ(F \A) < ε.

Proposição A.3.2. Toda medida de probabilidade num espaço métrico é regu-
lar.

Demonstração. Seja B0 a famı́lia dos subconjuntos borelianos B tais que para
todo ε > 0 existe um fechado F e um aberto A satisfazendo F ⊂ B ⊂ A e
µ(F \A) < ε. Note que B0 contém todos os fechados de M . De fato, seja B um
fechado qualquer e seja Bδ o conjunto (aberto) dos pontos cuja distância a B é
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menor que δ. Pelo Teorema A.1.14, temos que µ(Bδ \B) → 0 quando δ → 0 e,
portanto, podemos tomar F = B e A = Bδ para algum δ > 0 pequeno.

É imediato que a famı́lia B0 é fechada para a passagem ao complementar, isto
é, Bc ∈ B0 sempre que Bc ∈ B0. Além disso, considere uma famı́lia enumerável
Bn, n = 1, 2, . . . qualquer de elementos de B0 e denote B = ∪∞

n=1Bn. Por
hipótese, para todo n ∈ N e ε > 0, existe um fechado Fn e um aberto An
satisfazendo Fn ⊂ Bn ⊂ An e µ(An \Fn) < ε/2n+1. A união A = ∪∞

n=1An é um
aberto e qualquer união finita F = ∪mn=1Fn é um fechado. Fixemos o inteiro m
suficientemente grande para que

µ
( ∞⋃

n=1

Fn \ F
)
< ε/2

(lembre o Teorema A.1.14). Então F ⊂ B ⊂ A e

µ
(
A \ F

)
≤

∞∑

n=1

µ
(
An \ Fn

)
+ µ

( ∞⋃

n=1

Fn \ F
)
<

∞∑

n=1

ε

2n+1
+
ε

2
= ε.

Isto mostra que B ∈ B0. Deste jeito mostramos que B0 é uma σ-álgebra. Logo
B0 contém todos os subconjuntos borelianos de M .

Uma consequência do resultado acima é que os valores que uma probabili-
dade µ toma nos fechados de M determinam µ completamente: se ν é outra
probabilidade tal que µ(F ) = ν(F ) para todo fechado F então µ = ν, isto é,
µ(B) = ν(B) para todo boreliano B. Passando ao complementar, obtemos que
o mesmo vale para os conjuntos abertos.

A proposição que provaremos a seguir implica que os valores das integrais
das funções cont́ınuas limitadas também determinam a probabilidade completa-
mente. De fato, isso vale mesmo para o conjunto (menor) das funções Lipschitz
limitadas.

Lembre que uma aplicação h : M → N é Lipschitz se existe alguma constante
C > 0 tal que d(h(x), h(y)) ≤ Cd(x, y) para todo x, y ∈ N . Se for necessário
especificar a constante diremos que h é função C-Lipschitz. Mais geralmente,
dizemos que h é Hölder se existem C, θ > 0 tais que d(h(x), h(y)) ≤ Cd(x, y)θ

para todo x, y ∈ N . Nesse caso, também dizemos que h é função θ-Hölder ou
mesmo (C, θ)-Hölder.

Proposição A.3.3. Se µ e ν são probabilidades em M tais que
∫
ϕdµ =

∫
ϕdν

para toda função ϕ : M → R Lipschitz limitada, então µ = ν.

Demonstração. Usaremos o seguinte fato simples de topologia:

Lema A.3.4. Dado qualquer subconjunto fechado F de M e dado δ > 0, existe
uma função Lipschitz gδ : M → [0, 1] tal que gδ(x) = 1 para todo x ∈ F e
gδ(x) = 0 para todo x ∈M tal que d(x, F ) ≥ δ.
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Demonstração. Considere a função h : R → [0, 1] dada da seguinte forma:
h(s) = 1 se s ≤ 0, h(s) = 0 se s ≥ 1 e h(s) = 1 − s se 0 ≤ s ≤ 1. Defina

g : M → [0, 1], g(x) = h
(1
δ
d(x, F )

)
.

Note que g é Lipschitz, por ser composição de funções Lipschitz. As demais
propriedades no lema são imediatas.

Agora podemos terminar a prova da Proposição A.3.3. Seja F um subcon-
junto fechado qualquer de M e, para cada δ > 0, seja gδ : M → [0, 1] uma
função como no lema acima. Por hipótese,

∫
gδ dµ =

∫
gδ dν para todo δ > 0.

Além disso, pelo teorema da convergência dominada (Teorema A.2.11),

lim
δ→0

∫
gδ dµ = µ(F ) e lim

δ→0

∫
gδ dν = ν(F ).

Isto mostra que µ(F ) = ν(F ) para todo fechado F , donde resulta que µ = ν.

Como observamos no Exemplo A.1.29, funções cont́ınuas são automatica-
mente mensuráveis, relativamente à σ-álgebra de Borel. O resultado que va-
mos provar a seguir afirma que, mediante uma hipótese simples sobre o espaço
métrico, vale uma espécie de rećıproca: funções mensuráveis são cont́ınuas se
restringirmos a certos subconjuntos com medida quase total.

Um subconjunto de um espaço métrico (ou topológico) M é denso se ele
intersecta todo aberto de M . Dizemos que o espaço é separável, se ele admite
algum subconjunto enumerável denso. Para espaços métricos isso equivale a
dizer que a topologia admite uma base enumerável de abertos (Exerćıcio A.3.1).

Teorema A.3.5 (Lusin). Seja ϕ : M → N uma aplicação mensurável com va-
lores num espaço métrico separável N . Dado qualquer ε > 0 existe um conjunto
fechado F ⊂M tal que µ(M \ F ) < ε e a restrição de ϕ a F é cont́ınua.

Demonstração. Seja {xn : n ∈ N} um subconjunto enumerável denso de N
e, para cada k ≥ 1, seja Bn,k a bola de centro xn e raio 1/k. Fixe ε > 0.
Pela Proposição A.3.2, para cada (n, k) podemos encontrar um conjunto aberto
An,k ⊂M contendo ϕ−1(Bn,k) e satisfazendo µ(An,k \ ϕ−1(Bn,k)) < ε/2n+k+1.
Defina

E =

∞⋂

n,k=1

(
ϕ−1(Bn,k) ∪Acn,k

)
.

Por um lado,

µ(M \ E) ≤
∞∑

n,k=1

µ(An,k \ ϕ−1(Bn,k)) <

∞∑

n,k=1

ε

2n+k+1
=
ε

2
.
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Por outro lado, todo ϕ−1(Bn,k) é subconjunto aberto de ϕ−1(Bn,k) ∪ Acn,k, já

que o complementar é o conjunto fechado Acn,k. Consequentemente, ϕ−1(Bn,k)
é aberto em E para todo (n, k). Isto mostra que a restrição de ϕ ao conjunto E
é cont́ınua. Para terminar a demonstração basta usar a Proposição A.3.2 mais
uma vez para encontrar um conjunto fechado F ⊂ E tal que µ(E\F ) < ε/2.

A.3.2 Espaços métricos separáveis completos

Vamos agora discutir outra propriedade importante de medidas em espaços
métricos que são ao mesmo tempo separáveis e completos. Lembre que esta
última condição significa que toda sequência de Cauchy é convergente.

Definição A.3.6. Uma medida µ num espaço topológico é justa se para todo
ε > 0 existe um subconjunto compacto K tal que µ(Kc) < ε.

Como todo subconjunto fechado de um espaço métrico compacto também é
compacto, segue imediatamente da Proposição A.3.2 que toda medida de pro-
babilidade num espaço métrico compacto é justa. Mas, esta conclusão é ainda
mais geral:

Proposição A.3.7. Toda medida de probabilidade num espaço métrico se-
parável completo é justa.

Demonstração. Seja {pk : k ∈ N} um subconjunto enumerável denso de M .
Então, para cada n ≥ 1, as bolas fechadas B̄(pk, 1/n), k ∈ N formam uma
cobertura enumerável de M . Dado ε > 0 e n ≥ 1, fixemos k(n) ≥ 1 de tal forma
que o conjunto (fechado)

Ln =

k(n)⋃

k=1

B̄(pk, 1/n)

satisfaça µ(Ln) > 1 − ε/2n. Tomemos K = ∩∞
n=1Ln. Note que K é fechado e

µ(Kc) ≤ µ
( ∞⋃

n=1

Lcn
)
<

∞∑

n=1

ε

2n
= ε.

Resta verificar que K é compacto. Para isso basta mostrar que toda sequência
(xi)i em K admite alguma subsequência de Cauchy (uma vez que M é com-
pleto, segue que esta subsequência é convergente). Tal subsequência pode ser
constrúıda da seguinte forma. Como xi ∈ L1 para todo i, existe l(1) ≤ k(1) tal
que o conjunto de ı́ndices

I1 = {i ∈ N : xi ∈ B(pl(1), 1)}

é infinito. Seja i(1) o menor elemento de I1. Em seguida, como xi ∈ L2 para
todo i, existe l(2) ≤ k(2) tal que

I2 = {i ∈ I1 : xi ∈ B(pl(2), 1/2)}
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é infinito. Seja i(2) o menor elemento de I2 \ {i(1)}. Repetindo este procedi-
mento, constrúımos uma sequência decrescente In de subconjuntos infinitos de
N, e uma sequência crescente i(1) < i(2) < · · · < i(n) < · · · de números tais
que i(n) ∈ In e todos os xi, i ∈ In estão contidos numa mesma bola fechada de
raio 1/n. Em particular,

d(xi(a), xi(b)) ≤ 2/n para todo a, b ≥ n.

Isto mostra que a subsequência (xi(n))n é realmente de Cauchy.

Corolário A.3.8. Suponha que M é um espaço métrico separável completo e
µ é uma medida de probabilidade em M . Para todo ε > 0 e todo conjunto
boreliano B ⊂M existe um compacto L ⊂ B tal que µ(B \ L) < ε.

Demonstração. Pela Proposição A.3.2 podemos encontrar um conjunto fechado
F ⊂ B tal que µ(B \ F ) < ε/2. Pelo Teorema A.3.5, existe um subconjunto
compacto K ⊂ M tal que µ(M \ K) < ε/2. Tome L = F ∩ K. Então L é
compacto e µ(B \ L) < ε.

Analogamente, quando o espaço métrico M é separável completo podemos
melhorar o enunciado do teorema de Lusin, substituindo ‘fechado’ por ‘com-
pacto’ na conclusão:

Teorema A.3.9 (Lusin). Suponha que M é um espaço métrico separável com-
pleto e que µ é uma medida de probabilidade em M . Seja ϕ : M → N uma
transformação mensurável com valores num espaço métrico separável N . Então
dado qualquer ε > 0 existe um conjunto compacto K ⊂M tal que µ(M \K) < ε
e a restrição de ϕ a K é cont́ınua.

Conclúımos com outro fato importante sobre medidas em espaços métricos
separáveis completos. Uma medida µ diz-se atômica se existe algum ponto x
tal que µ({x}) > 0. Tais pontos são chamados de átomos. Caso contrário, µ
diz-se não atômica.

O próximo teorema afirma que toda medida não atômica de probabilidade
num espaço métrico separável completo é equivalente à medida de Lebesgue no
intervalo. Ele será demonstrado na Seção 8.5.

Teorema A.3.10. Seja M um espaço métrico separável completo e seja µ
uma medida não atômica de probabilidade em M . Então existe uma aplicação
mensurável ψ : M → [0, 1] tal que ψ é uma bijeção com inversa mensurável,
restrita a um subconjunto com medida total, e ψ∗µ é a medida de Lebesgue em
[0, 1].

A.3.3 Espaço das funções cont́ınuas

No que resta desta seção descreveremos algumas propriedades importantes do
espaço vetorial C0(M) das funções cont́ınuas (reais ou complexas), quando M é
um espaço métrico compacto. As conclusões das seções anteriores permanecem
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válidas, uma vez que todo espaço métrico compacto é separável e completo.
Outro fato útil sobre espaços métricos compactos é que toda cobertura aberta
admite algum número de Lebesgue, ou seja, algum número ρ > 0 tal que para
todo x ∈M existe algum elemento da cobertura que contém a bola B(x, ρ).

Consideremos o espaço C0(M) munido da norma da convergência uniforme:

‖φ‖ = sup{|φ(x)| : x ∈M}.

Esta norma é completa e, portanto, define em C0(M) uma estrutura de espaço
de Banach. Um funcional linear Φ : C0(M) → C diz-se positivo se Φ(ϕ) ≥ 0
para toda função ϕ ∈ C0(M) tal que ϕ(x) ≥ 0 para todo x. O teorema de
Riez-Markov (veja o Teorema 6.19 no livro de Rudin [Rud87]) mostra que os
únicos funcionais lineares positivos em C0(M) são as integrais:

Teorema A.3.11 (Riesz-Markov). Seja M um espaço métrico compacto. Seja
Φ : C0(M) → C um funcional linear positivo. Então existe uma única medida
boreliana finita µ em M tal que

Φ(ϕ) =

∫
ϕdµ para toda ϕ ∈ C0(M).

Além disso, µ é uma probabilidade se e somente se Φ(1) = 1.

O próximo resultado, que também é conhecido como teorema de Riesz-
Markov, dá uma representação análoga para funcionais lineares cont́ınuos em
C0(M). Lembre que a norma de um funcional linear Φ : C0(M) → C é definida
por

‖Φ‖ = sup
{ |Φ(ϕ)|

‖ϕ‖ : ϕ 6= 0
}

(A.3.1)

e que Φ é cont́ınuo se, e somente se, a sua norma é finita.

Teorema A.3.12 (Riesz-Markov). Seja M um espaço métrico compacto. Seja
Φ : C0(M) → R um funcional linear cont́ınuo. Então existe uma única medida
boreliana complexa µ em M tal que

Φ(ϕ) =

∫
ϕdµ para toda ϕ ∈ C0(M).

A norma ‖µ‖ = |µ|(X) da medida µ coincide com a norma ‖Φ‖ do funcional Φ.
Além disso, µ toma valores em [0,∞) se, e somente se, o operador Φ é positivo
e µ toma valores em R se, e somente se, Φ(ϕ) ∈ R para toda função real ϕ.

Em outras palavras, este resultado afirma que o dual de C0(M) é isome-
tricamente isomorfo a M(M). Os Teoremas A.3.11 e A.3.12 se estendem para
espaços topológicos localmente compactos, com hipóteses adequadas sobre o
comportamento das funções no infinito. Nesse contexto a medida µ (ainda) é
regular mas não necessariamente finita.

Também usaremos o fato de que o espaço C0(M) tem subconjuntos enu-
meráveis densos (o Exerćıcio A.3.6 é um caso particular):
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Teorema A.3.13. Se M é espaço métrico compacto então C0(M) é separável.

Demonstração. Seja {ak : k ∈ N} um subconjunto enumerável denso de M
(todo espaço métrico compacto é separável). Para cada k ∈ N , considere a
função fk : M → R definida por fk(x) = d(x, xk). Represente por A o conjunto
de todas as funções f : M → R da forma

f = c+
∑

k1,...,kn

ck1,...,ksfk1 · · · fks (A.3.2)

com c ∈ R e ck1,...,ks ∈ R para quaisquer k1, . . . , ks ∈ N. Observe que A é
uma álgebra de funções, ou seja, é fechada pelas operações de adição, multi-
plicação e multiplicação por número real. É claro que esta álgebra contém a
função constante igual a 1. Além disso, A separa os pontos de M , ou seja,
para quaisquer pontos x 6= y existe f ∈ A tal que f(x) 6= f(y). Para ver isso,
basta fixar ε > 0 tal que d(x, y) > 2ε, considerar k ∈ N tal que d(x, xk) < ε e
tomar f = fk. Note que f(x) = d(x, xk) < ε enquanto que, pela desigualdade
triangular, f(y) = d(y, xk) ≥ d(x, y) − d(x, xk) > ε. Portanto, a álgebra A é
separadora, tal como afirmamos. O teorema de Stone-Weierstrass (veja [DS57,
Teorema 4.6.16]) afirma que toda sub-álgebra separadora do espaço das funções
cont́ınuas que contém a função 1 é densa em C0(M). Pelo que acabamos de
dizer, isto vale para A. Segue que o conjunto (enumerável) das funções da forma
(A.3.2), com c ∈ Q e ck1,...,ks ∈ Q também é denso em C0(M).

A.3.4 Exerćıcios

A.3.1. Seja M um espaço topológico métrizável. Mostre que todo ponto de
M admite base enumerável de vizinhanças. Mostre que M é separável se, e
somente se, ele admite base enumerável de abertos. Dê exemplos de espaços
métricos separáveis e não separáveis.

A.3.2. Seja µ uma medida finita num espaço métrico M . Mostre que para todo
fechado F ⊂M existe um conjunto finito ou enumerável E ⊂ (0,∞) tal que

µ({x ∈M : d(x, F ) = r}) = 0 para todo r ∈ (0,∞) \ E.
A.3.3. Seja µ uma medida finita num espaço métrico separável M . Conclua
que para todo ε > 0 é posśıvel encontrar uma partição enumerável de M em
conjuntos mensuráveis com diâmetro menor que ε e cujo bordo tem medida
nula.

A.3.4. Seja µ uma probabilidade em [0, 1] e seja φ : [0, 1] → [0, 1] a função
dada por φ(x) = µ([0, x]). Verifique que φ é cont́ınua se, e somente se, µ é não
atômica e que φ é absolutamente cont́ınua se, e somente se, µ é absolutamente
cont́ınua com relação à medida de Lebesgue.

A.3.5. Seja M um espaço métrico. Mostre que para toda função mensurável
ψ : M → R existe uma sequência ψn : M → R, n ≥ 1 de funções uniformemente
cont́ınuas convergindo para ψ em todo ponto. Além disso, se ψ é limitada
podemos escolher a sequência de tal forma que sup |ψn| ≤ sup |ψ| para todo n.
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A.3.6. Mostre que o espaço C0([0, 1]d) das funções cont́ınuas, reais ou comple-
xas, no cubo unitário compacto é separável, para todo d ≥ 1.

A.4 Variedades diferenciáveis

Aqui vamos rever algumas noções e fatos básicos de topologia diferenciável e
geometria riemanianna.

A.4.1 Variedades e aplicações diferenciáveis

Um variedade diferenciável de dimensão d é um espaço topológico M munido de
um atlas diferenciável de dimensão d, ou seja, uma famı́lia de homeomorfismos
ϕα : Uα → Xα tais que

1. cada Uα é aberto de M e cada Xα é aberto de Rd e M = ∪αUα;

2. a aplicação ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) → ϕβ(Uα ∩ Uβ) é diferenciável, para

quaisquer α e β tais que Uα ∩ Uβ 6= ∅.

Mais geralmente, no lugar de Rd podemos considerar qualquer espaço de Banach
E. Então dizemos que M é uma variedade diferenciável modelada no espaço E.

A menos de menção em contrário, consideraremos apenas variedades em
que o espaço M admite base enumerável de abertos e é conexo. Esta última
propriedade significa que não existem subconjuntos simultaneamente abertos e
fechados, à parte M e o conjunto vazio.

Os homeomorfismos ϕα são chamados cartas locais, ou coordenadas locais,
e as transformações ϕβ ◦ ϕ−1

α são chamadas mudanças de coordenadas. Permu-
tando os papéis de α e β, vemos que a inversa (ϕβ ◦ϕ−1

α )−1 = ϕα ◦ϕ−1
β também

é diferenciável. Portanto, a definição de variedade requer que as mudanças de
coordenadas sejam difeomorfismos entre abertos do espaço euclideano.

Seja r ∈ N ∪ {∞}. Se toda mudança de coordenadas é de classe Cr (isto
é, se todas as suas derivadas parciais até a ordem r existem e são cont́ınuas),
diremos que a variedade M (e o atlas {ϕα : Uα → Xα}) é de classe Cr. Claro
que toda variedade de classe Cr também é de classe Cs para qualquer s ≤ r.

Exemplo A.4.1. Os seguintes espaços são variedades C∞ de dimensão d:
Espaço euclideano Rd: considere o atlas formado por uma única aplicação,

a aplicação identidade Rd → Rd;
Esfera Sd = {(x0, x1, . . . , xd) ∈ Rd+1 : x2

0 + x2
1 + · · · + x2

d = 1}: considere o
atlas formado pelas duas projeções estereográficas :

Sd \ {(1, 0, . . . , 0)} → Rd, (x0, x1, . . . , xd) 7→ (x1, . . . , xd)/(1 − x0)

Sd \ {(−1, 0, . . . , 0)} → Rd, (x0, x1, . . . , xd) 7→ (x1, . . . , xd)/(1 + x0).

Toro Td = Rd/Zd: considere o atlas formado pelas inversas das aplicações
gz : (0, 1)d → Td, definidas por gz(x) = z + x mod Zd para cada z ∈ Rd.
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Exemplo A.4.2 (Variedades de Grassmann). Dados 0 ≤ k ≤ d, represente
por Gr(k, d) o conjunto dos subespaços vetoriais do espaço Rd com dimensão
k. Para cada j1 < · · · < jk, represente por Gr(k, d, j1, . . . , jk) o conjunto dos
elementos de Gr(k, d) que são transversais a {(xj)j ∈ Rd : xj1 = · · · = xjk = 0}.
Para todo V ∈ Gr(k, d, j1, . . . , jk) existe uma única matriz (ui,j)i,j com (d− k)
linhas e k colunas tal que

V =
{
(xj)j ∈ Rd : xi = ui,j1xj1 + · · · + ui,kk

xjk para todo i /∈ {j1, . . . , jk}
}
.

As aplicações Gr(k, d, j1, . . . , jk) → R(d−k)k, que a cada V no seu domı́nio asso-
ciam a respectiva matriz (ui,j)i,j constituem um atlas de classe C∞ em Gr(k, d).
Portanto, cada Gr(k, d) é uma variedade C∞ de dimensão (d− k)k.

Seja M uma variedade de dimensão d e seja A = {ϕα : Uα → Xα} o respec-
tivo atlas. Seja S um subconjunto de M . Dizemos que S é uma subvariedade
de dimensão k < d se existir algum atlas B = {ψβ : Vβ → Yβ} de M tal que

(a) A e B são compat́ıveis : as mudanças de coordenadas ψβ ◦ϕ−1
α e ϕα ◦ ψ−1

β

são diferenciáveis nos seus domı́nios, para todo α e todo β;

(b) para todo β, a carta local ψβ envia V ′
β = Vβ ∩ S sobre um aberto Y ′

β de

Rk × {0d−k}.

Identificando Rk ×{0d−k} ≃ Rk, vem que a famı́lia das restrições ψβ : V ′
β → Y ′

β

constitui um atlas para S; portanto, S é uma variedade de dimensão k. Se M
é variedade de classe Cr e os atlas A e B são Cr-compat́ıveis, ou seja, se todas
as mudanças de coordenadas em (a) são de classe Cr, então S é (sub)variedade
de classe Cr.

Diremos que uma aplicação f : M → N entre duas variedades é diferenciável
se

ψβ ◦ f ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ f−1(Vβ)) → ψβ(Vβ ∩ f(Uα)) (A.4.1)

é aplicação diferenciável para toda carta local ϕα : Uα → Xα de M e toda carta
local ψβ : Vβ → Yβ de N com f(Uα) ∩ Vβ 6= ∅. Além disso, diremos que f é de
classe Cr se M e N são variedades de classe Cr e toda aplicação ψβ ◦ f ◦ ϕ−1

α

em (A.4.1) é de classe Cr. Chamamos difeomorfismo a toda bijeção f : M → N
tal que tanto f quanto f−1 são diferenciáveis; se as duas aplicações forem de
classe Cr, diremos que o difeomorfismo é de classe Cr.

Seja Cr(M,N) o espaço das aplicações de classe Cr entre duas variedades
M e N . Vamos introduzir neste espaço uma certa topologia, chamada topologia
Cr, que expressa a ideia de que duas aplicações estão próximas se elas estão
uniformemente próximas e o mesmo vale para as suas derivadas até a ordem
r. A definição pode ser dada num contexto muito amplo (veja a Seção 2.1
de Hirsch [Hir94]), mas nós nos restringiremos ao caso em que M e N são
compactas. Então a topologia Cr pode ser definida da seguinte forma.

Fixe famı́lias finitas de cartas locais ϕi : Ui → Xi de M e ψj : Vj → Yj
de N , tais que ∪iUi = M e ∪jVj = N . Seja δ > 0 um número de Lebesgue
para a cobertura aberta {Ui ∩ f−1(Vj)} de M . Para cada par (i, j) tal que
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Ui∩f−1(Vj) 6= ∅, sejaKi,j o conjunto dos pontos cuja distância ao complementar
de Ui ∩ f−1(Vj) é maior ou igual que δ. Então Ki,j é um compacto contido em
Ui ∩ f−1(Vj) e a união ∪i,jKi,j é todo o M . Considere

U(f) = {g ∈ Cr(M,N) : g(Ki,j) ⊂ Vj para quaisquer i, j}.
Claro que f ∈ U(f). Para cada g ∈ U(f) e cada par (i, j) tal que Ki,j é não
vazio, represente por gi,j a restrição de ψj ◦ g ◦ ϕ−1 ao conjunto ϕi(Ki,j). Para
cada r ∈ N e ε > 0, defina

Ur(f, ε) = {g ∈ U(f) : sup
s,x,i,j

‖Dsfi,j(x) −Dsgi,j(x)‖ < ε}, (A.4.2)

onde o supremo é sobre todo s ∈ {1, . . . , r}, todo x ∈ ϕi(Ki,j) e todo par (i, j)
tal que Ki,j 6= ∅. Por definição, a famı́lia {Ur(f, ε) : ε > 0} é uma base de
vizinhanças de cada f ∈ Cr(M,N) relativamente à topologia Cr . Também por
definição, a famı́lia {Ur(f, ε) : ε > 0 e r ∈ N} é uma base de vizinhanças de
f ∈ C∞(M,N) relativamente à topologia C∞.

A topologia Cr tem muito boas propriedades: em particular, ela admite base
enumerável de abertos e é completamente metrizável, ou seja, ela é gerada por
alguma distância completa. Uma consequência interessante é que Cr(M,N) é
um espaço de Baire: toda interseção de uma famı́lia enumerável de subconjuntos
abertos densos é densa no espaço. O conjunto Difeor(M) dos difeomorfismos
de classe Cr em M é um subconjunto aberto de Cr(M,M) relativamente à
topologia Cr.

A.4.2 Espaço tangente e aplicação derivada

Seja M uma variedade. Para cada p ∈ M , considere o conjunto C(p) de todas
as curvas c : I → M , onde I é um intervalo aberto contendo 0 ∈ R, tais que
c(0) = p e c é diferenciável no ponto 0, ou seja, a aplicação ϕα ◦ c é diferenciável
no ponto 0, para toda carta local ϕα : Uα → Xα com p ∈ Uα. Dizemos que
duas curvas c1, c2 ∈ C(p) são equivalentes se (ϕα ◦ c1)′(0) = (ϕα ◦ c2)′(0) para
toda carta local ϕα : Uα → Xα com p ∈ Uα. De fato, se a igualdade vale para
uma carta local então ela vale para qualquer outra. Representaremos por [c] a
classe de equivalência de qualquer curva c ∈ C(p).

O espaço tangente à variedade M no ponto p é o conjunto, que represen-
taremos por TpM , de tais classes de equivalência. Dada qualquer carta local
ϕα : Uα → Xα com p ∈ Uα, a aplicação

Dϕα(p) : TpM → Rd, [c] 7→ (ϕα ◦ c)′(0)

está bem definida e é um bijeção. Podemos usar esta bijeção para identificar
TpM com Rd. Desta forma, o espaço tangente adquire uma estrutura de espaço
vetorial, transportada de Rd por Dϕα(p). Embora a identificação Dϕα(p) de-
pende da escolha da carta local, a estrutura de espaço vetorial em TpM não
depende. De fato, dada qualquer outra carta local ϕβ : Uβ → Xβ com p ∈ Uβ ,
a respectiva aplicação Dϕβ(p) está dada por

Dϕβ(p) = D
(
ϕβ ◦ ϕ−1

α

)
(ϕα(p)) ◦Dϕα(p).
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Como D
(
ϕβ ◦ ϕ−1

α

)
(ϕα(p)) é um isomorfismo linear, segue que as estruturas de

espaço vetorial transportadas por Dϕα(p) e Dϕβ(p) do espaço euclideano para
TpM coincidem, tal como afirmamos.

Se f : M → N é uma aplicação diferenciável, a sua derivada num ponto
p ∈M é a aplicação linear Df(p) : TpM → Tf(p)N definida por

Df(p) = Dψβ(f(p))−1 ◦D
(
ψβ ◦ f ◦ ϕ−1

α

)
(ϕα(p)) ◦Dϕα(p),

onde ϕα : Uα → Xα é carta local de M com p ∈ Uα e ψβ : Vβ → Yβ é carta local
de N com f(p) ∈ Vβ . A definição não depende da escolha destas cartas locais.

O fibrado tangente a M é a união TM = ∪p∈MTpM de todos os espaços
tangentes a M . Observe que esta união é disjunta. Para cada carta local
ϕα : Uα → Xα, considere TUαM = ∪p∈UαTpM e a aplicação

Dϕα : TUαM → Xα × Rd

que associa a cada [c] ∈ TUαM o par ((ϕα ◦ c)(0), (ϕα ◦ c)′(0)) ∈ Xα×Rd. Con-
sideramos em TM a (única) topologia que torna cada Dϕα um homeomorfismo.
Supondo que o atlas {ϕα : Uα → Xα} de M é de classe Cr então, a mudança
de coordenadas

Dϕβ ◦Dϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) × Rd → ϕβ(Uα ∩ Uβ) × Rd

é aplicação de classe Cr−1 para quaisquer α e β tais que Uα∩Uβ 6= ∅. Portanto,
o fibrado tangente TM está munido com a estrutura de variedade de classe Cr−1

e dimensão 2d.

A derivada de uma transformação diferenciável f : M → N é a aplicação
Df : TM → TN cuja restrição a cada espaço tangente TpM está dada por
Df(p). Se f é de classe Cr então Df é de classe Cr−1, relativamente à estru-
tura de variedade nos fibrados tangentes TM e TN introduzida no parágrafo
anterior. Por exemplo, a projeção canônica π : TM → M que associa a cada
v ∈ TM o único ponto p ∈M tal que v ∈ TpM é uma aplicação de classe Cr−1

(Exerćıcio A.4.8).

Um campo de vetores numa variedade M é uma aplicação que associa a
cada ponto p ∈ M um elemento X(p) do espaço tangente TpM , ou seja, uma
aplicação X : M → TM tal que π ◦X = id . Dizemos que o campo de vetores
é de classe Ck, com k ≤ r − 1, se essa aplicação for de classe Ck.

Suponhamos que k ≥ 1. Então o teorema de existência e unicidade de
soluções de equações diferenciais garante que, para todo ponto p ∈ M , existe
uma única curva cp : Ip →M tal que cp(0) = p e c′p(t) = X(c(t)) para todo t ∈ Ip
e Ip é intervalo aberto maximal com esta propriedade. Se M é compacta, tem-
se Ip = R para qualquer p ∈ M . Além disso, as transformações f t : M → M
definidas por f t(p) = cp(t) são difeomorfismos de classe Ck, com f0 = id e
fs ◦ f t = fs+t para quaisquer s, t ∈ R. A famı́lia {f t : t ∈ R} é chamada fluxo
do campo de vetores X .
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A.4.3 Transversalidade

O resultado que vamos enunciar a seguir é uma das principais ferramentas para
construir novas variedades. Dizemos que y ∈ N é valor regular de uma trans-
formação diferenciável f : M → N se a derivada Df(x) : TxM → TyN é
sobrejetiva para todo x ∈ f−1(y). Note que esta condição é satisfeita, automa-
ticamente, se y não está na imagem de f . Por outro lado, para que algum ponto
y ∈ f(M) seja um valor regular de f é necessário que dimM ≥ dimN .

Teorema A.4.3. Seja f : M → N uma aplicação de classe Cr e seja y ∈ f(M)
um valor regular de f . Então f−1(y) é uma subvariedade (não necessariamente
conexa) de classe Cr de M , com dimensão igual a dimM − dimN .

Exemplo A.4.4. Para qualquer d ≥ 1, o espaço da matrizes quadradas de
dimensão d com coeficientes reais é isomorfo ao espaço euclideano R(d2) e, por-
tanto, é uma variedade de dimensão d2 e classe C∞. O chamado grupo linear
GL(d,R) das matrizes invert́ıveis é um aberto desse espaço e, portanto, também
é uma uma variedade de dimensão d2 e classe C∞. A função det : GL(d,R) → R
que associa a cada matriz o seu determinante é de classe C∞ e y = 1 é um valor
regular (veja o Exerćıcio A.4.5). Usando o Teorema A.4.3, segue que o grupo
linear especial SL(d,R), formado pelas matrizes com determinante igual a 1, é
uma subvariedade C∞ de GL(d,R), com dimensão igual a d2 − 1.

É posśıvel generalizar bastante o Teorema A.4.3, usando a noção de trans-
versalidade. Dizemos que uma subvariedade S de N é transversal a f se

Df(x)
(
TxM

)
+ Tf(x)S = Tf(x)N para todo x ∈ f−1(S). (A.4.3)

Por exemplo, se S é uma subvariedade de dimensão zero, ou seja, se ela está
formada por um único ponto, então S é transversal a f se, e somente se, esse
ponto é um valor regular de f . Portanto, o seguinte resultado generaliza o
Teorema A.4.3:

Teorema A.4.5. Seja f : M → N uma aplicação de classe Cr e seja S uma
subvariedade de classe Cr de N transversal a f . Então f−1(S) é uma subvari-
edade (não necessariamente conexa) de classe Cr de M , com dimensão igual a
dimM − dimN + dimS.

O próximo teorema afirma que, para toda aplicação diferenciável f : M → N
de classe suficientemente elevada, ”quase todos”os pontos y ∈ N são valores
regulares. Dizemos que um conjunto X ⊂ N é residual se ele contém alguma
interseção enumerável de subconjuntos abertos e densos. Todo conjunto residual
uma variedade é denso na variedade (porque variedades são espaços de Baire).
Dizemos que um conjunto Z ⊂ N tem volume zero se para toda carta local
ψβ : Vβ → Yβ a imagem ψβ(Z ∩ Vβ) é um subconjunto do espaço euclideano
com volume zero, ou seja, ele admite coberturas por bolas tais que a soma dos
volumes dessas bolas é arbitrariamente pequena.

Teorema A.4.6 (Sard). Suponha que f : M → N é aplicação de classe Cr

com r > max{0, dimM − dimN}. Então o conjunto dos pontos regulares é um
subconjunto residual e o seu complementar tem volume zero.
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A.4.4 Variedades riemannianas

Uma métrica riemanniana numa variedade M é uma aplicação que associa a
cada ponto p ∈ M um produto interno no espaço tangente TpM , ou seja, uma
aplicação bilinear simétrica

·p : TpM × TpM → R

tal que v ·p v > 0 para todo vetor não nulo v ∈ TpM . Como parte da definição,
também pedimos que este produto interno varia diferenciavelmente com o ponto
p, no seguinte sentido. Considere qualquer carta local ϕα : Uα → Xα de M .
Conforme explicado anteriormente, para cada p ∈ Uα podemos identificar TpM
com Rd, via Dϕα(p), e então podemos considerar ·p como sendo um produto
interno no espaço euclideano. Seja e1, . . . , ed uma base de Rd. Então, pedimos
que as funções gα,i,j(p) = ei ·p ej sejam diferenciáveis para todo par (i, j) e para
qualquer escolha da carta local e da base.

Chamamos variedade riemanniana a qualquer variedade munida de uma
métrica riemanniana. Toda subvariedade S de uma variedade riemanniana M
herda uma estrutura de variedade riemanniana, dada pela restrição do produto
interno ·p deM ao subespaço tangente TpS de cada ponto p ∈ S. Toda variedade
compacta admite (infinitas) métricas riemannianas. Isso segue do teorema de
Whitney (veja a Seção 1.3 de Hirsch [Hir94]), o qual afirma que toda variedade
compacta pode ser realizada como subvariedade de algum espaço euclideano.
Na verdade, isso permanece válido na classe bem mais ampla das variedades
paracompactas (que não definiremos aqui): toda variedade paracompacta de
dimensão d pode ser realizada como subvariedade de R2d. Em particular, tais
variedades são sempre metrizáveis.

A partir da métrica riemanniana, podemos definir o comprimento de qual-
quer curva diferenciável γ : [a, b] →M , mediante

comp(γ) =

∫ b

a

‖γ′(t)‖γ(t) dt, onde ‖v‖p = (v ·p v)1/2.

Por sua vez, isso nos permite definir na variedade M a seguinte distância as-
sociada à métrica riemanniana: a distância d(p, q) entre dois pontos p, q ∈ M
é o ı́nfimo dos comprimentos de todas as curvas diferenciáveis ligando os dois
pontos. Dizemos que uma curva diferenciável γ : [a, b] → M é minimizante se
ela realiza a distância entre os seus pontos extremos, isto é,

comp(γ) = d(γ(a), γ(b)).

Quaisquer dois pontos p, q ∈ M estão ligados por alguma curva minimizante;
em outras palavras, o ı́nfimo na definição de d(p, q) sempre é realizado.

Uma curva diferenciável γ : I → M , definida em um intervalo aberto I, é
chamada geodésica se ela é localmente minimizante, no seguinte sentido: para
todo c ∈ I existe δ > 0 tal que a restrição de γ ao intervalo [c − δ, c + δ]
é minimizante. Toda curva minimizante é geodésica, mas a rećıproca não é
verdadeira: por exemplo, as geodésicas da esfera S2 são os ćırculos máximos,
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mas curvas fechadas nunca são minimizantes. Um fato importante é que se γ
é geodésica então a norma ‖γ′(t)‖γ(t) é constante em I. A teoria das equações
diferenciais permite mostrar que para todo p ∈ M e todo v ∈ TpM existe uma
única geodésica γp,v : Ip,v → M tal que γp,v(0) = p e γ′p,v(0) = v e Ip,v é
intervalo maximal tal que γp,v é localmente minimizante.

Se a variedade M é compacta então Ip,v = R para todo p ∈ M e todo
v ∈ TpM . Então, definimos a aplicação exponencial em cada ponto p ∈M :

expp : TpM →M, v 7→ γp,v(1).

Esta é uma aplicação diferenciável e a sua derivada em v = 0 é a aplicação
identidade no espaço tangente TpM . Também definimos o fluxo geodésico no
fibrado tangente

f t : TM → TM, (p, v) 7→ (γp,v(t), γ
′
p,v(t)).

Frequentemente, considera-se a restrição do fluxo geodésico ao fibrado tangente
unitário T 1M = {(p, v) ∈ TM : ‖v‖p = 1}. Isto está bem definido pois,
conforme mencionamos anteriormente, a norma do vetor velocidade de toda
geodésica é constante.

A.4.5 Exerćıcios

A.4.1. Verifique que todo conjunto X com cardinalidade de R pode ser munido
com uma estrutura de variedade diferenciável de classe C∞ e dimensão d, para
qualquer d ≥ 1.

A.4.2. Considere as variedades diferenciáveis M = (R,A) e N = (R,B), onde
A é o atlas formado pela aplicação φ(x) = x e B é o atlas formado pela aplicação
ψ(x) = x3. A aplicação f : M → N definida por f(x) = x é um difeomorfismo
entre estas variedades?

A.4.3. Um espaço topológico é conexo por caminhos se quaisquer dois pontos
são ligados por alguma curva cont́ınua. Mostre que toda variedade (conexa) é
conexa por caminhos.

A.4.4. Para cada d ≥ 2, chamamos espaço projetivo de dimensão d ao conjunto
Pd dos subespaços de dimensão 1 de Rd+1. Equivalentemente, Pd é o espaço
quociente de Rd+1 \ {0} relativamente à relação de equivalência definida por:

(x0, . . . , xd) ∼ (y0, . . . , yd) ⇔ existe c 6= 0 tal que xi = cyi para todo i.

Mostre que a famı́lia das transformações ϕi : Ui → Rd, i = 0, . . . , d dadas por
Ui = {[x0 : · · · : xd] ∈ Pd : xi 6= 0} (onde [x0 : · · · : xd] representa a classe de
equivalência de (x0, . . . , xd)) e

ϕi([x0 : · · · : xd]) =
(x0

xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xd
xi

)
,

constitui um atlas de classe C∞ e dimensão d para Pd.
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A.4.5. Verifique as afirmações do Exemplo A.4.4.

A.4.6. Considere em R+ = {x ∈ R : x > 0} a métrica riemanniana definida
por u ·x v = uv/x2. Calcule a distância d(a, b) entre dois pontos a, b ∈ R+

A.4.7. Sejam M e N subvariedades de Rm+n, com dimM = m e dimN = n.
Mostre que existe um conjunto Z ⊂ Rm+n com volume zero tal que, para todo
v no complementar de Z, o transladado M + v é transversal a N :

Tx(M + v) + TxN = Rd para todo x ∈ (M + v) ∩N.

A.4.8. Mostre que se M é variedade de classe Cr então a projeção canônica
π : TM →M é uma aplicação de classe Cr−1.

A.5 Espaços Lp(µ)

Nesta seção vamos definir espaços formados por funções que possuem proprieda-
des de integrabilidade especiais. Trata-se de espaços de Banach, ou seja, espaços
vetoriais normados que são completos com respeito a essa norma. Também enun-
ciaremos algumas propriedades das normas destes espaços. Ao longo da seção
(X,B, µ) será sempre um espaço de medida.

A.5.1 Espaços Lp(µ) com 1 ≤ p < ∞
Dado qualquer p ∈ [1,∞), dizemos que f : X → C é uma função p-integrável
com relação a µ se a função |f |p é integrável com relação a µ.

Definição A.5.1. Denotamos por Lp(µ) o conjunto das funções complexas p-
integráveis com relação a µ, módulo a relação de equivalência que identifica
quaisquer funções que são iguais em µ-quase todo ponto.

Note que se µ é finita, o que ocorrerá frequentemente nos nossos exemplos,
todas as funções mensuráveis limitadas estão em Lp(µ), uma vez que

∫
|f |p dµ ≤ (sup |f |)pm(X).

Em particular, se X é espaço topológico compacto então toda função cont́ınua
está em Lp(µ). Em outras palavras, o espaço C0(X) das funções cont́ınuas está
contido em Lp(µ) para todo p.

Para cada função f ∈ Lp(µ), definimos a norma Lp de f :

‖f‖p =

(∫
|f |p dµ

) 1
p

.

O próximo teorema mostra que Lp(µ) fica munido da estrutura de um espaço
de Banach:
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Teorema A.5.2. O conjunto Lp(µ) é um espaço vetorial complexo. Além disso,
‖f‖p é uma norma em Lp(µ) e essa norma é completa.

A parte mais interessante da demonstração deste teorema é provar a desigual-
dade triangular que, neste caso, é conhecida como desigualdade de Minkowski :

Teorema A.5.3 (Desigualdade de Minkowski). Sejam f, g ∈ Lp(µ). Então:

(∫
|f + g|p dµ

) 1
p

≤
(∫

|f |p dµ
) 1

p

+

(∫
|g|p dµ

) 1
p

.

Nos Exercicios A.5.2 e A.5.5 propomos que o leitor prove a desigualdade de
Minkowski e, a partir dáı, complete a prova do Teorema A.5.2.

A.5.2 Produto interno em L2(µ)

O caso p = 2 merece atenção especial da nossa parte. A razão é que neste caso
a norma ‖ · ‖2 definida anteriormente vem de um produto interno (hermitiano),
a saber:

f · g =

∫
f ḡ dµ. (A.5.1)

Segue das propriedades da integral que esta expressão realmente define um pro-
duto interno em L2(µ). Este produto se relaciona com a norma ‖ · ‖2 por:

‖f‖2 = (f · f)1/2.

Em particular, vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz::

Teorema A.5.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dadas f, g ∈ L2(µ), então
f ḡ ∈ L1(µ) e vale a desigualdade:

∣∣
∫
f ḡ dµ

∣∣ ≤
( ∫

|f |2 dµ
)1/2(

∫
|g|2 dµ

)1/2
.

Esta desigualdade tem a seguinte consequência interessante. Suponha que a
medida µ é finita e seja f ∈ L2(µ) qualquer. Então, tomando g ≡ 1,

∫
|f | dµ =

∫
|f ḡ| dµ ≤

( ∫
|f |2 dµ

)1/2(
∫

1 dµ
)1/2

<∞. (A.5.2)

Isto mostra que toda função em L2(µ) está em L1(µ). De fato, quando a medida
µ é finita tem-se Lp(µ) ⊂ Lq(µ) sempre que p ≥ q (Exerćıcio A.5.3).

Para valores de p quaisquer, vale a seguinte generalização da desigualdade
de Cauchy-Schwarz:

Teorema A.5.5 (Desigualdade de Hölder). Dado 1 < p < ∞ considere q
definido pela relação 1

p + 1
q = 1. Então, para toda f ∈ Lp(µ) e g ∈ Lq(µ) temos

que f ḡ ∈ L1(µ) e vale a desigualdade:

∫
|f ḡ| dµ ≤

(∫
|f |p dµ

) 1
p
(∫

|g|q dµ
) 1

q

.
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A.5.3 Funções essencialmente limitadas

Em seguida vamos estender a definição dos espaços Lp(µ) para o caso p = ∞.
Para isso precisamos da seguinte noção. Dizemos que uma função f : X → C é
essencialmente limitada com relação a µ se existe uma constante K > 0 tal que
|f(x)| ≤ K em µ-quase todo ponto. Nesse caso, chamamos supremo essencial
de f , e denotamos por supessµ(f), o ı́nfimo dos valores de K satisfazendo essa
condição.

Definição A.5.6. Denotamos por L∞(µ) o conjunto das funções complexas
essencialmente limitadas com relação a µ, módulo a relação de equivalência que
identifica quaisquer funções que são iguais em µ-quase todo ponto.

Podemos definir uma norma em L∞(µ) por

‖f‖∞ = supessµ(f).

Deixamos como exerćıcio para o leitor (veja o Exerćıcio A.5.5) verificar que a
conclusão da Proposição A.5.2 permanece válida no caso p = ∞. Mais precisa-
mente, L∞(µ) munido da norma ‖ · ‖∞ é um espaço de Banach. Observe que se
µ é uma medida finita, então L∞(µ) ⊂ Lp(µ) para qualquer p ≥ 1.

O dual de um espaço de Banach complexo E é o espaço E∗ dos funcionais
lineares cont́ınuos φ : E → C, munido da norma

‖φ‖ = sup
{ |φ(v)|

‖v‖ : v ∈ E \ {0}
}
. (A.5.3)

A desigualdade de Hölder (Teorema A.5.5) permite obter a seguinte caracte-
rização expĺıcita dos duais dos espaços Lp(µ):

Teorema A.5.7. Para cada p ∈ [1,∞) considere q ∈ (1,∞] caracterizado por
1/p+ 1/q = 1. A aplicação Lq(µ) → Lp(µ)∗ definida por g 7→

[
f 7→

∫
fg dµ

]
é

um isomorfismo isométrico entre Lq(µ) e o dual de Lp(µ).

Este enunciado é falso para p = ∞: em geral, o dual do espaço L∞ não é
isomorfo a L1(µ).

A.5.4 Convexidade

Dizemos que uma função φ : I → R definida num intervalo I da reta é convexa
se para cada x, y ∈ I e t ∈ [0, 1] vale

φ(tx + (1 − t)y) ≤ tφ(x) + (1 − t)φ(y).

Além disso, dizemos que φ é côncava se −φ for convexa. Para funções duas vezes
diferenciáveis temos o seguinte critério prático (Exerćıcio A.5.1): φ é convexa
se φ′′(x) ≥ 0 para todo x ∈ I e é côncava se φ′′(x) ≤ 0 para todo x ∈ I.
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Teorema A.5.8 (Desigualdade de Jensen). Seja φ : I → R uma função con-
vexa. Se µ é uma probabilidade em X e f ∈ L1(µ) é tal que

∫
f dµ ∈ I, então:

φ

(∫
f dµ

)
≤
∫
φ ◦ f dµ.

Exemplo A.5.9. Para toda probabilidade µ e toda função positiva integrável
f temos

log

∫
f dµ ≥

∫
log f dµ.

De fato, isto corresponde à desigualdade de Jensen para a função φ : (0,∞) → R
dada por φ(x) = − logx. Observe que φ é convexa: φ′′(x) = 1/x2 > 0 para
todo x.

Exemplo A.5.10. Seja φ : R → R uma função convexa, seja (λi)i uma
sequência de números reais não negativos satisfazendo

∑∞
i=1 λi ≤ 1 e seja (ai)i

uma sequência limitada de números reais. Então,

φ

(
∞∑

i=1

λiai

)
≤

∞∑

i=1

λiφ(ai). (A.5.4)

Isto pode ser visto da seguinte forma. Considere X = [0, 1] munido da medida
de Lebesgue µ. Seja f : [0, 1] → R uma função da forma f(x) =

∑∞
i=1 aiXEi

onde os Ei são conjuntos mensuráveis disjuntos dois-a-dois tais que µ(Ei) = λi.
A desigualdade de Jensen aplicada à função f dá precisamente a relação (A.5.4).

A.5.5 Exerćıcios

A.5.1. Considere uma função ϕ : (a, b) → R. Mostre que se ϕ é duas vezes
diferenciável e ϕ

′′

> 0, então ϕ é convexa. Mostre que se ϕ é convexa então ela
é cont́ınua.

A.5.2. Considere p, q > 1 tais que 1/p+ 1/q = 1. Prove

(a) A desigualdade de Young: ab ≤ ap/p+ aq/q para todo a, b > 0.

(b) A desigualdade de Hölder (Teorema A.5.5).

(c) A desigualdade de Minkowski (Teorema A.5.3).

A.5.3. Mostre que se µ é medida finita, Lq(µ) ⊂ Lp(µ) para 1 ≤ p < q ≤ ∞.

A.5.4. Seja µ uma medida finita e seja f ∈ L∞(µ) diferente de zero. Mostre
que

‖f‖∞ = lim
n

∫
|f |n+1 dµ∫
|f |n dµ .
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A.5.5. Mostre que um espaço vetorial normado (V, ‖·‖) é completo se, e somente
se, toda série

∑
k vk absolutamente somável (ou seja, tal que

∑
k ‖vk‖ converge)

é convergente. Use este fato para mostrar se µ é uma probabilidade, ‖ · ‖p é
uma norma completa em Lp(µ) para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

A.5.6. Mostre que se µ é uma medida finita e 1/p+ 1/q = 1 com 1 ≤ p < ∞,
a aplicação Φ : Lq(µ) → Lp(µ)∗, Φ(g)f =

∫
fg dµ é um isomorfismo e uma

isometria. [Observação: Isto não é verdade para p = ∞: em geral, o dual de
L∞(µ) não é isomorfo a L1(µ).]

A.5.7. Mostre que se X é um espaço métrico então, dada qualquer probabili-
dade boreliana µ, o conjunto C0(X) das funções cont́ınuas é denso em Lp(µ)
para todo 1 ≤ p ≤ ∞. De fato, o mesmo vale para o subconjunto das funções
uniformemente cont́ınuas limitadas.

A.5.8. Sejam f, g : X → R funções mensuráveis positivas tais que f(x)g(x) ≥ 1
para todo x. Mostre que

∫
f dµ

∫
g dµ ≥ 1 para toda probabilidade µ.

A.6 Espaços de Hilbert

Seja H um espaço vetorial, real ou complexo. Um produto interno em H é uma
aplicação (u, v) 7→ u · v de H ×H no corpo dos escalares (R ou C, respectiva-
mente) satisfazendo: para quaisquer u, v, w ∈ H e qualquer escalar λ,

1. (u + w) · v = u · v + w · v e u · (v + w) = u · v + u · w;

2. (λu) · v = λ(u · v) e u · (λv) = λ̄(u · v);
3. u · v = v · u;
4. u · u ≥ 0 e u · u = 0 se, e somente se, u = 0.

Então, definimos a norma de um vetor u ∈ H como sendo ‖u‖ = (u · u)1/2.
Um espaço de Hilbert é um espaço vetorial munido de um produto interno

cuja norma ‖·‖ é completa: relativamente a ‖·‖ toda sequência de Cauchy é con-
vergente. Em outras palavras, H munido dessa norma é um espaço de Banach.
Um exemplo padrão é o espaço L2(µ) das funções com quadrado integrável num
espaço de probabilidade (M,B, µ), munido do produto interno:

ϕ · ψ =

∫
ϕ ψ̄ dµ.

Dado v ∈ H e uma famı́lia qualquer (vα)α de vetores de H , dizemos que
v =

∑
α vα se para todo ε > 0 existe um conjunto finito I tal que

‖v −
∑

β∈J

vβ‖ ≤ ε para todo conjunto finito J ⊃ I.

Dada qualquer famı́lia (Hα)α de subespaços de H , o conjunto dos vetores da
forma v =

∑
α vα com vα ∈ Hα para todo α é um subespaço de H (veja o

Exerćıcio A.6.2). Ele é chamado soma da famı́lia (Hα)α e é representado por∑
αHα.
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A.6.1 Ortogonalidade

Seja H um espaço de Hilbert. Dois vetores u, v ∈ H dizem-se ortogonais se
u · v = 0. Um subconjunto de H diz-se ortonormado se os seus elementos têm
norma 1 e são ortogonais dois-a-dois.

Uma base de Hilbert de H é um subconjunto ortonormado B = {vβ} tal que
o conjunto das combinações lineares (finitas) dos elementos de B é denso em H .
Por exemplo, a base de Fourier

{x 7→ e2πikx : k ∈ Z} (A.6.1)

é uma base de Hilbert do espaço L2(m) das funções mensuráveis no ćırculo
unitário C cujo quadrado é integrável para a medida de Lebesgue. Um base de
Hilbert não precisa ser uma base do espaço vetorial no sentido usual da Álgebra
Linear (base de Hammel). Por outro lado, se B = {vβ} é base de Hilbert então
todo vetor v ∈ H pode ser escrito como combinação linear infinita dos elementos
de B:

v =
∑

β

(v · vβ)vβ e, além disso, ‖v‖2 =
∑

β

|v · vβ |2.

Em particular, v · vβ = 0 exceto, possivelmente, para um conjunto enumerável
de valores de β.

Todo subconjunto ortonormado de H pode ser estendido a uma base de
Hilbert. Em particular, bases de Hilbert sempre existem. Além disso, duas
bases de Hilbert quaisquer têm o mesmo cardinal, que é chamado dimensão de
Hilbert de H . A dimensão depende monotonamente do espaço: se H1 é subes-
paço de H2 então dimH1 ≤ dimH2. Dizemos que dois espaços de Hilbert são
isometricamente isomorfos se existe algum isomorfismo entre eles preservando
o produto interno. Isso acontece se, e somente se, os dois espaços têm a mesma
dimensão de Hilbert.

Um espaço de Hilbert diz-se separável se existe algum subconjunto enu-
merável denso (para a topologia definida pela norma). Isto acontece se, e so-
mente se, a dimensão é enumerável ou finita. Em particular, todos os espaços de
Hilbert separáveis de dimensão infinita são isometricamente isomorfos. Por essa
razão, é usual encontrar na literatura (sobretudo na área de F́ısica Matemática)
menções ao espaço de Hilbert, no singular.

Dada uma famı́lia qualquer (Hα)α de espaços de Hilbert, denotamos por
⊕αHα a sua soma direta ortogonal, ou seja o espaço vetorial dos (vα)α ∈∏αHα

tais que
∑

α ‖vα‖2
α < ∞ (isto implica que vα = 0 exceto, possivelmente, para

um conjunto enumerável de valores de α), munido do produto interno

(vα)α · (wα)α =
∑

α

vαw̄α.

O complemento ortogonal de um subconjunto S de um espaço de Hilbert
é o conjunto S⊥ de todos os vetores de H que são ortogonais a todo vetor de
S. É fácil ver que S⊥ é um subespaço fechado de H (Exerćıcio A.6.7). Se S
é um subespaço fechado de H então S = (S⊥)⊥ e todo vetor v ∈ H pode ser
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decomposto, de forma única, como soma v = s + s⊥ de algum s ∈ S e algum
s⊥ ∈ S⊥. Além disso, essa decomposição é única e os vetores s e s⊥ são os
elementos dos respectivos subespaços mais próximos de v.

A.6.2 Dualidade

Um funcional linear num espaço de Hilbert H (ou, mais geralmente, num espaço
de Banach) é uma aplicação linear de H no corpo dos escalares (R ou C). O
funcional linear é limitado se

‖φ‖ = sup
{ |φ(v)|

‖v‖ : v 6= 0
}
<∞

(isto é equivalente a dizer que o funcional é cont́ınuo relativamente à topologia
definida pela norma de H ; veja o Exerćıcio A.6.3). O dual de um espaço de
Hilbert H é o espaço vetorial H∗ dos funcionais lineares cont́ınuos. A função
φ 7→ ‖φ‖ é uma norma completa em H∗ e, portanto, mune o dual de uma
estrutura de espaço de Banach. A aplicação

h : H → H∗, w 7→
[
v 7→ v · w

]
(A.6.2)

é uma bijeção entre os dois espaços e preserva as normas. Além disso, ela satisfaz
h(w1 + w2) = h(w1) + h(w2) e h(λw) = λ̄h(w).

A topologia fraca em H é a topologia menos fina relativamente à qual todos
os funcionais lineares v 7→ v · w são cont́ınuos. Em termos de sequências, ela
tem a propriedade de que

(wn)n → w fracamente ⇔ (v · wn)n → v · w para todo v ∈ H.

A topologia fraca∗ no dual H∗ é a topologia menos fina relativamente à qual
φ 7→ φ(v) é cont́ınua para todo v ∈ H .

É sabido da teoria de espaços de Banach (teorema de Banach-Alaoglu) que
todo subconjunto fechado limitado (para a norma) do dual é compacto para a
topologia fraca∗. No caso dos espaços de Hilbert, a topologia fraca no espaço
H é homeomorfa à topologia fraca∗ no dual H∗. Mais ainda, conforme mostra
(A.6.2), o homeomorfismo pode ser tomado preservando a classe dos conjuntos
limitados. Segue, portanto, que a topologia fraca no próprio espaço H disfruta
da propriedade no teorema de Banach-Alaoglu:

Teorema A.6.1 (Banach-Alaoglu). Todo subconjunto fechado limitado de um
espaço de Hilbert H é compacto para a topologia fraca em H.

Um operador linear L : H1 → H2 entre dois espaços de Hilbert é cont́ınuo
(ou limitado) se

‖L‖ = sup
{ |L(v)|

‖v‖ : v 6= 0
}
<∞.

O adjunto de um operador linear cont́ınuo é o operador linear L∗ : H2 → H1

definido por
v · Lw = L∗v · w para todo v, w ∈ H.
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O operador adjunto é cont́ınuo, com ‖L∗‖ = ‖L‖ e ‖L∗L‖ = ‖LL∗‖ = ‖L‖2.
Além disso, (L∗)∗ = L e (L1 + L2)

∗ = L∗
1 + L∗

2 e (λL)∗ = λ̄L∗ (propomos, no
Exerćıcio A.6.5, que o leitor prove estes fatos).

Um operador linear cont́ınuo L : H → H é autoadjunto se L = L∗. Mais
geralmente, um operador linear cont́ınuo é normal se ele satisfaz L∗L = LL∗.
Ao longo do texto, estaremos especialmente interessados no caso em que L é
unitário, isto é, L∗L = id = LL∗. Chamamos isometria a todo operador
linear L : H → H tal que L∗L = id . Portanto, os operadores unitários são as
isometrias lineares que também são operadores normais.

A.6.3 Exerćıcios

A.6.1. Seja H um espaço de Hilbert. Prove que:

1. Toda bola (fechada ou aberta) num espaço de Hilbert é um conjunto con-
vexo.

2. A identidade do paralelogramo: ‖v +w‖2 + ‖v−w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2 para
quaisquer v, w ∈ H .

3. A identidade de polarização: 4(v · w) = ‖v + w‖2 − ‖v − w‖2 (caso real)
ou 4(v · w) = (‖v + w‖2 − ‖v − w‖2) + i(‖v + iw‖2 − ‖v − iw‖2) (caso
complexo).

A.6.2. Mostre que, dada uma famı́lia (Hα)α de subespaços de H , o conjunto
dos vetores da forma v =

∑
α vα com vα ∈ Hα para todo α é um subespaço

vetorial de H .

A.6.3. Mostre que um operador linear L : E1 → E2 entre dois espaços de
Banach é cont́ınuo se, e somente se, existe C > 0 tal que ‖L(v)‖2 ≤ C‖v‖1 para
todo v ∈ E1, onde ‖ · ‖i representa a norma no espaço Ei (dizemos que L é um
operador limitado).

A.6.4. Considere o espaço de Hilbert L2(µ). Seja V o subespaço das funções
constantes. Quando uma função f ∈ L2(µ) pertence ao complemento ortogonal
de V ? Determine a projeção em V de uma função g ∈ L2(µ).

A.6.5. Prove que se L : H → H é um operador limitado em um espaço de
Hilbert H então o operador adjunto L∗ também é limitado e ‖L∗‖ = ‖L‖ e
‖L∗L‖ = ‖LL∗‖ = ‖L‖2 e (L∗)∗ = L.

A.6.6. Mostre que se K é um subconjunto fechado e convexo de um espaço de
Hilbert, para todo z ∈ H existe um único v ∈ K tal que ‖z − v‖ = d(z,K).

A.6.7. Seja S um subespaço de um espaço de Hilbert H . Prove que

1. O complementar ortogonal S⊥ de S é um subespaço fechado de H e coin-
cide com o complementar ortogonal do fecho S̄. Além disso, (S⊥)⊥ = S̄.
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2. Todo v ∈ H pode ser escrito, de forma única, como soma v = s + s⊥ de
algum s ∈ S̄ e algum s⊥ ∈ S⊥. Os vetores s e s⊥ são os elementos dos
respectivos subespaços mais próximos de v.

A.6.8. Seja E um subespaço fechado de um espaço de Hilbert H . Mostre que
E também é fechado na topologia fraca. Além disso, U(E) é um subespaço
fechado de H , para toda isometria U : H → H .

A.6.9. Mostre que um operador linear L : H → H num espaço de Hilbert H é
uma isometria se, e somente se, ‖L(v)‖ = ‖v‖ para todo v ∈ H . Além disso, L
é um operador unitário se, e somente se, ele é uma isometria e é invert́ıvel.

A.7 Teoremas espectrais

Seja H um espaço de Hilbert complexo. O espectro de um operador linear
cont́ınuo L : H → H é o conjunto esp(L) dos números λ ∈ C tais que L− λ id
não é um isomorfismo. O espectro é fechado e está contido no disco fechado
com centro em zero e raio igual a ‖L‖. Em particular, esp(L) é um subconjunto
compacto do plano complexo. Quando H tem dimensão finita, esp(L) está
formado pelos lores de L, ou seja, os números complexos λ tais que L − λ id
não é injetivo. Em geral, o espectro é estritamente maior que o conjunto dos
autovalores (veja o Exerćıcio A.7.2).

A.7.1 Medidas espectrais

Por definição, uma projeção em H é um operador linear cont́ınuo P : H → H
que é idempotente (P 2 = P ) e autoadjunto (P ∗ = P ). A imagem e o núcleo de
P são subespaços fechados de H e são complementares ortogonais um do outro.
De fato, a imagem coincide com o conjunto dos pontos fixos de P .

Considere uma aplicação E associando a cada subconjunto mensurável do
plano C uma projeção em H . Essa aplicação é chamada de medida espectral se
ela satisfaz E(C) = id e é σ-aditiva:

E
( ⋃

n∈N

Bn
)

=
∑

n∈N

E(Bn)

sempre que os Bn são disjuntos dois-a-dois. Então, dados quaisquer v, w ∈ H ,
a função

Ev · w : B 7→ E(B)v · w (A.7.1)

é uma medida complexa em C. Claramente, ela depende de modo bilinear da
dupla (v, w).

Chamamos suporte de uma medida espectral E o conjunto suppE dos pontos
z ∈ C tal que E(V ) 6= 0 para toda vizinhança V de z. Observe que o suporte é
sempre um conjunto fechado. Além disso, o suporte da medida complexa Ev ·w
está contido em suppE para todo v, w.
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Exemplo A.7.1. Considere {λ1, . . . , λs} ⊂ C e seja V1, . . . , Vs uma famı́lia
finita de subespaços de Cd, ortogonais dois-a-dois e tais que Cd = V1 ⊕ · · · ⊕Vs.
Para cada conjunto J ⊂ {1, . . . , s}, denote por PJ a projeção em Cd cuja imagem
é ⊕j∈JVj . Para cada conjunto mensurável B ⊂ C defina

E(B) : Cd → Cd, E(B) = PJ(B)

onde J(B) é o conjunto dos j ∈ {1, . . . , s} tais que λj ∈ B. A função E é uma
medida espectral.

Exemplo A.7.2. Seja µ uma probabilidade em C e seja H = L2(µ) o espaço
das funções complexas com quadrado integrável para µ. Para cada conjunto
mensurável B ⊂ C defina

E(B) : L2(µ) → L2(µ), ϕ 7→ XBϕ.

Cada E(B) é uma projeção e a função E é uma medida espectral.

O lema a seguir reune algumas propriedades simples das medidas espectrais:

Lema A.7.3. Seja E uma medida espectral e sejam A,B subconjuntos men-
suráveis de C. Então:

1. E(∅) = 0 e E(suppE) = id ;

2. se A ⊂ B então E(A) ≤ E(B) e E(B \A) = E(B) − E(A);

3. E(A ∪B) + E(A ∩B) = E(A) + E(B);

4. E(A)E(B) = E(A ∩B) = E(B)E(A).

No que segue suporemos que E é uma medida espectral com suporte com-
pacto. Então o suporte de toda medida complexa Ev · w também é compacto.
Consequentemente, a integral

∫
z d(E(z)v ·w) está bem definida e é uma função

bilinear de (v, w). Então existe um operador linear limitado L : H → H tal que

Lv · w =

∫
z d(E(z)v · w) para todo v, w ∈ H . (A.7.2)

Escrevemos, numa forma mais sucinta:

L =

∫
z dE(z). (A.7.3)

Mais geralmente, dada qualquer função mensurável limitada ψ no suporte da
medida espectral E, existe um operador linear limitado ψ(L) : H → H caracte-
rizado por

ψ(L)v · w =

∫
ψ(z) d(E(z)v · w) para todo v, w ∈ H. (A.7.4)

Escrevemos

ψ(L) =

∫
ψ(z) dE(z). (A.7.5)
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Lema A.7.4. Seja E uma medida espectral. Dadas funções mensuráveis limi-
tadas ϕ, ψ e números α, β ∈ C,

(1)
∫

(αϕ+ βψ)(z) dE(z) = α
∫
ϕdE(z) + β

∫
ψ dE(z);

(2)
∫
ϕ̄(z) dE(z) =

( ∫
ϕ(z) dE(z)

)∗
;

(3)
∫

(ϕψ)(z) dE(z) =
( ∫

ϕ(z) dE(z)
)( ∫

ψ(z) dE(z)
)

Em particular, pelo item (3) do lema,

Lj =
( ∫

z dE(z)
)j

=

∫
zj dE(z) para todo j ∈ N. (A.7.6)

Analogamente, usando também o item (2),

LL∗ =
( ∫

z dE(z)
)( ∫

z̄ dE(z)
)

=

∫
|z|2 dE(z)

=
( ∫

z̄ dE(z)
)( ∫

z dE(z)
)

= L∗L.

(A.7.7)

Consequentemente, o operador linear definido por (A.7.3) é normal. O teorema
espectral, que enunciamos a seguir, afirma que todo operador normal pode ser
escrito desta forma:

Teorema A.7.5 (Espectral). Para todo operador normal L : H → H existe
uma medida espectral E tal que L =

∫
z dE(z). Essa medida é única e o seu

suporte coincide com o espectro de L. Em particular, L é unitário se, e somente
se, suppE está contido no ćırculo unitário {z ∈ C : |z| = 1}.
Exemplo A.7.6 (Teorema espectral em dimensão finita). O teorema espectral
em dimensão finita afirma que para todo operador normal complexo L existe
uma base de Hilbert formada por autovetores de L. Sejam λ1, . . . , λs os au-
tovalores de L. Os autoespaços Vj = ker(L − λj id ) são ortogonais dois-a-dois,
porque L é normal. Além disso, pelo Teorema A.7.5, a soma direta ⊕sj=1Vj é

todo o Cd. Então

L =
s∑

j=1

λjπj

onde πj representa a projeção sobre Vj . Em outras palavras, a medida espectral
E do operador L é dada por E({λj}) = πj para cada j = 1, . . . , s e E(B) = 0
se B não contém nenhum autovalor de L.

Exemplo A.7.7. Seja (σα)α∈A uma famı́lia qualquer de medidas finitas no
ćırculo unitário {z ∈ C : |z| = 1}. Considere H = ⊕α∈AL

2(σα) e o operador
linear

L : H → H, (ϕα)α 7→ (z 7→ zϕα(z))α.

Considere a medida espectral dada por

E(B) : H → H, (ϕα)α 7→ (XBϕα)α
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(compare com o Exemplo A.7.2). Então L =
∫
z dE(z). De fato, a definição de

E dá que Eϕ · ψ =
∑

α ϕαψ̄α σα para todo ϕ = (ϕα)α e ψ = (ψα)α no espaço
H . Então,

Lϕ · ψ =
∑

α

∫
zϕα(z)ψ̄α(z) dσα(z) =

∫
z d(E(z)ϕ · ψ) (A.7.8)

para todo ϕ, ψ.

Dizemos que λ é um átomo da medida espectral se E({λ}) 6= 0 ou, equi-
valentemente, se existe algum vetor não nulo ω ∈ H tal que E({λ})ω 6= 0. A
demonstração da proposição a seguir está delineada no Exerćıcio A.7.4.

Proposição A.7.8. Todo autovalor de L é átomo da medida espectral E. Re-
ciprocamente, se λ é átomo de E então ele é autovalor do operador L, tendo
qualquer vetor não nulo da forma v = E({λ})ω como autovetor.

A.7.2 Representação espectral

O Teorema A.7.5 mostra que os operadores lineares normais num espaço de Hil-
bert são essencialmente a mesma coisa que as medidas espectrais nesse espaço.
Resultados deste tipo, que estabelecem um ‘dicionário’ entre duas classes de
objetos que a priori não estão relacionadas, estão entre os mais fascinantes da
Matemática. Claro que a sua utilidade para o estudo de uma dessas classes (os
operadores lineares normais, digamos) depende de até que ponto somos capazes
de compreender a outra classe (neste caso, as medidas espectrais). Na presente
situação isso é atendido, de modo inteiramente satisfatório, pelo próximo resul-
tado, que exibe uma forma canônica (inspirada no Exemplo A.7.2) na qual todo
operador normal pode ser escrito.

Como antes, usamos ⊕ para representar a soma direta ortogonal de espaços
de Hilbert. Dado um cardinal χ, finito ou infinito, e um espaço de Hilbert V ,
representamos por V χ a soma direta ortogonal de χ cópias de V .

Teorema A.7.9 (Representação espectral). Seja L : H → H um operador
linear normal. Então existem medidas finitas mutuamente singulares (σj)j com
suporte no espetro de L, existem cardinais (χj)j e existe um operador unitário
U : H → ⊕jL2(σj)

χj , tal que o operador conjugado ULU−1 = T é dado por:

T :
⊕

j

L2(σj)
χj →

⊕

j

L2(σj)
χj , (ϕj,l)j,l 7→

(
z 7→ zϕj,l(z)

)
j,l
. (A.7.9)

Chamaremos (A.7.9) de representação espectral do operador normal L. Deve
ser observado que as medidas σj no Teorema A.7.9 não são unicamente deter-
minadas. Mas a representação espectral é única, no seguinte sentido.

Chamamos função de multiplicidades do operador L à função que a cada
medida finita θ em C associa o menor cardinal χj tal que as medidas θ e σj
não são mutuamente singulares. Mostra-se que esta função está unicamente
determinada pelo operador L, ou seja, ela não depende da escolha das medidas
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σj no enunciado. Além disso, dois operadores normais são conjugados por um
operador unitário se, e somente se, eles têm a mesma função de multiplicidades.

Exemplo A.7.10 (Representação espectral em dimensão finita). Voltamos ao
contexto do Exemplo A.7.6. Para cada j = 1, . . . , s, seja σj a medida de Dirac
no autovalor λj e seja χj a dimensão do autoespaço Vj . Note que o espaço
L2(σj) tem dimensão 1. Portanto, podemos escolher um operador unitário
Uj : Vj → L2(σj), para cada j = 1, . . . , s. Como L = λj id restrito a Vj , temos
que Tj = UjLU

−1
j = λj id , ou seja,

Tj :
(
(ϕα)α

)
7→
(
z 7→ λjϕα(z)

)
α

=
(
z 7→ zϕα(z)

)
α
.

Desta forma fica definido um operador unitário

U : Cd →
s⊕

j=1

L2(σj)
χj .

tal que T = ULU−1 é a representação espectral de L.

A.7.3 Exerćıcios

A.7.1. Seja T : E → E um isomorfismo de espaço de Banach, ou seja, uma
bijeção linear cont́ınua com inversa cont́ınua. Moste que T+H é um isomorfismo
de espaço de Banach para toda aplicação linear tal que ‖H‖ ‖T−1‖ < 1. Use
este fato para provar que o espectro de todo operador linear limitado L : E → E
é fechado e está contido no disco fechado de raio igual a ‖L‖.
A.7.2. Mostre que se L : H → H é um operador linear num espaço de Hilbert
de dimensão finita então esp(L) está formado pelos autovalores de L, ou seja,
pelos números complexos λ para os quais L−λid não é injetivo. Dê um exemplo,
em dimensão infinita, tal que o espectro é estritamente maior que o conjunto
dos autovalores.

A.7.3. Prove o Lema A.7.3.

A.7.4. Prove a Proposição A.7.8, usando o seguinte roteiro:

1. Suponha que Lv = λv para algum v 6= 0. Considere as funções

ϕn(z) =

{
(z − λ)−1 se |z − λ| > 1/n
0 caso contrário.

Mostre que ϕn(L)(L−λid ) = E({z : |z−λ| > 1/n}) para todo n. Conclua
que E({λ})v = v e, portanto, λ é átomo de E.

2. Suponha que existe w ∈ H tal que v = E({λ})w é não nulo. Mostre que,
dado qualquer conjunto mensurável B ⊂ C,

E(B)v =

{
v se λ ∈ B
0 se λ /∈ B.

Conclua que Lv = λv e, portanto, λ é autovalor de L.
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A.7.5. Seja (σj) a famı́lia de medidas dada no Teorema A.7.9. Dado um con-
junto mensurável B ⊂ C, verifique que E(B) = 0 se, e somente se, σj(B) = 0
para todo j. Portanto, dada qualquer medida η em C, temos que E ≪ η se, e
somente se, σj ≪ η para todo j.
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Dicas e soluções dos

exerćıcios

1.1.1. Seja P = {p, . . . , f−k+1(p)}. A medida δp,k é invariante se, e somente se, #A ∩ P =
#f−1(A)∩P qualquer que seja o conjunto mensurável A ⊂ M . Considerando A = P , mostre
que isso acontece se, e somente se, fk(p) = p.

1.1.2. Use o Exerćıcio A.3.5 para aproximar funções caracteŕısticas por funções cont́ınuas.

1.1.3. Argumente, por indução em k, que se µ(f−1(A)) = µ(A) para todo conjunto men-
surável A ⊂M então µ(f−k(A)) = µ(A) para todo conjunto mensurável A ⊂M .

1.1.4. Como µ(B) = µ(f−1(B)), as condições (1) e (2) são equivalentes. Segue que qualquer
uma delas é equivalente a (3). Além disso, é imediato que (4) implica (1). Supondo que vale
(1), tome C = ∩∞

k=1 ∪∞
j=k f

−j(B).

1.1.5. Use a fórmula de mudança de variáveis em integrais.

1.2.1. Para cada k ≥ 1, seja Ek o conjunto dos pontos x ∈ E que regressam a E, pela primeira
vez, em exatamente k iterados. O teorema de Poincaré afirma que µ(∪kEk) = µ(E) > 0. Logo
µ(EN ) > 0 para algum N . Reciprocamente, se o teorema de Poincaré fosse falso, existiriam
E ⊂ F tais que µ(E) > 0 e nenhum ponto de E regressa a F . Tomando D = E, isso
contradiria a hipótese.

1.2.2. Seja F o conjunto dos pontos x ∈ E com número finito de iterados em B e seja E0

o conjunto dos pontos x ∈ E \ F que nunca regressam a E. Mostre que os iterados fn(E0),
n ≥ 1 são disjuntos dois-a-dois e conclua que

P

n µ(E0 ∩ f−n(B)) ≤ µ(B) < ∞. Por outro
lado,

P

n Xf−n(B)(x) = ∞ para todo x ∈ E0. Deduza que µ(E0) = 0. Para cada k ≥ 1,

seja Ek o conjunto dos pontos x ∈ E \ F que regressam a E exatamente k vezes. Mostre, por
indução, que µ(Ek) = 0 para todo k.

1.2.3. Utilize o exerćıcio anterior com B = Mk e, em seguida, tome a interseção sobre todos
os valores de k.

1.2.4. Seja D0 o conjunto dos x ∈ D onde o limite é zero. Então limn(1/n)#{0 ≤ j ≤ n− 1 :
fj(x) ∈ D0} também é zero, para todo x ∈ D0. Deduza que o mesmo vale em todo ponto, ou
seja, que a sequência (1/n)

Pn−1
j=0 XD0

(fj(x)) converge para zero para todo x ∈ M . Conclua,

usando o teorema da convergência dominada, que µ(D0) = 0.

1.2.5. Mostre que se N > 1/µ(A), então existe j ∈ VA com 0 ≤ j ≤ N . Adaptando a
prova da afirmação anterior, conclua que se K é um conjunto de inteiros não-negativos com
#K > 1/µ(A), então podemos achar k1, k2 ∈ K e n ∈ VA tais que n = k1 − k2. Ou seja, o
conjunto K−K = {k1−k2; k1, k2 ∈ K} intersecta VA. Para concluir que S é sindético assuma,
por absurdo, que para cada n ∈ N existe uma número ln tal que {ln, ln+1, . . . , ln+n}∩VA = ∅.
Considere um elemento k1 /∈ VA e construa recursivamente a sequência kj+1 = lkj

+kj . Prove

que o conjunto K = {k1, . . . , kN} é tal que (K −K) ∩ VA = ∅.
1.2.6. Se a conclusão não é verdadeira, existe k ≥ 1 e b > 1 tal que o conjunto B = {x ∈
[0, 1] : n|fn(x) − x| > b para todo n ≥ k} tem medida positiva. Tome a ∈ B um ponto de
densidade de B. Considere E = B∩B(a, r), para r pequeno. Obtenha uma estimativa inferior
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para o tempo de retorno a E de qualquer ponto x ∈ E e use o teorema de Kac̆ para chegar a
uma contradição.

1.2.7. Dado ε > 0, temos |ω − qn| < ε para todo n suficientemente grande. Conclua que
|R(qn)| ≤ |ω−qn|(

√
5+ε). Justifique que n2|R(qn)| ≥ 1 e conclua que n2|ω−qn| ≥ 1/(

√
5+ε)

para todo n suficientemente grande.

1.3.1. Particione o intervalo em Ii = [i/10, (i+ 1)/10) com i = 0, . . . , 9 e tome ρ ≡ 1.

1.3.2. Observe que E = [0, 617, 0, 618) tem medida positiva e aplique o teorema de recorrência
de Poincaré. Note que todo intervalo J = [j/10k, (j + 1)/10k) contém subintervalo J ′ tal que
m(J ′)/m(J) = 10−3 e fk(x) ∈ E para todo x ∈ J ′. Usando o Teorema A.2.14, conclua quase
todo x ∈ [0, 1] tem pelo menos um iterado em E. Agora a segunda afirmação no exerćıcio é
uma consequência da primeira.

1.3.3. Observe que E = (1/618, 1/617) tem medida positiva, para a medida invariante µ da
transformação de Gauss e aplique o teorema de recorrência de Poincaré. Lembre que a medida
µ é equivalente à medida de Lebesgue.

1.3.4. Verifique que se x = p/q com 0 < p < q então G(x) = q′/p com 0 ≤ q′ < p. Deduza
que Gn(x) = 0 para algum n. Reciprocamente, se xn = Gn(x) = 0 para algum n então a
expressão (1.3.3) mostra que x é um número racional.

1.3.5. Considere a sequência log10 an onde log10 representa o logaritmo na base 10 e observe
que log10 2 é um número irracional.

1.3.6. Seja d ≥ 1 o grau de f , ou seja, d = #f−1(y) para todo y. Para cada y ∈ M e toda
vizinhança suficientemente pequena V , a pré-imagem f−1(V ) tem d componentes conexas,
V1, . . . , Vd, tais que cada restrição fj = f | Vj é um difeomorfismo sobre V . Suponha que f
preserva a medida µ = ρ vol. Então, por mudança de variáveis,

Z

V
ρ d vol =

d
X

j=1

Z

Vj

ρd vol =
d

X

j=1

Z

V
(ρ ◦ f−1

j )|detDf−1
j | d vol .

Fazendo o raio de V ir para zero, deduza que ρ(y) =
Pd
j=1 ρ(f

−1
j (y))| detDf−1

j (y)|. Recipro-

camente, se esta igualdade vale em todo ponto então µ(V ) = µ(f−1(V )) para todo conjunto
V com diâmetro suficientemente pequeno. Deduza que f preserva µ.

1.3.7. Verifique que #f−1
A (y) = | detA| para todo y e utilize o Exerćıcio 1.3.6 com ρ ≡ 1.

1.3.8. Considere os intervalos da forma Ik,j = [(j − 1)2−k , j2−k) com k ≥ 1 e 1 ≤ j ≤ 2k .

Usando que µ é invariante pela rotação R2−k , mostre que µ(Ik,j) = 2−k = m(Ik,j) para todo
j e todo k. Conclua que µ = m.

1.3.9. Seja k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd \ {0} tal que k · θ ∈ Z. Defina ϕ([x]) = e2πik·x e verifique
que ϕ é invariante. Como ϕ é não constante, podemos encontrar conjuntos abertos disjuntos
A,B ⊂ C tais que U = ϕ−1(A) e V = ϕ−1(B) são não vazios. Toda órbita que intersecta U
não intersecta V , logo não existe nenhuma órbita densa.

1.3.10. (Katok, Hasselblatt [KH95]) Considere a série de Fourier XV =
P

k∈Zd ake
2πik·x da

função caracteŕıstica de V . Usando a invariância de V e a hipótese de que θ é racionalmente
independente, conclua que ak = 0 para todo k 6= 0. Deduza que V tem medida de Lebesgue
total e, portanto, é denso em Td. Dado qualquer aberto U , observe que ∪n∈ZR

n
θ (U) é invari-

ante pela rotação e aplique a conclusão anterior. Seja {Uk : k ≥ 1} uma base enumerável de
abertos de Td. Mostre que X = ∩k ∪n Rnθ (Uk) é não vazio e todo [x] ∈ X tem órbita densa.

Fixe qualquer [x] ∈ X. Dado qualquer [y] ∈ Td, considere h = Ry−x. Note que h([x]) = [y] e
h ◦Rθ ◦ h−1 = Rθ . Conclua que O([y]) é densa.

1.3.11. Calcule o divergente do campo de vetores hamiltoniano e use o Teorema 1.3.7.

1.3.12. Considere bases ortonormadas {v1, v2, . . . , vd}, em x, e {w1, w2, . . . , wd}, em f(x),
tais que v1 e w1 são ortogonais a Hc. Verifique que gradH(f(x)) · Df(x)v = gradH(x) · v
para todo v. Deduza que a matriz de Df(x) relativamente a essas bases tem a forma

Df(x) =

0

B

B

@

α 0 · · · 0
β2 γ2,2 · · · γ2,d
· · · · · · · · · · · ·
βd γd,2 · · · γd,d

1

C

C

A
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com ‖ gradH(f(x))‖ |α| = ‖ gradH(x)‖. Note que Γ = (γi,j)i,j é a matriz de D(f | Hc)
e observe que |det Γ| = ‖ gradH(x)‖/‖ gradH(f(x))‖. Usando a fórmula de mudança de
variáveis, conclua que f | Hc preserva a medida ds/‖ gradH‖.
1.4.1. Considere os intervalos Ik = (1/2k+1, 1/2k) e observe que f(Ik) = Ik−1 para todo
k ≥ 1 e, portanto, τ(x) = k para x ∈ Ik. Observe que f(1) = 1 e f(1/2k) = 1/2k−1. Mostre
que se g está C1 próxima de f , existe z0 próximo de 1 tal que g(z0) = z0 e existem zk, k ≥ 1
tais que g(zk) = zk−1 e para todo k ≥ 1 e |zk−1 − z − k| decresce exponencialmente.

1.4.2. Verifique que existem α1, α2, α3 > 0 tais que α1xd ≤ Df(x) − 1 ≤ α2xd e |D2f(x)| ≤
α3xd−1 para x > 0 perto de zero. Seja h a inversa de f | (0, a). Deduza que Dh(y)− 1 ≈ −yd
para y perto de zero e, portanto, existem β2 > β1 > 0 tais que y−β1yd+1 ≥ h(y) ≥ y−β2yd+1

para y numa vizinhança de zero. Fixe k ≥ 1 tal que aj está nessa vizinhança para todo j ≥ k.

Fixe K2 > 1 > K1 > 0 tais que 1 + K1x ≤ (1 + x)1/d ≤ 1 +K2x para 0 ≤ x ≤ 1. Escolha
c2 > c1 > 0 tais que c1 ≤ ajj1/d ≤ c2 para todo 1 ≤ j ≤ k. Conclua, por indução, que

aj+1 = h(aj) ≥
„

c1

j1/d

«

− β2

„

c1

j1/d

«d+1

≥ c1

(j + 1)1/d

„

1 +K1
1

j

«„

1 − β2c
d
1

1

j

«

Tome c1 tal que 2β2cd1 < K1 e conclua que aj+1 ≥ c1/(j + 1)1/d. A cota superior é análoga,

tomando β1cd2 > K2. Deduza a segunda parte do exerćıcio, com c3 = β1c
d+1
1 e c4 = β2c

d+1
2 .

Finalmente, (1.4.5) dá que νρ((0, 1)) =
P∞
n=0 ν((0, an)). Usando o fato de que a densidade

de ν é limitada, conclua que νρ((0, 1)) < ∞ se, e somente se, d < 1.

1.4.3. g(x) = fk(x) para todo x ∈ Bk = {(xn)n : x0 = xk = 1 e xi 6= 1 para 0 < i < k}.
1.4.4. Escolha um conjunto E com medida menor que ε/n e, para cada k ≥ 1, seja Ek dos
pontos x ∈ E que retornam a E em exatamente k iterados. Tome para B a união dos conjuntos
Ek com k ≥ n, dos n-ésimos iterados dos conjuntos Ek com k ≥ 2n, e assim sucessivamente.
Para a segunda parte, observe que se (f, µ) é aperiódico então µ não pode ter átomos.

1.4.5. Pela hipótese, fτ (y) ∈ Hn−τ(y) sempre que y ∈ Hn com n > τ(y). Portanto T (y) ∈ H

se y ∈ H. Considere An = {1 ≤ j ≤ n : x ∈ Hj} e Bn = {l ≥ 1 :
Pl
i=0 τ(T

i(x)) ≤ n}.
Mostre, por indução, que #An ≤ #Bn e deduza que lim supn #Bn/n ≥ θ. Agora suponha

que lim infk(1/k)
Pk−1
i=0 τ(T

i(x)) > (1/θ). Mostre que existe θ0 < θ tal que #Bn < θ0n, para
todo n suficientemente grande. Esta conclusão contradiz a anterior.

1.4.6. Como τn+1(x) − τn(x) = τ(fτn (x)), temos que τn+1(x)/τn(x) → 1 se, e somente se,
τ(fτn (x))/τn(x) → 0. Para provar que esta última relação é válida em quase todo ponto,
seja D o conjunto dos pontos x tais que lim supn τ(f

τn(x)(x))/τn(x) > 0. Verifique que, para
cada ρ fixado, os conjuntos Lρ(n) = {x ∈ M : τ(x) > ρn} satisfazem

P

n µ(Lρ(n)) < ∞.
Mostre que D ⊂ ∪ρ∈Q ∩m≥1 ∪n≥mf−n(Lρ(n)). Em seguida, use o lema de Borel-Cantelli
para concluir que µ(D) = 0.

1.5.1. Considere f1(x) = x/2 e f2(x) = (x+ 1)/2.

1.5.2. Aplique o Lema de Zorn no conjunto G dos subconjuntos fechados de M , munido da
relação de ordem dada pelo inverso da inclusão.

1.5.3. Considere qualquer sequência (pn)n em M tal que (ϕ(pn))n converge para supϕ. Seja
p um ponto de acumulação.

1.5.4. Suponha que ϕ é semicont́ınua superiormente. Para cada k ≥ 1, seja Fk o conjunto dos
pontos x ∈ X tais que toda vizinhança contém algum y tal que ϕ(y) ≤ ϕ(x)−(1/k). Verifique
que Fk é fechado e tem interior vazio. Além disso, o conjunto dos pontos de continuidade de
ϕ é ∩kF ck . Para a parte final do exerćıcio, lembre que todo espaço métrico compacto é um
espaço de Baire.

1.5.5. Observe que as aplicações f, f2, . . . , fk comutam e, em seguida, use o teorema de
recorrência múltipla de Poincaré.

1.5.6. Por definição, o complementar de Ω(f1, . . . , fq)c é um aberto. O teorema de recorrência
múltipla de Birkhoff garante que o conjunto não errante é não vazio.

2.1.1. As condições (1), (2), (3), (4) e (5) significam que a sequência (µn)n converge nas
topologias (2.1.1), (2.1.3), (2.1.4), (2.1.5) e (2.1.2), respectivamente. Como estas topologias
coincidem (Teorema 2.1.2), elas têm as mesmas sequências convergentes.
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2.1.2. Suponha que
R

φ dµn →
R

φdµ para todo φ ∈ F . Dada qualquer função cont́ınua
limitada ψ : M → R com ‖ψ‖ ≤ 1 e dado qualquer ε > 0, tome φ ∈ F com ‖ψ − φ‖ ≤ ε.
Então

R

ψ dµ−ε ≤ lim infn
R

ψ dµn ≤ lim supn
R

ψ dµn ≤
R

ψ dµ+ε Como ε é arbitrário, isto
implica que limn

R

ψ dµn =
R

ψ dµ. Se ‖ψ‖ > 1, aplique o argumento anterior a ψ/‖ψ‖.
2.1.3. Tome Z subconjunto enumerável denso de M . O conjunto das medidas da forma
Ps
i=1 qiδzi com qi ∈ Q, zi ∈ Z e

Ps
i=1 qi é denso em M1(M). Para ver isso, considere ε > 0

e funções cont́ınuas limitadas φ1, . . . , φk. Seja K > 0 um majorante para todo |φi| e seja Ij ,
j = 1, . . . ,m uma partição de [−K,K] em intervalos com comprimento menor que ε. Seja Al,
l = 1, . . . ,m uma partição de M em conjuntos mensuráveis tais que cada φi(Al) está contido
em algum Ij . Escolha algum xl em cada Al. Então |

R

φi dµ − Pm
l=1 µ(Al)φ(xl)| < ε. Esta

desigualdade não é afetada se substituirmos cada µ(Al) por um número racional ql e cada xl
por um ponto zl ∈ Z, suficientemente próximos.

2.1.4. Vu(µ, ε) ⊂ Vp(µ,B, ε) para todo B = {B1, . . . , BN}, logo a topologia uniforme é mais
forte que a topologia pontual. Vp(µ,B, ε) = Vc(µ,B, ε) se os Bj são conjuntos de continuidade
de µ, logo a topologia pontual é mais forte que a topologia (2.1.5). Seja φ : R → [0, 1] com

suppφ ⊂ [−1, 1] e
R 1
−1 φ(x) dx = 1. Considere a sequência de probabilidades µn = nφ(nx) dx.

Então (µn)n converge para δ0 na topologia fraca∗ mas não converge pontualmente: µn({0}) =
0 para todo n, enquanto que δ0({0}) = 1. Considere ψ : R → R dada por ψ(x) = 0 para
x ∈ [k, k+ 1/2) e ψ(x) = 2 para k ∈ [k+1/2, k+1), com k ∈ Z. Seja µ a medida de Lebesgue
em [0, 1] e seja µn = ϕ(2nx)µ para cada n. Verifique que para todo n existe um conjunto
mensurável Bn tal que µn(Bn) = 0 e µ(Bn) = 1/2. Seja A a famı́lia dos subconjuntos
mensuráveis E ⊂ [0, 1] tais que (µn(E))n converge para µ(E). Mostre que A contém todo
intervalo, é uma álgebra e uma classe monótona. Logo, (µn)n converge pontualmente para µ.

2.1.5. Segue diretamente da definição que D ≥ 0 e D(µ, ν) = D(ν, µ) para quaisquer µ e ν.
Para mostrar que D(µ, ν) ≤ D(µ, η) +D(η, ν), note que se

µ(B) < η(Bδ1 ) + δ1, η(B) < µ(Bδ1 ) + δ1 e η(B) < ν(Bδ2 ) + δ2, ν(B) < η(Bδ2 ) + δ2

para todo conjunto mensurável B, então também temos

µ(B) < ν(Bδ1+δ2) + δ1 + δ2 e ν(B) < ν(Bδ1+δ2 ) + δ1 + δ2.

Logo D(µ, ν) ≤ δ1 + δ2 e agora basta passar ao ı́nfimo em δ1 e δ2.

2.1.6. Considere a imagem V∗µ da medida µ pela função V . Verifique que V∗µ((a, b]) =
F (b) − F (a) para todo a < b. Consequentemente, V∗µ({b}) = F (b) − lima→b F (a). Portanto,
(−∞, b] é conjunto de continuidade para V∗µ se, e somente se, b é ponto de continuidade para
F . Usando o Teorema 2.1.2, segue que se (Vk∗µ)k converge para V∗µ na topologia fraca∗ então
(Vk)k converge para V em distribuição. Reciprocamente, se (Vk)k converge em distribuição
para V então Vk∗µ((a, b]) = Fk(b)−Fk(a) converge para F (b)−F (a) = V∗µ((a, b]), quaisquer
que sejam os pontos de continuidade a < b de F . Observando que tais intervalos (a, b] geram
a σ-álgebra de Borel da reta, conclua que (Vk∗µ)k converge para V∗µ na topologia fraca∗.

2.1.7. Pelo Exerćıcio 2.1.1, µ(B) = limn µn(B) e portanto µn(B) > 0 para todo n suficien-
temente grande. Seja B′ ⊂ B qualquer conjunto de continuidade para (µ | B)/µ(B). Então
µ(∂B′ ∩B) = 0 e, como ∂B′ ⊂ (∂B′ ∩B)∪∂B, segue que B′ é conjunto de continuidade para
µ. Segue que µn(B′)/µn(B) → µ(B′)/µ(B). Como B′ é arbitrário, o Exerćıcio 2.1.1 dá que
(µn | B)/µn(B) converge para (µ | B)/µ(B) na topologia fraca∗. Este argumento se estende
aos casos em que B é um subconjunto fechado ou aberto, lembrando que se B′ é subconjunto
fechado (aberto) de B então também é um subconjunto fechado (aberto) do ambiente M . No
entanto, nestes casos precisamos supor que µ(B) = limn µn(B); sem a hipótese adicional, o
enunciado é falso em geral. [Observação: Dê exemplos!]

2.1.8. (Billingsley [Bil68]) Use a hipótese para mostrar que se (Un)n é uma sequência crescente
de abertos de M tais que ∪nUn = M então para todo ε > 0 existe n tal que µ(Un) ≥ 1 − ε
para todo µ ∈ K. Em seguida, imite a demonstração da Proposição A.3.7.

2.2.1. Por compacidade, passando a uma subsequência se necessário, podemos supor que
(µn)n converge para algum µ ∈ M1(M). Como f∗ : M1(M) → M1(M) é cont́ınua, (f∗µn)n
converge para f∗µ. Então, dado qualquer ε > 0 e qualquer função cont́ınuas limitada φ,

˛

˛

1

#In

X

j∈In

Z

φ ◦ fj dν −
Z

φ dµ
˛

˛ < ε e
˛

˛

1

#In

X

j∈In

Z

φ ◦ fj+1 dν −
Z

(φ ◦ f) dµ
˛

˛ < ε
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para todo n suficientemente grande. Por outro lado,

˛

˛

1

#In

X

j∈In

Z

φ ◦ fj+1dν − 1

#In

X

j∈In

Z

φfj dν
˛

˛ ≤ 2

#In
sup |φ| < ε

para todo n suficientemente grande. Logo, |
R

(φ ◦ f) dµ −
R

φ dµ| < 3ε para todo φ e todo ε.
Agora faça ε → 0.

2.2.2. Para a primeira parte do enunciado use indução em q. O caso q = 1 corresponde ao
Teorema 2.1. Considere transformações cont́ınuas fi : M → M , 1 ≤ i ≤ q + 1 que comutam
entre si. Por hipótese de indução, existe probabilidade ν invariante por fi, 1 ≤ i ≤ q. Defina
µn = (1/n)

Pn−1
j=0 (fq+1)

j
∗(ν). Note que (fi)∗µn = µn para todo 1 ≤ i ≤ q e todo n. Logo,

todo ponto de acumulaç ao de (µn)n é invariante por todo fi, 1 ≤ i ≤ q. Por compacidade,
existe algum ponto de acumulação µ ∈ M1(M). Verifique que µ é invariante por fq+1. Para
a segunda parte, represente por Mq ⊂ M1(M) o conjunto das probabilidades invariantes por
fi, 1 ≤ i ≤ q. Então (Mq)q é uma sequência não crescente de subconjuntos fechados não
vazios de M1(M). Por compacidade, a interseção ∩qMq é não vazia.

2.2.3. Para cada k ≥ 1 tome ak = 1/(10k −1). Note que fk(ak) = ak e portanto a probabili-
dade µk = (1/k)

`

δak +δf(ak) + · · ·+δfk−1(ak)

´

é invariante. (a) Considere µ =
P∞
k=1 2−kµk,

onde µk é a probabilidade suportada na órbita do ponto periódico pk introduzida anterior-
mente. Verifique que o fecho de A = {fj(ak) : 0 ≤ j < k e k ≥ 1} é enumerável. (b) Considere
o conjunto de Cantor K = ∩∞

n=0Kn definido da seguinte maneira: K0 = [0, 1] e cada Kn+1 é
obtido removendo de cada componente conexa C de Kn o subintervalo aberto com o mesmo
centro que C e com comprimento igual a 8m(C)/10. Tome a probabilidade µ suportada em K
tal que µ(K ∩C) = 2−n para toda componente conexas C de Kn. (c) Seja B o conjunto dos
pontos x ∈ [0, 1] cuja expansão decimal é periódica. Então B é subconjunto enumerável denso
de [0, 1]. Além disso, todo x ∈ B é periódico para f . Seja {bk : k ≥ 1} um conjunto formado
por exatamente um ponto em cada uma destas órbitas periódicas. Considere µ =

P∞
k=1 2−kνk

onde νk é a probabilidade invariante suportada na órbita de bk . Verifique que µ(B) = 1 e,
portanto, supp µ = [0, 1]. No entanto, m(B) = 0.

2.2.4. Pelo Exerćıcio 2.2.2, existe alguma probabilidade µ invariante por f1/q , para todo
q ≥ 1. Observe que µ é invariante por ft para todo t ∈ Q. Deduza que o mesmo vale para
todo t ∈ R.

2.2.5. Mostre que ρ(x) = 1/
√

1 − x2 satisfaz ρ(y) =
P

x∈f−1(y) ρ(x)/|f ′(x)| para todo y.

2.2.6. Defina µ em cada iterado fj(W ), j ∈ Z colocando µ(A) = m(f−j(A)) para cada
conjunto mensurável A ⊂ fj(W ).

2.2.7. Seja W o conjunto dos x ∈ X tais que fn(x) /∈ X para todo n ≥ 1 e seja Y =
X\∪∞

k=0f
−k(W ). Os pontos de Y regressam infinitas vezes aX. Note que f i(W )∩fj(W ) = ∅

para todo i < j.

2.2.8. Por hipótese, f é invert́ıvel. Sejaµ medida invariante por f absolutamente cont́ınua
com relação a m. Se µ é σ-finita µ então existem X1 ⊂ · · · ⊂ Xn ⊂ · · · com µ(Xn) < ∞. A
restrição µn de µ a cda Xn é invariante e absolutamente cont́ınua relativamente à restrição
de m a Xn (Seção 1.4.1). Reciprocamente, dados Xn e µn como no enunciado, considere
Y1 = X1 e Yn = Xn \ (X1 ∪ · · · ∪Xn−1), para n > 1, e seja νn a restrição e µn a Yn. Use
a construção na Seção 1.4.2 para obter, a patir de cada νn, uma medida ν̃n invariante por f
e tal que o complementar de Zn = ∪jfj(Yn) tem medida nula. Observando que os Zn são
disjuntos dois-a-dois, considere a medida µ =

P

n ν̃n.

2.2.9. Considere a transformação f : [0, 1] → [0, 1] dada no Exemplo 1.4.5, com α ≥ 1.
Usando o Exerćıcio 1.4.2, mostre que f não admite medida invariante finita absolutamente
cont́ınua com relação à medida de Lebesgue m no intervalo [0, 1].

2.3.1. (a) Seja (ak)k uma sequência de Cauchy em ℓ1. Escreva ak = (akn)n. Verifique que
(akn)k é sequência de Cauchy em C para todo n. Seja bn o seu limite e b = (bn)n. Mostre
que (‖b − ak‖1)k → 0. Isto implica que b ∈ ℓ1 e que (ak)k → b em ℓ1. Seja (ak)k uma
sequência de Cauchy em ℓ∞. Como no caso anterior, cada (akn)k é sequência de Cauchy
em C. Seja bn o seu limite e seja b = (bn)n. Mostre que (‖b − ak‖∞)k → 0. Isto implica
que b ∈ ℓ∞ e que (ak)k → b em ℓ∞. No caso particular em que (ak)k é sequência em c0,



484 DICAS E SOLUÇÕES DOS EXERCÍCIOS

ou seja, quando limn akn = 0 para todo k, a relação ‖b − ak‖∞ < ε para k grande implica
|bn − akn| < ε para k grande e todo n e isso implica |bn| < 2ε para n grande. Portanto,
(bn)n → 0 nesse caso e, então, o argumento anterior mostra que c0 é completo. (b) Verifique
que se (an)n ∈ ℓ∞ então φ : (bn)n 7→ P

n anbn é um funcional linear cont́ınuo em ℓ1, com
‖φ‖ ≤ ‖(an)n‖∞. Reciprocamente, dado um funcional linear cont́ınuo φ : ℓ1 → C, considere
(an)n definida por an = φ(0, . . . , 0, 1, 0, . . . ), onde a coordenada igual a 1 está na nésima
posição. Mostre que ‖(an)n‖∞ ≤ ‖φ‖ e que φ((bn)n) =

P

n anbn para todo (bn)n ∈ ℓ1.
Verifique que se (an)n ∈ ℓ1 então φ : (bn)n 7→ P

n anbn é um funcional linear cont́ınuo em
c0, com ‖φ‖ ≤ ‖(an)n‖1. Reciprocamente, dado um funcional linear cont́ınuo φ : c0 → C,
considere (an)n definida por an = φ(0, . . . , 0, 1, 0, . . . ). Mostre que ‖(an)n‖1 ≤ ‖φ‖ e que
φ((bn)n) =

P

n anbn para todo (bn)n ∈ ℓ1. [Observação: Não é verdade que o dual (ℓ∞)∗

seja isomorfo a ℓ1. Por que o argumento que acabamos de dar não é válido nesse contexto?]

2.3.2. Claro que convergência em norma implica convergência fraca. Para provar a rećıproca,
suponha que (xk)k converge para zero na topologia fraca mas não na topologia da norma.

A primeira condição implica que, para todo N fixo,
PN
n=0 |xkn| converge para zero quando

k → ∞. A segunda condição significa que, a menos de restringir a uma subsequência, existe
δ > 0 tal que ‖xk‖ > δ para todo k. Então, existe alguma sequência crescente (lk)k , tal que

lk−1
X

n=0

|xkn| ≤
1

k
mas

lk
X

n=0

|xkn| ≥ ‖xk‖ − 1

k
≥ δ − 1

k
para todo k.

Tome an = xkn/|xkn| para cada lk−1 < n ≤ lk. Então, para todo k,

˛

˛

∞
X

n=0

anx
k
n

˛

˛ ≥
X

lk−1<n≤lk

|xkn| −
X

n≤lk−1

|xkn| −
X

n>lk

|xkn| ≥ ‖xk‖ − 4

k
≥ δ − 4

k
.

Isto contradiz as hipóteses. Agora tome xkn = 1 se k = n e xkn = 0 caso contrário. Dada
qualquer (an)n ∈ c0, temos que

P

n anx
k
n = ak converge para zero quando k → ∞. Portanto,

(xk)k converge para zero na topologia fraca∗. Mas ‖xk‖ = 1 para todo k, logo (xk)k não
converge para zero na topologia da norma.

2.3.3. É claro que vale λC+
0 ⊂ C+

0 para todo λ ≥ 0 e C+
0 ∩ (−C+

0 ) = 0. Além disso, dados

φ,ψ ∈ C+
0 com ‖φ‖ = ‖ψ‖ = 1, podemos tomar x, y ∈ M tal que φ(x) = ψ(y) = 1. Então

‖φ+ ψ‖ ≥ φ(x) + ψ(x) ≥ 1. Assim, inf{‖φ+ ψ‖ : φ,ψ ∈ C+
0 , ‖φ‖ = ‖ψ‖ = 1} ≥ 1.

2.3.4. Use a base de Fourier (A.6.1) de L2(m) para calcular autovalores e autovetores do
operador de Koopman.

2.3.5. Considere a transformação expansão decimal f : [0, 1] → [0, 1] e seja m a medida de
Lebesgue. Como f(x + 1/10) = f(x) para todo x ∈ [0, 1], temos que toda φ ∈ L1(m) na
imagem do operador de Koopman satisfaz ψ(x+1/10) = ψ(x) para m-quase todo x. Conclua
que Uf não é sobrejetiva.

2.3.6. Tome W = U(H)⊥ e V = (
L∞
n=0 U

n(W ))⊥.

2.3.7. Suponha que existem funcionais tangentes T1 e T2 com T1(v) > T2(v) para algum
v ∈ E. Mostre que φ(u+ tv) +φ(u− tv)− 2φ(u) ≥ t(T1(u)−T2(u)) para todo t e deduza que
φ não é diferenciável na direção de v.

2.4.1. Considere o conjunto P das probabilidades em X ×M da forma νZ × η. Note que P
é compacto na topologia fraca∗ e é invariante pelo operador F∗.

2.4.2. A condição p̂ ◦ g = f̂ ◦ p̂ acarreta f̂n ◦ p̂ = p̂ ◦ gn para todo n ∈ Z. Usando π ◦ p̂ = p,
segue que π ◦ f̂n ◦ p̂ = p ◦ gn para todo n ≤ 0. Portanto, p̂(y) =

`

p(gn(y))
´

n≤0
. Isto prova a

existência e unicidade de p̂. Agora suponha que p é sobrejetiva. As hipóteses de compacidade
e continuidade garantem que

`

g−n(p−1({xn}))
´

n≤0

é uma sequência encaixada de compactos, para todo (xn)n≤0 ∈ M̂ . Tome y na interseção e
note que p̂(y) = (xn)n≤0.

2.4.3. Por definição, dado qualquer y ∈ Mg e qualquer n ≥ 0, existe zn ∈ M tal que
gn(zn) = y. Em outras palavras, gn−1(zn) ∈ g−1(y) para todo n. No caso (a), seja z um
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ponto de acumulação da sequência (gn−1(zn))n. Mostre que z ∈ Mg e z ∈ g−1(y). No caso
(b) observe que, como g−1(y) é um conjunto finito, existe z ∈ g−1(y) tal que gn−1(zn) = z
para infinitos valores de n. Verifique que z ∈ Mg. Se µ é probabilidade g-invariante então
µ(gn−1(M) \ gn(M)) = 0 para todo n ≥ 1 e, portanto, µ(Mg) = 1. Logo µ é probabilidade
f -invariante. Se x /∈ Mg, existe n ≥ 1 tal que x /∈ fn(M). Usando que fn(M) é fechado,
conclua que x não pode ser recorrente.

2.4.4. Suponha que M é separável e seja {xk : k ≥ 1} um subconjunto enumerável denso.

Para cada k ≥ 1, escolha x̂k ∈ M̂ tal que π(x̂k) = xk; isto é posśıvel porque f é sobrejetiva.

Usando a hipótese de que f é cont́ınua, e a definição (2.4.7) da distância d̂, verifique que o

conjunto {f̂n(x̂k) : n ≥ 0, k ≥ 1} é denso em M̂ . Logo M̂ é separável. Agora suponha que

M é completo. Seja (x̂k)n uma sequência de Cauchy em M̂ . Escrevendo, x̂k = (xk,n)n≤0,
verifique que (xk,n)k é uma sequência de Cauchy em M e, portanto, existe yn = limk xk,n,
para cada n ≤ 0. Lembrando que f é cont́ınua, mostre que f(yn) = yn+1 para todo n < 0.

Em outras palavras, a sequência ŷ = (yn)n≤0 está em M̂ . Mostre que d̂(x̂k , ŷ) vai para zero

quando k → ∞. Isto prova que M̂ é completo.

2.4.5. (a) Observe que M̂ é um subconjunto fechado de M
Z

q
− e conclua que M̂ é compacto.

Além disso, se d é uma distância em M então a seguinte função (escrevemos n̄ = (n1, . . . , nq))

é distância em M̂ :

d̂
`

(xn̄)n̄, (yn̄)n̄
´

=
X

n1,...,nq≤0

2n1+···+nq min{d(xn̄, yn̄), 1}.

(b) A inversa de f̂i envia (xn1,...,ni,...nq )n̄ em (xn1,...,ni−1,...nq )n̄. Tanto f̂i quanto a inversa
são cont́ınuas porque cada coordenada da imagem é função cont́ınua de um número finito de
coordenadas da variável. Por definição,

πf̂i
`

(xn1,...,ni,...,nq )n̄
´

= x0,...,1,...,0 = fi ◦ π
`

(xn1,...,ni,...,nq )n̄
´

em todo ponto. De modo semelhante, f̂i◦f̂j = f̂j◦f̂i. (c) É claro que π é cont́ınua para a topo-
logia herdada do espaço produto. Para mostrar que ela é sobrejetiva, considere x ∈ M . Como
supomos que f1, · · · , fq são sobrejetivas, podemos encontrar uma sequência (xn)n≤0 em M tal

que x0 = 0 e f1 · · · fn(xn) = xn+1 para cada n < 0. Defina xn1,...,nq = fn1−n
1 · · · fnq−n

q (xn)
para qualquer n ≤ min{n1, . . . , nq}; verifique que a definição não depende da escolha de n.

Justifique que a sequência (xn1,...,nq )n̄ definida deste modo está em M̂ e a sua imagem por
π é o ponto x.

2.4.6. (a) A inclusão ⊃ é trivial. Para provar ⊂, verifique que se n = max{n1, . . . , nq} então
gn1 · · · gnq (M) está contido em gn1

1 · · · gnq
q (M). (b) A inclusão gi(Mg) ⊂Mg segue diretamente

do item (a). Para provar a inclusão reversa, considere y ∈ Mg. Usando o item (a), para cada
n ≥ 1 existe zn ∈M tal que gign1 · · · gnq (zn) = y. Seja z um ponto de acumulação da sequência

(gn1 · · · gnq (zn))n. Verifique que z ∈ Mg e z ∈ g−1
i (y).

2.4.7. Pelo Exerćıcio 2.4.6, não é restrição supor que as transformações f1, . . . , f2 são sobre-
jetivas. Sejam f̂1, . . . , f̂q : M̂ → M̂ as extensões naturais, no sentido do Exerćıcio 2.4.5. Pelo

caso invert́ıvel do Teorema 1.5.1, existe algum x̂ ∈ M̂ que é simultaneamente recorrente para
f̂1, . . . , f̂q. Verifique que x = π(x̂) é simultaneamente recorrente para f1, . . . , fq.

2.5.1. Basta notar que lim infn xn = 1 − lim supn(1 − xn) e lim infn(xn) + lim infn(yn) ≤
lim infn(xn + yn) e limsupn(xn + yn) ≤ lim supn(xn) + lim supn(yn).

2.5.2. Fixe q e l. Suponha que para todo n ≥ 1 existe uma partição {Sn1 , . . . , Snl } do
conjunto {1, . . . , n} tal que nenhum dos subconjuntos Snj contém uma progressão aritmética

com comprimento q. Considere a função φn : N → {1, . . . , l} dada por φn(i) = j se i ∈ Sj e
φn(i) = l se i > n. Tome (nk)k → ∞ tal que a subsequência (φnk )k converge em todo ponto
para alguma função φ : N → {1, . . . , l}. Considere Sj = φ−1(j) para j = 1, . . . , l. Algum Sj
contém alguma progressão aritmética de comprimento q. Então S

nk
j contém essa progressão

aritmética para todo k suficientemente grande.

2.5.3. Tome uma sequência de partições Pℓ = {P ℓ1 , . . . , P ℓkℓ
} de M com diamPℓ → 0 e

seja x ∈ M um ponto arbitrário. Para cada ℓ, associe a x a sequência (ai)i∈Z de elementos
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de {1, 2, . . . , kℓ} dada por f i(x) ∈ P ℓj . Isso determina uma partição {Sℓ1, . . . , Sℓkℓ
} de Z,

definida por i ∈ Sℓj ⇔ ai = j. Pelo Teorema de van der Waerden, existe mℓ ∈ {1, 2, . . . , kℓ}
tal que Sℓmℓ

contém progressões aritméticas ck, ck + n, . . . , ck + kn ∈ Sℓmℓ
de comprimento

k + 1 arbitrariamente grande. Note que fck (x) ∈ ∩kj=0f
−jn(P ℓmℓ

). Escolha qualquer ponto

yℓ ∈ P ℓmℓ
. Por compacidade, podemos supor que (yℓ)ℓ converge para y ∈ M . Afirmamos

que tal y é super não errante. De fato, dado qualquer vizinhança U de y, seja r > 0 tal que
B(y, r) ⊂ U . Considere ℓ é suficientemente grande para que P ℓmℓ

⊂ Br/2(yℓ) ⊂ Br(y) ⊂ U .

Tome k e n como anteriormente. Então ∩kj=0f
−jn(U) ⊃ ∩kj=0f

−jn(P ℓmℓ
) 6= ∅, tal como

queŕıamos demonstrar. Em seguida explicaremos como obter o teorema de van der Warden
a partir da propriedade no enunciado. Seja {S1, . . . , Sℓ} uma partição de Z. Considere
a = (aj)j∈Z com aj ∈ {1, . . . , ℓ} definido por j ∈ Saj . Seja M o fecho da órbita de a pelo
deslocamento bilateral σ. Por hipótese, σ possui algum ponto super não errante y = (yj)j∈Z.
Seja U = [0; y0] o cilindro de comprimento 1 que contém y. Dado qualquer k ≥ 1, existe n ≥ 1
e existe z = (zj)j∈Z tal que z ∈ ∩kj=0σ

−jn(U). Isso significa que zjn = y0 para j = 0, . . . , k.
Como z é acumulado por iterados de a, conclúımos que existe m ∈ Z tal que m + jn ∈ Sy0
para j = 0, . . . , k (tal como afirma o teorema de van der Waerden). [Observação: O mesmo
argumento mostra que toda aplicação invert́ıvel, não necessariamente cont́ınua, num espaço
compacto possui algum ponto não errante.]

2.5.4. Considere Σ = {1, ..., l}Nk
, munido da distância d(ω, ω′) = 2−N onde N ≥ 0 é máximo

tal que ω(i1, ..., ik) = ω′(i1, ..., ik) para todo i1, . . . , ik < N . Note que Σ é um espaço métrico
compacto. Dado q ≥ 1, seja Fq = {(a1, . . . , ak) : 1 ≤ ai ≤ q e 1 ≤ i ≤ k}. Seja e1, . . . , em
uma enumeração dos elementos de Fq. Para cada j = 1, . . . ,m, considere o deslocamento
σj : Σ → Σ dado por (σjω)(n) = ω(n + ej) para n ∈ Nk. Considere o ponto ω ∈ Σ definido

por ω(n) = i ⇔ n ∈ Si. Seja Z o fecho de {σl11 · · ·σlmm (ω) : l1, ..., lm ∈ N}. Note que Z é
invariante pelos deslocamentos σj . Pelo teorema de recorrência múltipla de Birkhoff, existem
ζ ∈ Z e s ≥ 1 tais que d(σsj (ζ), ζ) < 1 para todo j = 1, . . . , m. Seja e = (1, . . . , 1) ∈ Nk. Então

ζ(e) = ζ(e+ se1) = · · · = ζ(e+ sem). Considere σl11 · · ·σlmm (ω) suficientemente próximo de ζ
para que ω(b) = ω(b+ se1) = · · · = ω(b+ sem), onde b = e+ l1e1 + · · ·+ lmem. Segue que se
i = ω(b), então b+ sFq ⊂ Si. Dado que temos apenas uma quantidade finita de conjuntos Si,
algum deles deve conter infinitos conjuntos do tipo b+ sFq, com q arbitrariamente grande, e
isto termina a prova.

3.1.1. Imite a prova do Teorema 3.1.5.

3.1.2. Suponha o contrário, ou seja, que para todo k ∈ N existe nk ∈ N tal que µ(A ∩
f−j(A)) = 0 para todo nk + 1 ≤ j ≤ nk + k. Não é restrição supor que (nk)k → ∞. Tome

ϕ = XA. Pelo Exerćıcio 3.1.1, temos que (1/k)
Pnk+k
j=nk+1 ϕ·ϕ◦fj → ϕ·P (ϕ). O lado esquerdo

é identicamente nulo e o lado direito é igual a ‖P (ϕ)‖2. Logo a média temporal P (ϕ) = 0 e,
portanto, µ(A) =

R

P (ϕ) dµ = 0.

3.1.3. Claro que F é um subespaço. Suponha que (ϕn)n → ϕ com ϕn ◦ f = ϕn em µ-quase
todo ponto. Então ϕ ◦ f = ϕ em µ-quase todo ponto:

Z

|ϕ ◦ f − ϕ| dµ = lim
n

Z

|ϕn ◦ f − ϕ| dµ = lim
n

Z

|ϕn − ϕ| dµ = 0.

3.1.4. O teorema afirma que (1/T )
R T
0 ϕ(ft(x)) dt converge para P (ϕ) em L2(µ) quando

T → ∞, onde P (·) é a projeção no espaço das funcões invariantes. Para provar, seja ψ(x) =
R 1
0
ϕ(f t(x)) dt e Ψ(x) =

` R 1
0
|ϕ|2(f t(x)) dt

´1/2
. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

|ψ|2 ≤ Ψ2. Usando o teorema de Fubini e o fato de que a medida µ é invariante,
R

Ψ2 dµ =
R

|ϕ|2 dµ. Logo, ψ,Ψ ∈ L2(µ). Escreva

1

T

Z T

0
ϕ(ft(x)) dt =

1

T

[T ]
X

j=0

ψ(fj (x)) +
1

T

Z T

[T ]
ϕ(fj(x)) dt.
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Pelo Teorema 3.1.5 aplicado a ψ, o primeiro termo do lado direito converge para P (ψ) em

L2(µ). Observe que P (ψ) =
R 1
0
P (ϕ) ◦ f t dt = P (ϕ), uma vez que P (ϕ) é função invariante.

O último termo é limitado por (1/T )Ψ(f [T ](x)) e, portanto, converge para zero em L2(µ).

3.1.5. Basta mostrar que kerA = ∩t∈R ker(Ut− id ). Se Aϕ = 0 então e2πitAϕ = ϕ para todo
t ∈ R. Reciprocamente, suponha que e2πitAϕ = ϕ para todo t ∈ R. Derivando em relação a
t, obtemos que e2πitA(2πiAϕ) = 0. Como Ut é isomorfismo, isso implica que Aϕ = 0.

3.2.1. Verificação direta a partir das definições.

3.2.2. Observe que a função ψ = ϕ − ϕ ◦ f é integrável e satisfaz
R

ψ dµ = 0. Aplique o
teorema de Birkhoff a ψ.

3.2.3. (a) Considere ε = 1 e seja C = sup{|ϕ(l)| : |l| ≤ L(1)}. Dado n ∈ Z, fixe s ∈ Z tal
que sL(1) < n ≤ (s + 1)L(1). Por hipótese, existe τ ∈ {sL(1) + 1, . . . , (s + 1)L(1)} tal que
|ϕ(k + τ) − ϕ(k)| < 1 para todo k ∈ Z. Tome k = n− τ e observe que |k| ≤ L(1). Segue que
|ϕ(n)| < 1 + C. (b) Tome ρε > 2L(ε) sup |ϕ|. Para todo n ∈ Z existe algum ε-quase peŕıodo
τ = nρ+ r com 1 ≤ r ≤ L(ε). Então,

˛

˛

(n+1)ρ
X

j=nρ+1

ϕ(j) −
ρ−r
X

j=1−r

ϕ(j)
˛

˛ < ρε e
˛

˛

ρ−r
X

j=1−r

ϕ(j) −
ρ

X

j=1

ϕ(j)
˛

˛ ≤ 2r sup |ϕ| < ρε.

(c) Dado ε > 0, tome ρ como no item (b). Para cada n ≥ 1, escreva n = sρ+r, com 1 ≤ r ≤ ρ.
Então,

1

n

n
X

j=1

ϕ(j) =
ρ

sρ+ r

s−1
X

i=0

1

ρ

(i+1)ρ
X

l=iρ+1

ϕ(l) +
1

n

sρ+r
X

l=sρ+1

ϕ(l).

Para s grande, o primeiro termo do lado direito está próximo de (1/ρ)
Pρ−1
j=0 ϕ(j) (item (b))

e o último termo está próximo de zero (item (a)). Conclua que o lado esquerdo da igualdade
constitui uma sequência de Cauchy. (d) Observe que

| 1
n

n
X

j=1

ϕ(x+ k) − 1

n

n
X

j=1

ϕ(j)| ≤ 2|x|
n

sup |ϕ|

e use os itens (a) e (c).

3.2.4. Observe que a função φ =
P∞
k=1 log kXIk , onde Ik = (1/(k+1), 1/k], é integrável com

relação à medida de Gauss µ. Aplique o teorema de Birkhoff a φ.

3.2.5. O caso p = 2 foi feito na Seção 3.2.3.

3.2.6. Dado ϕ ∈ L1(µ), defina ψ(x) =
R 1
0
ϕ(f t(x)) dt e Ψ(x) =

R 1
0
|ϕ|(f t(x)) dt. Então

R

|ψ| dµ ≤
R

Ψ dµ ≤
R

|ϕ| dµ, logo ψ,Ψ ∈ L1(µ). Além disso

1

T

Z T

0
ϕ(f t(x)) dt =

1

T

[T ]−1
X

j=0

ψ(fj (x)) +
1

T

Z T

[T ]
ϕ(f t(x)) dt.

Pelo teorema de Birkhoff aplicado a (f1, µ) e à função ψ, o primeiro termo do lado direito con-
verge em quase todo ponto quando T → ∞. O último termo é limitado por (1/T )Ψ(f [T ](x)).
Usando o Lema 3.2.5, segue que ele converge para zero quando T → ∞.

3.2.7. O exerćıcio está resolvido na Proposição 6.2.1.

3.3.1. Como ϕn+1 ≤ ϕn ◦ f + ϕ1 para todo n, temos que ϕ− ≤ ϕ− ◦ f . Logo, a primeira
afirmação segue de

R

M (ϕ− ◦ f − ϕ−) dµ = 0. A segunda é análoga.

3.3.2. Seja µ uma probabilidade invariante por um fluxo f t : M → M , t ∈ R e seja (ϕs)s>0

uma famı́lia de funções, indexada pelos reais positivos, tal que ϕs+t ≤ ϕt +ϕs ◦ f t e a função
Φ = sup0<s<1 ϕ

+
s está em L1(µ). Então (1/T )ϕT converge em µ-quase todo ponto para uma

função ϕ tal que ϕ+ ∈ L1(µ) e
R

ϕdµ = limT→∞(1/T )
R

ϕT dµ. Para provar este enunciado,
tome ϕ = limn(1/n)ϕn (Teorema 3.3.3). Para T > 0 não inteiro, escreva T = n + s com
N ∈ N e s ∈ (0, 1). Então

ϕT ≤ ϕn + ϕs ◦ fn ≤ ϕn + Φ ◦ fn e ϕT ≥ ϕn+1 − ϕ1−s ◦ fT ≥ ϕn − Φ ◦ fT .
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Usando o Lema 3.2.5, a primeira desigualdade mostra que limsupT→∞(1/T )ϕT ≤ ϕ. Ana-
logamente, a segunda desigualdade, usando a versão do Lema 3.2.5 para tempo cont́ınuo,
dá que lim infT→∞(1/T )ϕT ≥ ϕ. Também segue que limT→∞(1/T )

R

ϕT dµ coincide com
limn(1/n)

R

ϕn dµ. Pelo Teorema 3.3.3, este último limite é igual a
R

ϕdµ.

3.3.3. Combine o Lema 1.3.5 com a propriedade (c2) na Seção 3.3.5.

3.3.4. Defina ψn = nτ e γn = ϕn − nτ , onde τ é a constante temporal.

3.3.5. Como log+ ‖φ‖ ∈ L1(µ), para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que µ(B) < δ implica
R

B log+ ‖θ‖ dµ < ε. Usando que log+ ‖φn‖ ≤ Pn−1
j=0 log+ ‖θ‖ ◦ fj , vem que

µ(E) < δ ⇒ 1

n

Z

E
log+ ‖φn‖ dµ ≤ 1

n

n−1
X

j=0

Z

f−j(E)
log+ ‖θ‖ dµ ≤ ε.

3.3.6. Fixe k ≥ 1. Por subaditividade,

λmax(x) = lim
n

1

nk
log ‖φnk(x)‖ ≤ lim

n

1

n

n−1
X

j=0

1

k
log ‖φk(fjk(x))‖ = Ψk(x).

Dados ρ > 0 e k ≥ 1, defina ∆k = {x : ψk(x) > λmax(x) + ρ/2}. Represente por Xk a função
caracteŕıstica de ∆k. Então,

Ψk(x) ≤
`

λmax(x) +
ρ

2

´

+ lim
n

1

n

n−1
X

j=0

(ψ+
k Xk)(fjk(x)).

Seja Γk o conjunto dos pontos x onde este último termo é maior que ρ/2. Se x /∈ Γk então
Ψk(x) ≤ λmax(x) + ρ. Portanto, basta mostrar que µ-quase todo x pertence a Γck para algum
k. Usando o lema de Fatou, vemos que

ρ

2
µ(Γk) ≤

Z

lim
n

1

n

n−1
X

j=0

(ψ+
k Xk) ◦ fjk dµ ≤ lim

n

Z

1

n

n−1
X

j=0

(ψ+
k Xk) ◦ fjk dµ =

Z

∆k

ψ+
k dµ.

Como λmax = limk ψk, temos que µ(∆k) converge para zero. Por integrabilidade uniforme,
segue que

R

∆k
ψk dµ converge para zero. Logo µ(Γk) → 0 e isso implica o que dissemos.

3.4.1. Se A,B ⊂ Σρ são disjuntos então Aδ e Bδ também são, para δ < ρ. Segue que (3.4.6)
é σ-aditiva. Quanto a (3.4.7): se An ⊂ Σ são disjuntos dois-a-dois,

X

n

µ(An) =
X

n

sup
ρ
µ(An ∩ Σρ) = sup

ρ

X

n

µ(An ∩ Σρ) = sup
ρ
µ(∪nAn ∩ Σρ) = µ(∪nAn).

3.4.2. (a) Suponha que fnj (x) → x. Então π(fnj (x), s) → π(x, s) para todo s. Pela condição
(3.4.1), existe (tj )j → ∞ tal que π(fnj (x), 0) = π(x, tj) para cada j. Logo, gtj (π(x, s)) =
π(x, s + tj) = π(fnj (x), s) para todo s. Em outras palavras, gtj (π(x, s)) → π(x, s). (b)
Suponha que gtj (π(x, s)) → π(x, s) com tj → ∞. Fixe qualquer 0 < σ < τ(x). Como gσ−s é
cont́ınuo, temos que gtj (π(x, σ)) → π(x, σ). Para cada j, tome nj inteiro e 0 ≤ σj < τ(fnj (x))
tais que gtj (π(x, σ)) = π(fnj (x), σj). Então π(fnj (x), σj) → π(x, σ) e, pela escolha de σ e
σj , isso implica que fnj (x) → x e σj → σ. (c) A primeira afirmação é consequência direta dos
itens (a) e (b) e da definição da medida ν. A segunda segue usando o teorema de recorrência
de Poincaré.

3.4.3. Considere coordenadas locais x = (x1, x2, . . . , xd) tais que Σ ⊂ {x1 = 0}. Escreva
ν = ψ(x) dx1dx2 . . . dxd. Então νΣ = ψ(y) dx2 . . . dxd com y = (0, x2, . . . , xd). Dados A ⊂ Σ
e δ > 0, a aplicação ξ : (t, y) 7→ gt(y) é um difeomorfismo de [0, δ] × A em Aδ. Portanto,
ν(Aδ) =

R

[0,δ]×A
(ψ ◦ ξ)| detDξ| dtdx2 . . . dxd e, consequentemente,

lim
δ→0

ν(Aδ)

δ
=

Z

A
ψ(y)| detDξ|(y) dx2 . . . dxd.

Em seguida, note |detDξ|(y) = |X(y)·(∂/∂t)| = φ(y) para todo y ∈ Σ. Segue que o transporte
de ν coincide com a medida η = φνΣ. Em particular, η é invariante pela transformação de
Poincaré.
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3.4.4. (a) As afirmações â ◦ F ≡ â e Gt ◦ F = F ◦ Gt e â ◦ Gt ≡ â seguem diretamente
das definições. As duas primeiras garantem a existência de a e de (gt)t e a terceira implica
que o funcional é invariante pelo fluxo. Também temos que detDF ≡ 1 e detDGt ≡ 1,
logo ν̂ é invariante por F e por Gt para todo t. Note que grad â 6= 0 em todo ponto. Logo,
podemos usar o Exerćıcio 1.3.12 para concluir que ηc é invariante por F e por Gt para todo t
e todo c. (b) Dado (λ1, λ2, h1, h2), escreva (λn1 , λ

n
2 , h

n
1 , h

n
2 ) = Fn(λ1, λ2, h1, h2) para n ∈ Z.

Por definição, λn1 + λn2 = max{λn−1
1 , λn−1

2 } para todo n. Verifique que (λn1 )n e (λn2 )n são
não crescentes e convergem para zero quando n → +∞ e para infinito quando n → −∞.
Conclua que existe um único n tal que λn1 + λn2 ≥ 1 > max{λn1 , λn2 }. Isto mostra que D é um
domı́nio fundamental para ∼. A medida ν é infinita porque ν̂(D) = ∞. Dado outro domı́nio
fundamental D′, podemos escrever D e D′ como uniões enumeráveis disjuntas D = ∪Dk
e D′ = ∪D′

k de tal modo que D′
k = F k(Dk) para todo k. Como ν̂ é invariante por F ,

segue que π(ν̂ | D′) =
P

k π(ν̂ | D′
k) =

P

k π(ν̂ | D′
k) = π(ν̂ | D). Para verificar que ν é

invariante por (gt)t imite a Proposição 3.4.1. (c) O campo de vetores X = (∂Gt/∂t) |t=0

está dado por X(λ1, λ2, h1, h2) = (λ1, λ2,−h1,−h2). É claro que ele é transversal à seção
Σ = {λ1 + λ2 = 1}. O tempo de primeiro retorno a Σ é a solução de max{eτλ1, eτλ2} = 1,
ou seja, τ = min{− log λ1,− log λ2}. Isto dá:

f(λ1, λ2, h1, h2) =



(1 − λ2/λ1, λ2/λ1, λ1h1, λ1(h1 + h2)) se λ1 > λ2

(λ1/λ2, 1 − λ1/λ2, λ2(h1 + h2), λ2h2) se λ1 < λ2.

Seja ds o comprimento de arco no segmento {(λ1, λ2) ∈ R2
+ : λ1 + λ2 = 1}. A medida

de volume induzida pela métrica Riemanianna em Σ está dada por dsdh1dh2. O campo
de vetores n(λ1, λ2, h1, h2) = (1/

√
2, 1/

√
2, 0, 0) é unitário e ortogonal a Σ. Note que X ·

n ≡ 1/
√

2 em Σ. Pelo Exerćıcio 3.4.3, segue que a medida transporte está dada por µ =
(1/

√
2) dsdh1dh2. Note que µ(Σ) = ∞. (d) O item (a) implica que Nc é invariante e,

imitando a Proposição 3.4.1, que ηc é invariante. Para cada (λ1, λ2), o segmento {(h1, h2) :
a(λ1, λ2, h1, h2) = c} pode ser parametrizado por h1 = cs/λ1 e h2 = c(1 − s)/λ2, com
s ∈ (0, 1). Como grad â(λ1, λ2, h1, h2) = (h1, h2, λ1, λ2), segue que

ηc(Nc) =

Z Z

D
dλ1dλ2

Z 1

0

p

(c/λ1)2 + (c/λ2)2 ds
q

(cs/λ1)2 + (c(1 − s)/λ2)2 + λ2
1 + λ2

2

.

A função integranda é menor do que 2max{λ−1
1 , λ−1

2 }. Portanto,

ηc(Nc) ≤
Z Z

D
2max{λ−1

1 , λ−1
2 } dλ1dλ2 <∞.

Segue do Teorema 1.2.4 que ηc-quase todo ponto é recorrente para (gt)t. Como ηc é equivalente
a νc = π∗(ν̂c ∩D), segue que νc-quase todo ponto é recorrente para (gt)t, para todo c. Logo,
ν-quase todo ponto é recorrente.

4.1.1. Se A é um conjunto invariante então a órbita de p está contida ou em A ou no seu
complementar.

4.1.2. Use o teorema de Birkhoff e o teorema da convergência dominada.

4.1.3. (a) ⇒: Se A é invariante então ∪nf−n(A) = A. (a) ⇐: B = ∪nf−n(A) satisfaz
f−1(B) ⊂ B. (b) ⇒: Se A é invariante então µ(f−n(A) ∩ Ac) = 0, logo µ(A)µ(Ac) = 0.
(b) ⇐: Se µ é ergódica, ∪nf−n(A) tem medida 1, logo intersecta todo conjunto com medida
positiva. (c) ⇒: Para cada ϕ ∈ Lp(µ) os dois lados de (4.1.2) são funcões lineares cont́ınuas
de ψ ∈ Lq(µ). Logo, o conjunto onde vale a igualdade é fechado. Esta observação permanece
válida se permutarmos os papéis de ϕ e ψ. ⇒ (c): Está contido na Proposição 4.1.4. (d) ⇒:
Funções caracteŕısticas estão em Lp(µ). ⇒ (d): Use (4.1.2) com ψ ≡ 1. (e) ⇒: As funções
caracteŕısticas de conjuntos invariantes satisfazem a hipótese. ⇒ (e):

R

ϕ ◦ f dµ =
R

ϕdµ,
logo a hipótese implica que ϕ é função invariante.

4.1.4. Seja A um conjunto invariante. Pelo Exerćıcio A.5.7, existem funções uniformemente
cont́ınuas limitadas (ϕk)k convergindo para XA em µ-quase todo ponto e em L2(µ). Use
o teorema de von Neumann para verificar que as médias temporais (ϕ̃k)k convergem para
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X̃A = XA. Então a hipótese implica que XA é constante em µ-quase todo ponto, ou seja,
µ(A) = 0 ou µ(Ac) = 0.

4.1.5. Pelo teorema de Birkhoff, a média temporal é uma função invariante. Isso dá a primeira
afirmação. A segunda está contida na Proposição 4.1.3.

4.1.6. Use o Exerćıcio 4.1.5.

4.1.7. Este exerćıcio está resolvido no Exemplo 7.1.10.

4.1.8. Suponha que Ufϕ = λϕ. Como Uf é isometria, |λ| = 1. Se λn = 1 para algum n então
ϕ ◦ fn = ϕ e, por ergodicidade, ϕ é constante em quase todo ponto. Caso contrário, dado
qualquer c 6= 0, os conjuntos ϕ−1(λ−kc), k ≥ 0 são disjuntos dois-a-dois. Como a sua medida
é independente de k, ela precisa ser nula. Finalmente, ϕ−1(c) é um conjunto invariante por f
e, consequentemente, a sua medida é zero ou total.

4.2.1. Escreva ϕ(x) =
P

k∈Zd ake
2πik·x. Verifique que ϕ◦Rθ se, e somente se, ake

2πik·θ = ak
para todo k ∈ Zd. para θ racionalmente independente, isto implica que ak = 0 para todo
k 6= 0.

4.2.2. Considere Σ = XN; o outro caso é análogo. Para ver que σ é cont́ınua, observe
que σ−1([m;Am, · · · , An]) = [m + 1;Am, . . . , An]. Escrevendo X = {1, . . . , d}, considere o
ponto x = (1, 2, . . . , d, 1, 1, 1, 2, . . . , d, d, 1, 1, 1, 1, 1, 2, . . . ) ∈ Σ e verifique que {σn(x) : n ≥ 1}
intersecta todo cilindro de Σ. Dado qualquer cilindro [m;Am, . . . , Am+p−1], considere a
sequência x = (xk)n tal que xk ∈ Ak para m ≤ k < m + p e xk = xk+p para todo k ≥ 0.
Verifique que x é ponto periódico de σ.

4.2.3. Adaptando a demonstração da Proposição 4.2.4, mostre que se A é subconjunto inva-
riante com medida positiva então A ∩ [(i− 1)/3, i/3] tem medida total em (i− 1)/3, i/3] para
algum i ∈ {1, 2, 3}. Deduza que A tem medida total em [0, 1].

4.2.4. Podemos supor que X contém uma sequência infinita de órbitas periódicas (On)n com
peŕıodo indo para infinito. Seja Y ⊂ X o conjunto de pontos de acumulação dessa sequência.
Mostre que Y não pode consistir de um único ponto. Sejam p 6= q pontos periódicos em Y
e seja z um ponto heterocĺınico, ou seja, tal que fn(z) converge para a órbita de p quando
n → −∞ e para a órbita de q quando n → +∞. Mostre que z ∈ Y e deduza a conclusão do
exerćıcio.

4.2.5. Comece por verificar que se {Un,α : α} é base de uma topologia Tn (respectivamente,
gerador de uma σ-álgebra Bn), para cada n ≥ 1, então os cilindros [1;U1,α1 , . . . , Un,αn ]
formam uma base da topologia produto

Q

n Tn (respectivamente, um gerador da σ-álgebra
produto

Q

n Bn). Mostre também que se (Uk)k é base enumerável de abertos de um espaço
topológico então ela gera a σ-álgebra de Borel do espaço. Combinando estas observações
mostre que se (Vk)k é base enumerável de abertos de X então os cilindros [1;Vk1 , . . . , Vkn ]

geram tanto a σ-álgebra de Borel XN quanto o produto BN da σ-álgebra de Borel B de X.
Logo, estas σ-álgebras coincidem.

4.2.6. Considere um ponto de densidade a de A e use o fato de que a órbita de a é densa
(Exerćıcio 1.3.10) para concluir que o complementar não tem pontos de densidade.

4.2.7. Para a primeira parte, verifique que a sequência do lado direito de (4.2.19) é equicon-
t́ınua e use o teorema de Ascoli-Arzelá. Na segunda parte, use o fato de que ϕ̃ é constante
em cada órbita de Rθ e as órbita são densas em S1. Represente por c(ϕ) o valor de ϕ̃(x) para
qualquer x. Dada qualquer probabilidade invariante µ e qualquer função cont́ınua, o teorema
de Birkhoff dá que

R

ϕdµ = c(ϕ). Pela Proposição A.3.3, isto mostra que µ está unicamente
determinada.

4.2.8. A relação Ax = λx corresponde a um sistema homogêneo de d equações lineares com
coeficientes racionais e, portanto, admite alguma solução racional x 6= 0. Por homogeneidade,
podemos multiplicar as entradas de x por uma mesma constante, de modo torná-las inteiras.

4.2.9. Seja Jk = (0, 1/k), para cada k ≥ 1. Verifique que x tem expansão de tipo limitado
se, e somente se, existe k ≥ 1 tal que Gn(x) /∈ Jk para todo n. Observe que µ(Jk) > 0 para
todo k. Deduza que para todo k e µ-quase todo x existe n ≥ 1 tal que Gn(x) ∈ Jk. Conclua
que L tem medida de Lebesgue nula.



491

4.2.10. Para cada L ∈ N, considere ϕL(x) = min{φ(x), L}. Então ϕL ∈ L1(µ) e, por
ergodicidade, ϕ̃L =

R

ϕL dµ em µ-quase todo ponto. Para concluir, observe que φ̃ ≥ φ̃L para
todo L e que

R

φL dµ→ +∞.

4.2.11. A primeira parte segue do fato de que (G, µ) é ergódica (Proposição 4.2.10). Para a se-
gunda parte, observe que a função ψ =

P∞
k=1 kXIk tem

R

ψ dµ = +∞ e use o Exerćıcio 4.2.10.

4.3.1. Seja (Uk)k uma base enumerável de abertos. Por ergodicidade, se Uk tem medida posi-
tiva então ele intersecta (fn(x))n para todo x num conjunto Mk com medida total. Intersecte
os conjuntos Mk obtidos deste modo.

4.3.2. Observe que a função η →
R

ϕdη é cont́ınua e que M1(f) é compacto (Teorema 2.1.5),
relativamente à topologia fraca∗

4.3.3. Observe que se A ⊂ E é invariante por g e tem medida ν positiva então o conjunto
B = ∪k ∪n<k f−n(A) ∩ Ek = ∪n ∪k>n f−n(A) ∩ Ek é invariante por f e tem medida νρ
positiva. Supondo que (f, µ) é ergódica, segue que B tem medida νρ total, o qual implica que
ν(A) = 1. Portanto, (g, ν) é ergódica. Para provar a rećıproca, observe que se B é invariante
por f e tem medida νρ positiva então A = B ∩E é invariante por g e tem medida ν positiva.
Supondo que (g, ν) é ergódica, segue que ν(A) = 1. Então B tem medida νρ total, ou seja,
µ(B) = 1. Isto mostra que (f, µ) é ergódica.

4.3.4. Observe que se A ⊂ M é invariante por f e tem medida µ positiva então π−1(A)

é invariante por f̂ e tem medida µ̂ positiva. Isto mostra que (f, µ) é ergódico se (f̂ , µ̂) é
ergódico. Para provar a rećıproca, considere qualquer função uniformemente cont́ınua limitada
ϕ : M̂ → R e seja ϕ̃ a sua média temporal. Note que consideramos em M̂ a distância d̂ definida
por (2.4.7). Verifique que se x̂, ŷ são tais que π(x̂) = π(ŷ) então d(f̂n(x̂), f̂n(ŷ)) → 0 quando
n→ ∞. Usando a continuidade uniforme, conclua que ϕ̃(x̂) = ϕ̃(ŷ). Isto mostra que ϕ̃ = ψ◦π
para alguma função ψ : M → R. Esta função ψ é mensurável a menos de medida nula. Isso
pode ser mostrado da seguinte forma. Pelo Exerćıcio 2.4.4, dado qualquer ε > 0 podemos
aplicar o teorema de Lusin para encontrar um compacto K̂ ⊂ M̂ tal que a restrição de ϕ̃ a
K é continua e µ̂(K̂) > 1 − ε. Então, K = π(K̂) é um compacto com µ(K) ≥ µ̂(K̂) > 1 − ε.
Mostre que a restrição de ψ a K é cont́ınua. Fazendo ε → 0, segue que ψ é mensurável a
menos de medida nula, conforme afirmamos. Note também que ψ é f -invariante, porque ϕ̃ é
f̂ -invariante. Então, pela hipótese de que (f, µ) é ergódico, ψ é constante em µ-quase todo
ponto. Isto significa que ϕ̃ é constante em µ̂-quase todo ponto. Pelo Exerćıcio 4.1.4, segue
que (f̂ , µ̂) é ergódico.

4.3.5. Observe que se A ⊂ M é invariante por f e tem medida µ positiva então π(A × R) é
invariante pelo fluxo e tem medida ν positiva. Para a rećıproca, observe que se B é invariante
pelo fluxo e tem medida ν positiva então π−1(B) tem a forma A×R, onde A é invariante por
f e tem medida µ positiva.

4.3.6. Fixe j 6= k em I. Usando o Lema 4.3.1, mostre que existe conjunto mensurável
Aj,k tal que µj(Aj,k) > 0 mas µk(Aj,k) = 0. Seja Bj,k = ∪∞

j=0f
−j(Aj,k). Verifique que

µj(Bj,k) > 0 e µk(Bj,k) = 0 e f−1(Bj,k) ⊂ Bj,k . Defina Cj,k = ∩∞
n=0f

−n(Bj,k) e verifique
que f−1(Cj,k) = Cj,k . Mostre que µj(Cj,k) é positiva e, portanto, µj(Cj,k) = 1. Por outro
lado, mostre que µk(Cj,k) = 0. Agora defina Dj = ∩k 6=jCj,k e Pj = Dj \

S

k 6=j Dk. Verifique

que f−1(Dj) = Dj e µj(Dj) = 1 e µk(Dj) = 0 para todo k 6= j. Logo, f−1(Pj) = Pj para
todo j e µj(Pj) = 1 e µk(Pj) = 0 para todo k 6= j. Além disso, os Pj são disjuntos dois-a-dois.

4.3.7. Seja M = {0, 1}N e, para cada n, seja µn a medida invariante atômica suportada na
órbita periódica αn = (αnk )k , de peŕıodo 2n, definida por αnk = 0, se 0 ≤ k < n e αnk = 1 se
n ≤ k < 2n. Mostre que (µn)n converge para (δ0 + δ1)/2, onde 0 e 1 são os pontos fixos do
deslocamento.

4.3.8. Considere uma função cont́ınua limitada qualquer ϕ : M → R. Por ergodicidade,
(1/n)

Pn−1
j=0 ϕ(fj(x)) converge para

R

ϕdµ em µ-quase todo ponto e, consequentemente, em
ν-quase todo ponto Aplique o teorema da convergência dominada.

4.3.9. (1) Tome k ≥ 1 tal que todo cilindro de comprimento k tem diâmetro menor que δ.
Tome y = (yj) definido por yj+ni

= xij para cada 0 ≤ j < mi + k. (2) Tome δ > 0 tal

que d(z,w) < δ implica |ϕ(z) − ϕ(w)| < ε e considere k ≥ 1 dado pelo item 1. Escolha mi,
i = 1, . . . , s tais que mi/ns ≈ αi para todo i. Então, tome y como no item 1. (3) Pelo teorema
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ergódico,
R

ϕdµ =
R

ϕ̃ dµ. Tome x1, . . . , xs ∈ Σ e α1, . . . , αs tais que
R

ϕ̃ dµ ≈ P

i αiϕ̃(xi).
Note que ϕ̃(y) =

R

ϕdνy , onde νy é a medida (atômica) invariante suportada na órbita de y.
Lembre do Exerćıcio 4.1.1.

4.4.1. (a) Discutimos apenas o caso d = 2. Se o vetor ω = (ω1, ω2) é (c, τ)-diofantino então o
número θ = ω1/ω2 é tal que |θ− (p/q)| ≥ c/qτ+1, para quaisquer p, q ∈ Z com q 6= 0. Usando
o prinćıpio da casa dos pombos, prove que dado qualquer irracional ξ existem inteiros k, l com
l 6= 0 tais que |ξ − k/l| < 1/l2 (este resultado é chamado teorema de Dirichlet). Conclua
que τ + 1 ≥ 2. (b) Podemos supor que o vetor está no cubo unitário. Seja Vc,τ o conjunto
dos vetores (c, τ)-diofantinos. Verifique que o complemento de Vc,τ é uma união de ‘placas’
com espessura 2c/‖k‖τ+1 em torno do hiperplano ortogonal a cada vetor k ∈ Zd. Mostre que
quando τ + 1 > d a medida do complementar de Vc,τ no cubo unitário vai para zero quando
c→ 0.

4.4.2. Seja B = [0, a] × [0, b] a mesa do bilhar. Considere a aplicaçao π : T2 → B dada por

B([x, y]) = B([1−x, y]) = B([x, 1− y]) = B([1−x, 1− y]) = (2ax, 2by) para (x, y) ∈ [0, 1/2]2.

Verifique que toda órbita do bilhar é imagem por π de uma reta no toro T2. Logo a órbita é
periódica ou densa dependendo da inclinação da reta ser racional ou irracional.

4.4.3. Considere em cada lado do triângulo o pé da respectiva altura (ou seja, o ponto
onde esse lado intersecta a reta ortogonal a ele que passa pelo vértice oposto). Mostre que o
triângulo definido por esses três pontos é uma órbita periódica do bilhar.

4.4.4. Mostre que o vetor pi − pj é ortogonal à hipersuperf́ıcie {p ∈ ∂Ω : ‖pi − pj‖ = 2ρ}
no ponto p = (p1, · · · , pd). Deduza que as condições no Exemplo 4.4.4 implicam que (i) as
componentes de vi − vj e v′i − v′j na direção ortogonal à hipersuperf́ıcie são simétricas e (ii)
as componentes desses vetores na direção tangente ao bordo são iguais. Verifique que isto
significa que a reflexão no bordo do bilhar é elástica.

4.4.5. Usando a Equação (4.4.8) e a condição de torção temos que para cada θ ∈ R existe
exatamente um número ρθ ∈ (a, b) tal que Θ(θ, ρθ) = θ. A função θ 7→ ρθ é cont́ınua e
periódica, com peŕıodo 1. Considere o seu gráfico Γ = {(θ, ρθ) : θ ∈ S1}. Qualquer ponto em
Γ ∩ f(Γ) é ponto fixo para f , uma vez que se (θ, ρθ) = f(γ, ργ) =

`

Θ(γ, ργ), R(γ, ργ)
´

, como
Θ(γ, ργ) = γ, temos θ = γ e, portanto, ρθ = ργ .

Como f preserva área, nenhuma das componentes conexas de A \ Γ pode ser enviada
dentro de si mesma. Isso implica que f(Γ) intersecta Γ em, pelo menos, dois pontos.

4.4.6. Defina G(θ, ρ) = F q(θ, ρ) − (p, 0). Como F é levantamento de f , temos que G é um
levantamento de fq , já que se π : R × [a, b] → S1 × [a, b] é a projeção π(θ, ρ) = (θmod Z, ρ)
então πG = πF q = fqπ. Além disso, G satisfaz (4.4.8). Logo, segue do Teorema 4.4.7 que fq

tem pelo menos dois pontos fixos no interior de A.

4.4.7. Inspirando-se no Exemplo 4.4.10, mostre que a transformação do bilhar em Ω é (ou,
mais precisamente, se estende a) um transformação de Dehn no anel A = S1× [−π/2, π/2], ou
seja, um homeomorfismo f : A→ A que coincide com a identidade em ambas as componentes
conexas do bordo mas é homotopicamente não trivial: na verdade, f admite um levantamento
F : R × [−π/2, π/2] → R × [−π/2, π/2] tal que F (s,−π/2) = (s − 2π,−π/2) e F (s, π/2) =
(s, π/2) para todo s. Considere números racionais pn/qn ∈ (−2π, 0) com qn → ∞. Use o
Exerćıcio 4.4.6 para mostrar que g tem pontos periódicos de peŕıodo qn. Observe que, se
tomarmos os qn primos entre si, estes pontos periódicos são todos distintos.

5.1.1. Se P =
W

n{En,M \En}, tome Pn =
Wn
j=1{Ej ,M \Ej} e observe que P =

W

n Pn. Re-

ciprocamente, se P =
W

n Pn com Pn finita ou enumerável, seja {Ek : k ∈ N} uma enumeração
de ∪nPn; verifique que P =

W

n{En,M \ En}.
5.1.2. Seja α o ı́nfimo das medidas dos conjuntos fk-invariantes com medida positiva. Mostre
que α = 1/l para algum inteiro l ≥ 1 que divide k. Além disso, existe conjunto f l-invariante
A tal que µ(A) = 1/l. Seja ν a restrição normalizada de µ a tal conjunto A. Verifique que a

decomposição ergódica de µ para fk é (1/l)
Pl−1
j=0 f

j
∗ν.

5.1.3. (a) ⇒ (b) Note que a aplicação M1(M) → R, ν 7→
R

ϕdν é cont́ınua, logo mensurável.
(b) ⇒ (a): Dados µ ∈ M1(M), ε > 0 e funções cont́ınuas limitadas φ1, . . . , φN , escreva
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aj =
R

ϕj dµ. Por hipótese, cada {x :
R

φj dνx ∈ (aj − ε, aj + ε)} é um conjunto mensurável.
Intersectando em j, obtemos que {x : νx ∈ V (µ, {φ1, . . . , φN}, ε)} é mensurável. (b) ⇒ (c) Use
o Exerćıcio A.3.5 para aproximar ψ por funções cont́ınuas, e use o teorema da convergência
dominada. (c) ⇒ (d) é trivial. (d) ⇒ (b) Aproxime ϕ, uniformemente, por funções simples.

5.1.4. Seja (ψk)k uma sequência de funções simples, convergindo uniformemente para ψ.
Então P 7→

R

ψk dµP converge uniformemente para P 7→
R

ψ dµP . A conclusão do exerćıcio
segue facilmente.

5.1.5. Lembre (Exerćıcio 4.3.4) que um sistema é ergódico se, e somente se, a sua extensão
natural é ergódica. Conclua que, em geral, a decomposição ergódica da extensão natural é
dada pelo levantamento da decomposição ergódica do sistema.

5.1.6. O Teorema 3.2.6 garante que M0 tem medida total. Para mostrar que P é partição
mensurável, considere a sequência de partições Pn =

Wn
i,j=1

˘

Ei,j , Eci,j
¯

, com Ei,j = {φi <
qj}, onde {φi : i ≥ 1} é um subconjunto enumerável denso da bola unitária de C0(M,R)
(Teorema A.3.13) e {qj : j ≥ 1} é uma enumeração dos números racionais. Considere uma
desintegração {µP : P ∈ P} da medida µ relativamente a P. Para ver que as medidas µP são
ergódicas use o Exerćıcio 4.1.4.

5.1.7. O enunciado não depende da escolha da decomposição ergódica, uma vez que ela é
essencialmente única. Considere a construção no Exerćıcio 5.1.6. O conjunto M0 é saturado
pela partição Ws, ou seja, se x ∈ M0 então Ws(x) ⊂ M0. Além disso, a aplicação y 7→ µy é
constante em cada Ws(x). Como a partição P é caracterizada por P(x) = P(y) ⇔ µx = µy ,
segue que P ≺ Ws restrito a M0.

5.2.1. Considere as projeções canônicas πP : M → P e πQ : M → Q, as medidas quociente
µ̂P = (πP )∗µ e µ̂Q = (πQ)∗µ e as desintegrações µ =

R

µP dµ̂P (P ) e µ =
R

µQ dµ̂Q(Q). Além
disso, para cada P ∈ P, considere µ̂P,Q = (πQ)∗µP e a desintegração µP =

R

µP,Q dµ̂P,Q(Q).
Observe que

R

µ̂P,Q dµ̂P (P ) = µ̂Q: dado qualquer B ⊂ Q,
Z

µ̂P,Q(B) dµ̂P (P ) =

Z

µP (π−1
Q (B)) dµ̂P (P ) = µ(π−1

Q (B)) = µ̂Q(B).

Para verificar que µπ(Q),Q é desintegração de µ relativamente a Q: (a) µP,Q(Q) = 1 para
µ̂P,Q-quase todo Q e µ̂P -quase todo P . Além disso, µP,Q = µπ(Q),Q para para µ̂P,Q-quase
todo Q e µ̂P -quase todo P , porque µP (P ) = 1 para µ̂P -quase todo P . Pela observação ante-
rior, segue que µπ(Q),Q(Q) = 1 para µ̂Q-quase todo Q. (b) P 7→ µP (E) é mensurável, a menos
de medida nula, para todo conjunto boreliano E ⊂ M . Por construção (Seção 5.2.3), existe
uma álgebra enumerável geradora A tal que µP,Q(E) = limn µP (E ∩Qn)/µP (Qn) para todo
E ∈ A (onde Qn é o elemento de Qn que contém Q). Deduza que P 7→ µπ(Q),Q(E) é men-
surável, a menos de medida nula, para todo E ∈ A. Estenda esta conclusão para todo boreliano
E, usando o argumento de classes monótonas na Seção 5.2.3. (c) Temos µ =

R

µP dµ̂P (P ) =
R R

µP,Q dµ̂P,Q(Q)dµ̂P (P ) =
R R

µπ(Q),Q dµ̂P,Q(Q)dµ̂P (P ) =
R

µπ(Q),Q dµ̂Q(Q).

5.2.2. Argumente que a partição Q do espaço M1(M) em pontos é mensurável. Dada uma
desintegração {µP : P ∈ P}, considere a aplicação mensurável M 7→ M1(M), x 7→ µP (x).
A pré-imagem de Q por esta aplicação é uma partição mensurável. Verifique que essa pré-
imagem coincide com P num subconjunto com medida total.

5.2.3. Observe que a famı́lia dos conjuntos B ∈ B tais que
R

B
e(ψ) dµ =

R

B
ψ dµ é uma

σ-álgebra completa e contém ∪nPn, logo contém B. Deduza que e(ψ) = ψ em µ-quase todo
ponto, tal como afirmado.

5.2.4. As hipóteses sobre M implicam que M̂ é espaço métrico e admite base enumerável de
abertos µ̂ formada por cilindros (lembre da Seção 2.4.2). Usando (2.4.7) e a hipótese de que f

é cont́ınua, verifique que M̂ também é completo. Inicialmente, defina µ̂ no conjunto dos cilin-
dros, por meio de (2.4.8). Mostre que µ̂ está bem definida: se [Ak, . . . , A0] = [Bl, . . . , B0] com
k ≤ l ≤ 0, então Ak ∩ · · · f−k(A0) = fk−l(Bl ∩ · · · ∩ f−l(B0)) e, portanto, µ̂([Ak, . . . , A0]) =
µ̂([Bl, . . . , B0]). Além disso, se [Ak, . . . , A0] coincide com uma união disjunta de cilindros
[Aik, . . . , A

i
0], i = 1, . . . , N então Ak ∩ · · · ∩ f−k(A0) coincide com a união disjunta dos con-

juntos Aik ∩ · · · ∩ f−k(Ai0) e, portanto, µ̂([Ak, . . . , A0]) =
P

i µ̂([Aik, . . . , A
i
0]). Conclua que

podemos estender µ a uma função aditiva na álgebra gerada pelos cilindros, a qual coincide
com a famı́lia das uniões finitas disjuntas de cilindros. Seja Â a álgebra gerada pela base
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enumerável de abertos Û . Claro que Â está contida na álgebra gerada por todos os cilindros.
Pela Proposição 2.4.4, a restrição de µ̂ a Â se estende a uma medida de probabilidade em M̂ .
Conclua que esta probabilidade é um levantamento de µ.

6.1.1. Considere f sendo uma rotação racional em S1.

6.1.2. Observe que se f é transitiva e ψ é uma função cont́ınua satisfazendo ψ ◦ f = ψ então
ψ é constante.

6.1.3. A função ϕ é invariante.

6.2.1. A transformação h é invert́ıvel e preserva a medida m. A relação de conjugação
h ◦ f0 = f ◦ h é equivalente à equação cohomológica.

6.2.2. A transformação h é um homeomorfismo e a relação de conjugação h ◦ f0 = f ◦ h é
equivalente à equação cohomológica.

6.2.3. Substitua φ(x) =
P

n ane
2πinx e u(x) =

P

n bne
2πinx na equação cohomológica e

resolva em ordem a bn para obter (6.2.9). Observe que b0 = 0 e que b−n = b̄n para todo
n ≥ 1. Portanto,

P∞
n=1 |bn|2 <∞ ⇔ P

n∈Z |bn|2 ⇔ u ∈ L2(m).

6.2.4. Se α é diofantino então existe C > 1 tal que |e2πiqα − 1| ≥ C−1|q|−τ para todo q ≥ 1.
Então |bn| ≤ Cρn|n|τ para todo n suficientemente grande.

6.2.5. Represente por X o fecho da órbita do ponto x. Se X é minimal, para cada y ∈ X existe
n(y) ≥ 1 tal que d(fn(y)(y), x) < ε. Então, por continuidade, y admite uma vizinhança aberta
V (y) tal que d(fn(y)(z), x) < ε para todo z ∈ V (y). Tome y1, ..., ys tais que X ⊂ ∪iV (yi)
e tome m = maxi n(yi). Dado qualquer k ≥ 1, tome i tal que fk(x) ∈ V (yi). Então
d(fk+ni (x), x) < ε, ou seja, k + ni ∈ Rε. Isto prova que, dados quaisquer m + 1 inteiros
consecutivos, pelo menos um deles está em Rε. Logo Rε é sindético. Agora suponha queX não
é minimal. Então existe um conjunto invariante, fechado e não vazio F contido propriamente
em X. Note que x /∈ F e, portanto, para todo ε suficientemente pequeno, existe um aberto
U que contém F e não intersecta B(x, ε). Por outro lado, como Rε é sindético, existe m ≥ 1
tal que, para qualquer k ≥ 1 existe n ∈ {k, . . . , k +m} tal que fn(x) ∈ B(x, ε). Tome k tal
fk(x) ∈ U1, onde U1 = U ∩ f−1(U) ∩ · · · ∩ f−m(U), e encontre uma contradição.

6.2.6. Pelo Exerćıcio 6.2.5, o conjunto Rε = {n ∈ N : d(x, fn(x)) < ε} é sindético para todo
ε > 0. Se y está próximo de x então {n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < ε} contém blocos de inteiros
consecutivos com comprimento arbitrário, qualquer que seja ε > 0. Seja U1 uma vizinhança
qualquer de x. Segue das observações anteriores que existem infinitos valores de n ∈ N

tais que fn(x), fn(y) estão em U1. Fixe n1 com essa propriedade. Em seguida, considere
U2 = U1 ∩ f−n1 (U1). Pelo passo anterior, existe n2 > n1 tal que fn2 (x), fn2 (y) ∈ U2.
Continuando deste modo, construa uma sequência não crescente de abertos Uk e uma sequência
crescente de números naturais nk tais que fnk (Uk+1) ⊂ Uk e fnk (x), fnk (y) ∈ Uk. Verifique

que fni1
+···+nik (x) e fni1

+···+nik (y) estão em U1 para quaisquer i1 < · · · < ik, k ≥ 1.

6.2.7. Considere o deslocamento σ : Σ → Σ em Σ = {1, 2, ..., q}N. A partição N = S1∪· · ·∪Sq
define um certo elemento α = (αn) ∈ Σ, dado por αn = i se e somente n ∈ Si. Considere β
no fecho da órbita de α tal que α e β estão próximos e o fecho da órbita de β é um conjunto
minimal. Aplique o Exerćıcio 6.2.6 com x = β, y = α e U = [0;α0] para obter o resultado.

6.3.1. Escreva φ(g, h) = g · h e sejam ∂1φ e ∂2φ as suas derivadas parciais. Verifique que
∂2φ(g0, h0) é um isomorfismo, para quaisquer g0, h0 ∈ G. Tome h0 = g0−1 e use o teorema
da função impĺıcita.

6.3.2. Dado g0 ∈ G e dada qualquer sequência (gn)n → g0, seja h0 qualquer ponto de
acumulação da sequência (g−1

n )n. Por continuidade, g0 · h0 = e, ou seja, h0 = g−1
0 . Conclua

usando a hipótese de compacidade.

6.3.3. Verifique que d(α, β) 6= d(αγ, βγ), onde

α =

„

1 1
0 1

«

, β =

„

1 −1
0 1

«

, γ =

„

1 0
1 1

«

.

6.3.4. Como G é localmente compacto, existe algum compacto K ⊂ G com medida positiva.
Supondo que G não é compacto, construa uma sequência (gn)n em G tal que os conjuntos



495

gnK = {gng : g ∈ K} são disjuntos dois-a-dois. Conclua que a medida de Haar é infinita. Para
a rećıproca, tome um aberto U ⊂ G com medida finita e considere a cobertura {g−1U : g ∈ U}
de G. Por compacidade, existe subcobertura finita.

6.3.5. Dado qualquer g ∈ R \ {0},
Z

GL(1,R)
ϕdµ =

Z

ϕ(x)

|x| dx =

Z

ϕ(gs)

|gs| |g|ds =

Z

ϕ(gs)

|s| ds =

Z

GL(1,R)
(ϕ ◦ Eg) dµ.

Para a segunda parte do enunciado, identifique GL(1,C) com C \ {0} e considere a medida µ
definida por

Z

GL(1,C)
ϕdµ =

Z

C\{0}

ϕ(x+ yi)

|x+ yi|2 dxdy.

Use a fórmula de mudança de varável como no caso anterior, observando que se g = a + bi
então Eg(x+ yi) = (ax− by) + (ay + bx)i e o jacobiano de Eg é constante igual a |a+ bi|2.
6.3.6. Escreva g = (a11, a12, a2, a22). Então,

Eg(x11, x12, x21, x22) = (a11x11 +a12x21, a11x12 +a12x22, a21x11 +a22x21, a21x12 +a22x22).

Escreva o lado direito como (y11, y12, y21, y22). Use a fórmula de mudança de variáveis na
integral, observando que det(y11, y12, y21, y22) = (det g) det(x11, x12, x21, x22) e

dy11dy12dy21dy22 = (det g)2dx11dx12dx21dx22.

No caso complexo, tome
Z

GL(2,R)
ϕdµ =

Z

ϕ(z11, z12, z21, z22)

| det(z11, z12, z21, z22)|4 dx11dy11dx12dy12dx21dy21dx22dy22,

onde zjk = xjk + yjki. [Observação: Generalize estas construções para dimensão qualquer!]

6.3.7. (3) ⇒ (2) é trivial. Para (2) ⇒ (3) use a distância invariante dada pelo Lema 6.3.6.
(3) ⇒ (1) segue do Teorema 6.3.8. (1) ⇒ (3) segue da Proposição 6.2.1.

6.3.8. Dados α = (αn)n e β = (βn)n e N ≥ 1, as primeirasN coordenadas de α+β dependem
apenas das primeiras N coordenadas de α e de β. Analogamente, as N primeiras coordenadas
de −α só dependem das primeiras N coordenadas de α. Isto garante que + e x 7→ −x são
cont́ınuas. A mesma observação mostra que as translações preservam a distância (6.3.7).

6.3.9. Dado x ∈ M , existe um único 0 ≤ r < 10k tal que fr(x) ∈ [b0, ..., bk−1]. Além disso,
fn(x) ∈ [b0, . . . , bk−1] se, e somente se, n − r é múltiplo de 10k . Use esta observação para
concluir que τ([b0, . . . , bk−1], x) = 10−k para todo x ∈ M . Conclua que se f admite uma pro-
babilidade invariante ergódica µ então µ([b0, . . . , bk−1]) = 10−k para todo b0, . . . , bk−1. Isto
determina µ de maneira única. Para terminar mostre que µ está bem definida e é invariante.

6.3.10. Note que fn+1(x) = fn(x) exceto se x está no topo de Sn. Os topos formam uma
sequência decrescente cuja interseção é vazia (porque os intervalos são abertos à direita).
Logo, f(x) = fn(x) para todo x e todo n suficientemente grande. Segue que f−1(A) =
∪k ∩n>k f−1

n (A) para todo A e, portanto, f preserva a medida de Lebesgue. Para mostrar a
unicidade ergódica, relacione f com o odômetro.

6.3.11. Considere a sequência de palavras wn definida indutivamente por w1 = α e s(wn+1) =
wn, para n ≥ 1. Decomponha a palavra s(α) = w2 = αr1 e prove, por indução, que wn+1

pode ser decomposto como wn+1 = wnrn, para alguma palavra rn com comprimento maior ou
igual a n, tal que s(rn) = rn+1. Defina w = αr1r2 · · · e note que s(w) = s(α)s(r1)s(r2) · · · =
αr1r2r3 · · · = w. Isto prova a existência. Para obter a unicidade, seja γ ∈ Σ uma sequência
começando por α tal que S(γ) = γ. Decomponha γ como γ = αγ1γ2γ3 · · · , de tal modo que γi
e ri tenham o mesmo comprimento. Note que S(α) = αγ1 = αr1, pelo que γ1 = r1. Conclua
a prova por indução.

6.4.1. Suponha que (zj)j é equidistribúıda. Se lim supn(1/n)
Pn
j=1 χI(zj) > m(I) então

existem ε > 0 e infinitos valores de n para os quais (1/n)
Pn
j=1 χI (zj) ≥ m(I) + ε. Fixe um

intervalo aberto U com I ⊂ U e m(U/I) < ε/2. Considere uma função cont́ınua ϕ : S1 → [0, 1]
tal que XI ≤ ϕ ≤ XU , para chegar a uma contradição. Logo, o limite superior é maior ou
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igual que m(I). Analogamente, o limite inferior é menor ou igual a m(I). Para a rećıproca,
dada uma função cont́ınua ϕ : S1 → R e dado ε > 0, considere funções simples g e h tais que
g ≤ ϕ ≤ h e

R

(ϕ− g) dm < ε e
R

(h− ϕ) dm < ε.

6.4.2. Dados quaisquer 0 ≤ α < β ≤ 1, temos que
√
n ∈ (α, β) no ćırculo se, e somente

se, existe algum inteiro k ≥ 1 tal que k2 + 2kα + α2 < n < k2 + 2kβ + β2. Para cada k o
número de valores de valores de n que satisfazem esta desigualdade é igual à parte inteira de
2k(β − α) + (β2 − α2). Portanto,

#{1 ≤ n < N2 :
√
n ∈ (α, β)} ≤

N−1
X

k=1

2k(β − α) + (β2 − α2)

e a diferença entre o termo da direita e o da esquerda é menor que N . Logo

lim
1

N2
#{1 ≤ n < N2 :

√
n ∈ (α, β)} = β − α.

Um cálculo semelhante mostra que a sequência (log n mod Z)n não é equidistribúıda no
ćırculo. [Observação: Mas ela admite uma densidade limite cont́ınua (não-constante). Calcule
essa densidade!]

6.4.3. Defina φn = an + (−1/a)n . Verifique que (φn)n é a sequência de Fibonacci e, em
particular, φn ∈ N para todo n ≥ 1. Agora observe que (−1/a)n converge para zero. Logo,
{n ≥ 1 : an mod Z ∈ I} é finito, para qualquer intervalo I ⊂ S1 cujo fecho não contém zero.

7.1.1. É claro que a condição é necessária. Para ver que é suficiente: Dado A, considere o
subespaço fechado V de L2(µ) gerado pelas funções 1 e Xf−k(A), k ∈ N. A hipótese garante

que limn Unf (XA)·Xf−k(A) = (XA ·1)(Xf−k(A) ·1) para todo k. Conclua que limn Unf (XA)·φ =

(XA · 1)(φ · 1) para todo φ ∈ V . Dado um conjunto mensurável B, escreva XB = φ+ φ⊥ com
φ ∈ V e φ⊥ ∈ V⊥ para concluir que limn Unf (XA) · XB = (XA · 1)(XB · 1)

7.1.2. Supondo que E existe, decomponha (1/n)
Pn−1
j=0 |aj | em duas parcelas, uma com j ∈ E

e a outra com j /∈ E. As hipóteses sobre E implicam que as duas parcelas convergem para
zero. Reciprocamente, suponha que (1/n)

Pn−1
j=0 |aj | converge para zero. Defina Em = {j ≥

0 : |aj | ≥ (1/m)} para cada m ≥ 1. A sequência (Em)m é crescente e cada Em tem densidade
zero; em particular, existe ℓm ≥ 1 tal que (1/n)#

`

Em ∩ {0, . . . , n − 1}
´

< (1/m) para todo
n ≥ ℓm. Escolha (ℓm)m crescente e defina E = ∪m(Em∩{ℓm, . . . , ℓm+1−1}). Para a segunda
parte do exerćıcio, aplique a primeira parte às duas sequências, (an)n e (a2n)n.

7.1.3. Segue do critério que foi apresentado no Exerćıcio 7.1.2 que a sequência (1/n)
Pn−1
j=0 |aj |

converge para zero se, e somente se, (1/n)
Pn−1
j=0 |akj | converge para zero para qualquer k ≥ 1.

[Observação: Alternativamente, podemos usar o Teorema 8.2.1.]

7.1.4. Seja m a medida de Haar. Considere a base de Fourier ϕk(x) = e2πik·x, k ∈ Z do
espaço L2(m). Note que ϕk ◦ fA = ϕA(k). A hipótese implica que a sequência dos iterados

An(k), n ∈ Z é injetiva, para todo k 6= 0. Em particular, para quaisquer k, l ∈ Zd (considere
os casos k 6= 0 e k = 0 separadamente) ϕk ◦fnA ·ϕl = (ϕk ·1)(ϕl ·1) para todo n suficientemente
grande. Por linearidade, vale propriedade análoga para qualquer par de combinações finitas
de elementos da base de Fourier. Conclua o argumento usando a Proposição 7.1.12.

7.1.5. Seja η uma probabilidade absolutamente cont́ınua e ψ = dη/dµ. Suponha que (f, µ) é
misturador. Então

R

ϕd(fn∗ η) =
R

(ϕ ◦ fn)ψ dµ →
R

ϕdµ para toda função cont́ınua ϕ (note
que

R

ψ dµ = 1 porque η é probabilidade). Isto mostra que fn∗ η → µ. Para a rećıproca,
considere ϕ ∈ C0(M) e ψ ∈ L1(µ). Escreva ψ = ψ+ − ψ− com ψ± > 0: então η± =
ψ±µ são medidas absolutamente cont́ınuas relativamente a µ. Aplicando a hipótese às suas
normalizações,

R

(ϕ ◦ fn)ψ± dµ =
R

(ϕ ◦ fn) dη± → ν±(M)
R

ϕdµ =
R

ϕdµ
R

ψ± dµ. Agora
use a Proposição 7.1.12 e o fato de que C0(M) é denso em L∞(µ) (Exerćıcio A.5.7).

7.1.6. (Pollicott, Yuri [PY98]) Basta tratar o caso em que
R

ϕj dµ = 0 para todo j. Use
indução no número k de funções. O caso k = 1 está contido no Teorema 3.1.5. Use as
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desigualdades

1

N

n
X

n=1

an ≤ 1

N

N−m+1
X

n=1

“ 1

m

m−1
X

j=0

an+j

”

+
m

N

`

max
1≤i≤m

|ai| + max
N−m≤i≤N

|ai|
´

“ 1

N

N
X

n=1

bn
”2

≤ (1/N)
N

X

n=1

|bn|2

para concluir que
R ˛

˛(1/N)
PN−1
j=0 (ϕ1 ◦ fn) · · · (ϕk ◦ fkn)

˛

˛

2
dµ é majorado por

1

N

N
X

n=1

“

Z

| 1

m

m−1
X

j=0

`

ϕ1 ◦ fn+j
´

· · ·
`

ϕk ◦ fk(n+j)
´˛

˛

2
dµ +

“2m

N
+
m2

N2

”“

max
1≤i≤k

supess |ϕi|
”2
.

A integral é igual
m−1
X

i=0

m−1
X

j=0

Z k
Y

l=1

“

ϕl
`

ϕl ◦ f l(j−i)
´

”

◦ f l(n+i) dµ.

Pela hipótese de indução,

1

N

N
X

n=1

k
Y

l=2

“

ϕl
`

ϕl ◦ f l(j−i)
´

”

◦ f l(n+i) →
k

Y

l=2

Z

ϕl
`

ϕl ◦ f l(j−i)
´

dµ

em L2(µ), quando N → ∞. Portanto,

1

N

N
X

n=1

Z k
Y

l=1

“

ϕl
`

ϕl ◦ f l(j−i)
´

”

◦ f l(n+i) dµ→
k

Y

l=1

Z

ϕl
`

ϕl ◦ f l(j−i)
´

dµ

em L2(µ), quando N → ∞. Juntando estas estimativas,

lim sup
N

Z

˛

˛

1

N

N
X

n=1

`

ϕ1 ◦ fn
´

· · ·
`

ϕk ◦ fkn
´˛

˛

2
dµ ≤ 1

m2

m−1
X

i=0

m−1
X

j=0

k
Y

l=1

Z

ϕl(ϕl ◦ f l(j−i)
´

dµ.

Como (f, µ) é fracamente misturadora,
R

ϕl(ϕl ◦ f lr
´

dµ converge para 0 quando r → ∞,
restrito a um conjunto de valores com densidade 1 no infinito (lembre do Exerćıcio 7.1.2).
Portanto, a expressão no lado direito está próxima de zero quando m é grande.

7.2.1. Estenda µ à álgebra A das uniões finitas disjuntas de cilindros, por aditividade. Isso é
posśıvel porque

P

j Pi,j = 1 para todo i e, portanto, a definição da medida de cada cilindro é

[m; am, . . . , an] é compat́ıvel com as definições das medidas dos seus subcilindros, no sentido de
que µ([m; am, . . . , an]) =

P

b µ([m; am, . . . , an, b]). Em seguida, use o fato de que a álgebra A
é compacta (porque todos os elementos são compactos), para concluir que µ satisfaz a hipótese
do Teorema A.1.14.

7.2.2. [Pet83] Suporemos X finito. Sejam P k = (pki,j)i,j k ≥ 1 os iterados da matriz de

transição. Mostre que se o deslocamento é fracamente misturador então (1/n)
Pn−1
k=0 |P ki,j −

pj | → 0. Conclua (usando o Exerćıcio 7.1.2) que para cada i, j existe um conjunto K = K(i, j)
de densidade 0 tal que limk/∈K pki,j = pj . Deduza que a matriz P é aperiódica.

7.2.3. Sim. Defina (qi)i e (Qi,j)i,j por qi = µ([0; i]) e qiQi,j = µ([0; j, i]).

7.2.4. A definição de memória zero significa que

µ([m − l; am−l , . . . , am−1, am])

µ([m− l; am−l, . . . , am−1])
= µ([m; am]) = µ([0; am])

para todo l ≥ 0, todo m e todo (an)n ∈ Σ. Escreva pi = µ([0; i]) para concluir que µ é medida
de Bernoulli. A definição de memória um significa que

µ([m − l; am−l , . . . , am−1, am])

µ([m− l; am−l, . . . , am−1])
=
µ([m − 1; am−1, am])

µ([m − 1; am−1])
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para todo l ≥ 0, todo m e todo (an)n ∈ Σ. Escreva pi = µ([0; i]) e Pi,j = µ([0; i, j])/µ([0; i])

para concluir que µ é medida de Markov. Para k ≥ 2, considere a aplicação h : Σ → Σ̃ dada
por h((xn)n) = (x̃n)n onde x̃n = (xn, . . . , xn+k−1). Verifique que h∗µ é medida de Markov

para o deslocamento em Σ̃ e que a restrição de h ao suporte de µ é um homeomorfismo sobre
o suporte de µ̃. Para exemplificar, esboçamos o caso k = 2 e σ = XN. Dados ã = (a1, a2) e
b̃ = (b1, b2) em X̃, defina

P̃ã,b̃ =
µ([1; a1, a2, b2])

µ([1; a1, a2])
se a2 = b1 (diremos que a dupla (ã, b̃) é compat́ıvel)

e P̃ã,b̃ = 0 caso contrário. Verifique que P̃ã,b̃ ≥ 0 e que
P

b̃∈X̃ P̃ã,b̃ = 1 para todo ã ∈ X̃ .

Logo, Pã,b̃ é matriz estocástica. Defina pã = µ([0; a1, a2]). Mostre que
P

ã∈X̃ pãPã,b̃ = pb̃
para todo b̃ ∈ X̃. Considere a medida de Markov ν definida por P̃ e p̃. Verifique que

pãmPãm,ãm+1
· · ·Pãn−1,ãn = pamPam,am+1 · · ·Pan,an+1

se as duplas (ãj , ãj+1) são todas compat́ıveis e é igual a zero caso contrário. Verifique que
h−1([m; ãm, . . . , ãn]) = [m; am, . . . , an+1] se se as duplas (ãj , ãj+1) são todas compat́ıveis e
é o conjunto vazio caso contrário. Conclua que ν = h∗µ.

7.2.5. O primeiro enunciado é análogo ao Exerćıcio 7.2.1. A definição garante que µk tem
memória k. Dado ε > 0 e qualquer função (uniformemente) cont́ınua ϕ : Σ → R, existe κ ≥ 1
tal que |

R

C ϕdη − ϕ(x)η(C)| ≤ εη(C) para todo x ∈ C, todo cilindro C de comprimento
l ≥ κ e toda probabilidade η. Como µ = µk para cilindros de comprimento k, segue que
|
R

ϕdµk −
R

ϕdµ| ≤ ε para todo k ≥ κ. Isto prova que (µk)k converge para µ na topologia
fraca∗.

7.2.6. (1) Use que Pn1+n2
i,i =

P

j P
n1
i,j P

n2
j,i . Todos os termos nesta expressão são não negativos

e o termo correspondente a j = i é positivo. (2) A menos de substituir R por R/κ, podemos
supor κ = 1. Comece por mostrar que se S ⊂ Z é fechado por adição e subtração então
S = aZ, onde a é o menor elemento positivo de S. Use esse fato para mostrar que se a1, ..., as
são inteiros positivos com máximo divisor comum igual a 1 então existem inteiros b1, ..., bs
tais que b1a1 + ...+ bsas = 1. Agora tome a1, ..., as ∈ R tais que o seu máximo divisor comum
seja igual a 1. Usando a observação anterior, e a hipótese de que R é fechado por adição,
concluimos que existe p, q ∈ R tais que p − q = 1. Para terminar, mostre que R contém todo
inteiro n ≥ pq. (3) Considere i, j ∈ X quaisquer e sejam κi, κj os máximos divisores comuns de
R(i), R(j), respectivamente. Por irredutibilidade, existem k, l ≥ 1 tais que P ki,j > 0 e P lj,i > 0.

Deduza que se n ∈ R(i) então n+ k+ l ∈ R(j). Em vista de (2), isso só é posśıvel se κi ≥ κj .
Por simetria dos papeis de i e j, segue que também temos κi ≤ κj . Se κ ≥ 2 então, para
qualquer i, temos Pni,i = 0 para valores de n arbitrariamente grandes e, consequentemente, P

não pode ser aperiódica. Agora suponha κ = 1. Então, usando (2) e a hipótese de que X é
finito, existe m ≥ 1 tal que Pni,i > 0 para todo i ∈ X e todo n ≥ m. Usando a irredutibilidade

de P e a finitude de X, existe k ≥ 1 tal que para quaisquer i, j existe l ≤ k tal que P li,j > 0.

Deduza que Pm+k
i,j > 0 para todo i, j e, portanto, P é aperiódica. (4) Fixe qualquer i ∈ X e,

para cada r ∈ {0, . . . , κ − 1}, defina Xr = {j ∈ X : existe n ≡ r mod κ tal que Pni,j > 0}.
Verifique que estes conjuntos Xr cobrem X e são disjuntos dois-a-dois. Mostre que a restrição
de Pκ a cada um deles é aperiódica.

7.3.1. Pelo teorema de Darboux, existem coordenadas (x1, x2) na vizinhança de qualquer
ponto de S tais que ω = dx1 ∧ dx2. Considere a expressão do campo de vetores nessas
coordenadas: X = X1(∂/∂x1) +X2(∂/∂x2). Mostre que β = X1dx− 2 −X2dx1 e, portanto,
dβ = (divX) dx1 ∧ dx2. Logo, β é fechada se, e somente se, o divergente de X é nulo.

7.3.2. (1) Suponha que π é redut́ıvel. Então existe uma posição k tal que os rótulos nas
posições 1 a k − 1 nas duas linhas de π são os mesmos. Sejam α e β os rótulos na posição
k na primeira linha e na segunda linha, respectivamente. Verifique que ∂Iα = ∂f(Iβ) e
deduza que (π, λ) não satisfaz a condição de Keane. (2) Suponha que (π, λ) não satisfaz a
condição de Keane: existem m ≥ 1, α e β tais que fm(∂Iα) = ∂Iβ 6= 0. Então ∂Iβ =
∂Iα+wγ(1) + · · ·+wγ(m), onde os wγ(j) são componentes do vetor de translações w. Deduza
que o vetor de comprimentos λ é racionalmente dependente, usando que tanto ∂Iα e ∂Iβ
quanto as componentes de w são combinações lineares inteiras das componentes de λ.
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7.3.3. Suponha que fm(x) = x para algum m ≥ 1 e algum x ∈ I. Considere o conjunto J dos
pontos y tais que fj(x) e fj(y) pertencem a um mesmo intervalo Iβj

para j = 0, . . . ,m − 1.

Note que J é um intervalo e que fm restrita a J é uma translação. Deduza que fm | J = id
e, em particular, fm(∂J) = ∂J . A definição de J implica que existem 1 ≤ k ≤ m e β ∈ A tais
que fk(∂J) = ∂Iβ . Conclua que fm(∂Iβ) = ∂Iβ e que isto contradiz a condição de Keane, a
menos que ∂Iβ = 0, ou seja, a menos que β ocupe a primeira posição na linha de cima de π.
Para obter uma contradição também neste segundo caso, argumente que existe α ∈ A tal que
f(∂Iα) = 0 = ∂Iβ . Mostre que fm(∂Iα) = ∂Iα e que ∂Iα 6= 0, uma vez que π é irredut́ıvel.

7.3.4. Escreva π =

„

A1 · · · Ad
B1 · · · Bd

«

e λ = (λα)α∈A. Note que Ad 6= Bd, por irreducibili-

dade, e que a = max{∂Ad
, ∂Bd

}. Considere k e l tais que Ak = Bd e Bl = Ad. Há três casos
a considerar, dependendo do tamanho relativo dos intervalos IAd

e IBd
: (i) |IAd

| < |IBd
|:

Então a = ∂IAd
. Decomponha IAd

em dois subintervalos, com rótulos A′
k e A′

d, de tal modo
que |IA′

d
| = |IAd

|. Em outras palavras, IA′

d
= IAk

∩ f−1(IAd
). Mostre que g(x) = f2(x)

se x ∈ IA′

d
e g(x) = f(x) em todos os demais pontos. Conclua que R(f) está descrita por

(π′, λ′), com (lembre que A′
k = B′

d e B′
l = A′

d)

π′ =

„

A1 · · · A′
k A′

d · · · · · · · · · Ad−1

B1 · · · · · · · · · · · · B′
l · · · B′

d

«

e λ′α = (λAk
− λAd

)/a se α = A′
k e λ′α = λAd

/a se α = A′
d e λ′α = λα/a em todos os

demais casos. (ii) |IAd
| > |IBd

|: Este caso pode ser reduzido ao anterior, substituindo f pela
sua inversa (as duas linhas de π são permutadas) e observando que R(f−1) = R(f)−1 . (iii)
|IAd

| = |IBd
|: Neste caso f(IAk

) = IAd
e g(x) = f2(x) se x ∈ Ak e g(x) = f(x) em todos os

outros casos. A transformação pode ser descrita usando o alfabeto A′ = A \ {Ad}: elimina o
rótulo Ad na linha de cima de π e substitua Bl = Ad por Ak = Bd na linha de baixo.

7.3.5. Observe que f é invert́ıvel e que se A é um intervalo d-ádico A de ńıvel r ≥ 1, (ou seja,
um intervalo da forma A = [id−r, (i + 1)d−r ]), existe s ≥ r tal que f(A) está formado por
ds−r intervalos d-ádicos de ńıvel s. Deduza que f preserva a medida de Lebesgue. Mostre
também que se A e B são intervalos d-ádicos então, como σ não tem pontos periódicos,
m(fk(A) ∩ B) = m(A)m(B) para todo k suficientemente grande.

7.4.1. Se (ϕn)n é sequência de Cauchy relativamente à norma, dado ε > 0 temos |ϕm(x) −
ϕn(x)| ≤ ε e |(ϕm −ϕn)(x)− (ϕm −ϕn)(y)| ≤ εd(x, y)θ para quaisquer x, y e quaisquer m,n
suficientemente grandes. A primeira condição implica que (ϕn)n converge uniformemente
para alguma função cont́ınua ϕ. Mostre que ‖ϕ−ϕn‖ ≤ ε para todo n suficientemente grande
e, em particular, ϕ ∈ E.

7.4.2. (1) Dados y1, y2 ∈ M , escreva f−1(yi) = {xi1, . . . , xid} com d(x1
j , x

2
j ) ≤ σ−1d(y1, y2).

Então

|Lϕ(y1) − Lϕ(y2)| =
1

d

d
X

j=1

|ϕ(x1
j ) − ϕ(x2

j )| ≤ Kθ(ϕ)σ−θd(y1, y2)θ .

(2) Segue que ‖Lϕ‖ ≤ sup |ϕ| + σ−θKθ(ϕ) ≤ ‖ϕ‖ para todo ϕ ∈ E, valendo a igualdade se,
e somente se, ϕ é constante. Logo ‖L‖ = 1. (3) Seja Jn = [inf Lnϕ, supLnϕ]. Pelo primeiro
item, a sequência (Jn)n é descrescente e o diâmetro de Jn converge exponencialmente para
zero. Tome para νϕ o ponto na interseção e note que ‖Lnϕ−νϕ‖ = sup |Lnϕ−νϕ|+Kθ(Lnϕ).
(4) As funções constantes são autovetores de L, associados ao autovalor λ = 1. Segue que
νϕ+c = νϕ + c para todo ϕ ∈ E e todo c ∈ R. Então H = {ϕ : νϕ = 0} é um hiperplano
de E transversal à reta das funções constantes. Este hiperplano é invariante por L e, pelo
terceiro item, o raio espectral de L | H é menor ou igual que σ−θ < 1. (5) Pelo segundo
item ‖Lnϕ − Lnψ‖ ≤ ‖Lkϕ − Lkψ‖ para todo n ≥ k ≥ 1. Fazendo n → ∞, vem que
|νϕ − νψ| ≤ ‖Lkϕ − Lkψ‖ para todo k ≥ 1. Usando o primeiro item e fazendo k → ∞, vem
que |νϕ − νψ | ≤ sup |ϕ− ψ|. Portanto, o operador linear ψ 7→ νψ é cont́ınuo relativamente à
norma do espaço C0(M).

8.1.1. Tome g(x) = 3x − [3x] e ν = h∗µ, onde h é definido da seguinte forma. Escreva
x =

P∞
n=1 an2−n com an ∈ {0, 1} e an 6= 1 para infinitos valores de n. Então tome h(x) =



500 DICAS E SOLUÇÕES DOS EXERCÍCIOS

P∞
n=1 bn3−n, onde bn = 0 se an = 0 e bn = 2 se an = 1. O suporte de ν é o conjunto de

Cantor usual.

8.1.2. Denote Xi = X ∩ [0; i] e pi = µ([0; i]), para i = 1, . . . , k. Como µ é uma medida
de Bernoulli, µ(Xi) = piµ(f(Xi)). Logo,

P

i piµ(f(Xi)) = 1. Como
P

i pi = 1, segue
que µ(f(Xi)) = 1 para todo i. Consequentemente, ∩if(Xi) tem medida total. Tome x
nessa interseção. Se (f, µ) e (g, ν) são ergodicamente equivalentes então existe uma bijeção
φ : X → Y entre subconjuntos invariantes com medida total tal que φ ◦ f = g ◦ φ. Tome
x ∈ X com k pré-imagens x1, . . . , xk em X. Os pontos φ(xi) são pré-imagens de φ(x) para a
transformação g. Logo k ≤ l; por simetria, também temos que l ≤ k.

8.1.3. Considere todos os cilindros da forma

C(m, a1, . . . , am−1) = [0; c0, . . . , cl, a1, . . . , am−1, am, . . . , am+l]

com m > 0 e (am, . . . , am+l) = (c0, . . . , cl) 6= (aj , . . . , aj+l) para m > j > 0. Mostre que

C é a união disjunta destes cilindros, a menos de medida nula. Defina σC = σl+m restrito
a cada cilindro C(m, a1, . . . , am−1). Seja {Ck : k ∈ N} uma enumeração destes cilindros.
Observe que σC envia cada Ck bijetivamente em C. A cada x em C associe (ki)i ∈ NN

dada por σiC(x) ∈ Cki
. Mostre que a aplicação h : C → NN assim definida é mensurável

invert́ıvel e conjuga σC ao deslocamento σN em NN. Supondo que µ é uma medida de Markov,
observe que µC (E) = µC (σC(E))µC (Ck) para todo E ⊂ Ck e utilize este fato para mostrar
que σC preserva µC . Mostre que ν = h∗µC é a medida de Bernoulli associada ao vetor de
probabilidade (pk)k com pk = µC(Ck).

8.2.1. Pelo lema de Kakutani-Rokhlin (Exerćıcio 1.4.4), dado n existe B tal que os iterados
f i(B), i = 0, . . . , n− 1 são disjuntos dois a dois e a sua união tem medida maior que 1− 1/n.

Tome ϕn = ψn/‖ψn‖, onde ψn =
Pn−1
i=0 λiXfi(B). Verifique que ‖Ufϕn−λϕn‖ → 0. É claro

que todo autovalor aproximado λ está no espectro de Uf : a definição significa que a inversa
de (Uf − λid ), caso exista, não é um operador limitado.

8.2.2. Usando expansão em série de Fourier, os autovalores de Uα são as potências e2πinα,
n ∈ Z e o autoespaço associado a cada um deles é a reta gerada por φn(x) = e2πinx. Para que
Uα e Uβ tenham os mesmos autovalores é necessário que α = ±β. Por outro lado, se α = −β
então x 7→ −x define uma equivalência ergódica entre (Rα,m) e (Rβ ,m).

8.2.3. A primeira parte é análoga ao Exerćıcio 8.1.2. Para provar a decomposição em soma
direta, observe que Uk(

P

n ane
2πinx) =

P

n ane
2πiknx. Logo, basta escrever

X

n∈Z

ane
2πinx = a0 +

∞
X

j=0

X

ane
2πinx

onde a última soma é sobre os valores de n tais que kj divide n mas kj+1 não divide n.
Como ambos os subespaços Hp e Hp têm dimensão de Hilbert enumerável, existe isomorfismo

isométrico h : Hp → Hq. Defina h ◦ Ujp = Ujp ◦ h para cada j ≥ 0 e h = id restrito ao
subespaço das funções constantes. Em seguida, estenda h a todo o L2(m), por linearidade.
Essa extensão é uma equivalência espectral.

8.2.4. Use o critério do Teorema 8.2.1. Use expansão em série de Fourier para encontrar as
soluções de Ufϕ = λϕ.

8.2.5. Suponha que (f, µ) não é fracamente mixing. Pelo Teorema 8.2.1, existe uma função
não constante ϕ tal que Ufϕ = λϕ para algum λ = e2πiθ. Por ergodicidade, o valor absoluto de
ϕ é constante em µ-quase todo ponto. Usando que fn é érgódica para todo n (Exerćıcio 4.1.8),
θ é irracional e qualquer conjunto onde ϕ é constante tem medida nula. Dados α < β em
[0, 2π], considere A = {x ∈ C : α ≤ arg(ϕ(x)) ≤ β}. Mostre que para todo ε > 0 existe n
tal que µ(f−n(A) \A) < ε. Mostre que, escolhendo |β − α| pequeno, é posśıvel contradizer a
desigualdade no enunciado.

8.2.6. Temos |zj − 1| ≥ 1 sempre que ℜzj ≤ 0. Supondo que z 6= 1, isso acontece para
metade dos valores de j, pelo menos. Portanto, nesse caso o primeiro limite é maior ou igual
que 1/2. Quanto ao segundo limite, note que se z 6= w então

˛

˛

˛

1

n

n−1
X

j=0

(zw̄)j
˛

˛

˛
=

1

n

˛

˛

˛

(zw̄)n − 1

zw̄ − 1

˛

˛

˛
≤ 1

n

2

|zw̄− 1| .
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8.2.7. Temos fn+1(x) = fn(x) para todo x ∈ Jn que não está no topo de Sn. Logo (pelo
argumento usado no Exerćıcio 6.1), f(x) = fn(x) para todo x ∈ [0, 1) e todo n suficientemente
grande; além disso, f preserva a medida de Lebesgue. Seja an = #Sn a altura de cada pilha
Sn. Representamos por {Ie, Ic, Id} a partição de cada I ∈ Sn em subintervalos de igual
comprimento, ordenados da esquerda para a direita. (a) Se A é conjunto com m(A) > 0,
entao para todo ε > 0 existe n ≥ 1 e algum intervalo I ∈ Sn tal que m(A ∩ I) ≥ (1 − ε)m(I).
Se A for invariante, segue que m(A ∩ J) ≥ (1 − ε)m(J) para todo J ∈ Sn. (b) Suponha
que Ufϕ = λϕ. Como Uf é isometria, |λ| = 1. Por ergodicidade, |ϕ| é constante em quase
todo ponto; podemos supor |ϕ| ≡ 1. Inicialmente, suponha que existe n e algum intervalo
I ∈ Sn tal que a restrição de ϕ a I é constante. Tome x ∈ Ie e y ∈ Ic e z ∈ Id. Então
ϕ(x) = ϕ(y) = ϕ(z) e ϕ(y) = λanϕ(x) e ϕ(z) = λan+1ϕ(y). Logo λ = 1 e, por ergodicidade,
ϕ é constante. No caso geral, use o teorema de Lusin (Teoremas A.3.5-A.3.9) para chegar à
mesma conclusão. (c) A é uma união de intervalos Ij na pilha Sn para cada n ≥ 2. Então,
fan(Iej ) = Icj para todo j. Logo, m(fan (A) ∩A) ≥ m(A)/3 = 2/27.

8.3.1. Seja {vj : j ∈ I} uma base de H formada por autovetores com norma 1 e seja λj o
autovalor associado a cada autovetor vj . A hipótese garante que podemos considerar I = N.
Mostre que para todo δ > 0 e todo k ≥ 1 existe n ≥ 1 tal que |λnj − 1| ≤ δ para todo

j ∈ {1, . . . , k} (isto pode ser feito usando o prinćıpio das casas dos pombos). Decomponha
ϕ =

P

j cjvj , com cj ∈ C. Observe que Unf ϕ =
P

j∈N cjλ
n
j vj e, portanto,

‖Unf ϕ− ϕ‖2
2 ≤

k
X

j=1

|cj(λnj − 1)|2 +
∞

X

j=k+1

2|cj |2 ≤ δ2‖ϕ‖2
2 +

∞
X

j=k+1

2|cj |2.

Dado ε > 0, podemos escolher δ e k de tal modo que cada uma das parcelas do lado direito
seja menor que ε/2.

8.3.2. Já sabemos que (a) implica (b). Para mostrar que (b) implica (c): pela Proposição 8.3.4
e por (8.3.4), temos que {e2πik·θ : k ∈ Zd} = {e2πil·τ : l ∈ Zd}. Em particular, cada grupo
de autovalores contém os geradores do outro grupo: e2πiθj ∈ Gτ para todo j = 1, . . . , d e
e2πiτj ∈ Gθ para todo j = 1, . . . , d. A primeira condição quer dizer que para cada j existe
Lj = (Lj,1, . . . , Lj,d) ∈ Zd e existe lj ∈ Z tais que θj = Lj · τ + lj . Seja L a matriz (Lj,k)j,k
e seja l o vetor (lj)j . Então θ = Lτ + l. Analogamente, a segunda condição significa que
existem M ∈ GL(d,Z) e m ∈ Zd tais que τ = Mθ + m. Então, θ = LMθ + (Lm + l) e
τ = MLτ + (Ml + m). Como θ e τ são racionalmente independentes, segue que LM =
id = ML e Lm + l = 0 = Ml + m. Segue que detL = detM = ±1, ou seja, as duas
matrizes estão em SL(d,Z). Para mostrar que (c) implica (a): represente por R̂θ : Rd → Rd

a translação x 7→ x + θ e analogamente para R̂τ . A hipótese de que θ = Lτ módulo Zd dá
que L ◦ R̂τ ◦ L−1(x) = L(L−1(x) + τ) = x + θ = R̂θ(x) módulo Zd. Seja hL : Td → Td o
automorfismo linear induzido por L. Projetando a relação anterior para o toro, obtemos que
hL ◦Rτ ◦h−1

L = Rθ . Como hL preserva a medida de Lebesgue m, temos que as duas rotações
são ergodicamente equivalentes.

8.3.3. Se Rθ é equivalente a Rτ então Rsθ é equivalente a Rsτ , ou seja, Rps/q é equivalente
à identidade. Deduza que s ≥ q; por simetria, q ≥ s. Se q = s, defina h = id no intervalo
[0, 1/q) e estenda h a S1 de tal modo que h ◦Rθ = Rτ ◦ h. Verifique que h fica bem definida
e é uma equivalência ergódica.

8.4.1. Adapte os argumentos usados no caso dos deslocamentos de Bernoulli (Exemplos 8.4.2
e 8.4.3), da seguinte forma. No caso unilateral, as condições (a) e (c) na definição são evi-
dentes. Para provar (b), observe que Ac pertence à σ-álgebra gerada pelos cilindros da forma
[n; cn, · · · , cm] para quaisquer m ≥ n. Então, dado qualquer C = [0; c0, . . . , ck] com k < n,

µ(Ac ∩ C) =
X

i

µ(Ac ∩ [n; i] ∩C) =
X

i

µ(A ∩ [n; i])
Pn−kck,i

pi
µ(C).

Por hipótese, Pn−kck,i
pi → 1 quando n → ∞. Segue que µ(Ac ∩ C) = µ(Ac)µ(C) e agora o

argumento é análogo ao caso Bernoulli. No caso bilateral, a condição (a) é imediata, (b) segue
dos argumentos que acabamos de usar e (c) é análoga ao caso Bernoulli.
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8.4.2. Se a órbita de algum v 6= 0 é finita, existem m < n tais que (At)mv = (At)nv.
Mostre que algum autovalor de At é raiz da unidade e, portanto, o mesmo vale para A. Seja
ϕk(x) = e2πik·x, k ∈ Zd a base de Fourier de L2(µ). Observe que Uf (ϕk) = ϕAt(k). Tome

S ⊂ Zd \ {0} contendo exatamente um ponto em cada órbita de At. Tome F = subespaço
gerado por {φk : k ∈ S} para mostrar que (f, µ) tem espectro de Lebesgue. Reciprocamente,
se (f, µ) tem espectro de Lebesgue então (fn, µ) é ergódico para todo n. Pelo Exerćıcio 4.1.8,
segue que nenhum autovalor de Uf é raiz da unidade.

8.4.3. Seja U : H → H uma isometria não invert́ıvel. Lembrando do Exerćıcio 2.3.6: Mostre
que existem subespaços fechados V e W de H tais que U : H → H é conjugado, por um
operador unitário, ao operador U1 : V ⊕ WN → V ⊕ WN dado por U1 | V = U | V e
U1 | WN = id . Seja U2 : V ⊕W Z → V ⊕W Z o operador linear definido por U1 | V = U | V
e U1 | W Z = id . Verifique que U2 é um operador unitário tal que U2 ◦  =  ◦ U1, onde
 : V ⊕WN → V ⊕W Z é a inclusão natural. Mostre que se E ⊂ V ⊕WN satisfaz as condições
da definição de espectro de Lebesgue para U1 então j(E) satisfaz essas mesmas condições para
U2. Conclua que o posto de U1 está bem definido.

8.4.4. Por um lado, pelo teorema de Fubini,
Z +∞

−∞

Z +∞

−∞
e−(x2+y2)/2 dxdy =

`

Z +∞

−∞
e−x

2/2 dx
´2
.

Por outro lado, usando coordenadas polares,
Z +∞

−∞

Z +∞

−∞
e−(x2+y2)/2 dxdy =

Z 2π

0

Z ∞

0
e−ρ

2/2ρ dρdθ = 2π

Z ∞

0
e−s ds = 2π.

Para a segunda parte do enunciado, tome B tal que BB∗ = A e em seguida faça a mudança
de variável z = B(w).

8.4.5. Use a Proposição 8.4.10.

8.4.6. O lema de Riemann-Lebesgue garante que F toma valores em c0. O operador F é
cont́ınuo: ‖F (ϕ)‖ ≤ ‖ϕ‖ para todo ϕ ∈ L1(λ). Além disso, F é injetivo: se F (ϕ) = 0 então
R

ϕ(z)ψ(z) dλ(z) = 0 para toda combinação linear ψ(z) =
P

|j|≤l ajz
j , aj ∈ C. Dado qualquer

intervalo I ⊂ S1, a sequência ψN =
P

|n|≤N cnzn, cn =
R

I
z−n dλ(z) das somas parciais da

série de Fourier da função caracteŕıstica XI é limitada (veja [Zyg68, página 90]). Usando o
teorema da convergência dominada, segue que F (ϕ) = 0 implica

R

I ϕ(z) dλ(z) = 0, qualquer
que seja o intervalo I. Logo ϕ = 0. Se F fosse bijetivo então, pelo teorema da aplicação aberta,
o seu inverso seria um operador linear cont́ınuo. Então existiria c > 0 tal que ‖F (ϕ)‖ ≥ c‖ϕ‖
para todo ϕ ∈ L1(λ). Mas isso é falso: considere DN (z) =

P

|n|≤N zn para N ≥ 0. Verifique

que F (DN ) = (aNn )n com aNn = 1 se |n| ≤ N e aNn = 0 caso contrário. Logo ‖F (DN )‖ = 1
para todo N . Escrevendo z = e2πit, verifique que DN (z) = sen((2N+1)πt)/ sen(πt). Conclua
que ‖DN‖ =

R

|DN (z)| dλ(z) converge para infinito quando N → ∞. [Observação: Também
é posśıvel dar exemplos expĺıcitos. Por exemplo, se (an)n é uma sequência convergindo para
zero tal que

P∞
n=1 an/n = ∞ então a sequência (αn)n dada por αn = an/(2i) para n ≥ 1

e αn + α−n = 0 para todo n ≥ 0 não pode ser escrita na forma αn =
R

zn dν(z). Veja a
Seção 7.3.4 do livro de Edwards [Edw79].]

8.5.1. Inicialmente, suponha que {Bi : 1 ≤ i ≤ l} e {Cj : 1 ≤ j ≤ k} são partições. Mostre
que

P

i biXBi
=

P

j cjXCj
se, e somente se, bi = cj sempre que Bi intersecta Cj . Isso

acontece sempre que H(Bi) intersecta H(Cj). Conclua que
P

i biXH(Bi)
=

P

j cjXH(Cj).

Reduza o caso geral ao caso de partições, substituindo {Bi : 1 ≤ i ≤ l} e {Cj : 1 ≤ j ≤ k} por
{B′

i : 0 ≤ i ≤ l} e {C′
j : 0 ≤ j ≤ k} definidos por B′

i = Bi \ (B1 ∪ · · · ∪Bi−1) para i = 1, . . . , s

e B0 = (B1 ∪ · · · ∪ Bs)c e b0 = 0 e analogamente para C′
j .

8.5.2. Para mostrar que g̃ é injetivo, note que µ(g−1(A)∆g−1(B)) = µ(A∆B). Se g = h
em quase todo ponto, é claro que g̃ = h̃. Para a rećıproca, comece por supor que N não tem
átomos. Então (Proposição 8.5.5), podemos considerar N = [0, 1]. Se {x : g(x) 6= h(x)} tem
medida positiva, existe r ∈ Q tal que {x : g(x) < r < h(x)} ∪ {x : g(x) > r > h(x)} tem
medida positiva. Seja I = [0, r]. Conclua que g−1(I)∆h−1(I) tem medida positiva, ou seja,
g̃(I) 6= h̃(I). Estenda este argumento para o caso em que N tem átomos.
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8.5.3. Pelo Exerćıcio 8.5.2, f̃ é sempre injetivo. Conclua que se f̃ é sobrejetivo então ele é
invert́ıvel: existe homomorfismo de álgebras de medida h : B̃ → B̃ tal que h ◦ f̃ = f̃ ◦ h = id .
Use a Proposição 8.5.6 para encontrar g : M → M tal que g ◦ f = f ◦ g em µ-quase todo
ponto. A rećıproca é fácil: se (f, µ) é invert́ıvel em quase todo ponto então o homomorfismo
de álgebras de medida g̃ associado a g = f−1 satisfaz g̃ ◦ f̃ = f̃ ◦ g̃ = id ; em particular, f̃ é
sobrejetivo.

8.5.4. Se Uf é sobrejetivo, para todo conjunto mensurável B existe função mensurável ϕ tal
que XB = ϕ◦f em quase todo ponto. Mostre que ϕ é função caracteŕıstica de algum conjunto
mensurável, a menos de medida nula. Deduza que f̃ é sobrejetivo. Se f̃ é sobrejetivo então
todo conjunto mensurável é da forma f−1(B) para algum B ∈ B. Conclua que a imagem de
Uf contém a função caracteŕıstica de todo conjunto mensurável. Deduza que Uf é sobrejetivo.
A última parte do enunciado segue do Exerćıcio 8.5.3.

8.5.5. Verifique que se (f, µ) tem espectro discreto então Uf é invert́ıvel. Use o Exerćıcio 8.5.4
para concluir.

8.5.6. Verifique que as uniões de elementos de ∪nPn são pré-imagens, pela inclusão ι, de
abertos de K. Use esse fato para mostrar que se as cadeias têm medida nula então para cada
δ > 0 existe um aberto A ⊂ K tal que m(A) < δ e todo ponto fora de A está na imagem da
inclusão: em outras palavras, K \ ι(MP ) ⊂ A. Conclua que ι(MP ) é conjunto mensurável de
Lebesgue e o seu complementar em K tem medida nula. Para a rećıproca, use o fato de que
(a) implica (c) no Exerćıcio A.1.13.

8.5.7. Inicialmente, suponha que M não tem átomos. Pela Proposição 8.5.5, podemos supor
que M = [0, 1]. Então, basta usar o Exerćıcio 5.2.4. O caso geral, com átomos, é análogo.

8.5.8. Seja B a σ-álgebra dos subconjuntos mensuráveis de Lebesgue [0, 1]. Para mostrar que
µ está bem definida, considere A,B ∈ B tais que M ∩A = M ∩B. Verifique que m(A∆B) = 0
e, portanto, m(A) = m(B). Para provar aditividade, considere A,B ∈ B tais que M ∩ A e
M ∩ B são disjuntos. Verifique que m(A ∩ B) = 0 e deduza que m(A ∪ B) = m(A) +m(B).
Adapte este argumento, para provar que µ é σ-aditiva. Note que µ(M) = 1. Logo µ é uma
probabilidade em (M,M). Em seguida, verifique que a aplicação H : B → M definida por
H(B) = M ∩ B é um isomorfismo de álgebras de medida. Mostre que este isomorfismo não
é induzido por nenhuma aplicação mensurável h : M → [0, 1]: a aplicação h teria que ser
a identidade em quase todo ponto de M . Conclua que (M,M, µ) não pode ser espaço de
Lebesgue.

9.1.1. Dada qualquer partição infinita enumerável P = {Pk : k ≥ 1} com entropia fi-
nita, considere a sequência de partições finitas Pk = {P1, . . . , Pk, Qk = ∪j>kPj}. Então
hµ(f,Pk) ≤ hµ(f,P) ≤ hµ(f,Pk) + Hµ(P/Pk) para todo k. Usando que Hµ(P) < ∞,
verfique que

Hµ(P/Pk) =
X

n>k

−µ(Pn) log
µ(Pn)

µ(Qk)
→ 0 quando k → ∞.

Portanto, hµ(f,P) = supk hµ(f,Pk).
9.1.2. Seja g = fk . Então, Hµ(∨k−1

i=0 f
−i(P)/ ∨nj=k f−j(P)) = Hµ(Pk/ ∨i=1 g

−i(Pk)). Pelo

Lema 9.1.12, esta expressão converge para hµ(g,Pk). Agora basta usar o Lema 9.1.13.

9.1.3. (a) Dadas partições P e Q de A e B, respectivamente, considere a partição R = P ∪Q
de M . Note que Rn = Pn ∪ Qn para todo n e deduza que

hµ(f,R) = µ(A)hµA (f,P) + µ(B)hµB (f,Q).

Variando P e Q, conclua que hµ(f) ≥ µ(A)hµA (f) + µ(B)hµB (f). Reciprocamente, dada
uma partição R de M , observe que R′ = R ∨ {A,B} pode ser escrita R′ = P ∪ Q, onde
P e Q são partições de A e B. Logo, hµ(f,R) ≤ hµ(f,R′) ≤ µ(A)hµA (f) + µ(B)hµB (f).
(b) Pelo Lema 4.3.3, existem conjuntos invariantes A1, . . . , An disjuntos dois-a-dois tais que
µi(Ai) = 1 para todo i. Agora prove o enunciado por indução em n, usando o item (a).

9.1.4. O conjunto A das uniões finitas disjuntas de retângulos Ai × Bi, com Ai ⊂ M e
Bi ⊂ N é uma álgebra; por definição, ela gera a σ-álgebra de M × N . Verifique que f × g
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preserva a restrição de µ × ν a esta álgebra e use o Lema 1.3.1 para concluir que µ × ν
é invariante por f × g. Dadas partições finitas P e Q de M e N , respectivamente, seja
P ×Q = {P ×Q : P ∈ P e Q ∈ Q}. Verifique que hµ×ν(f × g,P ×Q) = hµ(f,P)+ hν(g,Q).
Isto implica que hµ×ν(f × g) ≥ hµ(f) +hν(g). Para provar a desigualdade rećıproca, observe
que dada qualquer partição finita R de M ×N existem P e Q tais que R ≺ P ×Q.

9.1.5. Dada qualquer partição finita Q de N , considere P = {φ−1(Q) : Q ∈ Q}. Verifique
que hµ(f,P) = hν(g,Q) e deduza que hµ(f) ≥ hν(g).

9.2.1. Tome ε = 1/20. Considere x 6= y e considere as respectivas expansões decimais
x = 0, x1 · · · xn · · · e y = 0, y1 · · · yn · · · . Se existe k ≥ 1 tal que |xk − yk| ≥ 2 então
|fk(x) − fk(y) ≥ 1/10 > ε. Suponha que |xn − yn| ≤ 1 para todo n. Tome k ≥ 1 mı́nimo tal
que xk 6= yk. Como |xk+1 − yk+1| ≤ 1, temos que |fk(x) − fk(y)| > ε.

9.2.2. A entropia de uma medida de Bernoulli em {1, . . . , d}Z é dada por
Pd
i=1 −pi log pi.

Variando os pesos pi esta expressão toma qualquer valor entre 0 e log d. O número d de
śımbolos pode ser tomado arbitrariamente grande.

9.2.3. (a) Para todo k ≥ 1, as órbitas de 0 e de xk = (1/k, . . . , 1/k, . . . ) permanecem a
distânica ≤ 1/k para todos os iterados. (b) O sistema (σ, µk) é ergodicamente equivalente ao
deslocamento de Bernoulli em {1, 2}N com pesos p1 = p2 = 1/2. Logo hµk (σ) = log 2. O
suporte de µk está contido na bola fechada de raio 1/k em torno de 0 = (0, . . . , 0, . . . ). Logo
µk → 0 na topologia fraca∗. Claro que hδ0(σ) = 0. (c) Para cada k, seja Pk a partição (finita)
de Σ cujos elementos são os cilindros [0; i] com i = 1, . . . , k e [0;X \ {1, . . . , k}]. Mostre que

hµ(σ,Pk) ≥
Pk
i=1 −p1/i log p1/i e conclua que hµ(σ) = ∞.

9.2.4. Seja P uma partição finita de S1 em intervalos. Para cada j ≥ 1 e P ∈ P, a pré-
imagem f−j(P ) está formada por dj intervalos, cujos extremos são as pré-imagens dos pontos
extremos de P . Deduza que #Pn ≤ dn#P para todo n e conclua que hµ(f,P) ≤ log d.
Termine usando o Corolário 9.2.6.

9.2.5. Escreva Qn = ∨n−1
j=0 f

−j(Q) para cada n e seja A a σ-álgebra gerada por ∪nQn.
Verifique que f é mensurável relativamente à σ-álgebra A. Mostre que a hipótese implica
que P ⊂ A. Pelo Lema 9.2.2, segue que Hµ(P/Qn) converge para zero. Pelos Lemas 9.1.11
e 9.1.13, temos hµ(f,P) ≤ hµ(f,Q) +Hµ(P/Qn) para todo n.

9.3.1. Para cada n ≥ 1, defina ϕn : M → [0,∞) e ρn : (0,∞) → [0, 1] por

1. ϕn(x) = (i− 1)/n se ϕ(x) ∈ ((i − 1)/n, i/n] com 1 ≤ i ≤ n2 e ϕn(x) = n se ϕ(x) > n;

2. ρn(s) = µ({ϕ > i/n}) se s ∈ ((i − 1)/n, i/n] com 1 ≤ i ≤ n2 e ρ(s) = 0 se s > n.

Verifique que, para todo n,

Z

ϕn dµ =
n2
X

i=1

1

n
µ

`

{ϕ > i

n
}

´

=

Z ∞

0
ρn(s) ds.

Use o teorema da convergência dominada para concluir o enunciado do exerćıcio.

9.3.2. Seja µ a medida de Bernoulli associada a um vetor de probabilidade (p1, . . . , pd).
Defina ηi(x, n) = #{0 ≤ j ≤ n− 1 : xj = i}. Seja P a partição (geradora) de Σ em cilindros
[0; i]. Note que

µ(Pn(x)) =
d

Y

i=1

p
ηi(x,n)
i .

Por ergodicidade, ηi(x, n)/n → pi em µ-quase todo x. Logo, −(1/n) log µ(Pn(x)) converge

para
Pd
i=1 −pi log pi em µ-quase todo ponto.

9.3.3. É claro que B(x, n, ε) ⊂ B(f(x), n − 1, ε). Logo, hµ(f, x) ≥ hµ(f, f(x)) para µ-quase
todo x. Por outro lado,

R

hµ(f, x) dµ(x) =
R

hµ(f, f(x)) dµ(x) pois a medida µ é invariante
por f .

9.3.4. Pelo Teorema 9.3.1 e por ergodicidade, −(1/n) log µ(Pn(x)) → hµ(f,P) para µ-quase
todo x. Logo, dado ε > 0,

˘

x ∈ M : hµ(f,P) − ε < − 1

n
log µ(Pn(x)) < hµ(f,P) + ε

¯
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tem medida maior que 1 − ε para todo n suficientemente grande. Este conjunto é uma união
de átomos de Pn(x).

9.4.1. Escrevendo θ = (θ1, . . . , θd), vemos que Rθ = Rθ1 ×· · ·×Rθd
onde Rθi

é uma rotação

em S1. Além disso, a medida de Haar em Td é o produto das medidas de Haar em d cópias
de S1. Logo, pelo Exerćıcio 9.1.4, basta tratar o caso d = 1. Use um argumento semelhante
ao do Exerćıcio 9.2.4: para toda partição finita P temos que #Pn ≤ n#P para todo n e,
portanto, hµ(f,P) = 0 para toda probabilidade invariante µ.

9.4.2. Use o seguinte fato, que é a seguinte consequência da forma canônica de Jordan:
existem números ρ1, . . . , ρl > 0, existe uma decomposição A-invariante Rd = E1 ⊕ · · · ⊕
El e, dado α > 0, existe um produto interno em Rd relativamente ao qual os subespaços
Ej são ortogonais e satisfazem e−αρj‖v‖ ≤ ‖Av‖ ≤ eαρj‖v‖ para todo v ∈ Ej . Além

disso, os ρi são os valores absolutos dos autovalores de A e eles satisfazem
Pd
i=1 log+ |λi| =

Pl
j=1 dimEj log+ ρj .

9.4.3. Considere qualquer partição finita ou enumerável P com {B,Bc} ≺ P. Seja Q a

restrição de P ao conjunto B. Escreva Pn = ∨n−1
j=0 f

−j(P) e Qk = ∨k−1
j=0 g

−j(Q). Verifique

que, para todo x ∈ B e k ≥ 1 existe nk ≥ 1 tal que Qk(x) = Pnk (x). Além disso, por
ergodicidade limk k/nk = τ(B, x) = µ(B) para quase todo x. Pelo teorema de Shannon-
McMillan-Breiman,

hν(g,Q, x) = lim
k

− 1

k
log ν(Qk(x)) e hµ(f,P, x) = lim

k
− 1

nk
logµ(Pnk (x)).

Conclua que hν(f,Q, x) = µ(B)hν (g,Q, x) para quase todo x ∈ B. Variando P, deduza que
hν(f) = µ(B)hν (g).

9.4.4. Dada uma partição P de M , considere P̂ = π−1(P), ou seja P̂ = {π−1(P ) : P ∈ P}.
Claro que P̂ é uma partição de M̂ . Mostre que P̂n = π−1(Pn) e, logo, Hµ(Pn) = Hµ̂(P̂n)

para todo n. Portanto, hµ(f,P) = hµ̂(f̂ , P̂) para toda partição P de M . Suponha que existe

gerador unilateral P para (f, µ). Mostre que P̂ é gerador bilateral para (f̂ , µ̂) e conclua que

hµ(f) = hµ̂(f̂). Em geral, como (M,µ) é espaço de Lebesgue, sempre existem partições

finitas P1 ≺ · · · ≺ Pk ≺ · · · tais que ∪kPk gera a σ-álgebra de M . Verifique que ∪kP̂±k
k gera

a σ-álgebra de M̂ . Use o Lema 9.1.13 e o teorema de Kolmogorov-Sinai para concluir que
hµ(f) = limk hµ(f,Pk) = limk hµ̂(f̂ , P̂k) = hµ̂(f̂).

9.5.1. Como hµ(f) = hµ(f−1), segue do teorema de Ornstein (Teorema 9.5.2) que (f, µ)
e (f−1, µ) são ergodicamente equivalentes. Dado qualquer k ≥ 1, o Exerćıcio 9.2.2 garante
que existe algum automorfismo de Bernoulli (g, ν) tal que hν(g) = hµ(f)/k. Então, pela
Proposição 9.1.14, hν(gk) = hµ(f) e segue do teorema de Ornstein que (f, µ) e (gk, ν) são
ergodicamente equivalentes.

9.5.2. Considere A ∈ ∩nf−n(B) com m(A) > 0. Então, para cada n existe An ∈ B tal que
A = f−n(An). Considere os intervalos Ij,n =

`

(j − 1)/10n, j/10n
´

. Então

m(A ∩ Ij,n)

m(Ij,n)
=

m(An)

m((0, 1))
= m(A) para todo 1 ≤ j ≤ 10n.

Fazendo n→ ∞, conclúımos que Ac não tem pontos de densidade. Logo m(Ac) = 0.

9.5.3. Análogo ao Exerćıcio 9.5.2, usando a propriedade de distorção limitada dada pela
Proposição 4.2.11.

9.5.4. Seja A a σ-álgebra gerada pelos cilindros [0; b0, . . . , bn−1] com n ≥ 1. É claro que A
satisfaz as condições (a) e (c) na Definição 9.5.8. Para provar a condição (b), ou seja, que todo
elemento de Z = ∩kσ−k(A) tem medida zero ou um, imite a demonstração do Teorema 7.2.11,
da seguinte forma. Dados cilindros A = [p;a0, . . . , am−1] e B = [0; b0, . . . , bn−1],

min
i,j

P si,j

pj
≤ µ(A ∩ σ−k(B))

µ(A)µ(B)
≤ max

i,j

P si,j

pj
,

para todo k ≥ p+m, onde s = k−p−m+1. A hipótese implica que P si,j → pj quando s→ ∞,

para todo i, j. Conclua que, dados ε > 0 e A = [p;a0, . . . , am−1], existe k0 ≥ 1 tal que a
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famı́lia C(ε, A) dos conjuntos B ∈ A que satisfazem |µ(A∩σ−k(B))−µ(A)µ(B)| ≤ εµ(A)µ(B)
para todo k ≥ k0 é uma classe monótona e contém toda união finita disjunta de cilindros da
forma [0; b0, . . . , bn−1]. Logo, C(ε,A) = A. Conclua que |µ(A ∩Z)− µ(A)µ(Z)| ≤ εµ(A)µ(Z)
para todo Z ∈ Z e todo cilindro A = [p; a0, . . . , am−1]. Verifique que a famı́lia Dε dos
conjuntos A ∈ B tais que |µ(A ∩Z) − µ(A)µ(Z)| ≤ εµ(A)µ(Z) para todo Z ∈ Z é uma classe
monótona e contém toda união finita disjunta de cilindros. Logo, Dε = B. Em particular,
|µ(Z) − µ(z)2| ≤ εµ(Z)2 para todo z ∈ Z e todo ε > 0. Deduza que a σ-álgebra Z é trivial.

9.5.5. Seja A a σ-álgebra gerada pelos cilindros [0; b0, . . . , bn−1] com n ≥ 1. É claro que A
satisfaz as condições (a) e (c) na Definição 9.5.8. Para provar a condição (b), use o argumento
do Exerćıcio 9.5.4.

9.5.6. Suponha que hµ(f,P) = 0. Use o Lema 9.5.4 para mostrar que P ≺ W∞
j=1 f

−jk(P)

para todo k ≥ 1. Deduza que, a menos de medida nula, P está contida em f−k(B) para todo
k ≥ 1. Conclua que a partição P é trivial.

9.6.1. A unicidade é imediata. Para provar a existência, considere o funcional Ψ definido por
Ψ(ψ) =

R ` R

ψ dη
´

dW (η) no espaço das funções mensuráveis limitadas ψ : M → R. Note
que Ψ é linear e não negativo e satisfaz Ψ(1) = 1. Use o teorema da convergência monótona
para mostrar que se Bn, n ≥ 1 são subconjuntos mensuráveis de M disjuntos dois-a-dois
então Ψ(X∪nBn ) =

P

nΨ(XBn ). Conclua que ξ(B) = Ψ(XB) define uma probabilidade na
σ-álgebra dos subconjuntos mensuráveis de M . Mostre que

R

ψ dξ = Ψ(ψ) para toda função
mensurável limitada. Tome bar(W ) = ξ.

9.6.2. Escreva W =
P∞
i=1 tiWi. Por definição,

Z

ψ dbar(W ) =

Z

`

Z

ψ dη
´

dW (η) =
∞

X

i=1

ti

Z

`

Z

ψ dη
´

dWi(η)

=
∞

X

i=1

ti

Z

ψ dbar(Wi) =

Z

ψ d
`

∞
X

i=1

ti bar(Wi)
´

para toda função mensurável limitada ψ : M → R. Logo, bar(W ) =
P∞
i=1 ti bar(Wi).

9.6.3. Seja µ =
P∞
i=1 tiνi. Para cada n, defina sn =

Pn
i=1 ti e µn =

Pn
i=1 ti/snνi e

Rn =
P

i>n ti/(1 − sn)νi. Então, µ = snµn + (1 − sn)Rn. Como M é convexo, µn está
em M para todo n. Mostre que (µn)n converge para µ na topologia fraca∗, para obter o
primeiro enunciado. Em seguida, dado qualquer Φ = {φ1, . . . , φN} e ε > 0, considere uma
partiçao finita ou enumerável P de M tal que cada Pn ∈ P está contido na vizinhança
V (νn,Φ, ε) de algum νn ∈ M. Seja Wn a restrição normalizada de W a cada Pn. Entao,
W =

P

nW (Pn)Wn e bar(W ) =
P

nW (Pn) bar(Wn) (pelo Exerćıcio 9.6.2). Pelo Lema 9.6.7,
bar(Wn) ∈ V (νn,Φ, ε). Mostre que ν =

P

nW (Pn)νn está em M e que bar(W ) ∈ V (ν,Φ, ε).
Para concluir o segundo enunciado, faça ε→ 0.

9.6.4. Use a desigualdade de Jensen no item (1), o lema de Fatou no item (2) e o teorema de
Kolmogorov-Sinai no item (3).

9.6.5. Para a penúltima igualdade seria necessário saber que a sequência n−1 log µP (Qn(x))
é dominada, por exemplo.

9.7.1. Sejam {Uk : k ≥ 1} e {Vl : l ≥ 1} duas coberturas. Todo subconjunto mensurável B
de algum Vl pode ser escrito como união disjunta de conjuntos mensuráveis Ak ⊂ Uk, k ≥ 1.
Por σ-aditividade, η(f(Ak)) =

R

Ak
ξ dη para todo k ≥ 1 implica η(f(B)) =

R

B
ξ dη.

9.7.2. Seja (p1, . . . , pd) é o vetor de probabilidades associado a P . Para cada x ∈ [0; a0, a1]
com Pa0,a1 > 0, tome Jµσ(x) = pa1/(pa0Pa0,a1). A união dos demais cilindros tem medida
nula.

9.7.3. (a) A definição (9.7.2) dá que a fórmula vale para toda função caracteŕıstica ψ = Xf(A),
onde A é um domı́nio de invertibilidade de f . Por linearidade, a igualdade se estende para
funções simples. Use o teorema da converência monótona para estendê-la para qualquer função
mensurável não negativa. Use linearidade uma vez mais, para obter o caso geral. (b) Aplique
o item (a) à função ϕ = (ψ/Jηf) ◦ (f | A)−1.
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9.7.4. Seja P uma partição enumerável em domı́nios de invertibilidade. Imitando a prova de
(9.7.8), mostre que

Z

P
ψ̂ dη =

Z

f−1(P )
ψ dη para todo P ∈ P, onde ψ̂(x) =

X

z∈f−1(x)

ψ

Jηf
(z)

Some sobre todo P ∈ P, para obter a igualdade no enunciado.

9.7.5. Pelo Exerćıcio 9.7.4, dada qualquer função mensurável limitada ψ,
Z

(ψ ◦ f) dη =

Z

ψ(x)
“

X

z∈f−1(x)

1

Jηf
(z)

”

dη(x).

Deduza a primeira parte do enunciado. Para a segunda parte, note que se η é invariante então
η(f(A)) = η(f−1(f(A))) ≥ η(A) para todo domı́nio de invertibilidade A.

9.7.6. Verifique que se f é localmente invert́ıvel então fk também é. Se A é domı́nio de
invertibilidade de fk e ψ : fk(A) → R é mensurável e limitada,

m(fk(A)) =

Z

f(A)
Jηf

k−1 dη =

Z

A
(Jηf

k−1 ◦ f)Jηf dη.

Portanto, Jηfk = (Jηfk−1 ◦ f)Jηf para todo k. A primeira parte do enunciado segue por
indução. Quanto à segunda parte, se f é invert́ıvel e η é singular também em relação a f−1,
então Jηf−1 = (1/Jηf) ◦ f−1 em η-quase todo ponto.

9.7.7. Verifique que se A é domı́nio de invertibilidade para f então B = φ(A) é domı́nio de
invertibillidade para g. Além disso, µ(f(A)) = ν(g(B)) =

R

B
Jνg dν =

R

A
Jνg ◦ φdµ. Use o

fato de que o jacobiano é essencialmente único.

9.7.8. A parte ‘se’ do enunciado é fácil: podemos exibir a equivalência ergódica explicita-
mente. Suponha que os dois sistemas são ergodicamente equivalentes. O fato de que k = l
segue do Exerćıcio 8.1.2. Para provar que p e q são permutações um do outro, use o fato de
que o jacobiano é invariante por equivalência ergódica (Exerćıcio 9.7.7), juntamente com as
expressões dos jacobianos dadas pelo Exemplo 9.7.1.

10.1.1. Note que N(α) ≤ N(β), uma vez que todo elemento de β está contido em algum
elemento de α.

10.1.2. H(f−1(β)) ≤ H(β). Se f é sobrejetiva, vale a igualdade H(f−1(β)) = H(β). Observe
que se A = {A1, . . . , Ar} é uma subcobertura aberta finita de α e B = {B1, . . . , Bs} é
subcobertura aberta finita de β, então U = {An∩Bm : 1 ≤ n ≤ r e 1 ≤ m ≤ s} é subcobertura
aberta finita de α ∨ β, com no máximo nm elementos. Isso garante N(α ∨ β) ≤ N(α)N(β).
Para provar que H(f−1(β)) ≤ H(β), observe que como f é cont́ınua, dada B subcobertura
aberta finita de β, o conjunto f−1(B) é uma cobertura aberta com no máximo #B elementos.
Assim, N(f−1(α)) ≤ N(α). Para a desigualdade reversa, basta observar que f−1(B) 6= ∅,
para cada B ∈ β.

10.1.3. Para mostrar que a entropia topológica de f com respeito à distância usual é log 2,
dado ε > 0 tome k ∈ N tal que (1/2)k < ε. Verifique que o conjunto E = {m/2n+k : m ∈ Z} é
um conjunto (n, ε)-separado. Considerando agora a distância d(x, y) = | log x− log y|, mostre
que f é uma isometria. Use o Exemplo 10.1.7 para concluir que a entropia de f é zero.

10.1.4. Para i = 1, 2 considere a bola dinâmica Bi(a, n, ε) = {x ∈ M : di(f
i(x), f i(a)) <

ε para i = 0, . . . , n− 1}. Da hipótese de que d1 e d2 são uniformemente equivalentes, conclua
que para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que B2(a, n, δ) ⊂ B1(a, n, ε). Observe que isto garante
que g1(f, ε,K) ≤ g2(f, δ,K) para qualquer compacto K. Obtenha a desigualdade análoga
g2(f, ε,K) ≤ g1(f, δ,K) e conclua o exerćıcio.

10.1.5. Seja K ⊂ N um compacto e seja K ′ = ψ(K). Observe que K ′ é compacto e a
restrição ψ : K → K ′ é um homeomorfismo. Em particular, a sua inversa é uniformemente
cont́ınua. Use esse fato para mostrar que dado ε > 0, existe δ > 0 tal que dado qualquer
conjunto E′ ⊂ M que seja (n, δ)-gerador de K ′, o conjunto E = ψ−1(E′) ⊂ N é (n, ǫ)-gerador
de K. Conclua que g(g, ε,K) ≤ g(f, δ, ψ(K)) e que h(g) ≤ h(f). Para a segunda parte,
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considere um conjunto discreto A ⊂ [0, 1] com n elementos. Prove que a distância de [0, 1]Z

restrita a AZ é uniformemente equivalente à distância definida em (9.2.13). Conclua, usando
o Exemplo 10.1.2, que a entropia de σ é pelo menos log n, para qualquer n.

10.1.6. Mimetize as provas do Lema 10.3.6 e do Lema 10.3.7.

10.1.7. Fixados n ∈ N e ε > 0, tome para cada i = 1, 2, . . . , l um conjunto Ei que seja (n, ε)-
gerador de Ki. Prove que E =

S

1≤i≤l Ei é (n, ε)-gerador de K. Conclua que gn(f, ε,K) ≤
P

1≤i≤l gn(f, ε,Ki). Deduza que g(f, ε,K) ≤ max1≤i≤l g(f, ε,Ki). Conclua fazendo ε→ 0.

10.1.8. Considere h(x) = sen(πx/2). Verifique que h é um homeomorfismo de [−1, 1]. Prove
que h(f(x)) = g(h(x)), isto é, sen(π/2(1 − 2x2)) = 1 − 2| sen(πx/2)|. Conclua que a entropia
de f é log 2.

10.1.9. Observe que cada palavra w de comprimento n +m pode ser decomposta de modo
único como w = uv, onde u é uma palavra de comprimento m e v é uma palavra de compri-
mento n. Isto define uma função injetiva do conjunto das palavras de comprimento n+m no
produto cartesiano do conjunto das palavras de comprimento m pelo conjunto das palavras
de comprimento n. Segue que cn+m(x) ≤ cn(x)cm(x) ou, em outras palavras, a sequência
log cn(x) é subaditiva. Conclua que c(x) está bem-definido. Para mostrar que c(x) coin-
cide com a entropia topológica de σ restrita ao fecho de X , mostre que cn+k(x) é igual
a gn(f, (1/2)k ,X ), observando que cada palavra de comprimento n + k que aparece em x
começando na posição i corresponde a uma bola dinâmica de comprimento n e raio (1/2)k

centrada em σi(x).

10.1.10. (Carlos Gustavo Moreira) Seja θ1=0, θ2 = 01 e, para n ≥ 2, θn+1 = θnθn−1.
Vamos mostrar que, para todo n ≥ 1, existe uma palavra τn tal que θnθn+1 = τnαn e
θn+1θn = τnβn, onde αn = 10 e βn = 01 se n é par e αn = 01 e βn = 10 se n é ı́mpar. De
fato, isso vale para n = 1 com τ1 = 0 e para n = 2 com τ2 = 010. Se vale para n, temos
θn+1θn+2 = θn+1θn+1θn = θn+1τnβn e também θn+2θn+1 = θn+1θnθn+1 = θn+1τnαn,
desde que tomemos τn+1 = θn+1τn. Isto prova a nossa afirmação. Segue que as últimas
letras de θn e de θn+1 são distintas. Vamos deduzir que θ = lim θn não é pré-periódica. De
fato, suponha que θ fosse periódica e seja m o tamanho de seu peŕıodo. Como o tamanho
de θn é Fn+1 (onde Fk é o k-ésimo número de Fibonacci), podemos tomar n inteiro positivo
tal que m|Fn+1 e tal que n é grande o suficiente para que o tamanho da eventual parte não-
periódica de θ seja menor que Fn+2. Então θ começa com θn+3 = θn+2θn+1 = θn+1θnθn+1.
Mas, como o tamanho Fn+1 de θn é múltiplo do peŕıodo m, a Fm+2-ésima letra de θ, que
é a última letra de θn+1, deveria coincidir com a (Fm+2 + Fn+1)-ésima letra de θ, que é a
última letra de θn. Isto contradiria a conclusão do parágrafo anterior. Em seguida, afirmamos
que ck+1(θ) > ck(θ) para todo k. De fato, suponha que ck+1(θ) = ck(θ) para algum k.
Então cada subpalavra de tamanho k só pode ter uma continuação de tamanho k + 1. Logo,
temos uma dinâmica no conjunto finito das subpalavras de tamanho k (que a cada subpalavra
associa sua única continuação sem a primeira letra), cujas órbitas são todas pré-periódicas.
Em particular, θ também é pré-periódica, o que contradiz a conclusão no parágrafo anterior.
Isto prova a nossa afirmação. Como c1(θ) = 2, segue que ck(θ) ≥ k + 1 para todo k. Agora
afirmamos que cFn+1

(θ) ≤ Fn+1 + 1 para todo n > 1. Para provar esse fato, note que θ pode
ser escrito como uma concatenação de palavras pertencentes a {θn, θn+1}, pois (por indução),
para todo r ≥ n, θr pode ser escrito como uma concatenação de palavras pertencentes a
{θn, θn+1}. Assim, qualquer subpalavra de θ de tamanho Fn+1 (que é o tamanho de θn) é
uma subpalavra de θnθn+1 ou de θn+1θn. Como θnθn+1 = θnθnθn−1 é uma subpalavra de
θnθnθn−1θn−2 = θnθnθn, há no máximo |θn| = Fn+1 subpalavras de tamanho |θn| = Fn+1

de θnθnθn e, logo, de θnθn+1. Como θnθn+1 = τnαn e θn+1θn = τnβn e θn+1θn termina
com θn e |βn| = 2, a única subpalavra de θn+1θn de tamanho |θn| = Fn+1 que pode não
ser subpalavra de θnθn+1 é a subpalavra que termina com a primeira letra de βn (ou seja,
uma posição antes do fim de θn+1θn). Logo, cFn+1

(θ) ≤ Fn+1 + 1 tal como foi afirmado.
Estamos prontos para obter o enunciado do exerćıcio. Suponha que ck(θ) > k+1 para algum
k. Tomando n tal que Fn+1 > k, teŕıamos cFn+1

(θ)− ck(θ) < Fn+1 +1− (k+1) = Fn+1 −k,
donde, para algum m com k ≤ m < Fn+1, deveŕıamos ter cm+1(θ) ≤ cm(θ). Isto contradiria
fato provado anteriormente.

10.2.1. Considere as projeções canônicas π1 : M1 ×M2 →M1 e π2 : M1 ×M2 →M2. Dado
qualquer compacto K ⊂ M , considere Ki = πi(K) para i = 1, 2. Note que K ⊂ K1 × K2.
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Mostre que se Ei é conjunto (n, ε)-gerador para fi em Ki, com i = 1, 2, então E = E1 ×E2 é
conjunto (n, ε)-gerador para f em K. Logo, gn(f, ε,K) ≤ gn(f1, ε,K1)gn(f2, ε,K2). Deduza
que g(f, ε,K) ≤ g(f1, ε,K1)+g(f2, ε,K2) para todo ε e conclua que h(f) ≤ h(f1)+h(f2). De
modo semelhante, mostre que se Ki ⊂ Mi é compacto e Ei ⊂ Ki é conjunto (n, ε)-separado
para fi, com i = 1, 2, então E1 × E2 ⊂ K1 × K2 é conjunto (n, ε)-separado para f . Logo,
sn(f, ε,K1 × K2) ≥ sn(f1, ε,K1)sn(f2, ε,K2) para todo ε. Supondo que M2 é compacto,
tome K2 = M2. Deduza que s(f, ε,K1×K2) ≥ s(f1, ε,K1)+lim infn

1
n
sn(f2, ε,M2). Usando

o Corolário 10.1.8, deduza que h(f) ≥ h(f1) + h(f2).

10.2.2. (a) Por hipótese, dada qualquer palavra finita A-admisśıvel (x0, . . . , xk), existe
n = n(x0, xk) tal que Anxk,x0

> 0, ou seja, (xk , y1, . . . , yn−1, x0) é A-admisśıvel para al-
guma escolha de y1, . . . , yn−1. Logo, a sequência periódica (x0, . . . , xk, y1, . . . , yn−1, x0, . . . )
é admisśıvel. Para os itens (b) e (c), use que [0; i]∩ σ−k([0; j]) 6= ∅ se, e somente se, Aki,j ≥ 1.

10.2.3. Pela Proposição 10.2.1, h(f) = g(f, δ,M) sempre que f é ε-expansiva e δ < ε/2.
Mostre que se d(f, h) < δ/3 então g(h, δ/3, M) ≤ g(f, δ,M). Deduza que se (fk)k converge
para f então lim supk h(fk) = lim supk g(fk, δ/3, M) ≤ g(f, δ,M) = h(f).

10.2.4. Seja Si = Ai,1 + Ai,2 + · · · + Ai,n a soma das entradas da linha i da matriz A. Por
hipótese Si > 0 para todo i. Defina Pi,j = Ai,j/Si. Note que P é uma matriz estocástica e

que Pni,j = 0 se, e somente se, Ani,j = 0. Pelo Lema 7.2.7, temos que
Pd
j=1 P

n
i,j = 1 para todo

todo i e todo n. Conclua que a linha i de An é não nula, para todo i.

10.2.5. (a) Por hipótese, existe ε > 0 tal que a restrição de f a toda bola de raio ε é injetiva.
Mostre que f−n(y) é (n, δ)-separado para todo y, todo n e todo δ < ε. A hipótese também
garante que #f−n(y) ≥ dn. (b) Não é restrição supor que d = |deg f | ≥ 2. Mostre que
existem intervalos Ij , j = 1, . . . , d disjuntos dois-a-dois, ordenados ciclicamente e tais que

f(Ij) = S1 para todo j. Considere δ < minj |Ij |. Para cada y ∈ S1 e n ≥ 1, seja f−n∗ (y)
o conjunto dos x ∈ f−n(y) tais que f i(x) ∈ J2 ∪ · · · ∪ J2[d/2] para i = 0, . . . , n − 1. Mostre

que f−n∗ (y) é conjunto (n, δ)-separado e contém [d/2]n pontos. Deduza que h(f) ≥ log[d/2].
Usando a Proposição 10.1.11, conclua que kh(f) ≥ log[dk/2] para todo k. Fazendo k → ∞,
obtenha que h(f) ≥ log d.

10.2.6. Note que |f(z)| = |z|/2 e, portanto, (fn(z))n → 0 para todo z 6= ∞. Logo, 0 e
∞ são os únicos pontos recorrentes. Deduza que toda probabilidade invariante tem entropia
nula e conclua que h(f) = 0. Não há contradição, pois f não é homeomorfismo local (nem é
diferenciável) na vizinhança de zero ou infinito.

10.2.7.(Bowen [Bow72]) Escreva a = g∗(f, ε). Observe que se E é conjunto (n, δ)-gerador de
M , com δ < ε, então M = ∪x∈EB(x, n, ε). Combinando este fato com o resultado de Bowen,
mostre que gn(f, δ,M) ≤ #Eec+(a+b)n. Conclua a desigualdade, tomando b→ 0.

10.3.1. Dada γ uma subcobertura finita de αn+m, observe que
X

U∈γ

eφn+m(U) ≤
X

U∈γ

eφn(U)eφm(fn(U)) ≤
X

U∈γ

eφn(U)
X

V ∈fm(γ)

eφm(V ).

Conclua que Pn+m(f, φ, α) ≤ Pn(f, φ, α)Pm(f, φ, α).

10.3.2. Reflexiva: tome u ≡ 0. Simetria: troque u por −u. Transitividade: se ψ = φ+u◦f−u
e φ = θ + v ◦ f − v então ψ = θ + (u+ v) ◦ f − (u+ v).

10.3.3. Estenda o argumento do Exerćıcio 10.2.1 do seguinte modo. Seja f = f1 × f2
e φ = φ1 × φ2. Lembrando a definição (10.3.9), comece por mostrar que Gn(f, φ, ε) ≤
Gn(f1, φ1, ε)Gn(f2, φ2, ε). Deduza que G(f1×f2, φ1×φ2, ε) ≤ G(f1, φ1, ε)+G(f2, φ2, ε) para
todo ε e conclua que P (f, φ) ≤ P (f1, φ1)+P (f2, φ2). Analogamente, mostre que Sn(f, φ, ε) ≥
Sn(f1, φ1, ε)Sn(f2, φ2, ε) para todo ε. Deduza que

S(f, φ, ε) ≥ S(f1, φ1, ε) + lim inf
n

1

n
Sn(f2, φ2, ε).

Usando (10.3.16), deduza que P (f, φ) ≥ P (f1, φ1) + P (f2, φ2).

10.3.4. Se f : M → M é ε0-expansiva, P (f, φ) = P (f, φ, α) = G(f, φ, ε) = S(f, φ, ε) para
toda cobertura aberta α com diâmetro menor que ε0 e para todo ε < ε0/2. Em particular,
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P (f, φ) < ∞. Para a demontração, siga os passos da Proposição 10.2.1, substituindo a
Proposição 10.1.9 pelo Lema 10.3.1 na prova da primeira igualdade. Ainda usando o roteiro
da Proposição 10.1.9, mostre que Pn(f, φ, α) ≤ Gn(f, φ, ε) ≤ Sn(f, φ, ε) para todo n e todo
ε > 0, onde α é a cobertura de M pelas bolas de raio ε; a partir deste fato, deduza as demais
igualdades no enunciado.

10.3.5. Fixe uma cobertura aberta finita α com diâmetro menor que ε0. Usando as definições
(10.3.3) e (10.3.2) e os Exerćıcios 10.3.4 e 10.3.1,

P (f, φ) = P (f, φ, α) = inf
n

1

n
logPn(f, φ, α) = inf

n
inf
γ

1

n
log

X

U∈γ

eφn(U)

(o segundo ı́nfimo é sobre todas as subcoberturas γ de αn). Isto permanece válido para toda
transformação ε0-expansiva g próxima de f , módulo substituirmos αn e φn pelos objetos
correspondentes, αng e φg,n, relativos a g. Mostre que dados n, γ e ε > 0, existe uma
vizinhança V de f tal que para cada g ∈ V existe uma subcobertura γg de αng e existe
uma bijeção ι : γ → γg tal que φg,n(ι(U)) ≤ φn(U) + nε para todo U ∈ γ. Deduza que
P (g, φ) ≤ P (f, φ) + 2ε para todo g ∈ V que seja ε0-expansivo.

10.3.6. Mostre que dado ε > 0 existe κ ≥ 1 tal que toda bola dinâmica B(x, n, ε) tem
diâmetro igual a ε2−n e contém algum ponto periódico pnx de peŕıodo n + κ. Mostre que
dados C, θ > 0 existe K > 0 tal que |φn(y) − φn(pnx )| ≤ K para todo y ∈ B(x, n, ε), todo
n ≥ 1 e toda função (C, θ)-Hölder φ : S1 → R. Use este fato para substituir conjuntos
geradores (ou separados) por conjuntos de pontos periódicos na definição da pressão.

10.4.1. Consequência direta do Prinćıpio Variacional.

10.4.2. Use o Prinćıpio Variacional e o fato que toda medida invariante de f | X é também
medida invariante de f .

10.4.3. Observe que
R

φ dµ =
R

ψ dµ para qualquer medida invariante µ. Em seguida, aplique
o Prinćıpio Variacional.

10.4.4. Considere o deslocamento σ no espaço Σ = {0, 1}N. Considere a função φ : Σ → R

definida por φ(x) = 0 se x0 = 0 e φ(x) = 1 se x0 = 1. Seja N o conjunto dos pontos x ∈ Σ
tais que a média temporal na órbita de x não converge. Verifique que N é invariante por σ e é
não vazio: para cada sequência finita (z0, . . . , zk) é posśıvel encontrar x ∈ N com xi = zi para
i = 0, . . . , k. Deduza que a entropia topológica da restrição f | Nφ é igual a log 2. Justifique
que N não suporta nenhuma medida invariante por f .

10.4.5. Considere a cobertura aberta ξ de K cujos elementos são K ∩ [0, α] e K ∩ [1 − β, 1].
Verifique que P (f, φ) = P (f, φ, ξ) para todo potencial φ. Além disso,

Pn(f,−t log g′, ξ) =
X

U∈αn

[(gn)′]−t(U) = (αt + βt)n.

Conclua que ψ(t) = log(αt + βt). Verifique que ψ′ < 0 e ψ′′ > 0 (convexidade também segue
da Proposição 10.3.11). Além disso, ψ(0) > 0 > ψ(1). Pelo Prinćıpio Variacional, a última
desigualdade também implica que hµ(f) −

R

log g′ dµ < 0.

10.4.6. Pelo teorema de Jacobs (Teorema 9.6.2), o funcional M1(f) → R, ν 7→ hν(f)+
R

ϕdν
é afim. Segue que o seu supremo no domı́nio M1(f) coincide com o supremo no conjunto
Me(f) dos pontos extremais. Como Me(f) é finito, o supremo é alcançado.

10.5.1. Como vimos no Exemplo 9.1.10, hµ(f) =
P

i=1 d− pi log pi. Use o Lema 10.4.4 com
a1 = · · · = ad = 0 para mostrar que a entropia é máxima quando pi = 1/d para todo i.

10.5.2. Seja α a cobertura de Σ pelos cilindros [0; i]) e seja ai o valor de φ em cada cilindro.
Justifique que P (f, φ) = P (f, φ, α) e verifique que

Pn(f, φ, α) =
X

i0,...,in−1

e
ai0

+···+ain−1 =
`

X

i

eai
´n
.

Conclua que P (f, φ) = log(
P

i e
ai). Use o Lema 10.4.4 para mostrar que existe um único vetor

de probabilidade p = (p1, . . . , pd) cuja medida de Bernoulli µ satisfaz hµ(σ)+
R

φ dµ = P (f, φ).
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10.5.3. A propriedade de Gibbs dá que limn(1/n) log µ(Cn(x)) = ϕ̃(x) − P , onde Cn(x)
é o cilindro de comprimento n que contém x. Combine esta igualdade com o teorema de
Brin-Katok (Teorema 9.3.3) e o teorema de Birkhoff para obter a primeira afirmação. Agora
suponha que µ1 e µ2 sejam dois estados de Gibbs ergódicos com a mesma constante P . Observe
que existe C tal que C−1µ1(A) ≤ µ2(A) ≤ Cµ1(A) para todo A na álgebra das uniões finitas
disjuntas de cilindros. Deduza, usando o teorema das classes monótonas (Teorema A.1.18),
deduza que C−1µ1(A) ≤ µ2(A) ≤ Cµ1(A) para qualquer conjunto mensurável A. Isto implica
que µ1 e µ2 são equivalentes. Usando o Lema 4.3.1, segue que µ1 = µ2.

10.5.4. Pelo prinćıpio variacional e a hipótese de que µ é um estado de equiĺıbrio para φ,

Fµ(ψ) =

Z

ψ dµ = hµ(f) +

Z

(ψ + φ) dµ − (hµ(f) +

Z

φ dµ) ≤ P (f, φ+ ψ) − P (f, φ).

Isto mostra que Fµ é funcional linear tangente a φ. Logo, a segunda parte do enunciado segue
da primeira e do Exerćıcio 2.3.7.

10.5.5. Pela Proposição 10.3.11, a função pressão é convexa (pelo Exerćıcio A.5.1, segue que
ela também é cont́ınua). Pelo teorema de suavidade de Mazur (lembre do Exerćıcio 2.3.7),
existe um subconjunto residual R ⊂ C0(M) tal que a função pressão é derivável em cada
ϕ ∈ R. Aplique o Exerćıcio 10.5.4.

10.5.6. Chamamos cilindro em H a todo [p;xp, . . . , xq ]H = [p;xp, . . . , xq] ∩ H que seja não
vazio. (a) Dados A = [p;xp, . . . , xp+q]H e B = [r; yr , . . . , yr+s]H considere

C = [p;xp, . . . , xp+q, 0, . . . , 0, yr , . . . , yr+s]H,

onde inserimos n > max{q, s} zeros. Observe que C é não vazio e C ⊂ A ∩ fr−p−q−n−1(B).
Isto mostra que o deslocamento é topologicamente misturador em H. (b) Seja α a cobertura
aberta de H por cilindros [0;x]H. Então N(αn) é igual ao número de cilindros de com-
primento n em H. Estes são de 3 tipos: (i) Cilindros monocromáticos contidos em V Z ou
AZ. Em cada um dos dois casos, são 2n cilindros. (ii) Cilindros monocromáticos da forma
[0; 0, . . . , 0, x0, . . . , xk−1] ou [0;x0, . . . , xk−1, 0, . . . , 0] com {x0, . . . , xk−1} contido em V ou
em A. Verifique que existem menos de 2n+1 cilindros deste tipo. (iii) Cilindros bicromáticos
[0;x0, . . . , xn−1], envolvendo śımbolos tanto verdes quanto amarelos. Usando que o número s
de ı́ndices j tais que xj 6= 0 não ultrapassa n/2, e que estes śımbolos se agrupam em 2 ≤ k ≤ s
blocos monocromáticos de cores alternadas, mostre que o número total de cilindros deste tipo
não ultrapassa

2

n/2
X

s=1

s
X

k=2

2s
„

s− 1
k − 1

«

≤ 2

n/2
X

s=1

2s(2s−1 − 1) ≤ 2n+1.

Isto prova que 2n+1 ≤ N(αn) ≤ 3 · 2n+1 para todo n. Logo h(σ) = h(σ, α) = log 2.

11.1.1. Seja {Ai : i} uma cobertura finita de M por bolas de raio ρ > 0 (Lema 11.1.3). Sejam
hi,j : Ai → M os ramos inversos de f e denote Vi,j = hi,j(Ai). (1) Escreva B como união
de conjuntos mensuráveis Bi ⊂ Ai. Então f−1(B) = ∪if−1(Bi) = ∪i,jhi,j(Bi). Além disso,
m(hi,j(Bi)) =

R

Bi
| detDhi,j(x)| dm(x) = 0 para todo i e j. Logo m(f−1(B)) = 0. (2) e (3)

Escreva B como união de conjuntos mensuráveis Bi,j ⊂ Vi,j . Então f(B) = ∪i,jf(Bi,j ) =

∪i,jh−1
i,k(Bi,j ) é mensurável. Tal como no item (1), o teorema de mudança de variáveis implica

que m(f(B)) = 0. (4) É consequência simples de (1) e (3). (5) Se f−1(A) = A a menos de
medida nula então, por (4), f(A) = f(f−1(A)) a menos de medida nula. Todo difeomorfismo
local numa variedade compacta (conexa) é sobrejetivo; logo, f(f−1(A)) = A.

11.1.2. Considere θ = σ1/k e 〈v〉2 =
Pk−1
j=0 θ

−2j‖Dfj(x)v‖2. A norma 〈·〉 provém de uma

métrica Riemanniana (produto interno) e é equivalente à norma dada ‖ · ‖. Ela também
satisfaz a conclusão do exerćıcio.

11.1.3. Adapte os argumentos que usamos para a transformação de Gauss nas Seção 9.4.2,
do seguinte modo. Comece por verificar que os iterados de f têm distorção limitada: existe
K > 1 tal que

1

K
≤ |Dfn(x)|

|Dfn(y)| ≤ K,
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para todo n ≥ 1 e quaisquer pontos x, y com Pn(x) = Pn(y). Considere a sequência das

médias dos iterados da medida de Lebesgue m, isto é, µn = (1/n)
Pn−1
j=0 f

j
∗m. Mostre que

as derivadas de Radon-Nikodym dµn/dm são uniformemente limitadas e são Hölder, com
constantes de Hölder uniformes. Deduza que todo ponto de acumulação µ desta sequência
é uma probabilidade invariante absolutamente cont́ınua com relação à medida de Lebesgue.
Mostre que a derivada de Radon-Nikodym ρ = dµ/dm é limitada de zero e de infinito (em
outras palavras, log ρ é limitado). Mostre que ρ e log ρ são Hölder.

11.1.4. Seja B um conjunto com µ(B) > 0 tal que, para cada n ≥ 1, existe B algum conjunto
mensurável Bn satisfazendo B = f−n(Bn). Note que µ(Bn) = µ(B) para todo n. Para cada
n, considere a partição Pn formada pelas imagens hn(P ) dos conjuntos P ∈ P pelos ramos
inversos hn do iterado fn. Mostre que para todo ε > 0 e todo n ≥ 1 suficientemente grande
existe algum hn(Pn) ∈ Pn tal que µ(hn(Pn) \ B) ≤ εµ(hn(Pn)). Usando que a distorção é
limitada e f(Pn) = (0, 1), deduza que 1 − µ(B) = µ((0, 1) \Bn+1) ≤ const ε. Fazendo ε→ 0,
conclua que µ é exata. Se ν é probabilidade invariante absolutamente cont́ınua então ν ≪
Lebesgue ≪ µ e, como µ é ergódica, isso implica µ = ν.

11.1.5. Verifique que Jµf = (ρ ◦ f)|f ′|/ρ e use a fórmula de Rokhlin (Teorema 9.7.3).

11.1.6. Os argumentos do Exerćıcio 11.1.3 para provar distorção limitada e existência de
probabilidades invariantes absolutamente cont́ınuas permanecem válidos: a hipótese implica
que todo fn(Pn(x)) tem medida de Lebesgue maior que δ e isto basta para concluir que as
densidades dµn/dm são uniformemente limitadas. Os argumentos do Exerćıcio 11.1.4 mostram
que se B é um conjunto mensurável invariante com m(B) > 0 então m(B) ≥ δ. Deduza que
existem não mais que 1/δ conjuntos invariantes com medida positiva minimais (isto é, que não
podem ser decompostos em subconjuntos invariantes com medida de Lebesgue positiva) e eles
são disjuntos dois-a-dois. Conclua que toda probabilidade invariante absolutamente cont́ınua
é combinação linear convexa de suas restrições normalizadas a esses conjuntos invariantes
minimais, as quais são ergódicas. A prova de que µ(B) ≥ δ dá um pouco mais: existe algum
interval aberto I com comprimento δ tal que I \ B tem medida de Lebesgue nula. Suponha
que f é transitivo. Dados dois conjuntos invariantes minimais com medida positiva, B1 e B2,
considere intervalos abertos I1 e I2 nessas condições. Por transitividade, fn(I1) intersecta I2
para algum n. Deduza que m(B1 ∩ B2) > 0 e, portanto, B1 = B2. Usando as observações
anteriores, conclua que a medida invariante absolutamente cont́ınua é única.

11.2.1. Idêntico ao Lema 11.1.3.

11.2.2. Use o lema de combreamento (Proposição 11.2.9) para mostrar que se f : M → M
é topologicamente misturadora então o conjunto dos pontos periódicos é denso. Isso permite
usar o Teorema 11.2.15. Como f é topologicamente misturadora e M1 é aberto invariante,
temos que M1 = M , ou seja k = 1. De modo semelhante, mostre que para que f seja
topologicamente misturadora é necessário que m(1) = 1. Então, pelo Teorema 11.2.15, a
transformação f : M →M é topologicamente exata.

11.2.3. Por hipótese, para cada x ∈ M existe N(x) tal que fN(x)(B(x, r/3)) = M . Con-
sidere uma cobertura finita B(xi, r/3), i = 1, . . . , n de M por bolas de raio r/3 e tome
N = maxiN(xi). Basta observar que toda bola B(x, r) contém alguma B(xi, r/3).

11.2.4. Tome Λ = {2−n : n ≥ 0} mod Z. Para ver que a restrição f : Λ → Λ não
pode ser uma transformação expansora, basta observar que 1/2 é ponto isolado em Λ mas
1 = f(1/2) não é. [Observação: Note que Λ = S1 \ ∪∞

n=0f
−n(I), onde I = (1/2, 1) mod Z.

Modificando adequdamente a escolha de I obtemos muitos outros exemplos, inclusive com Λ
não enumerável.]

11.2.5. Note que M = ∪∞
k=0f

−k(Λ) = Λ∪∪∞
k=1(f

−k(Λ) \ f−k+1(Λ)), pelo Teorema 11.2.14.

Para qualquer X ⊂ (f−k(Λ) \ f−k+1(Λ)), as pré-imagens f−n(X), n ≥ 1 são disjuntas duas-
a-duas. Deduza que µ(Λ) = 1 para toda probabilidade invariante e use o prinćıpio variacional
(Teorema 10.1) para concluir.

11.2.6. Toda probabilidade invariante ergódica µ satisfaz µ(Mi) = 1 para algum i. Use esse
fato e o prinćıpio variacional (Corolário 10.4.2) para concluir que h(f) = maxi h(f | Mi).
Se µ é uma probabilidade em Mi invariante por f | Mi, a sua restrição normalizada µj
ao subconjunto Mi,j é invariante por fm(i). De fato, µ 7→ µj é uma bijeção do espaço das
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probabilidades em Mi invariantes por f | Mi no espaço das probabilidades em Mi,j invariantes

por fm(i) |Mi,j . Usando a Proposição 10.1.11, mostre que

hµj (fm(i) |Mi,j) = hµ(fm(i) |Mi) = m(i)hµ(f |Mi).

Use o prinćıpio variacional (Teorema 10.1) para obter h(fm(i) |Mi,j) = m(i)h(f |Mi).

11.2.7. Lembre do Exerćıcio 10.2.2. Dados i, j no espaço dos śımbolos X = {1, . . . , d}, defina
i ∼ j ⇔ existe n tal que Ani,j > 0. A partição M1, . . . ,Mk em conjuntos invariantes transitivos

(Teorema 11.2.15) corresponde à decomposição de X nas classes de equivalência X1, . . . , Xk
da relação ∼: a restrição da matriz A a cada Xi é irredut́ıvel. Em seguida, a partição de
cada Mi em subconjuntos Mi,j (Teorema 11.2.15) corresponde à decomposição de Xi dada
no Exerćıcio 7.2.6: existe κ = κ(i) tal que a restrição de Aκ a cada um desses subconjuntos
de Xi é aperiódica.

11.3.1. Como f é uniformemente cont́ınua, dado ε > 0 existe ε′ > 0 tal que d(x, y) < ε′

implica d(f i(x), f i(y)) < ε para todo i = 0, . . . , l − 1.

11.3.2. Sejam U1 e U2 abertos não-vazios de M . Considere x1 ∈ U1 e x2 ∈ U2. Seja δ > 0 de
modo que B(xi, δ) ⊂ Ui para i = 1, 2. Pela propriedade de especificação, existe κ ≥ 1 tal que
para todo n > κ existe p tal que d(p, x1) < δ e d(fn(p), x2) < δ. Logo, f−n(U2) ∩ U1 6= ∅.
11.3.3. Sejam a =

R

ϕdµ1 e b =
R

ϕdµ2. Suponha que a < b e escreva r = (b − a)/5. Pelo
teorema de decomposição ergódica, podemos supor que µ1 e µ2 são ergódicas. Então existem
x1 e x2 tais que ϕ̃(x1) = a e ϕ̃(x2) = b. Usando a hipótese de que f é topologicamente exata,
construa uma pseudo-órbita (zn)n≥0 alternando segmentos (longos) das órbitas de x1 e x2,
de tal modo que a sequência das médias temporais de ϕ ao longo da pseudo-órbita (zn)n
oscile de a + r a b − r (isto é, lim inf ≤ a + r e lim sup ≥ b − r). Em seguida, use o lema de
sombreamento para encontrar x ∈M cuja órbita sombreia essa pseudo-órbita. Usando que ϕ
é uniformemente cont́ınua, conclua que a sequência das médias temporais de ϕ ao longo da
órbita de x oscila de a + 2r a b− 2r.

11.3.4. Use a propriedade de contração uniforme nos ramos inversos para mostrar que, dado
ε > 0 existe K ≥ 1 tal que eφn(y1) ≤ Keφn(y2) para quaisquer y1, y2 ∈ B(x, n, ǫ), todo x ∈ M
e todo n ≥ 1. Combinando esta observação com os argumentos na prova da Proposição 10.2.2,
mostre que

P

p∈Fix(fk) e
φk(p) ≤ KPk(f, φ, α) para toda cobertura α com diâmetro menor que

a constante de expansividade. Deduza que lim supk(1/k) log
P

p∈Fix(fk) e
φk(p) ≤ P (f, φ). De

modo semelhante, combinando a observação acima com os argumentos na prova da Pro-
posição 11.3.2, mostre que

Sn(f, φ, ε) ≤
X

p∈Fix(fn+κ)

Keφn(p) ≤ Keκ sup |φ|
X

p∈Fix(fn+κ)

eφn+κ(p).

Usando (10.3.16), conclua que P (f, φ) ≤ lim infk(1/k)
P

p∈Fix(fk) e
φk(p).

11.3.5. (a) Fixe ε > 0 tal que 2ε seja uma constante de expansividade para f e então tome
δ > 0 dado pelo lema de sombreamento (Proposição 11.2.9). Tome para U0 a δ-vizinhança de
f . Seja xn = gn(x), n ∈ Z a órbita por g ∈ U0 de um ponto x ∈ M . Então d(f(xn), xn+1) =
d(f(xn), g(xn)) < δ para todo n, ou seja, (xn)n∈Z é uma δ-pseudo-órbita para f . Seja y o
único ponto que ε-sombreia esta pseudo-órbita. Defina φ(x) = y. Usando a unicidade do ponto
sombreado, mostre que φ(g(x)) = f(φ(x)) para todo x ∈ M . Para verificar que φ é cont́ınua,
lembre (Proposição 11.2.9) que o ponto sombreador foi obtido como y = limhn(xn), para uma

escolha conveniente de ramos inversos hn. É claro da construção que cada x 7→ hn(xn) =
hn(gn(x)) é cont́ınua e também que a convergência é uniforme: d(hn(xn), y) ≤ σ−nε para
todo x e todo n. Portanto, φ é realmente cont́ınua. Além disso, φ está uniformemente próxima
da identidade: d(φ(x), x) < ε para todo x. Estes fatos implicam que φ é sobrejetiva (a prova
usa métodos de topologia algébrica e depende do fato de que M é uma variedade compacta)
e, portanto, f é um fator topológico de g. Pela Proposição 10.1.3, segue que h(f) ≤ h(g).
(b) Tome U1 ⊂ U0 suficientemente pequena para garantir que toda g ∈ U1 é expansora, com
constante de expansão σ uniforme em U1. Então, invertendo os papéis de f e g na construção
do item (a), obtemos uma aplicação cont́ınua ψ : M →M tal que a g-órbita de ψ(x) sombreia
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a f -órbita de x e ψ(f(x)) = g(ψ(x)) para todo x. Usando mais uma vez a unicidade do ponto
sombreador, conclua que φ ◦ ψ = ψ ◦ φ = id , logo h é um homeomorfismo.

12.1.1. Suponha que existe uma sequência (yn)n no suporte de η tal que η(B(yn , ε)) → 0.
Por compacidade, podemos supor que (yn)n convergindo para algum y. Como B(y, ε/2) ⊂
B(yn, ε) para todo n suficientemente grande, segue que η(B(y, ε/2)) = 0, contradizendo o fato
que y ∈ supp η.

12.1.2. É imediato da definição que M1(M) é convexo e o Teorema 2.1.5 dá que M1(M) é
compacto, para a topologia fraca∗. Verifique que o operador L : C0(M) → C0(M) é cont́ınuo e
deduza que o seu dual L∗ : M(M) → M(M) também é cont́ınuo. Se (ηn)n → η na topologia
fraca∗ então (

R

L1 dηn)n →
R

L1 dη. Conclua que o operador G : M1(M) → M1(M) é
cont́ınuo. Logo, pelo teorema de Tychonoff-Schauder, G possui algum ponto fixo ν. Isto quer
dizer que L∗ν = λν, onde λ =

R

L1dν. Como λ > 0, isto prova que ν é uma medida de

referência. Usando o Corolário 12.1.9, verifique que λ = lim supn
n
p

‖Ln1‖ e deduza que λ é
o raio espectral de L.

12.1.3. Verifique que µ(σ(C)) = µ(C)pi1/(pi0Pi0,i1 ) para todo cilindro C ⊂ [0; i0, i1]. Logo,

Jµσ = pi1/(pi0Pi0,i1 ) (isto corresponde ao Exerćıcio 9.7.2). Represente por σ−1
i o ramo

inverso de σ com valores em [0; i]. Então,
Z

ϕdL∗µ =

Z

Lϕdµ =

Z

X

i

ϕ

Jµσ
◦ σ−1

i dµ =
X

i

Z

[0;i]
ϕdµ =

Z

ϕdµ

para toda função cont́ınua ϕ (a penúltima igualdade usa o Exerćıcio 9.7.3).

12.1.4. Dada uma função cont́ınua v : M → R qualquer, considere os funcionais lineares Tv
e Lv definidos em L1 por Tv(u) =

R

u(λ−1Lv) dν e Lv(u) =
R

(u ◦ f)v dν. Verifique que Tv e
Lv são cont́ınuos. Observe que se u ∈ C0(M) então L((u ◦ f)v) = uLv e, portanto,

λTv(u) =

Z

uLv dν =

Z

L((u ◦ f)v) dν =

Z

(u ◦ f)v dL∗ν = λ

Z

(u ◦ f)v dν = λLv(u).

Use a continuidade de Tv e Lv para concluir que a igualdade Tv(u) = Lv(u) se estende para
todo u ∈ L1(ν).

12.2.1. Fixe uma sequência (ai)i<0. Para cada x = (xi)i∈Z defina r(x) = (ri)i∈Z por ri = ai
se i < 0 e ri = xi se i ≥ 0. Dada uma função Hölder ϕ, considere u : Σ → R dada por

u(x) =
∞

X

i=0

ϕ(σi(x)) − ϕ(σi(r(x))).

Note que |ϕ(σi(x)) − ϕ(σi(r(x)))| ≤ Cd(σi(x), σi(r(x)))α ≤ C(1/2)αi, uma vez que σi(x) e
σi(r(x)) coincidem em cada posição n ≥ −i. Deduza que u está bem definida e é Hölder. Seja
ϕ+ = ϕ+u◦σ−u. Como ϕ e u são Hölder, segue que ϕ+ é Hölder. Verifique que ϕ+ satisfaz
a condição no enunciado do exerćıcio.

12.2.2. Segue da hipótese e da definição (10.3.9) que |Gn(f, ϕ, ε)−Gn(f, ψ, ε)−C| < L para
todo n e todo ε. Logo, G(f, ϕ, ε) = G(f, ψ, ε) + C para todo ε e P (f, ϕ) = P (f, ψ) + C. A
hipótese também implica que ϕ̃(x) = ψ̃(x) para η-quase todo ponto e qualquer probabilidade
invariante η. Consequentemente,

R

ϕdη =
R

ϕ̃ dη =
R

ψ̃ dη + C =
R

ψ dη + C. Sejam µϕ e
µψ os estados de equiĺıbrio para ϕ e ψ, respectivamente. Deduza das observações anteriores
que µϕ também é estado de equiĺıbrio para ψ. Então, por unicidade, µϕ = µψ . Use o
Teorema 12.2.3 para obter que ϕ é cohomologo a ψ+ c para algum c ∈ R e mostre que c = C.

12.2.3. Fixe em S1 a orientação induzida por R. Considere o ponto fixo p0 = 0 de f e sejam
p1, . . . , pd as suas pré-imagens, ordenadas ciclicamente, com pd = p0. Analogamente, seja
q0 um ponto fixo de g e sejam q1, . . . , qd as suas pré-imagens, ordenadas ciclicamente, com
qd = q0. Note que f envia cada [pi−1, pi] e g envia cada [qi−1, qi] sobre S1. Então, para
cada sequência (in)n ∈ {1, . . . , d}N existe exatamente um ponto x ∈ S1 e um ponto y ∈ S1

tais que fn(x) ∈ [p, p] e gn(y) ∈ [q, q] para todo n. Claro que as aplicações (in)n 7→ x e
(in)n 7→ y são sobrejetivas. Considere que duas sequências (in)n e (jn)n são equivalentes
se existe N ∈ N ∪ {∞} tal que (1) in = jn para n ≤ N e (2a) in = 1 e jn = d para todo
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n > N ou (2b) in = d e jn = 1 para todo n > N . Mostre que os pontos x correspondentes
a (in)n e (jn)n coincidem se, e somente se, as duas sequências são equivalentes e que vale
fato análogo para os pontos y correspondentes às duas sequências. Conclua que a aplicação
φ : x 7→ y está bem definida e é uma bjieção em S1 tal que φ(f(x)) = g(φ(x)) para todo x.
Observe que φ é monótona crescente (isto é, ela preserva a orientação de S1) e, portanto, é
um homeomorfismo.

12.2.4. (a) ⇒ (b): Trivial. (b) ⇒ (c): Seja µa a medida invariante absolutamente cont́ınua e
µm a medida invariante de máxima entropia de f ; sejam νa e νm as medidas correspondentes
para g. Mostre que µa = µm. Seja φ : S1 → S1 uma conjugação topológica. Mostre que
νm = φ∗µm e que se φ é absolutamente cont́ınua então νa = φ∗µa. Use o Corolário 12.2.4
para concluir que nesse caso |(gn)′(x)| = kn para todo x ∈ Fix(fn). (c) ⇒ (a): A hipótese
implica que νa = νm e, portanto, νa = φ∗µa. Lembre (Proposição 12.1.20) que as densidades
dµa/dm e dνa/dm são cont́ınuas e limitadas de zero e infinito. Conclua que φ é diferenciável,
com φ′ = (dµ/dm)

‹

(dν/dm) ◦ φ.

12.3.1. A afirmação pode ser provada diretamente, substituindo a expressão de φ na definição
da razão cruzada. Segue outra demonstração, baseada nas ideias da Seção 12.3.1. É imediato
que a razão cruzada é invariante por translações e por homotetias. Logo, não é restrição supor
que a = −1 = φ(a) e d = 1 = φ(d). Em outras palavras (lembre do Exemplo 12.3.4), basta
provar que se φ preserva o intervalo I então ele também preserva a distância induzida em
I pela distância projetiva do cone C. Verifique que todo automorfismo de Möbius φ(x) =
(αx+ β)/(γx + δ) é induzido por algum isomorfismo linear L : R2 → R2, a saber

L =

„

α β
γ δ

«

,

no sentido de que o vetor (φ(x), 1) é colinear a L(x, 1) para todo x. Além disso, se φ preserva
o intervalo I então L preserva o cone C. Então, pela Proposição 12.3.6 aplicada a L e à
sua inversa, L preserva a distância projetiva de C. Isto significa que φ preserva a distância
induzida d.

12.3.2. Considere A = (a, 1), P = (p, 1), Q = (q, 1), B = (b, 1), O = (0, 0) ∈ C × R.
Seja A′ (respectivamente, B′) o ponto onde a reta paralela a OQ (respectivamente, OP ) que
passa por P (respectivamente, Q) intersecta o bordo de C. Note que todos estes pontos
pertencem ao plano determinado por P , Q e O, e que A′ ∈ OA e B′ ∈ OB. Por definição,
α(P,Q) = |B′Q|/|OP | e β(P,Q) = |OQ|/|A′P |. Mostre, usando semelhança de triãngulos,
que |AP |/|AQ| = |A′P |/|OQ| e |BQ|/|BP | = |B′Q|/|OP |. Logo,

θ(P,Q) = log
β(P,Q)

α(P,Q)
= log

|OQ| |OP |
|A′P | |B′Q| = log

|AQ| |BP |
|AP | |BQ| .

Em outras palavras, d(p, q) = log(|aq| |bp|)/(|ap| |bq|) = ∆(p, q), para quaisquer p, q ∈ D.

12.3.3. Seja (gn)n uma sequência de Cauchy com respeito à distância θ:

(A) dado qualquer ε > 0, existe N ≥ 1 tal que θ(gn, gm) = log sup(gn/gm)/ inf(gn/gm) ≤ ε
para todo m,n ≥ N .

Desprezando uma quantidade finita de termos, se necessário, podemos supor que θ(gn, gm) ≤ 1
para todo m,n ≥ 1. Em particular, 1/e ≤ (gn(x)g1(y))/(gn(y)g1(x)) ≤ e para todo x, y ∈ X
and n ≥ 1. Consequentemente,

(B) 1/R ≤ gn(x)/gn(y) ≤ R para todo x, y ∈ X e n ≥ 1,

onde R = e sup{g1(s)/g1(t) : s, t ∈ X}. Seja ν uma probabilidade em X. Substituindo cada
gn por um múltiplo tngn com tn > 0, se necessário, podemos supor que

R

gn dν = 1 para
todo n ≥ 1. Isto implica que

(C) inf gn ≤ 1 ≤ sup gn e inf gn/gm ≤ 1 ≤ sup gn/gm para todo n,m ≥ 1.

Então, por um lado, (B) implica que 1/R ≤ gn(x) ≤ R para todo x ∈ X e n ≥ 1. Por outro
lado, (A) e a segunda parte de (C) nos dão que

(D) e−ε ≤ inf gn/gm ≤ 1 ≤ sup gn/gm ≤ eε para todo m,n ≥ N .
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Assim, sup |gm − gn| ≤ sup gm sup |gn/gm − 1| ≤ R(eε − 1). Isto mostra que (gn)n é uma
sequência de Cauchy com respeito à norma do supremo e, portanto, é uniformemente conver-
gente. Seja g0 o limite. Então R−1 ≤ g0(x) ≤ R para todo x ∈ X; logo, g0 ∈ C. Passando
o limite quando m → ∞ em (D), obtemos que e−ε ≤ inf gn/g0 ≤ 1 ≤ sup gn/g0 ≤ eε para
todo n ≥ N . Isto prova que tanto sup(gn/g0) quanto inf(gn/g0) convergem para 1. Segue
que θ(gn, g0) converge para zero quando n → ∞. Em outras palavras, (gn)n converge para
g0 com respeito à distância θ.

12.3.4. Considere o cone C0 das funções cont́ınuas positivas em M . A respectiva distância
projetiva θ0 está dada no Exemplo 12.3.5. Verifique que θ1 é a restrição de θ0 ao cone
C1. Considere uma sequência de funções positivas diferenciáveis convergindo uniformemente
para uma função g0 (cont́ınua mas) não diferenciável. Mostre que (gn)n converge para g0
relativamente à distância θ0 e, portanto, é sequência de Cauchy para θ0 e θ1. Argumente que
(gn)n não pode ser convergente para θ1.

12.3.5. (a) Fixe H1 > Hβ(g1) e H2 > Hβ(g2). Dados quaisquer x, y ∈ M ,

|g1g2(x) − g1g2(y)| ≤ |g1(x) − g1(y)||g2(x)| + |g1(y)||g2(x) − g2(y)|
≤ H1d(x, y)

β sup |g2| + sup |g1|H2d(x, y)
β .

Agora faça Hi → Hβ(gi), para cada i = 1, 2. (b) Como η é uma probabilidade, existe xη ∈M
tal que |g1(xη)| ≤

R

|g1| dη. Note também que H1 > Hβ(g1) ≥ Hβ(|g1|). Então, para todo
x ∈ M ,

|g1(x)| ≤ |g1(xη)| +H1d(x, xη)
β ≤

Z

|g1| dη +H1(diamM)β .

Isto mostra que sup |g1| é menor ou igual que
R

|g1| dη+H1(diamM)β . Faça H1 → Hβ(g1). (c)

Se H > Hβ(g) então |g(θ(x)) − g(θ(y))| ≤ Hd(θ(x), θ(y))β ≤ HLβd(x, y)β . Faça H → Hβ(g)
para concluir. As afirmações sobre Hβ,ρ(·) são análogas.

12.3.6. (i) A única parte interessante para provar que ‖ · ‖β,ρ é uma norma é a desigualdade
triangular. Observe que se Hi > Hβ,ρ(gi) para i = 1, 2 então, sempre que d(x, y) < ρ,

|g1(x) + g2(x) − g1(y) − g2(y)| ≤ |g1(x) − g1(y)| + |g2(x) − g2(y)| ≤ (H1 +H2)d(x, y)
β .

Fazendo Hi → Hβ,ρ(gi), obtemos que Hβ,ρ(g1 + g2) ≤ Hβ,ρ(g1) + Hβ,ρ(g2). Como vale
uma desigualdade análoga para o supremo, segue que ‖g1 + g2‖β,ρ ≤ ‖g1‖β,ρ + ‖g2‖β,ρ.
Agora considere uma sequência (gn)n de Cauchy relativamente à norma ‖ · ‖β,ρ. Então (gn)n
também é sequência de Cauchy relativamente à norma do supremo. Como esta última norma
é completa, segue que existe alguma função cont́ınua g tal que supx∈M |gn(x)−g(x)| converge
para zero. Note que, sempre que d(x, y) < ρ,

|g(x) − g(y)|
d(x, y)β

= lim
n

|gn(x) − gn(y)|
d(x, y)β

≤ sup
n
Hβ,ρ(gn) < ∞

(porque toda sequência de Cauchy é limitada). Logo, g ∈ Cβ(M). Além disso,

|(g − gn)(x) − (g − gn)(y)|
d(x, y)β

= lim
m

|(gm − gn)(x) − (gm − gn)(y)|
d(x, y)β

≤ lim
m
Hβ,ρ(gm − gn).

Como Hβ,ρ(gm − gn) ≤ ‖gm − gn‖β,ρ ≤ ε se m e n são grandes, segue que Hβ,ρ(g− gn) → 0

e, portanto, ‖g − gn‖β,ρ → 0 quando n→ ∞. (ii) Seja g ∈ Cβ(M). Tal como em (12.1.4),

(1) sup |Lg| ≤ grau(f) esupϕ sup |g| <∞ (lembre que grau(f) = maxy #f−1(y)).

Dado y ∈ M , sejam hj : B(y, ρ) → M , j = 1, . . . , d os ramos inversos de f na bola B(y, ρ).
Então, Lg(z) =

P

j(e
ϕg)(hj(z)) para todo z ∈ B(y, ρ). Como estes ramos inversos são

σ−1-Lipschitz, usando os itens (a) e (c) do Exerćıcio 12.3.5) obtemos que

Hβ,ρ(Lg) ≤
X

j

Hβ,ρ
`

(eϕg) ◦ hj
´

≤
X

j

`

Hβ,ρ(e
ϕ) sup |g| + esupϕHβ,ρ(g)

´

σ−β

e, portanto,

(2) Hβ,ρ(Lg) ≤ grau(f)Hβ,ρ(e
ϕ) σ−β sup |g| + grau(f) esupϕσ−βHβ,ρ(g) <∞.
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(iii) As desigualdades (1) e (2) acima dão que ‖L‖β,ρ ≤ grau(f)
`

esupϕ +Hβ,ρ(e
ϕ)σ−β

´

.

12.3.7. (a) Tome H : Cβ(M) → Cβ(M), g 7→ gh. Verifique que λP = H−1 ◦ L ◦ H. Em
particular, P(1) = Lh/(λh) = 1. Além disso, dada qualquer função mensurável limitada ξ,

Z

ξ dP∗µ =

Z

P(ξ) dµ =

Z

L(ξh)
h

λh
dν =

Z

ξh

λ
dL∗ν =

Z

ξh dν =

Z

ξ dµ

Isto mostra que L̃∗µ = λµ. (b) Use o fato de que P é não negativo, juntamente com
a propriedade P∗µ = µ, para verificar que

R

|Pg| dµ ≤
R

P(|g|) dµ =
R

|g| dµ para todo
g ∈ Cβ(M). Logo,

R

|Png| dµ ≤
R

|g| dµ para todo n e todo g. Analogamente, usando a
propriedade P1 = 1, verifique que sup |Pg| ≤ P(sup |g|) = sup |g| para todo g ∈ Cβ(M).
Logo, sup |Png| ≤ sup |g| para todo n e todo g. Para quaisquer y, z ∈M com d(y, z) < ρ,

|Pg(y) − Pg(z)|
d(y, z)β

≤
X

j

(geψ)(hj(y)) − (geψ)(hj(z))

d(y, z)β

≤
X

j

eψ(hj(y)) g(hj(y)) − g(hj(z))

d(y, z)β
+

X

j

g(hj(y))
eψ(hj (y)) − eψ(hj(z))

d(y, z)β

Verifique que a primeira parcela é limitada por P
`

Hβ,ρ(g)σ
−β

´

= Hβ,ρ(g)σ
−β e a segunda

é limitada por grau(f) sup |g|Hβ,ρ(eψ)σ−β . Conclua que Hβ,ρ(Pg) ≤ τHβ,ρ(g) + C0 sup |g|
para todo g, com τ = σ−β e C0 = grau(f)Hβ,ρ(e

ψ) σ−β . Então, para cada n,

Hβ,ρ(Png) ≤ τHβ,ρ(Pn−1g) + C0 sup |Pn−1g| ≤ τHβ,ρ(Pn−1g) + C0 sup |g|.
Deduza que Hβ,ρ(Png) ≤ τnHβ,ρ(g) + C sup |g|, com C = C0

P∞
i=0 τ

i.

12.3.8. (a) É claro que log g é (b, β)-Hölder e sup g/ inf g está próximo de 1 se a norma ‖v‖β,ρ
é pequena (isto estará imṕıcito em tudo que segue). Então g ∈ C(b, β,R). Para estimar θ(1, g),
usaremos a expressão dada pelo Lema 12.3.8. Observe que

β(1, g) = sup
˘

g(x),
exp(bδ)g(x) − g(y)

exp(bδ) − 1
: x 6= y, d(x, y) < ρ

¯

onde δ = d(x, y)β .

Claro que g(x) ≤ 1 + sup |v|. Além disso,

exp(bδ)g(x) − g(y)

exp(bδ) − 1
≤ exp(bδ)g(y) + exp(bδ)Hβ,ρ(v)δ − g(y)

exp(bδ) − 1
= g(y) +

δ exp(bδ)

exp(bδ) − 1
Hβ,ρ(v).

Tome K1 > K2 > 0, dependendo apenas de b, β, ρ, tais que K1 ≥ exp(bs)s/(exp(bs)−1) ≥ K2

para todo s ∈ [0, ρβ ]. Então o termo do lado direito da desigualdade anterior é limitado por
1 + sup |v| +K1Hβ,ρ(v). Logo, log β(1, g) ≤ log(1 + sup |v| +K1Hβ,ρ(v)) ≤ K ′

1 ‖v‖β,ρ, onde
K ′

1 = max{K1, 1}. Os argumentos anteriores, fazendo variar x e y, também mostram que
β(1, g) ≥ 1 + sup |v| e β(1, g) ≥ 1 − sup |v| +K2Hβ,ρ(v). Deduza que

log β(1, g) ≥ max
˘

log(1 + sup |v|), log(1 − sup |v| +K2Hβ,ρ(v))
¯

≥ K ′
2 ‖v‖β,ρ,

onde a constante K ′
2 só depende K2, β e ρ. Analogamente, existem constantes K ′

3 > K ′
4 > 0

tais que −K ′
3 ‖v‖β,ρ ≤ logα(1, g) ≤ −K ′

4 ‖v‖β,ρ. FixandoK ≥ max{(K1+K3), 1/(K2+K4)},
segue que K−1 ‖v‖β,ρ ≤ θ(1, g) ≤ K ‖v‖β,ρ. (b) Não é restrição supor ‖v‖β,ρ < r. Note que
Png = 1 + Pnv para todo n. O Corolário 12.3.12 dá que

θ(PkNg, 1) ≤ Λk0θ(1, g) para todo k,

com Λ0 < 1. Pelo item (a), segue que ‖PkNv‖ ≤ K2Λk0 para todo k. Isto dá o enunciado,

com τ = Λ
1/k
0 e C = K2‖P‖NΛ−1

0 .

12.4.1. Considere f(x1, x2) = (x1 + 1 + x2)d − (xd1 + xd2). Observe que, como d < 1, as
derivadas parciais ∂1f(x1, x2) e ∂2f(x1, x2) são negativas em [0, 1]2. Logo, o mı́nimo da
função f é atingido no ponto (1, 1). A escolha de d dá que f(1, 1) = 0.

12.4.2. Dado δ > 0, seja U uma cobertura de A com diâmetro menor que δ. Então
f(U) é cobertura de f(A) com diâmetro menor que Lδ. Além disso,

P

U∈U diam(f(U))d ≤
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P

U∈U L
d diam(U)d. Fazendo variar U , conclúımos que md(f(A), Lδ) ≤ Ldmd(A, δ). A pri-

meira parte do enunciado segue, fazendo δ → 0. A segunda parte é trivial no caso t = 0.
Para t 6= 0 basta aplicar a primeira parte à homotetia f(x) = tx e à sua inversa (com L = t e
L = t−1, respectivamente).

12.4.3. É claro que md(M) ≤ mad(M) e md(M) ≥ mfd(M). Para provar a rećıproca da
primeira desigualdade, note que dado ε > 0 e dado um conjunto U com diâmetro positivo
podemos encontrar um aberto A ⊃ U tal que diamA ≤ diamU(1 + 2ε): basta tomar A =
união das bolas de raio εdiamU centradas em pontos de U . Em particular, dado δ > 0 e dada
qualquer cobertura U com diâmetro menor que δ, podemos encontrar uma cobertura aberta
A com diâmetro menor que δ(1+2ε) e tal que

P

A∈A(diamA)d ≤ (1+2ε)d
P

U∈U (diamU)d.

Isto mostra que mad(M, δ(1 + 2ε)) ≤ (1 + 2ε)dmd(M, δ). Fazendo δ → 0 e depois ε → 0,
obtemos a desigualdade pretendida. A rećıproca da segunda desigualdade é análoga e um
pouco mais simples, porque o fecho F de qualquer conjunto U tem o mesmo diâmetro que U .

12.4.4. Considere 0 < δ ≤ ρ. Para toda cobertura U de A com diâmetro menor que δ,
temos

P

U∈U (diamU)d ≥ P

U∈U K
−1µ(U) ≥ K−1µ(A). Tomando o ı́nfimo sobre U , vem

que md(A, δ) ≥ K−1µ(A). Fazendo δ → 0, obtemos que md(A) > K−1µ(A); logo, d(A) ≥ d.

12.4.5. O triângulo de Sierpinski T pode ser escrito como interseção de uma sequência
descrescente de compactos Tn, cada um deles formado por 3n triângulos equiláteros com
diâmetro igual a 2−n. Deduza que md(T ) ≤ limn 3n2−nd para todo d > 0. Em particular,
md0 (T ) ≤ 1. Considere a probabilidade µ definida em T pela condição de que cada um dos
triângulos que formam Tn tem peso 3−n (justifique que esta regra define realmente uma única
probabilidade na σ-álgebra de T ). Verifique que qualquer conjunto com diâmetro menor que
2−n intersecta, no máximo, 2 dos triângulos de lado 2−n+1 que formam Tn−1; logo, a sua
medida é menor ou igual que 2 · 3−n+1. Deduza que µ(U) ≤ 18 (diamU)d0 para todo U
com diâmetro menor que 1/2. Pelo Exerćıcio 12.4.4, segue que md0 (T ) ≥ 1/18. As duas
desigualdades obtidas para md0 (T ) implicam que d(T ) = d0.

12.4.6. Seja Σ = {1, . . . , d}N e h : Σ → K a aplicação que associa a cada sequência (in)n≥0

o único ponto x ∈ K tal que fn(x) ∈ Jin para todo n. Então h é um homeomrofismo e
conjuga f : K → K ao deslocamento σ : Σ → Σ. Seja ψ : K → R a função definida por
ψ(x) = −t log |f ′(x)| e seja ϕ = ψ ◦ f . Pela Proposição 10.3.2, P (f, ψ) = P (σ, ϕ). Como |f ′|
é constante em cada intervalo Ji, a função ϕ é constante em cada cilindro [0; i]. Portanto o
cálculo de P (σ, ϕ) é um caso particular do Exerćıcio 10.5.2.

12.4.7. Considere ℓ = 1. Então D,D1, . . . , DN (Seção 12.4.3) são intervalos compactos.
Não é restrição supor que D = [0, 1]. Escreveremos Din = hi0 ◦ · · · ◦ hin−1

(D) para cada
in = (i0, . . . , in−1) em {1, . . . , N}n. A partir da propriedade de distorção limitada (Pro-
posição 12.4.5), prove que existe c > 0 tal que, para todo in e todo n,

(a) c ≤ |(fn)′(x)| diamDin ≤ c−1 para todo x ∈ Din ;

(b) d(Din , Djn ) ≥ c diamDin para todo jn 6= in;

(c) diamDin+1 ≥ cdiamDin para todo in, onde in+1 = (i0, . . . , in−1, in).

Seja ν a medida de referência do potencial ϕ = −d0 log |f ′|. Como P (f, ϕ) = 0, o Lema 12.1.3
e o Corolário 12.1.15 dão que Jνf = |f ′|d0 . Deduza que c ≤ |(fn)′(x)|d0ν(Din ) ≤ c−1 para
qualquer x ∈ Din e, usando (a) uma vez mais, conclua que

c2 ≤ diam(Din )d0

ν(Din )
≤ c−2 para todo in e todo n.

Segue que
P

in diam(Din )d0 ≤ c−2
P

in ν(Din ) = c−2. Como o diâmetro dos Din con-
verge uniformemente para zero quando n → ∞, isto implica que md0 (Λ) ≤ c−2. Para a
estimativa inferior, vamos provar que ν satisfaz a hipótese do prinćıpio da distribuição de
massa (Exerćıcio 12.4.4). Dado qualquer U com diamU < cmin{diamD1, . . . ,diamDN},
existem n ≥ 1 e in tais que Din intersecta U e c diamDin > diamU . Por (b), temos

que ν(U) ≤ ν(Din ) ≤ c−2 diamDd0in . Tome n máximo. Então, usando (c), diamU ≥
cdiamDin+1 ≥ c2 diamDin para alguma escolha de in. Combinando as duas desigual-
dades, ν(U) ≤ c−2−2d0 (diamU)d0 . Pelo prinćıpio da distribuição de massa, segue que
md0 (Λ) ≥ c2+2d0 . Finalmente, estenda estes argumentos para qualquer dimensão ℓ ≥ 1.
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A.1.1. Tome B = {f−1(C) : C ∈ C}. Para ver que B é σ-álgebra, note que a pré-imagem
preserva interseções e a passagem ao complementar. Além disso, a pré-imagem do conjunto
vazio é o conjunto vazio.

A.1.2. B0 é fechada por uniões finitas: a união de dois conjuntos finitos é um conjunto
finito; se Ac é finito então (A ∪ B)c é finito, qualquer que seja B. Se X é finito, B0 contém
todos os subconjuntos, logo é σ-álgebra. Caso contrário, X admite algum subconjunto infinito
enumerável Y tal que Y c é infinito. Então Y está na σ-álgebra gerada por B0 mas não está
em B0. B1 é fechada por uniões enumeráveis: a união enumerável de conjuntos numeráveis
é um conjunto enumerável; se Ac1 é enumerável então (∪nAn)c é enumerável. Todo conjunto
enumerável pode ser escrito como união enumerável de conjuntos finitos; logo, a σ-álgebra
gerada por B0 contém (e, portanto, coincide com) B1.

A.1.3. B é fechada por passagem ao complementar: se A ∈ Bi para todo i então Ac ∈ Bi
para todo i. B é fechada por uniões enumeráveis: se An ∈ Bi para todo i e todo n ∈ N então
∪nAn ∈ Bi para todo i.

A.1.4. Toda classe de equivalência de ∼ é invariante pela translação x 7→ x+ 1 e, portanto,
intersecta [0, 1). Para cada x ∈ [0, 1), denote Ex = {(e+x)− [e+x] : e ∈ E0}. Verifique que se
E0 é mensurável então Ex é mensurável e m(Ex) = m(E0). Mostre que ∪n∈ZEnα = [0, 1) e os
conjuntos Enα, n ∈ Z são disjuntos dois-a-dois. Usando o fato de que a medida de Lebesgue
é σ-aditiva, conclua que E0 não pode ser mensurável.

A.1.5. Defina B1 = A1 e Bk = Ak \ (A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ Ak−1) para k ≥ 2. Observe que
∪∞
k=1Ak = ∪∞

k=1Bk e µ(Bk) ⊂ µ(Ak).

A.1.6. Dado ε > 0, temos µ(F ) ≤ P

n≥k µ(En) < ε para todo k suficientemente grande.

A.1.7. Dados quaisquer B1, . . . , Bn, . . . em A, disjuntos dois-a-dois e tais que B = ∪nBn
também está em A, defina Cn = B1 ∪ · · · ∪ Bn. Verifique que os conjuntos An = B \ Cn
satisfazem a condição (A.1.1) no Teorema A.1.14. Logo µ(B) − µ(Cn) = µ(An) converge
para zero. Como µ é aditiva, segue que µ(B) = limn µ(Cn) =

P∞
j=1 µ(Bj ). Reciprocamente,

suponha que µ é σ-aditiva. Dados A1 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · · em A tais que ∩jAj = ∅, defina
Bj = Aj \ Aj+1. Como A1 é a união disjunta dos Bn, temos µ(A1) =

P∞
j=1 µ(Bj ) =

limn
Pn
j=1 µ(Aj) − µ(Aj+1) = µ(A1) − limn µ(An). Portanto, µ(An) → 0.

A.1.8. B0 é fechada por uniões finitas e por passagem ao complementar e R ∈ B. Verifique que
m0 está bem definida: m0(B) não depende da escolha da representação de B ∈ B0 como união
disjunta de intervalos. Note que m0 é aditiva. Seja (An)n sequência decrescente de elementos
de B0 tal que ∩nAn = ∅. Dado qualquer ε > 0, construa uma sequência decrescente (Kn)n
de compactos com Kn ⊂ An e m0(An \Kn) < ε para todo n. Então Kn = ∅ e, portanto,
m0(An) < ε, para todo n suficientemente grande. Isto mostra que m0 é cont́ınua no vazio
(Teorema A.1.14).

A.1.9. Dados A1 ⊃ · · · ⊃ Ai ⊃ · · · tome A = ∩∞
i=1Ai. Para j ≥ 1, considere A′

j = Aj \ A.

Pelo Teorema A.1.14, temos que µ(A′
j ) → 0 e, portanto, µ(Aj) → µ(A). Dados A1 ⊂ · · · ⊂

Ai ⊂ · · · tome A = ∪∞
i=1Ai. Para cada j, considere A′

j = A\Aj . Pelo Teorema A.1.14, temos

que µ(A′
j) → 0, ou seja, µ(Aj) → µ(A).

A.1.10. A parte mais sutil é mostrar que a norma ‖ ·‖ é completa. Seja (µn)n uma sequência
de Cauchy. Dado ε > 0, temos |µm(A) − µn(A)| ≤ ‖µm − µn‖ ≤ ε para todo conjunto
mensurável A ⊂ X e quaisquer m,n suficientemente grandes. Segue que µn(A) converge
(uniformemente) para algum µ(A) ∈ C. Mais geralmente, se m,n são suficientemente grandes
então

P

k |µm(Ak) − µn(Ak)| ≤ ‖µm − µn‖ ≤ ε para qualquer famı́lia enumerável {Ak : k}
de conjuntos mensuráveis, disjuntos dois-a-dois. Tomando o limite quando m→ ∞, obtemos
que se n é suficientemente grande então

P∞
k=1 |µ(Ak)−µn(Ak)| ≤ ε para quaisquer conjuntos

mensuráveis Ak disjuntos dois-a-dois. Combinando este fato com |µ(∪kAk)−µn(∪kAk)| ≤ ε e
o fato de que cada µn é σ-aditiva, conclua que µ é σ-aditiva. Portanto, µ ∈ M(X). Além disso,
tomando o supremo sobre todas as escolhas da famı́lia {Ak : k}, obtemos que ‖µ − µn‖ ≤ ε
para todo n suficientemente grande.

A.1.11. Para fixar ideias, considere I = N (o outro caso é análogo). (a) Note que d(x, y) =
d(y, x) e que d(x, y) > 0 se, e somente se, existe algum ı́ndice i para o qual xi 6= yi. Conclua
que d(x, y) = 0 se, e somente se x = y. Observe que N(x, z) ≥ min{N(x, y), N(x, z)} e,
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portanto, d(x, z) ≤ max{d(x, y), d(y, z)} ≤ d(x, y) + d(y, z). Se θm+1 < ρ ≤ θm, a bola
aberta de centro x e raio ρ é o cilindro [0; a0, . . . , am]. Este cilindro também coincide com
a bola fechada, se θm+1 ≤ ρ < θm. Para concluir que as duas topologias coincidem basta
notar que todo cilindro é união finita deste tipo de cilindros. (b) Como M = XI é um
espaço métrico, basta mostrar que toda sequência (xk)k em M admite alguma subsequência
convergente. Escreva xk = (xk,i)i. Use um argumento diagonal para encontrar (kj)j → ∞
tal que xkj ,i = xki,i para todo j ≥ i. Logo, a subsequência (xkj

)j é convergente. (c) Vimos

no item (a) que todo cilindro [0; a0, . . . , am] é fechado em M . Como M é compacto, segue
que todo elemento de A é compacto; em particular, a álgebra A é compacta.

A.1.12. Por construção, m(Kn) = (2/3)m(Kn1 ) para todo n. Logo, m(K) = limnm(Kn) =
0.

A.1.13. (Royden [Roy63]) (b) ⇒ (a) Suponha que existem conjuntos borelianos B1, B2 tais
que B1 ⊂ E ⊂ B2 e m(B2 \ B1) = 0. Deduza que m∗(E \ B1) = 0, logo E \ B1 é conjunto
mensurável de Lebesgue. Conclua que E é conjunto mensurável de Lebesgue. (a) ⇒ (c)
Seja E um conjunto mensurável de Lebesgue tal que m∗(E) < ∞. Dado ε > 0, existe uma
cobertura por retângulos abertos (Rk)k tais que

P

km
∗(Rk) < m∗(E) + ε. Então A = ∪kRk

é aberto contendo E e tal que m∗(A) −m∗(E) < ε. Usando que E é conjunto mensurável de
Lebesgue, deduza que m∗(A\E) < ε. Para tratar o caso geral, escreva E como união disjunta

de conjuntos mensuráveis de Lebesgue com medida exterior finita. (c) ⇔ (d) É claro que E é
conjunto mensurável de Lebesgue se, e somente se, o seu complementar é conjunto mensurável
de Lebesgue. (c) e (d) ⇒ (b) Para cada k ≥ 1, considere fechado Fk ⊂ E e aberto Ak ⊃ E
tais que m∗(E \ Fk) e m∗(Ak \ E) sejam menores que 1/k. Então B1 = ∪Fk e B2 = ∩kAk
são borelianos tais que B1 ⊂ E ⊂ B2 e que m∗(E \ B1) = m∗(B2 \ E) = 0. Conclua que
m(B2 \B1) = m∗(B2 \B1) = 0.

A.1.14. Note que {x : (f + g)(x) < c} = ∪q∈Q{x : f(x) < q e g(x) < c − q}. Logo f + g é
mensurável se f e g são. Use um argumento análogo para f ·g, considerando separadamente os
domı́nios onde f e g têm sinais constantes. Em seguida, {x : i(x) < c} = ∪n{x : fn(x) < c}.
Portanto, o ı́nfimo de funções mensuráveis é mensurável. Para o supremo, use o fato de que
supn fn = − infn(−fn). Como consequência, f∗ = supk infn>k fn e f∗ = infk supn>k fn são
funções mensuráveis.

A.1.15. Segue do Exerćıcio A.1.14, uma vez que
P∞
n=1 gn = limk

Pk
n=1 gn.

A.1.16. Para cada n ≥ 1 e k ∈ Z, defina Ank := f−1([k/n, (k + 1)/n)). Defina também
An− = f−1([−∞, n)) e An+ = f−1([n,+∞]). Mostre que a seguinte sequência de funções
simples tem as propriedades desejadas (se f toma valores em R, substitua ∞ por n no primeiro
e no último termo do lado direito da igualdade):

sn = −∞XA−
+

n2−1
X

k=−n2

k

2n
XAk

+ ∞Xn
A+

A.1.17. Note que f−1(∅) = ∅ e que se Ak, k ≥ 1 são disjuntos dois-a-dois então o mesmo vale
f−1(Ak), k ≥ 1. Além disso, f−1(∪kAk) = ∪kf−1(Ak). Segue que f∗ν é σ-aditiva. Note que
f∗ν(X) = ν(X).

A.1.18. Mostre que x 7→ 1
n

#{0 ≤ j ≤ n− 1 : aj = 5} é uma função simples para cada n ≥ 1.
Pela Proposição A.1.31, segue que ω5 é mensurável.

A.2.1. Sejam A1, . . . , Am e B1, . . . , Bn conjuntos mensuráveis e sejam a1, . . . , am e b1, . . . , bn
números reais tais que

Pm
i=1 aiXAi

=
Pn
j=1 bjXBj

em µ-quase todo ponto. Considere con-
juntos mensuráveis C1, . . . , Cp disjuntos dois-a-dois tais que cada Ai é uma união de Ck’s e o
mesmo vale para cada Bj . Então

Pm
i=1 aiXAi

=
Pp
k=1 ckXCk

onde cada ck é a soma dos ai
tais que Ai contém Ck. Logo,

m
X

i=1

aiµ(Ai) =
m

X

i=1

ai
X

Ck⊂Ai

µ(Ck) =

p
X

k=1

(
X

Ck⊂Ai

ai)µ(Ck) =

p
X

k=1

ckµ(Ck).

Analogamente,
Pn
j=1 bjµ(Bj) =

Pp
k=1 ckµ(Ck) =

Pm
i=1 aiµ(Ai).
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A.2.2. Escreva rn =
Pp(n)
i=1 ani XAn

i
e sn =

Pq(n)
j=1 b

n
j XBn

i
, com Ani , i = 1, . . . , p(n) disjuntos

dois-a-dois e Bnj , j = 1, . . . , q(n) disjuntos dois-a-dois. Note que

lim
n

Z

rn dµ = sup
n

p(n)
X

i=1

ani µ(Ani ) e lim
n

Z

sn dµ = sup
n

q(n)
X

j=1

bnj µ(Bnj ).

Fixe n ≥ 1. As hipóteses implicam que dado ε > 0 existe Xε ⊂ X com µ(Xε) < ε e existe
mε ≥ 1 tal que rm(x) ≥ sn(x) − ε para todo x /∈ Xε e todo m ≥ mε. Fixe m = mε. Seja
{Ck : k = 1, . . . , p} a famı́lia das interseções Ami ∩Bnj não vazias. Defina ak = ami se Ck ⊂ Ami
e bk = bnj se Ck ⊂ Bnj . Então ak ≥ bk − ε a menos que Ck esteja contido em Xε. Portanto,

X

i

ami µ(Ami ) =
X

k

akµ(Ck) ≥
X

k:Ck 6⊂Xε

akµ(Ck) ≥
X

k:Ck 6⊂Xε

bkµ(Ck) − ε

≥
X

k

bkµ(Ck) − ε(1 + max
k

bk) =
X

j

bnj µ(Bnj ) − ε(1 + max
j
bnj ).

Fazendo ε → 0 e m → ∞, obtemos que limm
P

i a
m
i µ(Ami ) ≥ P

j b
n
j µ(Bnj ) para todo n e,

portanto, limm
P

i a
m
i µ(Ami ) ≥ limn

P

j b
n
j µ(Bnj ). A desigualdade rećıproca é análoga.

A.2.3. A Definição A.2.1 dá a linearidade para funções simples. O caso geral de (1) segue,
usando as Definições A.2.2 e A.2.3. As Definições A.2.1 e A.2.2 dão que

R

f dµ ≥ 0 sempre que
f ≥ 0. Combinado com a linearidade, isto implica o enunciado em (2). Como −|f | ≤ f ≤ |f |,
segue que |

R

f dµ| ≤
R

|f | dµ. Em particular, f é integrável se |f | é integrável. Para a
rećıproca, use |f | = f+ + f−.

A.2.4. Considere A = {x : f(x) ≥ a} e s : X → R dada por s(x) = aXA. Argumente que
R

f dµ ≥
R

s dµ. Em seguida, aplicando a desigualdade a |f |, obtemos que µ({x : |f(x)| ≥
1/k}) ≤ k

R

|f | dµ = 0 para todo k ≥ 1. Conclua que {x : f(x) 6= 0} tem medida nula.

A.2.5. Considere a medida ν definida por ν(E) =
R

E |f | dµ. Suponha que a conclusão do
enunciado fosse falsa. Então existiriam ε > 0 e conjuntos mensuráveis En, n ≥ 1 tais que
ν(En) ≥ ε para todo n mas µ(En) → 0. A menos de restringir a uma subsequência, podemos
supor µ(En) ≤ 2−n. Seja E = lim supn En = ∩k ∪n≥k En. Conclua que ν(E) ≥ ε mas
µ(E) = 0, contradizendo o fato de que ν é absolutamente cont́ınua relativamente a µ.

A.2.6. Considere funções simples ξi =
P

l ai,lXAi,l
com sup |ψi − ξi| < ε/2 para todo i.

Então |
R

ψi dµ −
R

ξi dµ| < ε/2. Mostre que podemos reescrever ξi =
Ps
j=1 bi,jXBj

onde os

conjuntos mensuráveis B1, . . . , Bs não dependem de i. Então
R

ξi dµ =
Ps
j=1 bi,jµ(Bj). Tome

xj ∈ Bj e αj = µ(Bj) para j = 1, . . . , s. Então |Ps
j=1 bi,jµ(Bj ) −

Ps
j=1 αjψi(xj)| < ε/2

para todo i. O enunciado segue das duas desigualdades.

A.2.7. Aplicando o lema de Fatou às duas sequências |g| − fn e |g| + fn, conclua que
limsupn

R

fn dµ ≤
R

f dµ ≤ lim infn
R

fn dµ.

A.2.8. (a) Suponha que F é uniformemente integrável. Considere C > 0 correspondente
a α = 1 e tome L = C + 1. Verifique que

R

|f | dµ < L para todo f ∈ F . Dado ε > 0,
considere C > 0 correspondente a α = ε/2 e tome δ = ε/(2C). Verifique que

R

A
|f | dµ < ε

para todo f ∈ F e todo conjunto com µ(A) < δ. Reciprocamente, dado α > 0, tome δ > 0
correspondente a ε = α e tome C = L/δ. Mostre que

R

|f |>C |f | dµ < α. (b) Aplicando

o Exerćıcio A.2.5 à função |g|, mostre que F satisfaz o critério em (a). (c) Vamos provar
três fatos sobre f = limn fn. (i) f é finita em quase todo ponto: Considere L como em
(a). Note que µ({x : |fn(x)| ≥ k}) ≤ L/k para todo n, k ≥ 1 (Exerćıcio A.2.4) e deduza
que µ({x : |f(x)| ≥ k}) ≤ L/k para todo k ≥ 1. (ii) f é integrável : Fixe K > 0. Dado
qualquer ε > 0, tome δ como em (a). Considere n suficientemente grande para que µ({x :
|fn(x) − f(x)| > ε}) < δ. Por um lado,

Z

|f |≤K
|f | dµ ≤

Z

|fn−f |≤ε
|f | dµ +

Z

|f |≤K,|fn−f |>ε
|f | dµ ≤ (L+ ε) +Kδ.

Deduza que
R

|f |≤K |f | dµ ≤ L para todo K e
R

|f | dµ ≤ L. (iii) (fn)n converge para f em

L1(µ): Mostre que, dado ε > 0 existe K > 0 tal que
R

|f |>K
|f | dµ < ε e

R

|f |>K
|fn| dµ < ε
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para todo n. Tome δ como no item (a) e n grande tal que µ({x : |fn(x) − f(x)| > ε}) < δ.
Então,

Z

|f |≤K
|fn − f | dµ ≤

Z

|fn−f |≤ε
|fn − f | dµ +

Z

|fn−f |>ε
|fn| dµ +

Z

|fn|≤K,|fn−f |>ε
|f | dµ.

O lado direito é majorado por 2ε+Kδ. Juntando estas desigualdades,
R

|fn−f | dµ < 4ε+Kδ
para todo n suficientemente grande.

A.2.9. A condição (A.2.10) implica que limεm(B(a, ε) ∩ A)/m(B(a, ε)) = 1, ou seja, a é
ponto de densidade de A. Para a rećıproca, suponha que a é ponto de densidade. Então,
dado ε > 0 existe δ > 0 tal que m(B(a, r) \Ac)/m(B(A, r)) < ε para todo 0 < r ≤ δ. Mostre
que se B é uma bola contida em B(a, δ) e contendo a, existe r ≤ δ tal que B ⊂ B(a, r) mas
m(B) ≥ 2−dm(B(a, r)). Logo m(B ∩ Ac)/m(B) < 2dε. Isto prova (A.2.10).

A.2.10. Se a conclusão do exerćıcio fosse falsa, existiriam θ < 1 e nj → ∞ tais quem(A∩P ) ≤
θm(P ) para todo P ∈ Pnj . Considere qualquer fechado K ⊂ A com volume positivo e finito

e denote Kδ = {x : d(x,K) < δ}. Então,

m(K) =
X

P

m(K ∩ P ) ≤ θ
X

P

m(P ) ≤ θm(Kδ)

onde as somas são sobre todos os P ∈ Pnj que intersectam K e supõe-se que diamPnj < δ.
Faça δ → 0 para chegar a uma contradição.

A.2.11. Suponha que existe θ < 1 e existe A0 ⊂ A com medida positiva tal que todo ponto
a ∈ A0 admite bolas B(a, ra) com raio arbitrariamente pequeno, satisfazendo m(B(a, ra) \
A0) ≥ (1−θ)m(B(a, ra)). Use o lema de Vitali para concluir que m(Aδ0 \A0) ≥ (1−θ)m(A0).
Fazendo δ → 0, chegamos a uma contradição.

A.2.12. Note que µ(A) = 0 ⇔ A ∩ {x1, x2} = ∅ ⇔ ν(A). Portanto µ ∼ ν. Mostre que
dµ/dν = (p1/q1)X{x1} + (p2/q2)X{x2} e dν/dµ tem uma expressão análoga, permutando os
papéis de pi e qi.

A.2.13. Seja U ⊂ [0, 1] uma união disjunta de intervalos abertos, exatamente 2k−1 intervalos
de comprimento 2−k−1, para cada k ≥ 1. Tome K = [0, 1]\U e defina µ = 2(m | U). Note que
µ ≪ m e que m(K) = m(U) = 1/2. Não é posśıvel pedir m(K) = 1 pois então m(Kc) = 0,
logo µ(Kc) = 0 e, portanto, µ seria identicamente nula.

A.2.14. Não é restrição supor que os Bn são disjuntos dois-a-dois. Para cada n considere
a medida ηn definida em Bn por ηn(A) = η(f(A)). Então ηn ≪ (η | Bn) e, pelo teorema
de Radón-Nikodym, existe ρn : Bn → [0,+∞] tal que

R

Bn
φdηn =

R

Bn
φρn dη para toda

φ : Bn → R mensurável limitada. Defina Jη | Bn = ρn. A unicidade essencial de Jη é
consequência da unicidade essencial da derivada de Radón-Nikodym.

A.2.15. Usando a notação do Teorema A.1.21: µ+(A) = µ(A) = |µ|(A) e µ−(A) = 0
para todo A ⊂ P e µ−(B) = −µ(B) = |µ|(B) e µ+(B) = 0 para todo B ⊂ N . Logo
µ+ = XPµ = XP |µ| e µ− = −XNµ = XN |µ|.
A.2.16. Por definição, µ(A) = limn µ̂n(A) = supn µ̂n(A) e valem relações análogas para
ν(A). Logo ν(A) = 0 ⇒ ν̂n(A) = 0 para todo n ⇒ µ̂n(A) = 0 para todo n ⇒ µ(A) = 0.
Portanto, µ ≪ ν e µ̂n ≪ ν para todo n. Observe que (dµ̂n/dν) ≤ (dµ̂n/dν̂n) em ν-quase
todo ponto e a sequência no lado esquerdo desta desigualdade é não decrescente. Logo, basta
mostrar que supn(dµ̂n/dν) = (dµ/dν) em ν-quase todo ponto. Para isso, suponha que existem
ε > 0 e um conjunto E com medida positiva tal que (dµ̂n/dν)(x) ≤ (dµ/dν)(x) − ε para todo
x ∈ E e todo n. Mostre que µ̂n(E) ≤ µ(E) − εν(E) para todo n, contradizendo a hipótese.

A.3.1. As bolas B(x, r) com r ∈ Q formam uma base enumerável de vizinhanças de cada ponto
x. Se que M admite algum subconjunto X enumerável e denso então a famı́lia B das bolas
B(x, r) com x ∈ X e r ∈ Q é uma base enumerável de abertos: observe que todo subconjunto
aberto U coincide com a união dos elementos de B que ele contém. Rećıprocamente, se B é
uma base enumerável de abertos então tomando um ponto em cada elemento de B obtemos
um subconjunto enumerável denso de M (isto vale mesmo que M seja apenas um espaço
topológico). Todo espaço euclideano Rd, munido da topologia usual, é separável. Qualquer
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espaço M munido com a distância discreta (definida por d(x, y) = 0 se x = y e d(x, y) = 1 se
x 6= y) é não separável se M não for enumerável.

A.3.2. As esferas {x ∈ M : d(x, F ) = r}, r > 0 são disjuntas duas-a-duas.

A.3.3. Seja {xk : k ∈ N} um subconjunto enumerável denso. Para cada k, considere rk ∈
(ε/4, ε/2) tal que o bordo de Bk = {x ∈ M : d(x, xk) < rk} tem medida nula (Exerćıcio A.3.2).
Defina P1 = B1 e Pk+1 = Bk+1\(P1∪· · ·∪Pk) para k ≥ 1. Observe que {Bk} é uma cobertura
e, portanto, {Pk} é uma partição de M . Além disso, ∂Pk ⊂ ∂B1 ∪· · ·∪∂Bk tem medida nula,
para todo k.

A.3.4. Verifique que φ é não decrescente e limx→a+ φ(x)− limx→a− φ(x) = µ({a}). Suponha
que φ é absolutamente cont́ınua, ou seja, para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

P

j |aj − bj | < δ

implica
P

j |φ(aj) − φ(bj)| < ε, para qualquer famı́lia {(aj , bj) : j} de intervalos disjuntos

dois-a-dois. Observando que |φ(aj) − φ(bj)| = µ((aj , bj ]), mostre que se m(E) = 0 então
µ(E) = 0. Reciprocamente, suponha que µ ≪ m. Pelo Exerćıcio A.2.5, dado ε > 0 existe
δ > 0 tal que m(E) < δ implica µ(E) < ε. Deduza que φ é absolutamente cont́ınua.

A.3.5. Seja A a famı́lia dos borelianos cuja função caracteŕıstica é limite de funções unifor-
memente cont́ınuas ψn : M → [0, 1]. Use o Lema A.3.4 para mostrar que A contém todos
os subconjuntos fechados de M . Note que A é uma álgebra. Observando que a função ca-
racteŕıstica de ∪nj=1Aj converge em todo ponto para a função caracteŕıstica de ∪∞

j=1Aj , use
um argumento diagonal para mostrar que A é uma σ-álgebra e, portanto, contém todos os
borelianos. Conclua que a afirmação no exerćıcio vale para toda função simples. Dada uma
função mensurável ψ qualquer, use a Proposição A.1.33 para obter uma sequência de funções
simples (sn)n tal que |sn(x)| ≤ |ψ(x)| e sn(x) → ψ(x) em todo ponto. Use, mais uma vez,
um argumento diagonal para concluir que a afirmação no exerćıcio vale para ψ.

A.3.6. Basta tratar o caso real. Para cada n ≥ 1, considere o reticulado regular Fn de
lado n−1 no cubo unitário, isto é, Fn = {(i1/n, . . . , id/n) : 0 ≤ i1, . . . , id ≤ n}. Observe
que o conjunto Fn das funções ϕ : Fn → Q é enumerável. Para cada n ≥ 1 e ϕ ∈ Fn,
represente por Φn,ϕ a função que coincide com ϕ nos pontos de Fn e é afim em cada subcubo
[i1/n, (i1 + 1)/n]×· · ·× [id/n, (id +1)/n]. Verifique que Φn,ϕ está bem definida e é cont́ınua.
Mostre que para toda função cont́ınua f : [0, 1]d → R e todo ε > 0 existe (n, ϕ) tal que
‖f − Φn,ϕ‖ < ε. Portanto, o espaço C0([0, 1]d,R) é separável.

A.4.1. Como o cardinal de X é igual ao cardinal de R, o qual é igual ao cardinal de Rd, existe
alguma bijeção ϕ : X → Rd. Defina a topologia em X de modo que ϕ seja um homeomorfismo.
A aplicação ϕ constitui um atlas de classe C∞ e dimensão d.

A.4.2. Não. Caso f fosse um difeomorfismo, a aplicação ψ ◦ f ◦ φ−1(x) = x3 seria um
difeomorfismo do espaço euclideano R, o que não é verdade.

A.4.3. Considere a relação de equivalência x ∼ y ⇔ existe alguma curva cont́ınua ligando
x a y. Usando cartas lcocais, observe que as classes de equivalência são conjuntos abertos.
Conclua que existe uma única classe de equivalência

A.4.4. Começe por observar que as aplicações ϕi são bijeções, com inversas ϕ−1
i : Rd → Ui

dadas por ϕ−1
i (y1, . . . , yd) = [y1 : · · · : yi−1 : 1 : yi+1 : · · · : yd]. Defina a topologia de Pd

de modo que cada ϕi seja um homeomorfismo. Observe que as mudanças de coordenadas
ϕi ◦ ϕ−1

j : ϕj(Ui ∩ Uj) → ϕj(Ui ∩ Uj) são C∞:

ϕi ◦ ϕ−1
j

`

(y1, . . . , yd)
´

= ϕi([y1 : · · · : yj−1 : 1 : yj+1 : · · · : yd])

= (
y1

yi
, . . . ,

yi−1

yi
,
yi+1

yi
, . . . ,

yj−1

yi
,

1

yi
,
yj+1

yi
, . . . ,

yd

yi
).

A.4.5. Defina f : GL(d) → R por f(A) = detA. Como o determinante é uma função
polinomial dos coeficientes da matriz, a aplicação f é C∞. Escreva A = (Ai,j)i,j e, para cada
par (i, j), represente por Ai,j a matriz (d − 1) × (d − 1) obtida quando removemos a i-ésima
linha e a j-ésima coluna da matriz A. Observe que f(A) = (−1)i+jai,j detA11 + Ri,j onde
Ri,j não depende do coeficiente ai,j . Desta forma, (∂f/∂xi,j ) = (−1)i+j detAij . Se detA é
não nulo, existe algum (i, j) tal que detAi,j 6= 0 e portanto Df(A) é sobrejetiva. Isto mostra
que todo y 6= 0 é valor regular de f .
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A.4.6. Dados pontos b > a em R++, considere uma curva diferenciável γ : [0, 1] → R+ que
realiza a distância entre os dois pontos, ou seja, tal que γ(0) = a e γ(1) = b e

d(a, b) = comp(γ) =

Z 1

0

‚

‚

‚

‚

dγ

dt
(t)

‚

‚

‚

‚

γ(t)

dt =

Z 1

0

1

γ(t)

dγ

dt
(t) dt.

É claro que γ é monótona crescente: caso contrário, existiria alguma restrição ligando a a b,
contradizendo a hipótese de que a curva γ é minimizante. Então podemos fazer a mudança

de variável s = γ(t) na última integral. Desta forma obtemos d(a, b) =
R b
a
ds/s = log b− log a.

A.4.7. Considere h : M × N → Rm+n definida por h(x, y) = x − y. Esta aplicação é C∞.
Pelo teorema de Sard (Teorema A.4.6), o complementar do conjunto dos valores não regulares
tem volume zero em Rm+n. Agora basta observar que se v ∈ Rm+n é valor regular então
M + v é transversal a N .

A.4.8. Considere cartas locais ϕα : Uα → Xα, x 7→ ϕα(x) de M e ϕα : TUαM → Xα × Rd,

(x, v) 7→ (ϕα,Dϕα(x)v) de TM . Note que ϕα◦π◦Dϕ−1
α é a projeção canônica Xα×Rd → Xα,

a qual é infinitamente diferenciável. Como M é de classe Cr e TM é de classe Cr−1, segue
que π é de classe Cr−1.

A.5.1. Dados quaisquer x, y ∈ (a, b), considere a função ψ : [0, 1] → R dada por ψ(t) = φ(tx+
(1− t)y)− tφ(x)+(1− t)φ(y). Verifique que ψ(0) = ψ(1) = 0 e ψ′′ ≥ 0. Conclua que ψ(t) ≤ 0
para todo t. Para provar a segunda parte, fixe a < α < x < β < b. Seja f(t) = φ(x)+m(t−x)
a função afim cujo gráfico passa por (s, φ(s)) e (x, φ(x)) e seja g(t) = φ(x)+n(x− t) a função
afim cujo gráfico passa por (x, φ(x)) e (t, φ(t)). Por convexidade, f(t) ≤ φ(t) ≤ g(t) para
t > x e g(t) ≤ φ(t) ≤ f(t) para t < x. Logo φ é cont́ınua no ponto x.

A.5.2. (a) Use o fato de que a função exponencial é convexa. (b) A partir da desigualdade
de Young, mostre que

R

|fḡ| dµ ≤ 1 sempre que ‖f‖p = ‖g‖q = 1. Deduza o caso geral da
desigualdade de Hölder. (c) Comece por notar que |f + g|p ≤ |f ||f + g|p−1 + |g||f + g|p−1.
Aplique a desigualdade de Hölder a cada uma das parcelas do lado direito desta desigualdade
para obter a desigualdade Minkowski.

A.5.3. Usando a desigualdade de Hölder mostre que ‖f‖p ≤ µ(X)(1/p)−(1/q)‖f‖q sempre
que 1 ≤ p < q < ∞. Mostre que esta desigualdade ainda vale quando q = ∞: ‖f‖p ≤
µ(X)(1/p)‖f‖∞. Portanto Lp(µ) ⊃ Lq(µ) para todo 1 ≤ p < q ≤ ∞.

A.5.4. A menos de substituir f por f/‖f‖∞, podemos supor que ‖f‖∞ = 1. Então
R

|f |n+1 dµ ≤
R

|f |n dµ para todo n. Considere α < β < 1 e n ≥ 1. Escrevendo
R

|fn| dµ como
soma das integrais sobre os domı́nios Xβ = {|f | ≥ β}, Yα,β = {α ≤ |f | < β} e Zα = {|f | < α},
mostre que

R

|fn| dµ/
R

Xβ
|f |n dµ ≤ 1 + µ(Yα,β)/µ(Xβ) + (α/β)nµ(Zα)/µ(Xβ ). Tome α

próximo de β e em seguida tome n grande, de tal forma que a expressão do lado direito da
desigualdade seja menor que 1 + (1 − β). Deste modo,

1 ≥
R

|fn+1| dµ
R

|fn| dµ ≥
R

Xβ
|fn+1| dµ

R

Xβ
|fn| dµ

1

1 + (1 − β)
≥ β

2 − β

para todo β < 1 e todo n suficientemente grande.

A.5.5. (i) ‖ · ‖p é uma norma. A única parte interessante é a desigualdade triangular:
para 1 ≤ p < ∞ ela é dada pelo Teorema A.5.3; para p = ∞ ela segue imediatamente de
|f + g| ≤ |f | + |g|. (ii) Critério de complitude. Suponha que o espaço é completo. Se

P

k vk
é absolutamente somável então sn =

Pn
k=1 vk é sequência de Cauchy e, portanto, converge.

Reciprocamente, se (sn)n é sequência de Cauchy, existe (nk)k → ∞ tal que ‖sm− sn‖ ≤ 2−k

para quaisquer m,n ≥ nk. Defina vk = snk+1 −snk . A série
P

k vk é absolutamente somável,
logo convergente. Isto quer dizer que a subsequência (snk )k converge. Conclua, usando o
fato de que toda sequência de Cauchy que admite subsequência convergente é convergente.
(iii) Lp(µ) é completo. Considere qualquer série

P

k fk tal que A =
P

k ‖fk‖p é finito. Seja
g =

P∞
k=1 |fk| e gn =

Pn
k=1 |fk|, para cada n ≥ 1. Pela desigualdade triangular, ‖gn‖p ≤ A

para todo n. Então ‖g‖p ≤ A: para p < ∞ use o teorema da convergência monótona; o caso
p = ∞ é imediato. Em particular, g(x) é finito e, portanto, a série complexa

P∞
k=1 fk(x)

é absolutamente somável, para µ-quase todo x. Seja f(x) o limite. Resta mostrar que f ∈



525

Lp(µ) e
Pn
k=1 fk congerve para f em Lp(µ). Dado ε > 0, temos ‖Pm

k=1 fk − Pn
k=1 fk‖p ≤

P

k>n ‖fk‖p ≤ ε para m > n e todo n suficientemente. Passando ao limite quando m → ∞,
obtemos que ‖f − Pn

k=1 fk‖p ≤ ε: para p <∞ use o teorema da convergência; o caso p = ∞
é, mais uma vez, imediato. Em particular, ‖f‖p <∞.

A.5.6. (Rudin [Rud87, Teorema 6.16]) Note que Φ(g) ∈ Lp(µ)∗ e ‖Φ(g)‖ ≤ ‖g‖q : para

q < ∞ isso segue da desigualdade de Hölder; o caso q = ∞ é imediato. É claro que Φ
é linear. Para ver que é injetivo, dada g tal que Φ(g) = 0, considere uma função β com
valores no ćırculo unitário tal que βg = |g|. Então φ(g)β =

R

|g| dµ = 0, logo g = 0. Resta
mostrar que para todo φ ∈ Lp(µ)∗ existe g ∈ Lq(µ) tal que φ = Φ(g) e ‖g‖q = ‖φ‖. Para
cada conjunto mensurável B ⊂ M , defina η(B) = φ(XB). Verifique que η é uma medida
complexa (para provar σ-aditividade precisará usar p <∞) e observe que η ≪ µ. Considere a
derivada de Radón-Nikodym g = (dη/dµ). Então φ(XB) =

R

B g dµ para todo B; conclua que
φ(f) =

R

fg dµ para toda f ∈ L∞(µ). No caso p = 1 esta construção dá |
R

B g dµ| ≤ ‖φ‖µ(B)
para todo conjunto mensurável. Deduza que ‖g‖∞ ≤ ‖φ‖. Agora suponha 1 < p < ∞. Tome
fn = XBnβ|g|q−1, onde Bn = {x : |g(x)| ≤ n}. Observe que fn ∈ L∞(µ) e |fn|p = |g|q no
conjunto Bn e

Z

Bn

|g|q dµ =

Z

fng dµ = φ(fn) ≤ ‖φ‖
`

Z

|fn|p dµ
´1/p ≤ ‖φ‖

`

Z

Bn

|g|q dµ
´1/p

.

Isto dá
R

Bn
|g|q dµ ≤ ‖φ‖q para todo n e, portanto, ‖g‖q ≤ ‖φ‖. Finalmente, φ(f) =

R

fg dµ

para todo f ∈ Lp(µ), pois os dois lados da igualdade são funcionais cont́ınuos que coincidem
no subconjunto denso L∞.

A.5.7. Use o Exerćıcio A.3.5 e o teorema da convergência dominada.

A.5.8. Lembre do Exemplo A.5.9.

A.6.1. (1) Verifique que ‖tx + (1 − t)y‖2 ≤ max{‖x‖2, ‖y‖2} para quaisquer x, y ∈ H e
t ∈ [0, 1]. Deduza que toda bola, fechada ou aberta é convexa. (2) Por definição, ‖v ± w‖2 =
‖v‖2 ± (v · w + w · v) + 2‖w‖2. (3) Análogo a (2).

A.6.2. Suponha que v =
P

α vα e v′ =
P

α v
′
β , ou seja, para todo ε > 0 existem conjuntos

finitos I e I′ tais que ‖v−P

β∈J vβ‖ < ε para todo conjunto finito J ⊃ I e ‖v′−P

β∈J v
′
β‖ < ε

para todo conjunto finito J ⊃ I′. Então ‖(v+v′)−P

β∈J(vβ + v′β)‖ < 2ε para todo conjunto

finito J ⊃ I ∪ I′.
A.6.3. Se L é cont́ınuo na origem, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que ‖v‖ ≤ δ implica ‖L(v)‖ ≤ ε.
Segue que ‖L(v)‖ ≤ (ε/δ)‖v‖ para todo v. Portanto, L é limitado. Reciprocamente, é claro
que se L é limitado então L é cont́ınuo na origem. Deduza que é cont́ınuo em todo ponto.

A.6.4. Observe que V ⊥ é o espaço das funções f tais que
R

f dµ = 0. Conclua que PH :
L2 → H é dada por PH(g) =

R

g dµ.

A.6.5. Por definição, u · Lv = L∗u · v e u · L∗v = (L∗)∗u · v para quaisquer u e v. Logo
v · (L∗)∗u = L∗v ·u para quaisquer u e v. Invertendo os papéis de u e v, vemos que L = (L∗)∗.
Note que ‖L∗u · v‖ ≤ ‖L‖ ‖u‖ ‖v‖ para todo u e v. Tomando v = L∗u, segue que ‖L∗u‖ ≤
‖L‖ ‖u‖ para todo u, logo ‖L∗‖ ≤ ‖L‖. Como L = (L∗)∗, segue que ‖L‖ ≤ ‖L∗, logo as
duas normas coincidem. Como a norma de operador é submultiplicativa, ‖L∗L‖ ≤ ‖L‖2. Por
outro lado, u · L∗Lu = ‖Lu‖2 e, portanto, ‖L∗L‖ ‖u‖2 ≥ ‖Lu‖2, para todo u. Deduza que
‖L∗L‖ ≥ ‖L‖2 e, portanto, as duas expressões coincidem. Analogamente, ‖LL∗‖ = ‖L‖2.

A.6.6. Podemos supor z = 0. Deduza da igualdade do paralelogramo (Exerćıcio A.6.1) que
2(‖x‖2 + ‖y‖2) = ‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 ≥ 4d(z,K)2 + ‖x − y‖2, para quaisquer x, y ∈ K.
Considere (vn)n em K tal que d(z, vn) → d(z,K). Conclua da desigualdade anterior que
(vn)n é sequência de Cauchy. Tome v = limn vn. Para provar a unicidade: se v′ é outro
ponto minimizador, 4d(z,K)2 = 2(‖v‖2 + ‖v′‖2) ≥ 4d(z,K)2 + ‖v − v′‖2 e, portanto, v = v′.

A.6.7. A continuidade do produto interno dá que S⊥ = S̄⊥ e este subespaço é fechado. Dado
v ∈ H, seja s o elemento de S̄ mais próximo de v (Exerćıcio A.6.6) e seja s⊥ = v−s. Verifique

que s⊥ ∈ S⊥. A unicidade da decomposição é consequência de S̄ ∩ S⊥ = {0}. É imediato da
definição e das observações anteriores que S̄ ⊂ (S̄⊥)⊥ = (S⊥)⊥. Para a rećıproca, considere
qualquer v ∈ (S⊥)⊥ e analise a respectiva decomposição v = s+ s⊥.
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A.6.8. Suponha que v ∈ H e (un)n é uma sequência em E tal que un · v → u · v para todo
v ∈ H. Considerando v ∈ E⊥, conclua que v ∈ (E⊥)⊥. Pelo Exerćıcio A.6.7, segue que
u ∈ E. Portanto E é fechado na topologia fraca. Agora considere qualquer sequência (vn)n
em U(E) convergindo para algum v ∈ H. Para cada n, tome un = h−1(vn) ∈ E. Como
h é uma isometria, ‖um − un‖ = ‖vm − vn‖ para quaisquer m,n. Segue que (un)n é uma
sequência de Cauchy em E e, portanto, admite limite u ∈ E. Logo, v = h(u) está em U(E).

A.6.9. Observe que L é isometria se, e somente se, preserva o produto interno: L∗L = id ⇔
L∗Lu · v = u · v ∀u, v ⇔ Lu · Lv = u · v ∀u, v. Então L preserva a norma. Reciprocamente,
a identidade de polarização (Exerćıcio A.6.1) implica que se L preserva a norma então L

preserva o produto interno. É claro da definição que se L é unitário então L é isometria e
L−1 = L∗. Reciprocamente, suponha que L∗L = id e L é invert́ıvel. Então LL∗L(u) = L(u)
para todo u e, como L é sobrejetivo, isto implica que LL∗ = id .

A.7.1. A inversa de T + H está dada pela equação (T + H)(T−1 + J) = id , a qual pode
ser reescrita como uma equação de ponto fixo J = −L−1HL−1 + L−1HJ . Use a hipótese
para mostrar que esta equação admite uma (única) solução. Logo T +H é um isomorfismo.
Deduza que L − λid sempre que λ > ‖L‖. Portanto, o espectro de L está contido no disco
de raio ‖L‖. Também segue da observação anterior que se L− λid é um isomorfismo então o
mesmo vale para L− λ′id se λ′ está suficientemente próximo de λ.

A.7.2. Como dimkerL + dimL(H) = dimH, o operador L é injetivo se, e somente se, é
sobretivo e, nesse caso. Além disso, L é necessariamente cont́ınuo. Seja ℓ2 o espaço das
sequências x = (xn)n∈N de números complexos tais que ‖x‖ =

P

n |xn|2 é finita e seja
L : ℓ2 → ℓ2 o deslocamento L((xn)n) = (xn+1)n. Verifique que L é um operador unitário, o
conjunto dos autovalores é o disco aberto e o espectro de L é o disco fechado.

A.7.3. (1) Aditividade implica E(∅) = 0. O complementar de suppE está coberto por uma
famı́lia enumerável de conjuntos com medida nula. Logo E((suppE)c) = 0 e, por aditivi-
dade, E(suppE) = id . (2) Se A ⊂ B então E(B \ A) = E(B) − E(A), por aditividade.
Consequentemente,

E(B \A) = E(B) − E(B)E(A) − E(A)E(B) +E(A) ⇒

2E(A) = E(B)E(A) + E(A)E(B)) ⇒


2E(A) = E(A)E(B)E(A) + E(A)E(B)
2E(A) = E(B)E(A) +E(A)E(B)E(A).

Segue que E(A)E(B) = E(B)E(A). Substituindo esta conclusão com a igualdade no meio,
vem que E(A) = E(A)E(B), ou seja, E(A) ≤ E(B). (3) Decomponha A∪ como união disjunta
A ∪ B =

`

A \ (A ∩ B)
´

∪
`

B \ (A ∩ B)
´

∪
`

A ∩ B
´

e use a aditividade. (4) Multiplique a
identidade em (3) por (A) e use (2) para concluir que E(A)E(B) = E(A∩B) e, analogamente,
E(B)E(A) = E(A ∩ B).

A.7.4. (1) Observe que L − λid =
R

(z − λ) dE(z) e use o Lema A.7.4. Pela propriedade
de continuidade inferior (Exerćıcio A.1.9), E({λ}) = limn E({z : |z − λ| ≤ 1/n}). Segue
que E({λ})v = v. (2) Segue do Exerćıcio A.7.3 que E(B)E({λ}) = E({λ}) se λ ∈ B e
E(B)E({λ}) = E(∅) = 0 caso contrário. Como L =

R

z dE(z), vem que Lv = λE({λ})v = λv.

A.7.5. Lembre do Exemplo A.7.7. A medida espectral de T está dada por ET (B)(ϕj,l)j,l =
(XBϕj,l)j,l. Logo ET (B) = 0 se, e somente se, σj(B) = 0 para todo j. Então o mesmo vale
para a medida espectral de L, dada por E(B) = U−1ET (B)U .
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ÍNDICE 535

Td

toro de dimensão d, 18, 457
ϕ+

parte positiva de uma função, 442
ϕ−

parte negativa de uma função, 442
∨αUα

σ-álgebra gerada, 281
d(M)

dimensão de Hausdorff, 415
e(ψ, x)

esperança condicional, 151
f∗µ

imagem de uma medida, 44, 50
fA

endomorfismo linear, 112
g(φ)

entropia topológica de fluxos via conjun-
tos geradores, 318

g(f)
entropia topológica via conjuntos gera-

dores, 305
h(f)

entropia topológica, 303
h(f, α)

entropia com respeito a uma cobertura,
303

h±(f, ε, x)
entropia local, 266

hµ(f)
entropia de um sistema dinâmico, 255
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de uma cobertura, 302
de uma partição, 250
dos deslocamentos de Markov, 272
dos endomorfismos lineares do toro, 275
local, 266

entropia topológica, 301, 303, 307
de um fluxo, 318

envolvente convexa, 419
equação cohomológica, 162
equações de Hamilton-Jacobi, 123
equivalência
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estocástica, 194
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eĺıtico, 128–131
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prinćıpio

da distribuição de massa, 425
variacional, 332, 334

probabilidade, 430
condicional, 145
de transição, 192

produto
de medidas, 444, 445

enumerável, 445
finito, 444

interno, 465, 468
semi-direto, 53

progressão aritmética, 58
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ergódica, 144

da desintegração, 148
da forma normal de Birkhoff, 128, 130
da representação espectral, 475
das classes monótonas, 432
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de Perron-Fröbenius, 194
de Prohorov, 42
de Radón-Nikodym, 447
de recorrência

de Birkhoff, 7, 8, 47
de Poincaré, 4, 7
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variação total, 433
variedade

de classe Cr , 457
de Grassmann, 458
diferenciável, 457
modelada em espaço de Banach, 457
riemanniana, 462

vetor
de comprimentos, 204
de translações, 204
diofantino, 126
frequências, 125
racionalmente independente, 18, 205

vetores ortogonais, 469
vizinhança

de um conjunto, 36
de um ponto, 436

volume associado a métrica riemanniana, 167
volume zero, 461


