Inducao e Recursao
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Sera mostrado o que é uma defini¢ao indutiva, e duas abordagens para a
construcao de conjuntos definidos indutivamente: top-down e bottom-up. O
objetivo de uma defini¢ao indutiva é, dado um conjunto universo 2 destacar
um subconjunto C' com determinadas propriedades. Além do conjunto uni-
verso §2, considere um conjunto base B C ) e um conjunto F de fungoes
n-arias:

Fi"—Q

Dizemos que um conjunto X é indutivo em ) com relagao ao par (B, F)
se:

e BCX

o Se feFe x1,29,....,0, € X entao, f(xy,z2,...,2,) € X

Note, que a interseccao dois ou mais conjuntos indutivos é ainda um
conjunto indutivo. Por exemplo, se X, ¢ um conjunto indutivo para todo

v € I' entao a interseccao X = ﬂ'yGI‘ X, também é indutivo, pois:

e BCX,=BC X, =X

o Se feFe x1,29,..,0, € X entdo, x1, 22, ...,v, € X, paratodoy €I’
logo f(z1,29,...,2,) € X,, pois X, é indutivo, logo: f(z1,22,...,2,) €
ﬂ'yeF X’Y =X

Definigao 1 (Top-down). Definimos o conjunto C* definido indutivamente
em Q0 a partir de (B, F) como o menor conjunto indutivo, ou seja:

C* =N{X | X¢ indutivo com respeito a (B,F)}
Outro modo de definir um conjunto indutivamente é o seguinte:

Defini¢ao 2 (Bottom-up). Dado o par (B,F) definimos os conjuntos C,,
da sequinte forma: um elemento x € C,, se existe uma seqiiéncia (X1, Ta, ..., Tp)
com x = x, tal que: x; € B ou, existe um funcdo k-dria f : QF — Q e
1< .. <Jr <iemF tais que x; = f(z;,, )y, ..., Tj,)
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Dessa forma, definimos o conjunto indutivo C definido em ) a partir de

(B,F) como:
c.=Jc.
n=1

Teorema 3. As defini¢coes bottom-up e top-down de conjuntos indutivos
sao equivalentes, ou seja, dado Q2 e o par (B, F), vale:

c,=0C"

PROVA. Mostremos que C, C C* e C* C C,.

Se x € C, entado existe uma sequencia (zy, s, ..., T,) cOM T = T, COMO
na definicao de C,. Provemos que x; € C* para todo ¢ < n. Facamos isso
por inducao: z; € B C C*. Tomando agora por hipotese que z; € C* para
todo j < ¢ provemos que x; € C*. Se x; € B entao z; € C* e nao ha
mais o que provar. Caso contrario: existe um funcdo k-aria f : QF — Q
e 1 < ... < jp < itais que z; = f(z;,,2,...,xj) Como por hipotese
Tj, Ty, ..., Tj, € C* e C* & fechado por f € F, pois ele é indutivo, temos que
T; € C*

Provemos agora a outra inclusio: E facil ver que C, & um conjunto in-
dutivo, pois B = Cy C C, e porque, se f € F e, x1,x9,...,x, € C,, existem
sequencia: <:1711, x? . xf> com z; = x| construida de acordo com as regras
enunciadas na definicao bottom-up. Assim, podemos construir a seguinte
sequencia:

1 .2 k1 __ 1 .2 ky 1 2 kn __ =
<I1,$1,...,I1 —$1,$2,.’E2,...,I2 —$2,...7$n,$n,...,l’nn —l’n,l’>

onde T = f(x1,...,x,). Logo f(z1,...,x,) € C*, e portanto, C* é um conjunto
indutivo. Assim: C, € {X | Xé indutivo com respeito a (B, F)}, logo C* C
C.

O

Um exemplo de definicao indutiva é o conjunto dos niimeros naturais
dentro dos ntimeros reais. O conjunto base é {1} e o tnico elemento de F ¢é
a funcao unaria sucessor:

s:R— R s(r)=z+1

Dessa forma, podemos definir IN como sendo o conjunto indutivo gerador
por: ({1},{s}). Esse exemplo nao é tao bom, pois intuitivamente os nimeros
naturais sao algo mais basico do que os niimeros reais, portanto os ultimos
deveriam ser gerados com o auxilio dos primeiros, e nao ao contrario. Os ax-
iomas de Peano, que sdo de natureza indutiva (além disso, definem o azioma



da indugdo para os nimeros naturais) definem os naturais sem recorrer aos
reais. E, como Landau prova em Foundations of Analysis, podemos construir
e deduzir todas as propriedades dos nimeros racionais, reais e complexos a
partir dos ntimeros naturais.

Outro exemplo é a definicao de arvore. Suponha que temos um conjunto
de n6s ®. Uma maneira de definir uma arvore com elementos de ® ¢ definir
da seguinte forma:

e 3 arvore vazia é uma arvore

e um conjunto que contém um elemento de ® e um conjunto de arvores
é uma arvore

Isso ¢ equivalente a tormarmos como conjunto base {0} e definirmos o
conjunto de fungoes F = {f;|i € N} tal que f; recebe como argumento i
arvores e um elemento de ® e monta uma arvore a partir desse elemento:

fi(T17T27 77—;7¢) = {(b? T17T27 7E}

Defini¢oes indutivas tem uma grande vantagem na prova de teoremas. Se
queremos provar uma propriedade ¥ para um subconjunto X C Q) definido
indutivamente a partir de (B, F), basta provar 8 para os elemntos de B, e
provar para cada funcdo f : Q¥ — Q em F que, se a propriedade P vale
para xy, ..., T, entao ela também vale para f(xy, ..., zg).



