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Observagoes:

e A prova tera duragao de 3 horas.

Questdes deverao ser respondidas de maneira matematicamente rigorosa e clara.

Todos os resultados provados em aula (exceto exercicios) poderao ser utilizados, salvo quando a questao
pedir que algum destes seja provado. Nesse caso, todos os resultados anteriores poderao ser utilizados.

e Caso uma questao seja composta de varios itens, cada um poderd ser resolvido independentemente,
supondo a validade dos anteriores.

Estudar a reciproca significa: dar a prova da reciproca se for verdade ou dar um contro-exemple se for
falsa.

Exercicio 1

Seja p uma probabilidade em B(R). Mostrar que se YA € B(R), u(A) € {0,1} entdo existe z € R tal que
= 0. Deduzir disso que se uma variavel aleatoria real X é independente dela mesma entao é constante
quase certamente.

Seja 1 uma tal probabilidade. A fung¢ao acumulada de ditribuicdo associada a p é cad-lag e tem valores
em {0,1}. Eis, se xg := inf{zr e R : p((—o0,x]) = 1} temos u((—0,z]) = Lizza,}. Em consequéncia demos
W= 0y, (POis Oy, tem a mesma func¢do acumulada de distribuicdo e essa caracterisa wma probabilidade). Se
X ¢ independente dela mesmo temos P(X € A) = P(X e An X e A) = P(X € A)? eis, P(X € A) € {0,1}
para todo A € B(R).

Exercicio 11

Seja X uma varidvel exponencial de parametro 1 (com distribui¢do dada por P(X € A) = § 4 € 7 dr para
A C R+)

X

1. Mostrar que a distribuicio da varidvel Y = e*X/2 e absolutamente continua com respeito a Lebesgue e

identificar a densidade correspondente.

Seja ¢ uma func¢do mensurdvel nao negativa. Temos

Elp(Y)] = waew/z)e-wdx: j y%m) dy.

Deduzimos disso que a varidvel Y tem densidade py (u) = 2u_31{u>1}

Sejam (X,)n>1 uma sequéncia de varidveis exponenciais independentes de parametro 1.



2. (a) Mostrar que se @ > 1 entdo quase certamente existe ng(w) tal que para todo n = ng, X,, < alogn.
Seja A, o evento X, = alogn, temos P[A,] = P[X; > alogn] = n=®. Se a > 1 temos
Dins1 P(An) < o e a conclusdo vem do Lemma de Borel-Cantelli (primeiro sentido): quase
certamente somente um numero finito de A,, occorem.

(b) Mostrar que quase certamente, temos X,, > logn infinito de valores de n.

Seja By, o evento X,, <logn, temos P[B,] = P[X; = logn] = n~'. Temos Y, ., P(By,) = .
Como os eventos B, sio independentes (isso seque da indepedéncia das varidveis X,,), a conclusao
seque do Lemma de Borel-Cantelli (sequndo sentido).

(¢) Deduzir que limsup,,_,, l()f?”n = 1 quase certamente.

. . . X N ~ . X,
O item 3 com =1, implica que #{n =1 : X, =logn } = o e entdo que limsup,,_,, g = 1.
. . X, . .
Pelo item 2 temos limsup,,_, Toem S v para todo o > 1 o que permite concluir.
. SN Xp—logn _
3. Mostrar que quase certamente limsup,,_, TogTogn — 1.
Reusamos o mesmo racionino com os eventos A, = {X, = logn + aloglogn} com o > 1 e B,, =

{X,, = logn + loglogn}. Usando Borel Cantelli, obtemos que quase certamente A,, acontece somente
um numero finito de vezes enquanto By, acontece infinitas vezes quase certamene. Isso traz a conclusao
desejada.

Exercicio 111

Consideramos (X, )n>1 uma sequéncia de varidveis independentes com valores em {—1, 1} e distribuicdo dada
por P(X; =1)=1—P(X; = —1) = p aonde p € (0,1) é um parametro. Definimos Y,, = X,, X, 1
1. Identificar a distribuicao de Y,,.

Y, tem wvalor no conjunto {+1,—1} temos
P[Yn = 1] = P[Xn = n+1] = P[Xn =Xpt1 = 1] +P[Xn =Xnt1 = *1] :p2 + (1 7p)2'
e PlY, =-1]=1-p* - (1-p)* =2p(1 —p).”

2. Mostrar que as varidveis (Y}, ),>1 sdo independentes se é somente se p = 1/2.
Temos P[Y1 =Yy = —1] = P[X; = X3 = —Xo] =p*(p—1) +p(p — 1)? = p(p — 1). Se p # 1/2 temos
p(p—1) > 2p%*(p— 1)? = P[Y1 = —1]P[Ya = —1]. Entdo Y; e Ya ndo sdo independente. Se p = 1/2
entdo para iy,...,i, € {—1,1} temos
PlY1 =d1,...,Y, =i, = P[X1=1,X0 = i1, X3 =182, .. ., Xpnt1 = Gpn—1%n]
+ P[X1 = —1,X5 = —iy, X3 = —igin, ..., Xns1 = —in_1in] = 27+ p 2=+ —9=n (1)

o que garante que a distribuicao de (Y1,...,Y,) e uniforme em {—1,1}" eis é uma medida produto, e
as varidveis sao indepedentes o que conclui a demostragao.

3. Mostrar que em todos os casos temos a seguinte convergéncia em L2.
n
1Y

lim @ =(1— 2p)2.

n—o0 n

Temos E[Y;] = (1 — 2p)? da primeira pergunta. Eis

E (Z?;Y —(1- 2p)2>2

SV 1
:Var(n =EMZZ:ICOV(Y;YJ-). (2)



Por argumento de agrupamento por bloco Y; e Y; sdo independentes se |i — j| = 2. Eis

n n n—1
> Cov(V;Y;) = Y Var(Y;) +2 ). Cov(Y;,Y;11) = nVar(Yy) + 2(n — 1)Cov(Y1,Y2) < 3n—2. (3)
i,j=1 i=1 j=1

aonde na ltima desigualdade usamos simplesmente o fato que como |Y1| < 1 temos Var(Yy) <

E[(Y1)?] =1 e Cov(Y;,Ys) < 4/Var(Y7)Var(Ys) < 1, e temos
n - 2
E l(z—nly — (1—2p)2) 1 < %

Exercicio IV
Seja X uma variavel aleatéria real e ®x a sua fungao caracteristica.

1. Mostrar que se X € L! entdo £ — ®x (&) é CL.

Como consequéncia to teorema de convergéncia dominada um a fungdo t — E[f(w,t)] definida para
t € I (I intervalo aberto) é bem definida é contivamente diferencidvel em todo t € I se f(w,t) e
integrdvel alguma tg € I e se para todo w, [ € diferencidvel em t e |f'(w,t)| < h(w) para todo t € T
aonde h € integrdvel. Aplicamos este resultado a €% (aonde & tem o papel da varidvel t) e I = R,
temos |0¢(e5X)| = | X| eis podemos aplicar o resultado.

2. Mostrar que X tem distribuigio simétrica (VA € B(R), P[X € A] = P[-X € A])
se e somente se Px(€) € R for every € € R.

Se X e —X tem a mesma distribuicao entdo

E[e*X] = E[e ¥

e em consequéncia E[e®*] = E[cos(¢X)] € R. Para reciproca, veja que se ®_x (&) = ®x (=€) = ®x(€)
(usando a notagao Z pelo conjugado complexo). Se ¢px(€) € R para todo & entdo Dx = ®_x e podemos
concluir que Px = P_x pela injectividade da transformada de Fourier.

3. Mostrar que se (&;)7"_; s@o numeros reais fixos, entdo a matriz M € C"*" definida por

¢ Hermitiana, definida positiva. (uma matriz n x n é Hermitiana M se M (i, j) = M (i, j) para todo
i,j. B definida positiva se para todo vetor v € C* *uMwu > 0. )
Temos ®x (&5 — &) = E[el&—8)X] = Ble@~8)X] = x (& — &;). Agora se u = (ui,...,u,) temos

Z ﬂiuje(&_&j)x = E

4,g=1

Z uuPx(§ — &) = F

3,=1

n
12, uje-fiXP] > 0.
i=1

4. Mostrar que se (6;)"_; sdo ndmeros reais distintos a matriz de N € R™*"  definida por N(i,j) =
cos(6; — 6;) ¢é definida positiva.
E s6 observar que se X € uma varidvel simétrica tal que P[X = 1] = P[X = —1] = 3 entdo
Dx (&) = cos(§) € aplicar o resultado da pergunta anterior.



