Probabilidade I

Prova Final

June 28, 2023

Observagoes:
e A prova tera duracdo de 4 horas.
e QQuestoes deverao ser respondidas de maneira matematicamente rigorosa e clara.

e Todos os resultados provados em aula (exceto exercicios) poderao ser utilizados, salvo quando
a questao pedir que algum destes seja provado. Nesse caso, todos os resultados anteriores
poderao ser utilizados.

e Caso uma questao seja composta de varios itens, cada um poderad ser resolvido independentemente,
supondo a validade dos anteriores.

Exercicio 1

Consideramos Y;, uma sequéncia de varidveis Gaussians com distribui¢gao N (m,, 0121) aonde (my)n>0
e (on)n=0 sao sequéncias de numeros reais (reais positivos no caso de o).

(i) (1 pt)Provar queY,, converge em distribuicao se e somente se as sequéncias m,, e o, convergem
em R.

(ii) (1 pt) Assumindo que m = lim,_,o, my, € 0 = lim,_,o 0y, (M, 0 € R), identificar a distribuigao
limite de Y,,.

Usando o Teorema de Lévy, se 'Y, converge em distribuicdo para Y entdo temos convergéncia
das funcoes caracteristicas de Yy, para a de Y. Como
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By, (©) = B[095] = o EE

Dai, temos convergéncia pontual de ®y., (£) para uma fung¢io continua somente se o2 e my,

convergem para limites finitos (se o, — 00 temos convergéncia para 1o que nao € uma fungdao
caracteristica). Isso prova que convergéncia em distribuicao implica convergéncia de my, e
0n. Para outra implicacao, chamando m e o os limites respetivos de m,, e ¢ temos
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lim Py, (£) = €™

n—0o0

aonde Y ~ N(m,c?). Usando Teorema de Lévy de novo isso implica a convergéncia em
distribuicao e permite identificar o limite.



(iii) (1 pt) Usando respostas anteriores, mostrar que se uma sequéncia de varidaveis Gaussiana Y,
converge para Y em probabilidade entao Y;, converge para Y em L? para todo p € [1,0).

Para provar que Y, converge em L, vamos provar que sup,>; E[|Y,|?] < o para ¢ > p
(usando um resultado visto em aula sobre integrabilidade uniforme). Como Y, converge para
Y em probabilidade, também converge em distribuicao. Por (i) isso implica convergéncia de
on € my. Como temos para k > 1

o2
E[|Yn‘2k] < (2k)!E[cosh(Y,,)] = cosh <mn + 2”)

isso implica que a sequéncia E[|Y,|?k] ¢ limitada e permite concluir.

(iv) (1 pt) Nas hipoteses do item anterior, podemos affirmar que Y,, converge quase certamente
para Y7 Prove ou dé um contra-exemplo.

1

(log(n+2)1/4”

de media 0 e varianca o2. A sequéncia Y, converge em distribuicdo eis probabilidade para 0

(do item (i)) mas temos

Consideramos o, = e Y, uma sequéncia de varidveis Gaussianas independentes
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aonde a ultima desigualdade vale para n grande sufficiente. Usando o Lemma de Borel-
Cantelli (no caso de eventos independentes) obtemos que Yy, = 1 infinitas vezes com probabilidade
1 e entao que Y, nao converge quase certamente para 0.

Exercicio 11

Consideramos (X,,)n>0 uma sequéncia IID de varidveis exponenciais de esperanca 1. Dado a > 0,
definimos T, := inf{ n : X,, > a}.

(i) (1 pt) Calcular para todo k € N, P[T, > k], deduzir que T, < o0 quase certamente.
O evento {T, = k} coincide com {max(Xy,...,Xk_1) < a}. Por independéncia temos
P[X| <a;...;Xp_1 <a] = P[X; <a]*t = (1 —e @)L

Temos (usando continuidade por cima de P) P[T, = 0] = P[{Jys1{Ta = k}] = limp_ (1 —
e" )kl = 0.

(ii) (2 pt) Definimos Y, = X7, —a. Calcular a probabilidade conditional P[Y, € A | T, = k] para
keNe Ae B(R). Deduzir que Y, e T, sao independentes.

Temos
P{Yoe A} n{To =k} =P|Xre(a+A); X1 <a;...; X1 <da]

— P[X; € (a+A)P[X) < o]t = ( LM ot dt) (1—e—a)t = < L - du) 01—yt



Por outro lado do item (i) temos
P[T,=k|=P[Ty>k|-P[T,=k+1] =e %1 —e 9)* 1L

eis
PlY,e A|T,=k] = J e “du = P[X; € A].
A
Dai concluemos que P|Y, € AnT, € B] = P[X; € A]P|T, € B] para qualquer B c N e que
Y, e T, sdo independentes.

Exercicio 111

(N)

Sejam Yl(N), 5 e .YJS]N), N varigveis aleatérias IID uniforme em [0, N + 1].

(i)

(i)

(ii)

(1 pt) Definimos Xy := min;e(; . ny Yi(N). Calcular P[ X > t] para t > 0.

Temos por independéncia

(1 pt) Mostrar que Xy converge em distribuigao e identificar o limite.

Temos que

t
lim P[Xy >t = lim (1 — N — et
w P =i = i (L= ) =

Isso implica que limy_ P[Xy < t] = 1 —e™t. A funcio acumulada de distribuicio de

XN converge para a de uma varidvel exponencial (em todo ponto eis em todo ponto de
continuidade). Eis, Xy converge em distibuicao para uma varidvel exponencial de parametro
1.

(%) Consideramos X](\}) < X](\?) <0 < X](VN) os valores ordenados de Yl(N),YQ(N), e Y]S,N).
Mostrar que para k € N fixo, a sequéncia (X](\];)) N>k converge em distribuigao e identificar a

distribuigao limite.

)

Para k > 2 e observando que os Yi(N assumem valores distintos com proababilidade 1, temos
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k—1 N—k
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Considerando o limite quando N — o0 obtemos
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Exercicio IV

Sejam X7 e Xo duas varidveis exponencias independentes de parametro 1. Definimos & := X; e
¢ =X1+ Xo.

(i)

(iii)

(1,5 pt) Provar que a lei de distribuicao do vetor (£,¢) tem uma densidade em R? calculando
essa densidade.

Seja ¢ uma fungao mensurdvel limitada. Temos usando a independéncia de X1 e Xo e as
densidade respetivas.

Elp(§, Q)] = j , o(u,u+v)e e’ dudv

R

Fazendo a troca de varidvel (u,v) — (u,t) com t = u+ v temos
o0 0
Blo@ O = | | lute ! dudt = | | plu )1 mye dudt
0 Ju Ri
Dai (considerando fungoes indicadoras) podemos concluir que a distribui¢ao conjunta de (&, ()

tem densidade dada por l{tZu}e*t

(1 pt) Identificar (via um cdlculo) um niicleo de transicao K tal que para todo A € B(R)

Ellgea | (] = Ki(¢, A)
quase certamente.

Usando os resultados vistos em aula, um tal nicleo de transicdo pode ser obtido usando a

formula
Saplut)du

Kt 4) = SR (u,t)du

aonde p € a densidade de distribuicao de (£,(). Usando a resposta da pergunta anterior
obtemos

Ki(t, A) = %)\(A ~10,4])

aonde A\ é a medida de Lebesque. (Com o condicionamento & é uma varidvel uniforme no
intervalo [0,(])

(1 pt) Identificar (via um cédlculo) um nicleo de transicdo Ko tal que tal que para todo
B e B(R)
Ellcep | §] = K2(€, B)

quase certamente.

Do mesmo jeito temos

SBp u,t)dt . _
t, A = iz " dt = 1 —W)A 5ds.
Ki(t,A) = SR (u, t) dt JB tzu JR+ se(B—u)nR4 € §

(Com o condicionamento, ¢ € simplesmente & mais wma varidvel exponencial )



Exercicio V

Sejam (X)g>1 varidveis IID tal que P(Xy = 1) = P(X) = —1) = 1/2. Definimos

(i)

(i)

ZN

N
log g

(1 pt) Calcular a varianca de Zy e o valor de limy_. E[Z%]

Usando independéncia, a varianca da soma vale a soma das variangas e temos Var[Zy| =
E[Z%] = @ SV 1. Em particular temos limy_,, E[Z3] = 1.

(2 pt) Usando o Teorema de Lévy, mostrar que Zx converge em distribuicao e identificar a
distribuicao limite.

Usando independéncia,

N N

g )
o =@ = '
Zxn (§) 11:[1 1/(Vklog N 1:[ ( klog N

Agora temos para & firo e N = Ny(§), temos ‘\/MEW’ < 7/3 eis cos (@) > 1/2.
Ademais, por Taylor temos para todo k e N = Ny(&)

£ B ¢ < cet
vklog N 2klog N| ~ 2k2(log N)2’

log cos <

Dai obtemos que
N 2 N 4
§ ¢
log ¢ — — | <C _
08 Dz (£) ];1 2k log N ,;1 2k2(log N)?2
O membro de direita e menor que C'¢*(log N)™2 (pois k=2 ¢é sumdvel). Dai podemos concluir
que

) ) §2 §2
lim log &7, (¢) = 1 _s s
i log @2y () = Jim gl 2klog N 2

de que concluemos que Zy converge em distribuicao para uma Gaussiana padrdo.



