Medida e Integracao

Primeira Prova

14 de Outubro

Observagoes:

e As respostas poderdo ser dadas em portugués ou inglés.

e Questoes deverao ser respondidas de maneira matematicamente rigorosa e clara.

e Todos teoremas apresentados nos videos poderao ser usados (sem necessidade replicar a demostracio),

mas com a necessidade de fazer uma referéncia clara ao resultado.

e Caso um exercicio seja composto de varios itens, cada um poderd ser resolvido independentemente,

supondo a validade dos anteriores.

Verdadeiro ou Falso

Para cada das afirmagoes seguinte, dizer se é falsa ou verdadeira e providéncia uma demonstracao ou um
contra-exemplo:

(a)

Cada aberto nao vazio de R tem medida de Lebesgue positiva.

Se A € aberto entao podemos achar um intervalo [a,b) tal que A O [a,b) € logo por monotonia A(A) =

A([a, b)) = b—a.
Um conjunto enumeravel tem medida de Lebesgue nula.
Temos A({z}) = limy, 0 A([z,2 +1/n)) = 0. Agora se A é enumerdvel entio \(A) = >, .4 A({z}) = 0.

Se uma sequéncia de fungbes f, : R — R integraveis, satisfazendo limy,_, sup,cg | fn(x)| = 0 entdo,
lim,, e an dz = 0.

E falso, frn, = n_ll[_nm] fornece um contra-ezemplo, pois § f, dz = 2 para qualquer n.
Se p for uma medida tal que u(2) < o entdo qualquer fungao mensurédvel limitada 2 — R é integravel.

Temos §|f|dp < § £l dpt < | ocsa(2).

Seja F uma o-dlgebra em Q, e p uma medida tal que F é p-completa. Se v for uma medida em (9, F)
tal que v « u, entao F é v-completa.

Podemos considerar Q) = {0,1}, F = {,Q}, p(Q) =1, p(F) = v(F) = v(Q) = 0. Neste caso F € p

completa mas ndo € v completa (o congunto {1} € v-negligivel e ndo pertencia a F).



(f) Suponha que f:R — R é uma fungio continua nao-negativa e integravel, entao lim ;o f(z) = 0.

Consideramos f definida do jeito sequinte: Para z € Z, f(z) =1, e f(z + x) = (1 — 2**Yz|), para
€ [-1/2 + 1/2). Usando monotonicidade, temos

|f|dz = J |f|dx < f 1, o9-l21-1 440-1z-11dz = 2~ 1l = 3.
f Z [z—1/2,2+1/2) [2—1/2,2+1/2) [-=2 e ] Z

2€Z 2€Z

Assim f € integrdvel, mais limsup,_,, f(z) = 1.

Exercicio: Medida imagem

Sejam (F, F) and (G, G) dois espagos mensurdveis. Consideramos f : F' — G uma aplicagdo mensurével, ou
seja, tal que f~1(A) e F,VA € G aonde f~1(A) :={x e F: f(x) € A}. Seja u: F — R, U {00}, uma medida
em Fep:G— Ry u{wn}

1. Mostrar que se ¢ é mensurdvel entao ¢ o f também.

Seja B € B. Temos (po f)"Y(B) = f~ (¢~ 1(B)). Como ¢ é mensurdvel o~'(B) € G, e entdo como
f € mensurdvel temos f~ ( Y(B )) e F.

2. Mostrar que fyp definida em G por feu(A) := u(f~(A4)), é uma medida em G.

Como f~HJ) = & temos fep(F) = 0. S6 falta entdo verificar o-aditividade. Como f~ (A n
B) = f71(A) n f~Y(B) sabemos que dois conjuntos disjuntos tem preimagens disjuntas. Entdo
“His1 Ai) = Lisy 7' (A5) ( por que a preimagem da unido é a unido das preimagens) e pode-
mos concluir usando o-aditividade de p.

3. Mostrar que se ¢ é mensuravel entao
| ean = [ oo u

Verificamos primeiro no caso aonde ¢ é uma fung¢do indicadora. Temos para A€ G

flA d(fan) = fer(A) = u(f71(A)) = Jl{meffl(A)}ﬂ(dI) = fl{j'(z)eA} dp.

Usando linearidade podemos estender a relagdo a funcgoes simples, pois usando convergéncia mondtona,
a @ positiva qualquer.

Reencontro com propriedades classica da integracao

(A) Integral e derivada
Seja f : R — R uma funcao continua.
1. Sejam a < b dois reais. Justificar que f1f,) ¢ integravel para medida de Lebesgue em [0, 1).

A fungao f sendo continua ela € mensurdvel, fli,p € entao mensurdvel como produto de fungoes
mensurdveis. Por continuidade f € limitada em [a,b]. Usando monotonicidade e linearidade e temos

J|f1[a,b]|dx (max |f(y )|)J1[a,b] dz < (b—a)( max [f(y)]) < oo

y€[a,b] ye([a,b]



Definimos
§ f(2)1[ap)(x) dz se a < b,

b
J flx)dz = = f(@)1p o () dz se a > b, (1)

0 se a =b.
Também definimos F(t) := Sé f(x)dx.

2. Mostrar que para a, be cem R
c b c
J flx)da = J f(z)dx + J f(z)dz.
a a b

Assumimos que a < b < c. Neste caso o resultado acima segue imediatamente da linearidade da
integral (e do fato que pontos isolados tem medida nula). Vamos agora mostrar que o resultado vale
também para qualquer permutacao de a,b e c. Usando o fato que a inversao das extremidade da integral
equivale a uma troca de sinal temos também (invertindo as extremidade de uma das integrais na direita
e passando ela para esqueirda)

£}@mIgfﬂMM=[?umL
ch(x)derLaf(:z:)dx _ ch(x)dx.

As trés outras permutagoes podem ser obtidas invertindo as extremidade das integrais nas trés identi-
dade que jd obtemos.

3. Mostrar que F é continua, diferentidvel em ¢ para todo t € R e identificar o valor de F”.

Vamos mostrar que lims_,o 0~ [F(t + ) — F(t)] = f(t) o que implica que F e continua, diferencidvel e

que F'(t) = f(t). Vamos tratar primeiro o caso § > 0, temos por linearidade da integral F(t+6)—F(t) =
t+5

. f(x)dz. Usando a continuidade de f, para € > 0, existe do(c) > 0 tal que para d € (0,d0)

F() —e < f(@) < f(t) +=.
Usando monotonia da integral deduzimos que
t+6
SO+ < [ farde a7 +e)

e entio que |§H[F(t+6)—F(t)]— f(t)] <e. Para é <0, escrevendo &' = —6, temos F(t)— F(t—§') =
Sz_(s/ f(x)dx, e podemos concluir usando o mesmo raciocino que |(§8')"[F(t) — F(t — )] — f(t)| < ¢
se &' for pequeno suficiente. Acabamos demonstrando que lims_o 6 [F(t + ) — F(t)] = f(¢).

4. Seja G : R — R continua e diferencidvel em todo ponto, e tal que G'(t) = f(t) para todo t € R. Mostrar
que

b
Gb) — Gla) = f (@) da.

Se G'(t) = f(t) entdo F — G tem derivada identicamente nula. Usando o teorema do valor medio, isso
implica que F'— G € constante em R. Entdo usando a resposta na perqunta 2,

b 0 b
G(b) — G(a) = F(b) — Fla) L F(z)dz + f () dz — f (@) da.



(B) Integral de Riemann

Seja f : [0,1) — R uma funcao limitada. Definimos para n > 0, k € [1,27], I} = [(k —1)27",k27").
Assumimos que f é Riemann integravel o que é equivalente a

2’7l
lim 27" su - 1nf = 0. 2
Jiy 23 <p flx)— it f(y )) @)
Definimos gy, by, : [0,1) — R da forma seguinte.

gn(z) = sup f(y) if wzelf,

yely

hn(z) = inf f(y) if xelf,

yely
1. Mostrar que para qualquer = € R, (g, (x))n>1 e decrescente e que (hy,(x))n>0 € crescente.
Seja x fizado, definimos I™(x) = [27"|2"x],27"(|2"x + 1)]). Temos

gn(z) = sup f(y) e hn(z):= inf f(y).
yel™(z) yeln(x)

Para mostrar as monotonicidades desejadas, precisamos somente mostrar que I,41(x) < I,(x), o que
€ uma consequéncia de
212"z | < |27 x| < 2|27x] + 2.

(que vale por que 2|2"z| < 2"z < 2|2"z| + 2 e que as quantidades nas extremidades sdo nimeros
inteiros).

2. Denotamos por g(z) e h(z) os limites respectivos de g,(x) e h,(x). Mostrar que g e h sao Borel
mensuraveis e integraveis.

As fungoes g e h sdo limites de fungdes simples que sdo Borel mensurdveis (somas de indicadoras dos
conjuntos I} que sdo Borel mensurdveis).

3. Mostrar que S[O,l) g(z)dr = S[O,l) h(x)dz.

Usando convergéncia dominada (|gn| e |hn| sdo limitada por supy, 1y f), temos que § g dx = lim,, o, § g da
e {hdz = lim,—,o § hyy dz. Agora usando a definicio da integral para funcoes simples temos

on
Jgndx — fhndx =2"" Z sup f(z) — inf f(y) |-
i1 \aelp yely
Pegando o limite para n — o0 e usando a hipotese, obtemos o resultado desejado.

4. Mostrar que f é Lebesgue mensuravel e que

2'”/ 2n
f(z)dz = lim 2~ sup f(z) = hrn 27" inf f(y).
J\[Ovl) oo Zl mEIn kle UEIH

Assumindo que f € mensurdvel, temos por definicao h, < f < g, e entao passando no limite h < f < g.
Por monotonia §hdx < § fdx < §gdz, e assim obtemos o resultado desejado. Agora para provar que
f € mensurdvel, € suficiente mostrar que coincide quase sempre com uma fun¢do mensurdvel. Para
isso € suficiente mostrar que {x : f(z) # h(x)} < {z : h(z) < g(x)} e negligivel. Isso seque do fato
que g — h € uma fungao ndo negativa com integral nula (cf. Pergunta 3 e linearidade da integral).



