
Medida e Integração

Primeira Prova

14 de Outubro

Observações:

• As respostas poderão ser dadas em português ou inglês.

• Questões deverão ser respondidas de maneira matematicamente rigorosa e clara.

• Todos teoremas apresentados nos v́ıdeos poderão ser usados (sem necessidade replicar a demostração),
mas com a necessidade de fazer uma referência clara ao resultado.

• Caso um exerćıcio seja composto de vários itens, cada um poderá ser resolvido independentemente,
supondo a validade dos anteriores.

Verdadeiro ou Falso

Para cada das afirmações seguinte, dizer se é falsa ou verdadeira e providência uma demonstração ou um
contra-exemplo:

(a) Cada aberto não vazio de R tem medida de Lebesgue positiva.

Se A é aberto então podemos achar um intervalo ra, bq tal que A Ą ra, bq é logo por monotonia λpAq ě
λpra, bqq ě b ´ a.

(b) Um conjunto enumerável tem medida de Lebesgue nula.

Temos λptxuq “ limnÑ0 λprx, x ` 1{nqq “ 0. Agora se A é enumerável então λpAq “
ř

xPA λptxuq “ 0.

(c) Se uma sequência de funções fn : R Ñ R integráveis, satisfazendo limnÑ8 supxPR |fnpxq| “ 0 então,
limnÑ8

ş

fn dx “ 0.

É falso, fn “ n´1
1r´n,ns fornece um contra-exemplo, pois

ş

fn dx “ 2 para qualquer n.

(d) Se µ for uma medida tal que µpΩq ă 8 então qualquer função mensurável limitada Ω Ñ R é integrável.

Temos
ş

|f | dµ ď
ş

}f}8 dµ ď }f}8µpΩq.

(e) Seja F uma σ-álgebra em Ω, e µ uma medida tal que F é µ-completa. Se ν for uma medida em pΩ,Fq
tal que ν ! µ, então F é ν-completa.

Podemos considerar Ω “ t0, 1u, F “ tH,Ωu, µpΩq “ 1, µpHq “ νpHq “ νpΩq “ 0. Neste caso F é µ

completa mas não é ν completa (o conjunto t1u é ν-negliǵıvel e não pertencia a F).
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(f) Suponha que f : R Ñ R é uma função cont́ınua não-negativa e integrável, então lim|x|Ñ8 fpxq “ 0.

Consideramos f definida do jeito seguinte: Para z P Z, fpzq “ 1, e fpz ` xq “ p1 ´ 2|z|`1|x|q` para
x P r´1{2 ` 1{2q. Usando monotonicidade, temos

ż

|f | dx “
ÿ

zPZ

ż

rz´1{2,z`1{2q

|f | dx ď

ż

rz´1{2,z`1{2q

1rz´2´|z|´1,z`2´|z|´1s dz “
ÿ

zPZ

2´|z| “ 3.

Assim f é integrável, mais lim supxÑ8 fpxq “ 1.

Exerćıcio: Medida imagem

Sejam pF,Fq and pG,Gq dois espaços mensuráveis. Consideramos f : F Ñ G uma aplicação mensurável, ou
seja, tal que f´1pAq P F , @A P G aonde f´1pAq :“ tx P F : fpxq P Au. Seja µ : F Ñ R` Y t8u, uma medida
em F e ϕ : G ÞÑ R` Y t8u.

1. Mostrar que se ϕ é mensurável então ϕ ˝ f também.

Seja B P B̄. Temos pϕ ˝ fq´1pBq “ f´1
`

ϕ´1pBq
˘

. Como ϕ é mensurável ϕ´1pBq P G, e então como

f é mensurável temos f´1
`

ϕ´1pBq
˘

P F .

2. Mostrar que f˚µ definida em G por f˚µpAq :“ µpf´1pAqq, é uma medida em G.

Como f´1pHq “ H temos f˚µpHq “ 0. Só falta então verificar σ-aditividade. Como f´1pA X
Bq “ f´1pAq X f´1pBq sabemos que dois conjuntos disjuntos tem preimagens disjuntas. Então
f´1p

Ů

iě1
Aiq “

Ů

iě1
f´1pAiq ( por que a preimagem da união é a união das preimagens) e pode-

mos concluir usando σ-aditividade de µ.

3. Mostrar que se ϕ é mensurável então
ż

ϕd pf˚µq “

ż

pϕ ˝ fq dµ

Verificamos primeiro no caso aonde ϕ é uma função indicadora. Temos para A P G
ż

1A d pf˚µq “ f˚µpAq “ µpf´1pAqq “

ż

1txPf´1pAquµpdxq “

ż

1tfpxqPAu dµ.

Usando linearidade podemos estender a relação a funções simples, pois usando convergência monótona,
a ϕ positiva qualquer.

Reencontro com propriedades clássica da integração

(A) Integral e derivada

Seja f : R Ñ R uma função continua.

1. Sejam a ă b dois reais. Justificar que f1ra,bs é integrável para medida de Lebesgue em r0, 1q.

A função f sendo cont́ınua ela é mensurável, f1ra,bs é então mensurável como produto de funções
mensuráveis. Por continuidade f é limitada em ra, bs. Usando monotonicidade e linearidade e temos

ż

|f1ra,bs| dx ď p max
yPra,bs

|fpyq|q

ż

1ra,bs dx ď pb ´ aqp max
yPra,bs

|fpyq|q ă 8.
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Definimos
ż b

a

fpxqdx :“

$

’

&

’

%

ş

fpxq1ra,bspxqdx se a ă b,

´
ş

fpxq1rb,aspxqdx se a ą b,

0 se a “ b.

(1)

Também definimos F ptq :“
şt

0
fpxqdx.

2. Mostrar que para a, b e c em R

ż c

a

fpxqdx “

ż b

a

fpxqdx `

ż c

b

fpxqdx.

Assumimos que a ă b ă c. Neste caso o resultado acima segue imediatamente da linearidade da
integral (e do fato que pontos isolados tem medida nula). Vamos agora mostrar que o resultado vale
também para qualquer permutação de a, b e c. Usando o fato que a inversão das extremidade da integral
equivale a uma troca de sinal temos também (invertindo as extremidade de uma das integrais na direita
e passando ela para esqueirda)

ż c

a

fpxqdx `

ż b

c

fpxqdx “

ż b

a

fpxqdx,

ż c

a

fpxqdx `

ż a

b

fpxqdx “

ż c

b

fpxqdx.

As três outras permutações podem ser obtidas invertindo as extremidade das integrais nas três identi-
dade que já obtemos.

3. Mostrar que F é continua, diferentiável em t para todo t P R e identificar o valor de F 1.

Vamos mostrar que limδÑ0 δ
´1rF pt` δq ´F ptqs “ fptq o que implica que F e continua, diferenciável e

que F 1ptq “ fptq. Vamos tratar primeiro o caso δ ą 0, temos por linearidade da integral F pt`δq´F ptq “
şt`δ

t
fpxqdx. Usando a continuidade de f , para ε ą 0, existe δ0pεq ą 0 tal que para δ P p0, δ0q

fptq ´ ε ď fpxq ď fptq ` ε.

Usando monotonia da integral deduzimos que

δpfptq ` εq ď

ż t`δ

t

fpxqdx ď δpfptq ` εq,

e então que |δ´1rF pt`δq´F ptqs ´fptq| ď ε. Para δ ă 0, escrevendo δ1 “ ´δ, temos F ptq´F pt´δ1q “
şt

t´δ1 fpxqdx, e podemos concluir usando o mesmo raciocino que |pδ1q´1rF ptq ´ F pt ´ δ1qs ´ fptq| ď ε

se δ1 for pequeno suficiente. Acabamos demonstrando que limδÑ0 δ
´1rF pt ` δq ´ F ptqs “ fptq.

4. Seja G : R Ñ R continua e diferenciável em todo ponto, e tal que G1ptq “ fptq para todo t P R. Mostrar
que

Gpbq ´ Gpaq “

ż b

a

fpxqdx.

Se G1ptq “ fptq então F ´G tem derivada identicamente nula. Usando o teorema do valor medio, isso
implica que F ´ G é constante em R. Então usando a resposta na pergunta 2,

Gpbq ´ Gpaq “ F pbq ´ F paq “

ż b

0

fpxqdx `

ż

0

a

fpxqdx “

ż b

a

fpxqdx.
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(B) Integral de Riemann

Seja f : r0, 1q Ñ R uma função limitada. Definimos para n ě 0, k P J1, 2nK, Ink “ rpk ´ 1q2´n, k2´nq.
Assumimos que f é Riemann integrável o que é equivalente a

lim
nÑ8

2´n
2
n

ÿ

k“1

˜

sup
xPIn

k

fpxq ´ inf
yPIn

k

fpyq

¸

“ 0. (2)

Definimos gn, hn : r0, 1q Ñ R da forma seguinte.

gnpxq “ sup
yPIn

k

fpyq if x P Ink ,

hnpxq “ inf
yPIn

k

fpyq if x P Ink ,
(3)

1. Mostrar que para qualquer x P R, pgnpxqqně1 e decrescente e que phnpxqqně0 é crescente.

Seja x fixado, definimos Inpxq “ r2´nt2nxu, 2´npt2nx ` 1quq. Temos

gnpxq :“ sup
yPInpxq

fpyq e hnpxq :“ inf
yPInpxq

fpyq.

Para mostrar as monotonicidades desejadas, precisamos somente mostrar que In`1pxq Ă Inpxq, o que
é uma consequência de

2t2nxu ď t2n`1xu ă 2t2nxu ` 2.

(que vale por que 2t2nxu ď 2n`1x ă 2t2nxu ` 2 e que as quantidades nas extremidades são números
inteiros).

2. Denotamos por gpxq e hpxq os limites respect́ıvos de gnpxq e hnpxq. Mostrar que g e h são Borel
mensuráveis e integráveis.

As funções g e h são limites de funções simples que são Borel mensuráveis (somas de indicadoras dos
conjuntos Ink que são Borel mensuráveis).

3. Mostrar que
ş

r0,1q
gpxqdx “

ş

r0,1q
hpxqdx.

Usando convergência dominada (|gn| e |hn| são limitada por supr0,1q f), temos que
ş

g dx “ limnÑ8

ş

gn dx

e
ş

h dx “ limnÑ8

ş

hn dx. Agora usando a definição da integral para funções simples temos

ż

gn dx ´

ż

hn dx “ 2´n
2
n

ÿ

k“1

˜

sup
xPIn

k

fpxq ´ inf
yPIn

k

fpyq

¸

.

Pegando o limite para n Ñ 8 e usando a hipótese, obtemos o resultado desejado.

4. Mostrar que f é Lebesgue mensurável e que

ż

r0,1q

fpxqdx “ lim
nÑ8

2´n
2
n

ÿ

k“1

sup
xPIn

k

fpxq “ lim
nÑ8

2´n
2
n

ÿ

k“1

inf
yPIn

k

fpyq.

Assumindo que f é mensurável, temos por definição hn ď f ď gn e então passando no limite h ď f ď g.
Por monotonia

ş

h dx ď
ş

f dx ď
ş

g dx, e assim obtemos o resultado desejado. Agora para provar que
f é mensurável, é suficiente mostrar que coincide quase sempre com uma função mensurável. Para
isso é suficiente mostrar que tx : fpxq ‰ hpxqu Ă tx : hpxq ă gpxqu e negliǵıvel. Isso segue do fato
que g ´ h é uma função não negativa com integral nula (cf. Pergunta 3 e linearidade da integral).
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