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Lista #2:

Vocé deve enviar as solugdes dos exercicios com [¥] para o e-mail: lucas.schwengber@impa.br
até o dia 14/04/2023 as 23:59 (horario de Brasilia).

Exercicio 1 (%). 1. Seja h : R>g — R>p uma funcdo absolutamente continua com h'(z) >
0, z >0 e h(0) =0. Dado X uma varidvel aleatéria real nao-negativa, prove que:

E[h(X)] = /OOO (P (X >t)dt.

2. Faz diferenga no item acima tomar P (X > ¢) ou P(X > ¢)?

3. Mostre em particular que para X varidvel aleatéria nao-negativa e p > 0,

o0
E [X7?] :/ prP P (X > z) d.
0
4. Mais especificamente ainda, se X assume valores em Ny,

E [X?] :E[X]+2§:nIP’(X>n).

n=0

Exercicio 2. Seja (X,)neny uma sequéncia de varidveis aleatérias reais uniformes independentes,
i.e. com P((X1,...,X,) € B) = \"(BNJ0,1]") para B € B(R"), onde A" denota a medida de
Lebesgue em R™. Seja

N=min{n>1; Xi +Xo+ -+ X, >1}

Mostre que:
(a)

(b)

Exercicio 3 (%). Mostre que,



(a) Sep>0eE[|X[F] < oo, entdo P(|X| >1z) =o0(L) (i.e. limgjoo 2PP(|X| > z) = 0).
(b) Reciprocamente, se P(|X| > z) = o(=) entdo E [|X|P~9] < oo para todo € € (0, p).

xP

Exercicio 4. Seja Xj,..., X, uma colecio de varidveis aleatérias reais em L2(Q2, A,P) nio corre-
lacionadas i.e. E [X;X;] = E[X;] E [X;] para i # j. Mostre que:

var (X1 + Xo+ -+ X,,) :Zvar(Xi)
i=1

Exercicio 5 (%). Dado X varidvel aleatéria com E [X?] < +oc0, mostre que:

(b) P(X —E[X]>1) < % para todo t > 0.

(c) Se X >0, entdo P(X > aE[X]) > (1-a)* ERH", va € (0,1).

(d) Se existem a < b€ R com a < X < b, entdo:

(b— a)*

X) <
var(X) < 1

(e) A cota doitem (d) acima é 6tima? i.e. existe alguma varidvel aleatdria ou sequéncia de varidveis
aleatérias que atingem esta cota?

Exercicio 6 (%). Dado X uma varidvel aleatéria, definimos a mediana de X, dizemos que
med(X) € R é uma mediana de X se satisfaz: P(X > med(X)) > % e P(X < med(X)) > 3.
1. Prove que qualquer variavel aleatoria real X possui uma mediana.

2. Supondo que E[|X|] < 400 prove que a € R minimiza E[|X — a|] se e somente se a é uma
mediana de X.

3. Supondo novamente que E [| X|] < 400, prove que para qualquer mediana de X,
jmed(X) — E [X]| < /var(X).
4. Seja f uma funcao convexa de R em R. Mostre que para qualquer mediana de X,
f(med(X)) < medy (f(X))

onde med é o supremo das medianas (que também é uma mediana).

Comentdrio. Neste exercicio vocé pode usar sem provar qualquer propriedade de fungoes convexas
que julgar necessario, desde que justifique porque as hipdteses se aplicam.



Exercicio 7 (%). (a) Mostre que,
E [e_AX] < 400, A€ (—m,7)

para algum r > 0 se e somente se:

X
X0y _
p

lim sup
p—r00

(b) Prove que supondo qualquer uma das condic¢oes equivalentes do item acima,

E [e*AX} = Z Hy)ijE[Xp], A€ (—rr).

(c) Conclua que nesta situagao, para todo p € N,

ﬁIE [e_)‘X}

o — (-1)’E [X7].

A=0

Comentdrio. E comum na literatura chamar E [e’\X ] de funcao geradora de momentos de X. Este
dltimo item motiva este nome.

Exercicio 8. Seja X um varidvel aleatéria com distribui¢ao N (0, 1).

(a) Mostre que:

(b) Conclua portanto que para p € Ny,

E [X2p] - @
2rp!

e
E [X**1] = 0.

Exercicio 9 (%). Sejam X e Y varidveis aleatérias reais e sejam Lx(A) = E[e™*¥] e Ly(\) =
E [eY].

(a) Suponha que existe a > 0 tal que:
Lx(A) = Ly(\) < 400, A€ [0,qa].
(i) Mostre que Ux(z) = E [e*X] e Uy (z) = E [¢*¥], sdo funcdes bem definidas de U =
{=X+iu; N€0,a], pneR} CCemC.
(ii) Mostre que ambas fungdes sao holomorfas em int(U).
(iii) Conclua que ¥x(z) = ¥y (z) para todo z € int(U).

(iv) Mostre que ambas fungoes sao continuas em {iy; p € R} C C.



(v) Conclua que X e Y possuem a mesma lei.

(b) Utilizando o item anterior, mostre que se limsup,,_, @ < +o0 e E[XP] = E[YP] para todo
p €N, entdao X e Y tém a mesma lei.

() (i) Seja X uma varidvel aleatéria real com distribuicao A(0,1). Calcule os momentos de eX.

(ii) Seja Z uma varidvel aleatéria discreta com:

J

Zjez ez
Mostre que os momentos de eZ sdo iguais aos de eX.
(iii) Porque isto nao contradiz o item (b)?

Exercicio 10. Seja X um vetor aleatério em R? ¢ A € RP*?4 b € RP. Definimos a funcio
caracteristica de X como: ‘
Oy (§) =¥, e R

(a) Mostre que: '
Pax+p(§) = P 0x (ATE), LERY.
(b) Em particular, se p =d = 1, dados a,b € R,

Dyx () = PPy (al), £ €R.

Exercicio 11. Dado ¢ : R>g — R>( crescente e convexa com limy_, 4 o 9(x) = 400 e lim,_,o+ ¢ (x) =

0, prove que:
i | X|
| Xy :=1infSa>0; E (¢ e <1

defi d veis aleator . s E x|
efine uma norma no espago de varidveis aleatdrias reais para os quais E |¢

a

)} < 400 para
algum a > 0.
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