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Introdução

Os problemas práticos descritos a seguir tem como objetivo observar e estudar computa-
cionalmente métodos espectrais para a solução numérica de EDPs, especificamente, o método
de colocação espectral com o uso da inversa da transformada rápida de Fourier como interpo-
lador. Serão resolvidos problemas relacionados à equação de Navier-Stokes.

Equação de Navier-Stokes

Esquema numérico por colocação espectral

As equações de Navier-Stokes são EDPs que descrevem o escoamento de fluidos. Permitem
determinar os campos de velocidade num escoamento. Comecemos com a forma dada por

∂w

∂t
+ (u.O)w = (w.O)u+ ν∆w

onde o termo (w.O)u = 0, por se tratar de um problema bidimensional.
Com O.u = 0, então, por Kelvin-Helmholtz, ∃ ψ tal que

(u.v) = (∂yψ,−∂xψ).

A vorticidade do fluido é definida como o rotacional do campo de velocidade, logo

w = O× u = ∂xv − ∂yu = −Oψ.

Então,

∂w

∂t
+ u∂xw + v∂yw = ν∆w,

e

∂w

∂t
+

(∂yψ)(∂xw)− (∂xψ)(∂yw)

J(ψ,w)
= ν∆w.
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Agora, aplicando a transformada de Fourier

∂tŵ + F (J) = −ν||K||2ŵ,

ao se definir Ŵ , temos

Ŵ := eν||K||
2tŵ

e

∂tŴ + eν||K||
2tĴ = 0.

Sabe-se que

J = u∂xw + v∂yw

= ∂yψ∂xw − ∂xψ∂yw.

Aplicando-se a transformada, temos

Ĵ = F (∂yψ∂xw)− F (∂xψ∂yw)

= F (F−1(iKyψ̂)F−1(iKxŵ))− F (F−1(iKxψ̂)F−1(iKyŵ)).

Porém, note que Ĵ = Ĵ(ψ,w) e w = −∆ψ, logo

ŵ = K2ψ̂,

e

ψ̂ =
1

||K||2
ŵ.

Por fim, pode-se reescrever a transformada de J como

Ĵ = F

(
F−1

(
i
Ky

||K||2
ŵ

)
F−1(iKxŵ)− F−1

(
i
Kx

||K||2
ŵ

)
F−1(iKyŵ)

)
.

Vamos, então, resolver a EDO ∂tŴ + eν||K||
2tĴ = 0. Será usado o método de Runge-Kutta

de ordem quatro para solução da EDO.

Condição inicial dada por uma distribuição aleatória normal de média 0 e variância 1

Seja, agora, w(t = 0) = N(0, 1) independente e identicamente distribuı́da na malha, com
condições de contorno periódicas no domı́nio [−π, π). Vamos gerar alguns resultados e avaliá-
los para este tipo de condição inicial. Visto que esta EDP tem um comportamento mais instável
que as anteriores, serão usados 128× 128 pontos na malha e um valor de ∆t = 10−2. Foi feito
o coeficiente de viscosidade ν = 0.001, pois o problema se torna mais instável para valores
maiores e não é possı́vel uma evolução tão grande no tempo. Para se usar um malha mais
refinada, seria necessário um passo no tempo muito pequeno, e aqui queremos avaliar um valor
de tf = 50. A Figura 1 nos exibe a condição inicial do problema.

Ao se passar um pequeno intervalo de tempo, vemos o inı́cio da movimentação da condição,
inicialmente aleatória, para pequenos vórtices, o que pode ser observado nas Figuras 2, 3 e 4.
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Figure 1- Condição inicial para o problema, dado por uma distribuição N(0, 1) i.i.d. em cada nó da
malha bidimensional, no domı́nio periódico [−π, π).

Figure 2- Solução por colocação espectral para Navier-Stokes, condição incial dada por uma distribuição
normal aleatória no domı́nio periódico [−π, π), solução no tempo t = 0.2.
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Relatório lista 12 (complemento) - Métodos Numéricos para Equações Diferenciais Parciais
Prof. Dan Marchesin - IMPA

Figure 3- Solução por colocação espectral para Navier-Stokes, condição incial dada por uma distribuição
normal aleatória no domı́nio periódico [−π, π), solução no tempo t = 0.4.

Figure 4- Solução por colocação espectral para Navier-Stokes, condição incial dada por uma distribuição
normal aleatória no domı́nio periódico [−π, π), solução no tempo t = 1.
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Figure 5- Solução por colocação espectral para Navier-Stokes, condição incial dada por uma distribuição
normal aleatória no domı́nio periódico [−π, π), solução no tempo t = 5.

Figure 6- Solução por colocação espectral para Navier-Stokes, condição incial dada por uma distribuição
normal aleatória no domı́nio periódico [−π, π), solução no tempo t = 10.
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Ao se passar um tempo maior, os pequenos vórtices começam a se concentrar em vórtices
maiores, porém os pontos mais distantes da média igual a zero já foram absorvidos por vórtices
mais próximos da média, e vemos a solução tender a equilı́brio. Porém, agora, temos vórtices
maiores e menos intensos, o que pode ser visto nas Figuras 5 e 6.

Por fim, para valores de tempo muito altos, os grandes vórtices de pouca intensidade começam
a se dissipar, sobrando alguma pequena agitação no fluido que está muito próximo da establi-
dade, na média 0 da distribuição inicial. O resultado é visı́vel nas Figuras 7 e 8. Ao se tender o
tempo final para infinito, o esperado é que todos os vórtices se dispersem, estabilizando o fluido
com a vorticidade igual a 0.

Figure 7- Solução por colocação espectral para Navier-Stokes, condição incial dada por uma distribuição
normal aleatória no domı́nio periódico [−π, π), solução no tempo t = 30.

Condição inicial dada por um dipolo

Seja, agora, a condição inicial

w(t = 0) = we(1− aux1)e
−aux1 + we(1− aux2)e

−aux2 ,

onde

aux1 =
X2 + (Y + π/4)2

r2
,

e

aux2 =
X2 + (Y − π/4)2

r2
,

com X e Y malhas bidimensionais apenas nas direções x y respectivamente. A princı́pio, será
feito o raio r = 0.6, como pode ser visto na Figura 9.

Com condições de contorno periódicas no domı́nio [−π, π), vamos gerar alguns resultados
e avaliá-los para este tipo de condição inicial. Visto que esta EDP tem um comportamento mais
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Figure 8- Solução por colocação espectral para Navier-Stokes, condição incial dada por uma distribuição
normal aleatória no domı́nio periódico [−π, π), solução no tempo t = 50.

Figure 9- Condição inicial dada por um dipolo de r = 0.6, simulando dois vórtices, no domı́nio periódico
[−π, π).
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instável que o caso da distribuição normal, serão usados 64 × 64 pontos na malha e um valor
de ∆t = 10−3. Foi feito o coeficiente de viscosidade ν = 0.001, pois o problema se torna
mais instável para valores maiores e não é possı́vel uma evolução tão grande no tempo, e, com
este raio pequeno, os vortices se movimentam bem devagar, além disso os vórtices se difundem
muito rápido e o comportamento é perdido para ν, como será visto. Para se usar uma malha
mais refinada, seria necessário um passo no tempo muito pequeno e, aqui, queremos avaliar um
valor de tf = 50.

Temos um movimento muito lento e com pouca difusão devido à viscosidade. Ambos os
vórtices se movimentam lentamente para a esquerda, como pode ser visto nas Figuras 10 e 11.

Figure 10- Solução por colocação espectral para Navier-Stokes, condição inicial dada por um dipolo de
r = 0.6 no domı́nio periódico [−π, π), solução no tempo t = 30.

Agora, vamos tentar aumentar o raio r = 2, para visualizar melhor o comportamento da
solução. Esta solução inicial pode ser vista na Figura 12. Vamos, agora, observar a variação da
viscosidade, começando com ν = 0.1. Para valores maiores que este, a solução é muito instável,
e só é possı́vel chegar-se até tf = 3. Vemos nas Figuras 13 e 14, que para a viscosidade grande,
além da instabilidade do método numérico, temos também uma grande difusão, deformando os
vórtices bem rápido.

Agora, com ν = 0.01, conseguimos avançar mais no tempo. Vemos nas Figuras 15, 16 e 17,
que ainda temos uma boa difusão, deformando os vórtices e, além disso, o problema apresenta
instabilidade após t = 10.

Para se conseguir um avanço igual o r = 0.6, foi usado o mesmo valor de ν = 0.001. Vemos
nas Figuras 18, 19 e 20, o comportamento do movimento dos vórtices muito bem, inclusive, é
possı́vel observar os vórtices atravessando o dominı́o periódico, e exibindo que a solução obtida
é aceitável.

8



Relatório lista 12 (complemento) - Métodos Numéricos para Equações Diferenciais Parciais
Prof. Dan Marchesin - IMPA

Figure 11- Solução por colocação espectral para Navier-Stokes, condição inicial dada por um dipolo de
r = 0.6 no domı́nio periódico [−π, π), solução no tempo t = 50.

Figure 12- Condição inicial dada por um dipolo de r = 2, simulando dois vórtices, no domı́nio periódico
[−π, π).
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Figure 13- Solução por colocação espectral para Navier-Stokes, condição inicial dada por um dipolo de
r = 2 e ν = 0.1, no domı́nio periódico [−π, π), solução no tempo t = 1.

Figure 14- Solução por colocação espectral para Navier-Stokes, condição inicial dada por um dipolo de
r = 2 e ν = 0.1, no domı́nio periódico [−π, π), solução no tempo t = 3.
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Figure 15- Solução por colocação espectral para Navier-Stokes, condição inicial dada por um dipolo de
r = 2 e ν = 0.01, no domı́nio periódico [−π, π), solução no tempo t = 1.

Figure 16- Solução por colocação espectral para Navier-Stokes, condição inicial dada por um dipolo de
r = 2 e ν = 0.01, no domı́nio periódico [−π, π), solução no tempo t = 5.
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Figure 17- Solução por colocação espectral para Navier-Stokes, condição inicial dada por um dipolo de
r = 2 e ν = 0.01, no domı́nio periódico [−π, π), solução no tempo t = 10.

Figure 18- Solução por colocação espectral para Navier-Stokes, condição inicial dada por um dipolo de
r = 2 e ν = 0.001, no domı́nio periódico [−π, π), solução no tempo t = 10.
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Figure 19- Solução por colocação espectral para Navier-Stokes, condição inicial dada por um dipolo de
r = 2 e ν = 0.001, no domı́nio periódico [−π, π), solução no tempo t = 20.

Figure 20- Solução por colocação espectral para Navier-Stokes, condição inicial dada por um dipolo de
r = 2 e ν = 0.001, no domı́nio periódico [−π, π), solução no tempo t = 50.
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