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Introducao

Os problemas praticos descritos a seguir tem como objetivo observar e estudar computa-
cionalmente métodos espectrais para a solu¢do numérica de EDPs, especificamente, o método
de colocagdo espectral com o uso da inversa da transformada rdpida de Fourier como interpo-
lador. Serdo resolvidos problemas relacionados a equacao de Navier-Stokes.

Equacao de Navier-Stokes
Esquema numérico por colocacao espectral

As equacgoes de Navier-Stokes sao EDPs que descrevem o escoamento de fluidos. Permitem
determinar os campos de velocidade num escoamento. Comecemos com a forma dada por

%—1;) + (u.V)w = (w.V)u + vAw

onde o termo (w.V)u = 0, por se tratar de um problema bidimensional.
Com V.u = 0, entdo, por Kelvin-Helmholtz, 31 tal que

(w.v) = (Oy), —0,).
A vorticidade do fluido € definida como o rotacional do campo de velocidade, logo
W=V Xu=0,v—0yu=—Vp.

Entao,

88_1;) + ud,w + voyw = vAw,

ow  (9y¥)(Oew) — (9:9)(Fyw)
N + T w) = vAw.




Relatorio lista 12 (complemento) - Métodos Numéricos para Equagdes Diferenciais Parciais
Prof. Dan Marchesin - IMPA

Agora, aplicando a transformada de Fourier
o + F(J) = —v||K|]*w,
ao se definir W, temos

A

2 .
W o= eIty

W + erIEIPt ] — 0,
Sabe-se que
J = ud,w + vo,w

= Oy 0, w — O 0yw.

Aplicando-se a transformada, temos
J = F(0,40,w) — F(d,0d,w)
= F(F Y iK ) F Y (iK,)) — F(FY(iK0)F L (iK,w)).
Porém, note que .J = J (1, w) e w = —A1), logo

W= K%,
c
. 1
)= ———.
|| K[[?

Por fim, pode-se reescrever a transformada de J como
. K K
J=F (F-1 (2 Y w) F Y iKa) — F1 <z—"”w) FYiK, w)) :
|| K2 || K2 !

Vamos, entdo, resolver a EDO &J/V + eIt ] = 0. Ser4 usado o método de Runge-Kutta
de ordem quatro para solu¢iao da EDO.

Condicao inicial dada por uma distribuicao aleatéria normal de média 0 e variancia 1

Seja, agora, w(t = 0) = N(0,1) independente e identicamente distribuida na malha, com
condi¢des de contorno periddicas no dominio [—m, 7). Vamos gerar alguns resultados e avalia-
los para este tipo de condi¢do inicial. Visto que esta EDP tem um comportamento mais instavel
que as anteriores, serdo usados 128 x 128 pontos na malha e um valor de At = 10~2. Foi feito
o coeficiente de viscosidade v = 0.001, pois o problema se torna mais instdvel para valores
maiores € nao é possivel uma evolugdo tdo grande no tempo. Para se usar um malha mais
refinada, seria necessario um passo no tempo muito pequeno, € aqui queremos avaliar um valor
de t; = 50. A Figura I nos exibe a condicdo inicial do problema.

Ao se passar um pequeno intervalo de tempo, vemos o inicio da movimenta¢do da condigao,
inicialmente aleatoria, para pequenos vortices, o que pode ser observado nas Figuras 2, 3 e 4.
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Navier-Stokes equation w; + (u.V)w = v, periodic boundary, t =0
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Figure 1- Condi¢do inicial para o problema, dado por uma distribui¢do N(0,1) i.i.d. em cada né da
malha bidimensional, no dominio periédico [—, ).

Navier-Stokes equation wy + (uw.A)w = rAw, periodic boundary, t = 0.24
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Figure 2- Solugdo por colocagao espectral para Navier-Stokes, condi¢ao incial dada por uma distribui¢ao
normal aleatéria no dominio periédico [—, ), solug@o no tempo ¢ = 0.2.
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Navier-Stokes equation wy + (A )w = rAw, periodic boundary, t = (].44
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Figure 3- Solucdo por colocagao espectral para Navier-Stokes, condi¢do incial dada por uma distribui¢ao
normal aleatéria no dominio periédico [—, 7), solugéo no tempo ¢ = 0.4.

Navier-Stokes equation w + (mA)w = vAw, periodic boundary, t = 14
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Figure 4- Solucdo por colocagao espectral para Navier-Stokes, condi¢do incial dada por uma distribui¢ao
normal aleatéria no dominio periédico [—, 7), solugdo no tempo ¢ = 1.
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Navier-Stokes equation w + (mA)w = vAw, periodic boundary, t = 54
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Figure 5- Solucdo por colocagao espectral para Navier-Stokes, condi¢do incial dada por uma distribui¢ao
normal aleatéria no dominio periédico [—, 7), solugdo no tempo ¢ = 5.

Navier-Stokes equation wy + (wA)w = wAw, periodic boundary, t = 1'[]4
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Figure 6- Solucdo por colocagao espectral para Navier-Stokes, condi¢do incial dada por uma distribui¢ao
normal aleatéria no dominio periédico [—, 7), solugéo no tempo ¢ = 10.
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Ao se passar um tempo maior, oS pequenos vortices comecam a se concentrar em vortices
maiores, porém os pontos mais distantes da média igual a zero ja foram absorvidos por vortices
mais préoximos da média, e vemos a solucgdo tender a equilibrio. Porém, agora, temos vortices
maiores € menos intensos, o que pode ser visto nas Figuras 5 e 6.

Por fim, para valores de tempo muito altos, os grandes vortices de pouca intensidade comegam
a se dissipar, sobrando alguma pequena agitacao no fluido que estd muito préximo da establi-
dade, na média O da distribui¢do inicial. O resultado € visivel nas Figuras 7 e 8. Ao se tender o

tempo final para infinito, o esperado é que todos os voértices se dispersem, estabilizando o fluido
com a vorticidade igual a 0.

Navier-Stokes equation wy + (w.A)w = wAw, periodic boundary, t = 30
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Figure 7- Solugdo por colocagio espectral para Navier-Stokes, condicao incial dada por uma distribui¢ao
normal aleatéria no dominio periédico [—, ), solugdo no tempo ¢ = 30.

Condicao inicial dada por um dipolo
Seja, agora, a condi¢ao inicial

w(t =0) = we(1 — auxy)e™ ™™ + w (1 — auxg)e 2,

onde
X2 Y 4)?
ey = X0 T/
r
e
X2 Y — w/4)?
auXo = +( 7T/)

Y

r2

com X e Y malhas bidimensionais apenas nas direcdes = y respectivamente. A principio, serd
feito o raio r = 0.6, como pode ser visto na Figura 9.

Com condigdes de contorno periddicas no dominio [—7, ), vamos gerar alguns resultados
e avalid-los para este tipo de condi¢do inicial. Visto que esta EDP tem um comportamento mais
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Navier-Stokes equation wy + {(uw.A)w = 1w, periodic boundary, t = 50
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Figure 8- Solucao por colocagao espectral para Navier-Stokes, condi¢do incial dada por uma distribui¢ao
normal aleatéria no dominio periédico [—r, ), solugdo no tempo ¢ = 50.

Navier-Stokes equation w; + (w.A)w = vAw, periodic boundary, t =0
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Figure 9- Condig¢ao inicial dada por um dipolo de » = 0.6

, simulando dois vértices, no dominio periddico
[—m, 7).
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instavel que o caso da distribuicdo normal, serdo usados 64 x 64 pontos na malha e um valor
de At = 1073. Foi feito o coeficiente de viscosidade v = 0.001, pois o problema se torna
mais instavel para valores maiores e nao € possivel uma evolugdo tao grande no tempo, €, com
este raio pequeno, os vortices se movimentam bem devagar, além disso os vortices se difundem
muito rapido e o comportamento € perdido para v, como serd visto. Para se usar uma malha
mais refinada, seria necessdrio um passo no tempo muito pequeno €, aqui, queremos avaliar um
valor de t; = 50.

Temos um movimento muito lento e com pouca difusdo devido a viscosidade. Ambos os
vortices se movimentam lentamente para a esquerda, como pode ser visto nas Figuras 10e 11.

Navier-Stokes equation wy + (w.A)w = wAw, periodic boundary, t = 30
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Figure 10- Solugdo por colocacio espectral para Navier-Stokes, condicdo inicial dada por um dipolo de
r = 0.6 no dominio periédico [—, 7), solu¢do no tempo ¢ = 30.

Agora, vamos tentar aumentar o raio r = 2, para visualizar melhor o comportamento da
solucdo. Esta solucdo inicial pode ser vista na Figura 12. Vamos, agora, observar a variagao da
viscosidade, comeg¢ando com v = ().1. Para valores maiores que este, a solu¢ao é muito instavel,
e sO € possivel chegar-se até ¢t = 3. Vemos nas Figuras 13 e 14, que para a viscosidade grande,
além da instabilidade do método numérico, temos também uma grande difusdo, deformando os
vortices bem rapido.

Agora, com v = (.01, conseguimos avancar mais no tempo. Vemos nas Figuras 15, 16 e 17,
que ainda temos uma boa difusdo, deformando os vértices e, além disso, o problema apresenta
instabilidade apds ¢ = 10.

Para se conseguir um avanco igual o 7 = 0.6, foi usado o mesmo valor de v = 0.001. Vemos
nas Figuras 18, 19 e 20, o comportamento do movimento dos vortices muito bem, inclusive, €
possivel observar os vortices atravessando o dominio periddico, e exibindo que a solucao obtida
¢ aceitavel.
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Navier-Stokes equation wy + (wA)w = 1w, periodic boundary, t =
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Figure 11- Solugdo por colocacio espectral para Navier-Stokes, condicdo inicial dada por um dipolo de
r = 0.6 no dominio periédico [—, ), solugdo no tempo t = 50.
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Navier-Stokes equation w + (mA)w = vAw, periodic boundary, t = 01
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Figure 12- Condicao inicial dada por um dipolo de » = 2, simulando dois vértices, no dominio periédico
[—m, 7).
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Navier-Stokes equation w + (mA)w = vAw, periodic boundary, t = 1
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Figure 13- Solucdo por colocacio espectral para Navier-Stokes, condicdo inicial dada por um dipolo de
= 2 e v = 0.1, no dominio periédico [—, ), solu¢do no tempo ¢ = 1.

Navier-Stokes equation w + (mA)w = vAw, periodic boundary, t = 3
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Figure 14- Solucdo por colocacio espectral para Navier-Stokes, condicdo inicial dada por um dipolo de
r = 2e v = 0.1, no dominio periédico [—, ), solu¢do no tempo ¢ = 3.
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Navier-Stokes equation w + (mA)w = vAw, periodic boundary, t = 1
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Figure 15- Solucdo por colocacio espectral para Navier-Stokes, condicdo inicial dada por um dipolo de
= 2 e v = 0.01, no dominio periédico [—, 7), solu¢do no tempo ¢ = 1.

Navier-Stokes equation w + (mA)w = vAw, periodic boundary, t = 5

3 1
(VR:]
06
04
0.2
>0
-0.2
-1
-0.4
-0.6
-2
-0.8
-3
-3 -2 -1 1] 1 2 3

X

[

=

(=)
ulx,yh

Figure 16- Solucdo por colocacio espectral para Navier-Stokes, condicdo inicial dada por um dipolo de
= 2 e v = 0.01, no dominio periédico [—, 7), solu¢do no tempo ¢t = 5.
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Navier-Stokes equation wy + (wA)w = vAw, periodic boundary, t = 10
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Figure 17- Solugdo por colocacio espectral para Navier-Stokes, condicdo inicial dada por um dipolo de
= 2 e v = 0.01, no dominio periédico [—, 7), solu¢do no tempo ¢ = 10.

Navier-Stokes equation wy + (wA)w = vAw, periodic boundary, t = 10
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Figure 18- Solucdo por colocacio espectral para Navier-Stokes, condicdo inicial dada por um dipolo de
= 2 e v = 0.001, no dominio periédico [—, 7), solu¢do no tempo ¢ = 10.
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Navier-Stokes equation wy + (w.A)w = viAw, periodic boundary, t = 20
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Figure 19- Solu¢do por colocagdo espectral para Navier-Stokes, condigdo inicial dada por um dipolo de
r =2ev = 0.001, no dominio periédico [—, ), solug@o no tempo ¢ = 20.

Navier-Stokes equation wy + (u.A)w = vAw, periodic boundary, t = 50
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Figure 20- Solugdo por colocacio espectral para Navier-Stokes, condicdo inicial dada por um dipolo de
r = 2e v = 0.001, no dominio periédico [—, 7), solu¢do no tempo ¢ = 50.



