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Introducao

Os problemas praticos descritos a seguir tem como objetivo observar e estudar computa-
cionalmente métodos de diferencas finitas para a solugdo numérica da EDP de Buckley-Leverett,
usada para modelar a extracao de petrdleo.

Equacao de Buckley-Leverett

A equagdo de Buckley-Leverett € usada para extragdo de petrleo na industria. A descoberta
e recuperacao de petréleo € um processo altamente complexo, no qual modelagem matematica
e simulacdo numérica desempenham um papel crucial. Normalmente, quando um pogo de
petréleo € produzido, a pressdao no estdgio inicial € naturalmente alta, e € tal que havera difi-
culdade minima na recuperagdo do petréleo. A taxa em que o petrdleo flui para fora do pogo
naturalmente diminui com o tempo, conforme a pressao reduz. Uma forma comum de manter
o fluxo de petrdleo € injetar dgua através de um pocgo injetor, para conduzir o petréleo para o
poco produtor, o esquema pode ser visto na Figura 1.

Geralmente, um reservatorio de 6leo consiste em camadas de rocha porosa, que sdo intercal-
adas entre camadas de rocha impermeavel, este serd chamado de meio poroso. O reservatorio de
petroleo é formado quando o 6leo € produzido, em escalas de tempo geoldgicas e em grandes
profundidades, migrando para um reservatério que é preenchido com dgua. Este movimento
provoca deslocamento para a 4gua. A propor¢ao de petréleo e 4gua € conhecida como saturagao.
A variavel v na EDP de Buckley-Leverett serd a saturagdo da dgua (com u = 1 significando
agua pura e u = 0 petroleo puro).

Nossa aplicagdo ira consistir, entdo, em recuperacado de petrdleo por injecdo de dgua. Nesse
caso, o sistema de duas fases é determinado por petréleo e 4gua em um meio poroso. Logo,
temos que a soma das saturacdes tem que gerar o total do reservatério s,, + s, = 1. Fazendo-se,
entdo, s,, = u, temos que s, = 1 — u. Em uma dimensao, a equacao de Buckley-Leverett tem
a seguinte forma conservativa

ut—l—UEI?)(f(u))x:O em Q= {(x,t)|L>z>0,t>0},

u(z,0) =0, em z¢€(0,L]
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Figure 1- Esquema de pogos de petrdleo (Fonte: http://www.presalpetroleo.gov.br/ppsa/conteudo/Desenho
%20PPSA2.jpg).

u(0,t) = us,
u(L,t) = 0.

Onde a porosidade da rocha & € [0, 1], que determina o percentual de espaco livre no meio
poroso. A fim de simplificar a equacdo e aumentar a estabilidade do método numérico, vamos
fazer aqui a porosidade ¢ maxima, ou seja, & = 1. A velocidade v(u) determina a velocidade
total dos fluidos, onde

v(u) = u® + p(l — u)?

A func@o de fluxo fraciondrio f(u) é definida como

0 u < 0,
1 u> 1.

Como ja dito, u : 2 — [0,1] ird denotar a saturacdo da dgua. A condi¢do de contorno u
determinard a saturacdo da dgua em = = 0, ou seja, quanto de dgua estamos bombeando para o
reservatorio a partir do pogo injetor. A segunda condigdo de contorno u(L,t) = 0 determina que
no fim do reservatério o conteido (dgua e petrdleo) seréd extraido sem perda pelo poco produtor.
Vamos assumir que, inicialmente, ndo existe dgua no reservatério, logo, a condic¢ao inicial do
problema serd sempre u(z,0) = 0.

O parametro p determina a razao das viscosidades (., € (i, da dgua/petrdleo tal que

_ Hw
b= —.
o
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O petréleo € mais viscoso que a dgua (1 cSt de viscosidade), porém, dependendo do reservatorio,
sua viscosidade pode variar de 2 ¢St até cerca de 200 cSt a 20 grau Celsius, na média, a viscosi-
dade do petréleo raramente excede 60 ¢St (Fonte: http://carlosedison.blogspot.com.br/2009/05/
viscosidade-do-petroleo.html). Para este estudo, vamos variar a viscosidade do petroleo e
avaliar os resultados.

O problema seré discretizado para Lax-Friedrichs como

n 1 n n
um+1 - §(Um+1 + umfl) 5

e para Leap Frog como

™ =t = () (f (ug ) = fug, ),

com A = At/Ax. Ambos os métodos de segunda ordem no tempo e espago.

Resultados

Buckley-Leverett equation u, + %ﬁ'}(,f(zt)), =0, Leap Frog scheme, with A\ = 0.05

initial condition u(0, )
u(1,x)

0.2 —

Figure 2- Equacdo de Buckley-Leverett com ug = 0.75 e p = 0.25, método de Leap Frog, nimero de
pontos na malha m = 5000, At = 10~* e A = 0.05.

Primeiramente, iniciando com um petroleo pouco viscoso, 4 cSt = p = (.25, vamos avaliar
os resultados para Leap frog e verificar que ele ndo € bom para este problema. Observando-se
as Figuras 2 e 3, vemos que o problema nao se comporta bem com o método de Leap Frog,
mesmo com valores aceitdveis, com relac¢io a condi¢ao de CFL, para A ( note que a velocidade
v(u) é menor que 1 para estes pardmetros, visto que s, + s, = 1, e a razdo das viscosidades
agua/petroleo p < 1).

Vemos que a primeira solu¢d@o, na Figura 2, apesar de respeitar o choque esperado, introduz
um pouco de oscilagdo e, além disso, converge para u = 1, o que € fisicamente improvavel,
visto que a viscosidade da 4gua € menor que a do petrdleo, e, entdo, ndo € possivel que a 4gua
remova o fluido mais viscoso do meio poroso com tanta eficiéncia.

O segundo resultado, na Figura 3, deixa mais claro que o método de Leap Frog € ineficaz
para este problema. O resultado esperado aqui era simplesmente um choque se movendo, devido
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Buckley-Leverett equation u; + %( f(u)). =0, Leap Frog scheme, with A = 0.005

initial condition u(0, x)

u(3.%)

= ”ﬁ

0.2 ‘

Figure 3- Equacdo de Buckley-Leverett com us = 0.5 e = 0.25, método de Leap Frog, niimero de
pontos na malha m = 500, At = 10~% e A = 0.005.

a menor quantidade de dgua introduzida pelo poco injetor. O que vemos no resultado € uma
grande quantidade e oscilacdo, ou seja, a instabilidade € bem clara.

E, portanto, nao foi adequado aplicar-se o Leap Frog neste tipo de problema. Diferente
da Equacao de Burgers, em que a difusividade numérica do método fazia com que a onda
suavizasse muito rapido, no problema de Buckley-Leverett, a falta de difusividade numérica
e erros dispersivos do Leap Frog acabou ajudando a instabilidade observada. Desta forma, o
esperado é que o método de Lax-Friedrichs, que introduz uma boa quantidade de difusividade
numérica, apresente bons comportamentos neste problema.

Buckley-Leverett equation w, + ‘(‘4’( f(w)), =0, Lax-Friedrichs scheme, with A = 0.5

Figure 4- Equagdo de Buckley-Leverett modificada com velocidade constante com ug = 0.4 e p = 0.25,
método de Lax-Friedrichs, nimero de pontos na malha m = 5000, At = 1073 e\ =0.5.
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Buckley-Leverett equation u, + ‘ﬁTL"(f(u)), = 0, Lax-Friedrichs scheme, with A = 0.5

initial condition (0, )
u(lx)
u(2x)
u(3,x)
u(4x)
u(5,x)

0.9

0.8

Figure 5- Equagdo de Buckley-Leverett modificada com velocidade constante com ugs = 0.8 e = 0.25,
método de Lax-Friedrichs, niimero de pontos na malha m = 5000, At = 1073 e A = 0.5.

Como primeiro exemplo, vamos forgar velocidade v(u) = 1 para verificar a aplicabilidade
do Lax-Friedrichs. Com contorno us = 0.4, pode-se resolver o problema analiticamente, € em
t = x = 0 as caracteristicas se cruzam, e temos um choque com velocidade 8/5, exatamente
o resultado exibido na Figura 4, obtido pelo método de Lax-Friedrichs. O observado € que,
apesar da forte difusividade numérica introduzida pelo método em outros problemas, aqui ainda
€ possivel ver um pequeno vestigio de oscilacao no choque, observe a ponta proeminente. Na
Figura 5, foi feito u; = 0.8, e aqui o choque ndo ocorre mais sozinho, além disso, surge uma
curva de rarefaco entre o choque e o valor de u;. Isto € bem préximo do esperado fisicamente,
visto que a grande quantidade de fluido menos viscoso ndo consegue dominar rapidamente o
dominio inundado com o fluido mais viscoso.

A partir de agora, vamos resolver a EDP de Buckley-Leverett, ou seja, vamos deixar a
velocidade variar com u. A tendéncia aqui € que esta velocidade seja sempre menor que um. Na
verdade, conforme se aumenta a viscosidade do petrdleo, o esperado € que esse fluido bifdsico
va transitar lentamente pelo meio poroso.

Ao se observar a Figura 6, € visivel o comportamento similar ao apresentado com velocidade
constante, porém com a velocidade menor que 1. Temos uma evolucdo muito mais lenta e
estavel do choque, aqui, inclusive, vemos um pouco de difusdo numérica suavizando a curva
obtida. Ja na Figura 7, a rarefagdo esperada também se apresentou antes do choque, agora com
um comportamento mais suave.
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. Buckley-Leverett equation u;, + rE",‘)( f(u)), =0, Lax-Friedrichs scheme, with A = 0.5
initial condition u(0, )
u(l,x)
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Figure 6- Equacdo de Buckley-Leverett com us = 0.4 e p = 0.25, método de Lax-Friedrichs, nimero
de pontos na malha m = 5000, At = 1073 e A = 0.5.

; Buckley-Leverett equation u, + ”T“)( f(u)), = 0, Lax-Friedrichs scheme, with A = 0.5
initial condition u(0, z)
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Figure 7- Equacdo de Buckley-Leverett com us = 0.8 e p = 0.25, método de Lax-Friedrichs, nimero
de pontos na malha m = 5000, At = 1073 e A = 0.5.
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; Buckley-Leverett equation u; + %(f(ll))r =0, Lax-Friedrichs scheme, with A = 0.5
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Figure 8- Equagdo de Buckley-Leverett com us; = 0.4 e 4 = 1/10, método de Lax-Friedrichs, nimero
de pontos na malha m = 5000, At = 1073 e A = 0.5.

v(u)

Buckley-Leverett equation u, + %5 (f(u)). = 0, Lax-Friedrichs scheme, with A = 0.5

initial condition (0, )
u(1,x)
09 — u(2.x)
u(3x)
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Figure 9- Equagdo de Buckley-Leverett com us; = 0.8 ¢ = 1/10, método de Lax-Friedrichs, nimero
de pontos na malha m = 5000, At = 1073 e A = 0.5.
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Agora, vamos avaliar alguns valores de viscosidade maiores para o petréleo. Vamos comecar
com 10 cSt. O esperado aqui é um decréscimo na velocidade de adveccao da onda, além de uma
suavidade maior. Neste caso, o primeiro problema, com u, = 0.4, visto na Figura 8, apresenta
comportamento similar ao observado anteriormente, com apenas o choque se movendo, porém,
agora, de forma mais lenta, com queda na velocidade. No segundo caso, visivel na Figura 9,
vemos agora uma curva rarefacdo bem mais acentuada, com o choque se formando na altura
de saturacao da dgua igual a aproximadamente 0.4. Aqui, para ¢ = 5, a 4gua ja ndo consegue
mais chegar a saturacdo inicial de 0.8 em nenhuma parte do dominio (exceto muito préximo da

origem) mostrando que o fluido pouco viscoso tem uma grande dificuldade de remover o mais
viscoso do dominio.

Buckley-Leverett equation u;, + %(f(u)), = 0, Lax-Friedrichs scheme, with A = 0.5

initial condition (0, z)
u(10.x)

0.9 — u(20.%)

u(30,x)
u(40.x)

08

u(50,%)

0.7 —

0.6 —

0.5 —

u(t,x)

0.4

03 ||
02 H \

0.1 H “\ | ‘\ \‘ \

Figure 10- Equacéo de Buckley-Leverett com us = 0.4 ¢ = 1/30, método de Lax-Friedrichs, nimero
de pontos na malha m = 5000, At = 1073 e A = 0.5.

Vamos avaliar, agora, um petréleo com 30 cSt, ja € esperado um comportamento muito lento
da solugdo, entdo serd usado um t; = 50, diferente do 5 usado até agora e que mostraria pouco
do comportamento final. Um resultado interessante de ser observado € que a onda de choque
estd muito relacionada a razao das viscosidades, independente da condicao de contorno u,, a
rarefacdo faz com que a onda de choque seja causada em uma saturacao similar. Se a condi¢ao
de contorno u, € maior que esse u de formacdo do choque, vemos simplesmente um choque em
us, como foi visto nos casos anteriores. Neste caso, com 30 cSt, observando-se as Figuras 10
e 11, vemos o choque na saturacdo da dgua em torno de 0.3. Para uma condicdo de contorno
maior, a rarefagdo apresenta uma inflexdo com decaimento bem mais rdpido, a fim de formar o
choque no valor de u observado.
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Buckley-Leverett equation u; + %(f(u))r =0, Lax-Friedrichs scheme, with A = 0.5

initial condition u(0,z)

Figure 11- Equacao de Buckley-Leverett com us = 0.8 ¢ x = 1/30, método de Lax-Friedrichs, nimero
de pontos na malha m = 5000, At = 1073 e A = 0.5.

Buckley-Leverett equation u; + "2 (f(u)), = 0, Lax-Friedrichs scheme, with A = 0.5

initial condition (0, z)
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Figure 12- Equacdo de Buckley-Leverett com us = 0.4 ¢ x = 1/60, método de Lax-Friedrichs, nimero
de pontos na malha m = 5000, At = 1073 e A = 0.5.
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Buckley-Leverett equation u, + %’J(J‘(u)) » = 0, Lax-Friedrichs scheme, with A\ = 0.5

initial condition u(0, x)
u(10,x)
0.9 — u(20,x)
u(30.x)
u(40.%)
u(50.x)

Figure 13- Equacdo de Buckley-Leverett com us; = 0.8 e u = 1/60, método de Lax-Friedrichs, nimero
de pontos na malha m = 5000, At = 1073 e A = 0.5.

No caso extremo para a viscosidade do petrdleo, temos 200 cSt, o que € pouco provavel de
se ver na pratica. Com 200 c¢St, o choque se forma abaixo de 10% de satura¢do da dgua, isso
ocasiona uma transi¢ao violenta da curva de rarefacdo para us; = 0.8, como pode ser visto na
Figura 15. Mesmo na Figura 14, e passados ¢ = 50, a 4gua ndo consegue chegar proxima da
saturacdo inicial, exceto na regido proxima a origem.

Buckley-Leverett equation u; + '(%‘( f(u)). = 0, Lax-Friedrichs scheme, with A = 0.5

initial condition u(0, )
u(10,x)
09 — u(20,x)
u(30,x)
u(40,x)
u(50,x)

08 —

0.7 —

0.6 —

0.4 —

0.3

02 —

0.1 —

Figure 14- Equacdo de Buckley-Leverett com us = 0.4 e 1 = 1/200, método de Lax-Friedrichs, niimero
de pontos na malha m = 5000, At = 1073 e A = 0.5.

Por fim, vamos fazer um experimento com um outro fluido. Suponha, agora, que o meio
poroso possui apenas glicerina, que tem uma viscosidade de 1000 c¢St. Vamos avancar até

10
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Buckley-Leverett equation u, + %'}(j(u)), = 0, Lax-Friedrichs scheme, with A = 0.5

initial condition u(0, )

Figure 15- Equagdo de Buckley-Leverett com us = 0.8 ¢ u = 1/200, método de Lax-Friedrichs, nimero
de pontos na malha m = 5000, At = 1073 e A = 0.5.

t¢ = 200. Vemos, entdo, nas Figuras 16 e 17, que, para um meio poroso composto por glicerina,
a dgua ndo é muito eficiente em realizar a recuperacao do fluido altamente viscoso. Logo, ndo é
aconselhdvel injetar 4gua no meio poroso com glicerina. A onda de choque tem baixa amplitude
e se forma em torno de 2% a 5% de saturag@o da dgua. Desta forma, ndo temos muita precisdo

do método numérico na evolugdo desse choque, com altura muito pequena.

0.8 —

02 —

Buckley-Leverett equation u, + %(/(u))t = 0, Lax-Friedrichs scheme, with A\ = 0.5

initial condition u(0, z)
u(40,x)
u(80,x)
(120,%)
u(160.x)
u(200,%)

Figure 16- Equagdo de Buckley-Leverett com us = 0.4 ¢ 4 = 1/1000, método de Lax-Friedrichs,
ndmero de pontos na malha m = 5000, At = 1073 e A = 0.5.

11
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Buckley-Leverett equation u; + “%)(f(u))_‘ =0, Lax-Friedrichs scheme, with A = 0.5

initial condition u(0, z)
u(40,x)

u(80,x)
u(120,x)
u(
u

160,x)
200,x)

Figure 17- Equagdo de Buckley-Leverett com us = 0.8 e u = 1/1000, método de Lax-Friedrichs,
ndmero de pontos na malha m = 5000, At = 1073 e A = 0.5.

Foi visto, entdo, que a EDP de Bucley-Leverett € bastante eficiente para modelar o problema
do reservatorio de petréleo. Pode-se ver a saturacdo dos fluidos e verificar a taxa de extracao de
petréleo. O método numérico com mais difusividade numérica foi adequeado para solucdo do
problema, conseguindo obter uma solucgdo estavel e satisfatoria.
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