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Introducao

Os problemas praticos descritos a seguir tem como objetivo observar e estudar computa-
cionalmente os erros cometidos em métodos de time splitting, avaliando sua causa. Vamos
observar um problema simples, dado por um sistema de EDOs.

Erro nos métodos de time splitting

Seja o sistema de EDOs dado por
U, = AU + BU,
onde A € R"*" e B € R™*", O problema esta sujeito a uma solugdo inicial dada por
U(0) =U".

Serd escolhido U° = [1/2 1/2]' e n = 2 para simplificar a andlise.
Este problema tem uma solugdo analitica simples exponencial dada por

Ua<t) _ 6(AJrB)tUO
Agora, vamos criar um esquema simples de spiltting, dado por

rn+1 _  AAtrTn
Uurt =e”20",

[l — oBAt[ntl

note que, ao se juntar ambas as solucdes no tempo, temos que

n+l _ _AAt, BAtrrn
Ut =e “e”2U",

Logo, ao se abrir a operagao, temos

n+l _ _AAt _BAt _AAt _BAtrrn—1
U = e e e e U
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e, entao,

[l — (eAAteBAt)n—i-lUO = A(n-i-l)AteB(n—i-l)At)UO

(&

ou similarmente,
U(t) = e*ePU0,
definido um ¢t = (n + 1)At. Para que U,(t) = U(t), nosso erro sera dado por
Err(t) = |Uy(t) — U(t)]| = |(eUFB)t — eAteBY 0|
Agora, note que o erro de truncamento local do splitting desaparecerd se, e somente se,
e(A—l—B)t — €At€Bt. (1)

Vamos comparar ambos os lados da expressao através da série de Taylor do exponencial de uma
matriz, ou seja

A A2 A33
At _ _
e J§0—j! =1+ At + 5 + : +

Agora vamos avaliar o lado esquerdo da Equacdo 1, temos, entdo,

. (A+B)t
e<A+B>t=Zu=I+(A+B)t+

=

A+ B)?t?
( +2 ) + O(t3)
(A% + B*)t? N (AB)t? N (BA)t?

2 2 2
Por outro lado, avaliando o lado direito da Equacdo 1, temos

At . Bt A?¢? B2
At Bt _ = (I + At + == 3 I+ B ’
eAte (E j!><§ j!> ( + At + 5 +O(t))( + Bt + 5 +O(t))

J=0 J=0

=1+ (A+B)t+ +O(t%).

(A2 + B2
2

Logo, tem-se um erro de truncamento local de ordem quadritica e que serd proporcional a
matriz de comutagdo, ou seja,

=1+ (A+B)t+ + (BAE + O(t?).

AB=BA= AB—-BA=0

Logo, quanto mais préoximo AB de B A, menos influéncia o erro de truncamento exercera sobre
os resultados.
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Resultados numéricos

Vamos avaliar o método numérico na sua forma original, ou seja,

rrn+1 _ _AAty™n
U =e 7U",

[yl — oBAt[nt1

Nesta configuracdo, é esperado que os erros se acumulem globalmente com o passar da iteragdes,
com a geracdo de erros locais sobre erros locais e, além disso, os erros numéricos.

Vamos avaliar, primeiramente, que os erros numéricos existem, usando um ¢y = 10. Com o
uso de A = B = I, teoricamente, deveriamos obter Err(t) = 0, o que ndo serd verdade, visto
os erros globais gerados pelos erros numéricos acumulados a cada iteracdo do método. Esse
erro é proporcional ao passo de tempo. Vamos avaliar para um At = (.1 ligeiramente grande, e
um At = 0.0001, pequeno.

5 ilo'e System of EDOs U, = AU + BU, time spliting scheme, with At = 0.1
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Figure 1- System of EDOs, avaliation of numerical error with A = B = I and At = 0.1.

Ao se observar as Figuras 1 e 2, vemos uma evolu¢cdo muito pequena do erro, porém nao é
inexistente como no resultado tedrico, visto o erro numérico da precisdo finita do computador.
E visivel, também, que o erro numérico acumulado é maior para um valor de passo menor, visto
que um nimero muito superior de operagdes acumulando erros sao realizadas.

Agora, vamos aplicar duas matrizes simples que ndo comutam. Seja

=(40)
-(23)
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©102 System of EDOs U, = AU + BU, time spliting scheme, with At = 0.0001
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Figure 2- System of EDOs, avaliation of numerical error with A = B = I and At = 0.0001.
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Vemos na Figura 3 que o erro de truncamento em cada iteragdo € da ordem O(At?), o que era
esperado, visto os resultados tedricos e que a matriz de comutac¢ao ndo tem grande magnitude,
além disso, o erro numérico. Porém, o erro acumulado é bem grande e rapidamente o método
tende a instabilizar para este At = 0.1, ndo indo muito mais longe que ¢ = 2, de forma estavel.
Ao se fazer At = 0.001, conseguimos um erro bem melhor, e, com isso, é possivel avancar até
t = 10, como pode ser visto na Figura 4.

Agora vamos aplicar duas matrizes simples que ndo comutam, e, além disso, possuem en-
tradas na matriz comutadora de alta magnitude. Seja

0 30
(57

0 5
32(15 0)

AB_BA:(490 0 >

com

0 —490

Agora temos uma matriz comutadora mais de 100 vezes maior que a anterior. Isso fez com que
o crescimento do erro fosse da ordem de O(1073), ou seja, igual ao passo de tempo, mostrando
que além do passo de tempo, a magnitude do comutador também interfere diretamente na mag-
nitude do erro, e, mesmo com um passo de tempo bom, obtivemos um método instavel.
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System of EDOs U, = AU + BU, time spliting scheme, with At = 0.1
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Figure 3- System of EDOs, quadratic error with A # B and At = 0.1.

System of EDOs U, = AU + BU, time spliting scheme, with At = 0.001
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Figure 4- System of EDOs, quadratic error with A # B and At = 0.001.
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System of EDOs U; = AU + BU, time spliting scheme, with At = 0.001
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Figure 5- System of EDOs, quadratic error with A # B and AB — BA >> 0 and At = 0.001.



