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1. Introdução

Os problemas práticos descritos a seguir tem como objetivo observar e estudar computa-
cionalmente métodos espectrais para a solução numérica de EDPs combinados com um método
de diferenças finitas através do esquema de time spliting. O método de colocação espectral será
feito com o uso da inversa da transformada rápida de Fourier como interpolador, já o método
de diferenças finitas usado será o Lax-Friedrichs e o Leap Frog. Será resolvida a Equação de
Burgers para soluções iniciais distintas.

2. Equação de Burgers e esquema de time spliting

Seja a equação de Burgers com termo de viscosidade dada por

ut + uux = νuxx,

que também pode ser escrita na forma conservativa como

ut +
1

2
(u2)x = νuxx.

Note que dois operadores são aplicados espacialmente a u: uma derivada primeira do quadrado,
ou seja um termo de advecção não linear e uma derivada segunda de u, ou seja um termo de
difusão linear, que é conhecido como termo viscoso da equação de Burgers.

Vamos resolver apenas a parte linear com o método espectral, ou seja, a EDP do calor,

ut = νuxx,

onde buscamos uma EDO do tipo ut = G(t, u) através de colocação espectral. Será usado o
método de Runge-Kutta de ordem quatro para solução da EDO. A G(t, u) pode ser obtida como

F(ut) = F(νuxx)

F(ut) = νF(uxx)

F(ut) = −νk2F(u)
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F−1(F(ut)) = F−1
(
−νk2F(u)

)
ut = G(t, u) = −F−1

(
νk2F(u)

)
.

Note que buscamos reduzir o passo no tempo pela metade, e, então, vamos dobrar o efeito
do operador. Logo, vamos resolver

ut = 2νuxx,

com

ut = G(t, u) = −2F−1
(
νk2F(u)

)
,

para meio passo de tempo, ou seja, t0 ≤ t ≤ t0 + ∆t
2

. Agora, para obter-se a solução da
parte não linear, conhecida como Equação de Burgers Inviscida, será usado um esquema de
diferenças finitas, também com o dobro do efeito durante metade do tempo, ou seja,

ut + (u2)x = 0, t0 +
∆t

2
≤ t ≤ t0 + ∆t.

Que será discretizado para Lax-Friedrichs como

vn+1
m =

1

2
(1− λ

2
vnm+1)vnm+1 +

1

2
(1 +

λ

2
vnm−1)vnm−1,

e para Leap Frog como

vn+1
m = vn−1

m − λ

2
((vnm+1)2 − (vnm−1)2).

Ambos os métodos de segunda ordem no tempo e espaço.
Note que, para que o método geral, para um passo de tempo para a solução da Equação de

Burgers, também será de segunda ordem, porém é necessário que as equações sejam resolvidas
em ordens reversas em passos de tempo alternados. Logo, supondo que o passo de tempo n
tenha sido descrito anteriormente, o próximo passo n + 1 será com a solução do termo de
Burgers inviscido primeiro e, depois, a equação do calor linear.

2.1 Problema de valor inicial dado por uma gaussiana

Seja, agora, u(0, x) = e−10(x−1)2 , com condições de contorno periódicas no domı́nio [0, 2π).
Vamos gerar alguns resultados com diferentes viscosidades para avaliar os métodos. Note que o
número de pontos na malha m deve ser um múltiplo de 2, pois a transformada rápida de Fourier
(FFT) é melhor neste tipo de malha, e, portanto, teremos m = 2me , onde será variado o valor
de me no código. Será usado um máximo de 512 pontos na malha, então, vamos escolher,
primeiramente, um valor de ∆t que estabilize esta configuração, que será igual a 10−4, isso dá
um valor de λ = 0.008 o que torna estáveis os métodos de diferenças finitas, pelo menos no
caso linear. Veremos que isto não é verdade para Burgers e Leap Frog.

Como pode ser observado na Figura 1, a Equação de Burgers inviscida, resolvida direta-
mente em sua forma conservativa pelo método de Leap Frog, possui bastante instabilidade,
mesmo para um tf = 0.6 o que é bem pequeno, e uma condição inicial suave. Se progredirmos
mais este tempo, a solução fica totalmente descaraterizada, visto que a pouca difusão numérica
do método de Leap Frog não o ajuda a representar bem os choques.
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Burgers equation ut + uux = νuxx, leap + spectral scheme, with λ = 0.0081487 and ν = 0

initial condition u(0, x)
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Figure 1- Equação de Burgers com ν = 0, método de Leap Frog + Espectral, condição de contorno
periódica no domı́nio [0, 2π) e condição inicial gaussiana, número de pontos na malha m = 512 e
λ = 0.008.
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Burgers equation ut + uux = νuxx, leap + spectral scheme, with λ = 0.0081487 and ν = 0.001
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Figure 2- Equação de Burgers com ν = 0.001, método de Leap Frog + Espectral, condição de contorno
periódica no domı́nio [0, 2π) e condição inicial gaussiana, número de pontos na malha m = 512 e
λ = 0.008.
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Burgers equation ut + uux = νuxx, leap + spectral scheme, with λ = 0.0081487 and ν = 0.01
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Figure 3- Equação de Burgers com ν = 0.1, método de Leap Frog + Espectral, condição de contorno
periódica no domı́nio [0, 2π) e condição inicial gaussiana, número de pontos na malha m = 512 e
λ = 0.008.
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Figure 4- Equação de Burgers com ν = 0, método de Lax-Friedrichs + Espectral, condição de contorno
periódica no domı́nio [0, 2π) e condição inicial gaussiana, número de pontos na malha m = 512 e
λ = 0.008.
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Burgers equation ut + uux = νuxx, lax + spectral scheme, with λ = 0.0081487 and ν = 0.01
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Figure 5- Equação de Burgers com ν = 0.01, método de Lax-Friedrichs + Espectral, condição de con-
torno periódica no domı́nio [0, 2π) e condição inicial gaussiana, número de pontos na malha m = 512 e
λ = 0.008.

Na Figura 2, ao se inserir um termo viscoso bem pequeno no esquema de time splitting,
vemos já uma boa melhora na instabilidade do Leap Frog, e é possı́vel se observar bem melhor
a formação do choque.

A Figura 3 apresenta um resultado sem presença de instabilidades, além disso, foi possı́vel
avançar o tempo até 2.4, e observar a formação do choque e da rarefação claramente.

As Figuras 4 e 5 exibem os problemas do método de Lax-Friedrichs e sua grande quantidade
de difusão numérica. O método consegue ser estável para a Burgers inviscida, ou seja, sem ajuda
do termo viscoso. Porém, a difusão numérica é tão grande que não é possı́vel ver claramente o
efeito do choque, apesar de algum vestı́gio de advecção ser visı́vel. O interessante é que mesmo
com o termo viscoso, a difusão numérica é tão grande que as Figuras 4 e 5 são praticamente
iguais, mostrando a dominância deste efeito do método de Lax sobre o pequeno efeito do termo
viscoso.

2.2 Problema de valor inicial descontinuo

Seja, agora, u(0, x) = 1, ∀1 ≤ x ≤ 2, e zero no restante do domı́nio. Com condições de
contorno periódicas no domı́nio [0, 2π). Vamos gerar alguns resultados com diferentes viscosi-
dades para avaliar os métodos. Será usado um máximo de 512 pontos na malha, então vamos
escolher, primeiramente, um valor de ∆t que estabilize esta configuração, que será igual a 10−4,
isso dá um valor de λ = 0.008 o que torna estáveis os métodos de diferenças finitas, pelo menos
no caso linear.

A solução com choque de uma condição inicial descontı́nua em Burgers inviscida não rep-
resenta nenhum problema pro método de Lax-Friedrichs, que resolve facilmente o problema.
Porém, apesar de apresentar muito pouca instabilidade, como pode ser visto na Figura 6, o pe-
queno serrilhado gerado nas curvas, que deveriam ser suaves devido a grande difusão numérica,
a solução decai muito rápido e não é possı́vel observar corretamente o comportamento de Burg-
ers.

Na Figura 7, ao se inserir o termo de viscosidade pequeno, vemos o mesmo resultado de
difusão numérica deixando a solução com decaimento muito rápido, porém, o termo viscoso
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gera uma melhora na suaviade, deixando as curvas sem serrilhados.
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Figure 6- Equação de Burgers com ν = 0, método de Lax-Friedrichs + Espectral, condição de contorno
periódica no domı́nio [0, 2π) e condição inicial descontinua, número de pontos na malha m = 512 e
λ = 0.008.
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Figure 7- Equação de Burgers com ν = 0.01, método de Lax-Friedrichs + Espectral, condição de con-
torno periódica no domı́nio [0, 2π) e condição inicial descontı́nua, número de pontos na malha m = 512
e λ = 0.008.

Ao se observar a Figura 8, é claro que o método de Leap Frog não vai bem em Burgers in-
viscida, com uma severa instabilidade após passados apenas t = 0.3. Ao se inserir um pequeno
termo viscoso, como pode ser observado na Figura 9, consegue-se amenizar esta instabilidade,
porém ainda não é o suficiente.

Na Figura 10, com um termo viscoso maior, é possı́vel ver um bom resultado, mesmo com
uma solução inicial descontı́nua, a rarefação e o choque são bem claros, e, além disso, não é
visı́vel nenhum sinal de instabilidade.
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Relatório lista 13 - Métodos Numéricos para Equações Diferenciais Parciais
Prof. Dan Marchesin - IMPA

O que fica claro, é que é importante ponderar o efeito que a difusão numérica do método de
Lax-Friedrichs traz ao problema, e com um termo viscoso correto, o método de Leap Frog se
comporta muito bem no time splitting em conjunto com o método espectral.
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Figure 8- Equação de Burgers com ν = 0, método de Leap Frog + Espectral, condição de contorno
periódica no domı́nio [0, 2π) e condição inicial descontı́nua, número de pontos na malha m = 512 e
λ = 0.008.
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Figure 9- Equação de Burgers com ν = 0.001, método de Leap Frog + Espectral, condição de contorno
periódica no domı́nio [0, 2π) e condição inicial descontı́nua, número de pontos na malha m = 512 e
λ = 0.008.
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Figure 10- Equação de Burgers com ν = 0.01, método de Leap Frog + Espectral, condição de contorno
periódica no domı́nio [0, 2π) e condição inicial descontı́nua, número de pontos na malha m = 512 e
λ = 0.008.
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