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Introducao

Os problemas praticos descritos a seguir tem como objetivo observar e estudar computa-
cionalmente métodos espectrais para a solugdo numérica de EDPs, especificamente, o método
de colocagdo espectral com o uso da inversa da transformada rdpida de Fourier como interpo-
lador. Serao resolvidos alguns problemas como a equacao da onda unidirecional a coeficientes
com velocidade constante e velocidade baseada em uma fungio, a equacao da onda e equacgdo
de burguers com e sem viscosidade.

Equacao da onda unidirecional
Esquema numérico por colocacao espectral

Seja a equacdo da onda unidirecional, com velocidade a = 1 neste desenvolvimento, dada
por

u +auy, =0

onde buscamos uma EDO do tipo u; = G(u), no caso autdbnomo. Mais a frente, irfio aparecer
EDOs ndo autondmas e, entdo, para generalidade, serd usado u; = G(t,u), mesmo que o ¢
ndo interfira em G. Sera gerada a GG(¢,u) com o uso da colocac@o espectral e da inversa da
transformada rdpida de Fourier. A transformada rdpida de Fourier serd usada para resolver as
derivadas espaciais no dominio da frequéncia. Serda usado o método de Runge-Kutta de ordem
quatro para solu¢do da EDO. Nesta etapa, e no restante do trabalho. O método é dado por

function|t,ew, Unew| = RK4(to1q, Uora, At, G)

k1 = G(tod, Uota)
At At

ke = G(toa + 5 told + 7761)
At At
ks = G(toa + 5 totd + 7]62)
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k’4 = G(told + At, Upld + Atkg)
=toq + At

tnew

At
Unew = Uold + F(/{il + 2ky + 2k + k4)

onde At € o tamanho do passo entre t,,.,, € t .4, € sera fixo.
A G(t,u) pode ser obtida para a equagdo da onda unidirecional como

§(w) = §(—auy)

S(uy) = —aik§(u)
F '@ (w) = § ' (—aikF(u)
u = G(t,u) = —§F (aikF(u))

Problema de valor inicial dado por uma gaussiana

; Linear unidirectional wave equation u; + au, = 0, spectral scheme, with h = 0.19635
* initial condition u(0, )
analytic solution u(66, x)
u(66.x)
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Figure 1- Equagdo da onda unidirecional, condigdo de contorno periddica no dominio [0, 27) e condi¢do

inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 32.

Seja, agora, u(0,z) = e '%@=1* com condi¢des de contorno periédicas no dominio
[0,27). Vamos gerar alguns resultados e avaliar o erro cometido em algumas malhas cada
vez mais refinadas. Note que o nimero de pontos na malha m deve ser um multiplo de 2,
pois a transformada rapida de Fourier (FFT) é melhor neste tipo de malha, e, portanto, teremos
m = 2™¢, onde serd variado o valor de m, no cédigo. Serd usado um méximo de 1024 pontos na
malha, entdo vamos escolher, primeiramente, um valor de At que estabilize esta configuragio,
que serd igual a 1073, Vamos iniciar com 32 pontos, que € a malha mais grosseira que consegue
representar essa solucdo inicial de forma aceitdvel.

Como pode ser observado na Figura 1, com uma malha grosseira de 32 pontos e tempo final
de 66, ou seja, a onda d4 dez voltas no dominio, a solucdo nado € tdo precisa, com erro relativo
de 26% para a solugdo exata, e o custo computacional foi de 2.7 segundos. Porém, € visto que
grande parte € devida aos artefatos que surgem no dominio no decorrer das iteracoes, e, além

disso, da soluc¢do analitica gerada na malha grosseira, que ndo € boa.
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Linear unidirectional wave equation u; + au, = 0, spectral scheme, with & = 0.098175
1=
initial condition u(0,x)
09 analytic solution u(66,z)
u(66,x)
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Figure 2- Equagdo da onda unidirecional, condi¢éo de contorno periédica no dominio [0, 27) e condi¢do
inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 64.

Ja na Figura 2, com uma malha menos grosseira de 64 pontos, € mesmo tempo final de 66,
a solugdo melhora, com erro relativo de 5.5% para a solugéo exata, e o custo computacional foi
de 3.2 segundos, pouco aumento de tempo para um bom ganho de precisdo. A solugdo analitica
gerada na malha ainda € grosseira.

Linear unidirectional wave equation u, + au, = 0, spectral scheme, with & = 0.049087

initial condition u(0, )
alytic solution u(66, )
u(66.%)

% mesh points in t = 66

Figure 3- Equagdo da onda unidirecional, condigdo de contorno periédica no dominio [0, 27) e condi¢do
inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 128.

A Figura 3 ja nos mostra uma malha refinada com 128 pontos e um resultado bem mais
preciso, com erro de 0.002% e um custo de tempo computacional igual a 3.8 segundos.

Observando-se as figuras 4, 5 e 6, € visto que refinar mais a malha nao melhora a precisao do
método, que mantém um erro percentual da ordem de O(10~%), porém, para refinar as malhas
para 256, 512 e 1024 pontos, temos um aumento no custo de tempo computacional para 7, 9.1
e 14.8 segundos, respectivamente.



Relatorio lista 12 - Métodos Numéricos para Equagées Diferenciais Parciais
Prof. Dan Marchesin - IMPA

Linear unidirectional wave equation u; + au, = 0, spectral scheme, with A = 0.024544

initial condition (0, r)
0.9 - analytic solution u(66,z)
u(66,x)

% mesh points in t = 66

0.8 —

Figure 4- Equagdo da onda unidirecional, condi¢éo de contorno periédica no dominio [0, 27) e condi¢do
inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 256.

Linear unidirectional wave equation u, + aw, = 0, spectral scheme, with h = 0.012272

initial condition (0, )
09 analytic solution u(66, )
u(66.%)

% mesh points in t = 66

0.8 —

Figure 5- Equagdo da onda unidirecional, condi¢éo de contorno periédica no dominio [0, 27) e condi¢do
inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 512.
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Linear unidirectional wave equation u; + au, = 0, spectral scheme, with h = 0.0061359

initial condition u(0, )
09 I analytic solution u(66, z)
(66,x)

% mesh points in t = 66

Figure 6- Equagdo da onda unidirecional, condi¢io de contorno periédica no dominio [0, 27) e condi¢do
inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 1024.

Equacao da onda unidirecional com velocidade variavel f(x)

Seja a equagdo da onda unidirecional, com velocidade f(x) = 0.2 + sin?(z — 1) neste
desenvolvimento, dada por

u + f(x)u, =0

onde buscamos uma EDO do tipo u; = G(t,u) através de colocagdo espectral. A G(t,u) pode
ser obtida como

o
—_
<
&
N~—
I
|
/N
—~

§(f(2)) * (ikF(u))
F () = =F 1 (§(f(2)) * (ik§(u)))
up = = (F(f(2)))F (k5 (w))
up = —f(2)-37 (k5§ (u))

Seja, agora, u(0,z) = e %@’ com condi¢des de contorno periédicas no dominio
[0, 27). Vamos gerar alguns resultados e avaliar a velocidade varidvel com uso da configuragdo
de parametros que foi favoravel, no caso, de velocidade constante. Serdao usados 512 pontos na
malha e um valor de At = 1073,

Como pode ser visualizado na Figura 7, temos a regido de aumento de velocidade e a cauda
da onda crescendo. Ja na Figura 8, vemos uma regido de diminuic¢ao de velocidade e a cauda da
onda decrescendo. Pode ser visto nas Figuras 9 e 10 que o resultado se comporta bem, mesmo
apods a onda dar uma volta completa no dominio. Na Figura 9, vemos que, apds pouco mais que
t = 4m, estamos muito proximos da solu¢ao inicial, com uma onda exatamente igual, mostrando
que o comportamento do problema esta correto.
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12 Linear unidirectional wave equation w; + f(z)u, = 0, spectral scheme, with h = 0.012272
initial condition u(0,z)
u(3.x)
% mesh points in t = 3
1 ” velocity f(z) = 0.2+ sin®(z — 1)
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Figure 7- Equacdo da onda unidirecional com velocidade varidvel, condi¢do de contorno periédica no
dominio [0, 27) e condi¢do inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 512.

12 Linear unidirectional wave equation u; + f(z)u, = 0, spectral scheme, with h = 0.012272
initial condition u(0, x)
u(5,x)
% mesh pointsint =5
1= velocity f(x) = 0.2 + sin*(z — 1)
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Figure 8- Equacgdo da onda unidirecional com velocidade varidvel, condicdo de contorno periddica no
dominio [0, 27) e condi¢do inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 512.
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Linear unidirectional wave equation u; + f(z)u, = 0, spectral scheme, with h = 0.012272
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Figure 9- Equacdo da onda unidirecional com velocidade varidvel, condi¢do de contorno periédica no
dominio [0, 27) e condi¢do inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 512.

Linear unidirectional wave equation u; + f(z)u, = 0, spectral scheme, with h = 0.012272
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u(20.x)
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Figure 10- Equacdo da onda unidirecional com velocidade varidvel, condi¢do de contorno periédica no
dominio [0, 27) e condi¢do inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 512.
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Equacao da onda

Seja a equagdo da onda, dada por
Uy — gy =0

Primeiramente, precisamos reduzir EDPs de segunda ordem para no tempo para um sistema de
EDPs de primeira ordem no tempo. Facamos, entdo, v = u;, logo,

Uy =V
_ 2
V¢ = C"Ugy

E, em forma matricial, temos

(0,60 () (0 ).

Onde buscamos um sistema de EDOs do tipo “) =¢a (t,u,v) = b, através de
v Ga(t, u,v)

colocagdo espectral.
A G4 (t,u,v) pode ser obtida como

F(u) = F(v)

5 (uw) =5 '3(v)
e entao, |

G1(t,u,v) =v.

Ja a Go(t,u,v) pode ser obtida como
§(vr) = F(Puia)
F(ve) = T (tag)
§(v) = *F(=k*3(w))
F (S (w) =3 (k3 (w))
v =—F (k§(u)),
e entao,

Go(t,u,v) = —F (K> F(u)).

Dominio periodico

Seja, agora, u(0,z) = e 190 ¢ 4,(0, z) = 0, com condi¢des de contorno periédicas no
dominio [0, 27). Vamos gerar alguns resultados e avaliar a solugio com uso da configuragio de
parametros, que foi favordvel anteriormente. Serdo usados 512 pontos na malha e um valor de
At =1073,

O resultado obtido na Figura 11 € exatamente o esperado, visto que satisfaz a formula de
D’ Alembert para equagdo da onda. Dada velocidade inicial zero, temos a média da soma das
translagdes da condigdo inicial viajando para a esquerda e para a direita. A solugdo € estdvel,
mesmo apds as ondas jd realizarem uma volta no dominio.

Na Figura 12, vemos a solu¢do préxima de x = 7, ou seja, proxima da soma das duas ondas
que viajam em direcdes contrarias, e € possivel se observar o comportamento correto.
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Linear wave equation u; — c®u,, = 0 spectral scheme, with h = 0.012272

initial condition (0, x)
L u(10,%)
08 % mesh points in t = 10
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Figure 11- Equagdo da onda, condi¢do de contorno periddica no dominio [0,27) e condigdo inicial
gaussiana, nimero de pontos na malha m = 512.

Linear wave equation u, — Ay, =0 spectral scheme, with h = 0.012272

1=

initial condition u(0, z)

L u(6.4,x)

0.9 % mesh points in t = 6.4
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Figure 12- Equagdo da onda, condi¢do de contorno periédica no dominio [0,27) e condi¢do inicial
gaussiana, nimero de pontos na malha m = 512.
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Caixa rigida

Seja, agora, u(0, z) = e~100(@—m)* o u:(0, z) = 0, ou seja, as mesmas condigdes iniciais, com
condicdes de contorno de Dirichlet u(t,0) = u(t,2m — Az) = 0, onde x = mAx. Vamos gerar
alguns resultados e avaliar a solugdo com uso da configuragdo de parametros que foi favoravel
anteriormente. Serdo usados 512 pontos na malha e um valor de At = 1073,

Linear wave equation uy; — c’u,, = 0 spectral scheme, with h = 0.012272

initial condition (0, x)
u(6.4,x)
% mesh points in t = 6.4
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Figure 13- Equac@o da onda, condigdo de contorno de contorno de Dirichlet u(t,0) = u(t, 27 —Azx) = 0
e condicdo inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 512.

O resultado obtido na Figura 13 € exatamente o esperado, visto que satisfaz a férmula de
D’ Alembert para a equacdo da onda, porém, agora, temos uma reflexdo no eixo = das solucoes,
quando tocam a fronteira. De qualquer forma, dada velocidade inicial zero, temos a média da
soma das translagdes da condicao inicial viajando para a esquerda e para a direita, porém, agora,
analisando o valor absoluto.

A solucido € estdvel mesmo apds as ondas realizarem diversas voltas no dominio. Porém,
agora, mesmo com 512 pontos na malha, uma das ondas tem uma perda de energia, devido a
caixa rigida, como pode ser visto na Figura 14. Ao se tornar a malha mais grosseira, com 128
pontos, vemos que a perda de energia é ainda maior, e, além disso, surge um artefato na onda
com mais energia, isto pode ser visto na Figura 15.

Equacao de Burgers
Seja a equacdo de Burgers com termo de viscosidade, dada por

U + UUy = VUyy,

que também pode ser escrita na forma conservativa como

1
Uy + §(u2)x = Vlyy.

10
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Linear wave equation u, — c*u,, = 0 spectral scheme, with h = 0.012272

initial condition (0, )
08 - u(100%)
% mesh points in t = 100

06 —

\

-0.2 —

u(t,x)

-0.6 —

0.8

Figure 14- Equacéo da onda, condigéo de contorno de contorno de Dirichlet u(t,0) = u(t, 27— Az) =0
e condicdo inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 512.

Linear wave equation uy, — gy =0 spectral scheme, with h = 0.049087

initial condition u(0, )
u(100,x)
0.8 — % mesh points in t = 100

0.6 —

i
/
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02— /r‘ \ / ’\5\)\‘
, !

04 |-

u(t,x)
¥

-0.6 —

Figure 15- Equac@o da onda, condigdo de contorno de contorno de Dirichlet u(t,0) = u(t, 27 —Ax) = 0
e condicdo inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 128.
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Para a forma conservativa, buscamos uma EDO do tipo u; = G(t,u) através de colocagdo
espectral. A G(t,u) pode ser obtida como

§lue) = §(—5 (0)e + vtz
§lu) = —53((%)0) + ()

S(uy) = —%ik%(ug) — vE*F(u)

5600 =5 (i) -0

= Gt u) = —F (%ik&(vﬁ) + uk2g(u))

Influéncia do termo viscoso

Seja agora u(0, z) = e~ 1%=1D* com condi¢es de contorno periédicas no dominio [0, 2).
Vamos gerar alguns resultados e avaliar a influéncia do termo viscoso nos resultados. Visto que
esta EDP tem um comportamento mais instdvel que as anteriores, serdo usados 128 pontos na
malha e um valor de At = 10~%. Para se usar um malha mais refinada, seria necessario um
passo no tempo muito pequeno.

Burgers equation u; + uu, = vu,,, spectral scheme, with A = 0.049087 and v = 1

initial condition u(0,x)

% mesh points in t = 0.5

Figure 16- Equagdo de Burgers com v = 1, condigdo de contorno periédica no dominio [0,27) e
condicdo inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 128.

Primeiramente, ao se observar a Figura 16, € visivel que um coeficiente do termo viscoso
v = 1, modifica a finalidade da EDP, tornando-a basicamente uma equacao de difusdo. O termo
difusivo, neste caso, tem um efeito muito rapido, tornando o termo advectivo praticamente
ineficaz.

Agora, ao se observar a Figura 17, reduzimos a magnitude de v = 0.1, porém, o termo
viscoso ainda € predominante e vemos uma translacao muito pequena da solucao inicial, além
de ndo ser possivel observar nenhum choque.

12
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Burgers equation u; + uw, = vu,,, spectral scheme, with h = 0.049087 and v = 0.1

initial condition u(0,x)
0.9 — u(l.x)
u(2.x)
u(3,x)
0.8 — u(4,x)
u(5.x)
07 % mesh points in t = 5
06
X051
=3
04—
03
02 |-
01—
OB | i e ol
0 4 5 6

Figure 17- Equagdo de Burgers com v = 0.1, condi¢do de contorno periédica no dominio [0,27) e
condi¢do inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 128.

Burgers equation u;, + uu, = vu,,, spectral scheme, with h = 0.049087 and v = 0.01

initial condition u(0, )
u(5,x)

u(10,x)

u(15,x)
u(20.%)
u(25,x)

% mesh points in t = 25

Figure 18- Equagdo de Burgers com v = 0.01, condi¢do de contorno periddica no dominio [0, 27) e
condi¢do inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 128.
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Na Figura 18 j4 € possivel evoluir a solu¢do para um um tempo bem maior que os anteriores,
e é possivel, com a redugdo do coeficiente de viscosidade, observar a formacgao da rarefacao e
do choque.

Burgers equation u; + uu, = vu,,, spectral scheme, with h = 0.049087 and v = 0.001

initial condition u(0, )
u(5,x)

u(10,x)
u(15.x)
u(20.x)
u(25,x)

% mesh points in t = 25

Figure 19- Equagdo de Burgers com v = 0.001, condi¢do de contorno periédica no dominio [0, 27) e
condicdo inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 128.

A Figura 19 € interessante, pois € possivel ver claramente a rarefacdo gerada pela u crescente
antes de x = 1 na solucdo inicial, e também o choque gerado pela u descrescente depois de
x = 1 na solugdo inicial. Note que, apesar da solucao exibir os comportamentos de advec¢do
ndo linear, temos também o inicio de instabilidade na solu¢do, a principio, as curvas tem uma
boa quantidade de artefatos, porém o método consegue se establizar pela influéncia do pequeno
termo viscoso com coeficiente v = (0.001.

; Burgers equation u; + uu, = vu,,, spectral scheme, with h = 0.049087 and v = 0
— | i
M initial condition u(0, )
‘ il u(2.5,x)
‘ “ | % mesh points in t = 2.5
[
| x
[
[
‘ [
‘ ¥ \‘M
[ ‘
| 1
||
\ | *
| -
|
|
\ |
| .
‘ |
.
| M % % % 5 5
bk Ko w11 VAR AR KKK KK k% o s % o e s ek o %k K ok X K XK K X KK
2 3 4 5 6

X

Figure 20- Equagdo de Burgers inviscida com v = 0, condigdo de contorno periédica no dominio [0, 27)
e condicdo inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 128.

Ao se tentar resolver Burgers inviscida na Figura 20, € visto que o método de colocacao
espectral vai muito mal para uma fung¢do Cj, visto que sua convergéncia € relacionada a deriv-
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abilidade da condi¢do inicial. A solucdo da Figura 20 ja é composta basicamente por ruidos
espurios, ndo representando a solugao real do problema.
Solucao exata do termo viscoso

Reescrevendo a transformada de Fourier para Burgers obtemos

F(uy) + vk*F(u) = —%z’k&’(zﬁ).

— erdet —

Multiplicando-se pelo fator integrante j(t) e’¥*t | temos

et (uy) + F Uk F (u) = —%ike”thS(UQ)

Agora vamos definir a fungdo
U= e”k2t8(u),

no dominio da frequéncia, e entdo, note que sua derivada é dada por
U, = vk’U + e”kgtS(ut).

Pode-se, agora, gerar uma G (¢, u) no dominio da frequéncia, dada por

1
U, = —§ikuk2t3(u2)

U, = —%z‘kuk%(g(u) x F(u))

e retorna para u pela defini¢do de U com
§(u) =0,

note que a solugdo inicial serd dada por
U(0,k) = e "0F (u) = F(u).

Para evitar o calculo da convolugdo , também serd usada a defini¢do de UeaG (t,u), por fim,
serd dada por

- 1 -
U, = —5ikvk*F(F (e 10)%).
Observando-se as Figuras 21, 22, 23 e 24, obtemos resultados préximos da solu¢do sem
aplicar o fator integrante no termpo viscoso. Porém, este método sofre de severas instabili-

dades, ndo sendo possivel avangar tanto no tempo quanto na metodologia anterior. Desta forma,
ficamos restritos a avangos temporais bem menores para os diferentes valores de viscosidade.
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Burgers equation u; + uu, = vu,,, spectral scheme, with A = 0.049087 and v = 1

initial condition (0, )
(0.03,x)
(0.06,%)
(0.09,)
u(0.12,x)
u(0.15,x)

% mesh points in t = 0.15

Nl

Figure 21- Equacdo de Burgers com v = 1 e fator itegrante, condicao de contorno periédica no dominio

[0, 27) e condigdo inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 128.

Burgers equation u; + uw, = vu,,, spectral scheme, with h = 0.049087 and v = 0.1

initial condition (0, )
u(0.3,x)
1(0.6,x)
1(0.9,x)
u(1.2,x)
u(1.5,x)
% mesh points in t = 1.5

Figure 22- Equacdo de Burgers com v = 0.1 e fator itegrante, condi¢do de contorno periédica no dominio

[0, 27) e condigdo inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 128.
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Burgers equation 1, + uti, = vii,,, spectral scheme, with h = 0.049087 and v = 0.01

initial condition u(0, z)
u(3x)
09 — u(6,x)
u(9.x)
u(12)
0.8 — u(15,x)
% mesh points in t = 15
07 -
06 -
Xos5
=3
04 -
03 -
02 -
01
o e i \ | |
0 4 5 6

Figure 23- Equacdo de Burgers com v = 0.01 e fator itegrante, condi¢do de contorno periédica no
dominio [0, 27) e condig¢do inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 128.

Burgers equation u; + uu, = vu,,, spectral scheme, with h = 0.049087 and v = 0.001

initial condition u(0, z)
u(5,x)
09 u(10,x)
u(15,x)
u(20,%)
0.8 [— u(25.%)
% mesh points in t = 25
0.7
0.6 —
Xos5
=l
04 —
0.3 [—
02—
0.1 —
0 e sl o o,k ke weoexlx x x
0 5 6

Figure 24- Equag@o de Burgers com v = 0.001 e fator itegrante, condi¢do de contorno periddica no
dominio [0, 27) e condig¢do inicial gaussiana, nimero de pontos na malha m = 128.

17



