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Introducao

O problema pratico descrito a seguir tem como objetivo observar e estudar computacional-
mente a equacdo do calor bidiensional. Para a solu¢do numérica serd usado o método implicito
de direcdes alternadas (ADI method) Peaceman-Rachford, o qual é baseado no método de
Crank-Nickolson.

Método de Peaceman-Rachford
Seja a EDP do calor bidimensional dada por

u(t) = a1Ugy + Ay,

no quadrado 2 = (—1,1) x (—1,1) ecom 0 < ¢t < t;, com condi¢des de contorno de Dirichlet
dadas

u(—1,y,t) =0

u(l,y,t) =0
u(x,—1,t) =0
u(z,1,t) =0

e condi¢do inicial descontinua dada por

N

10,2 <z<le —i<y<
u(wy,0) =4 2=t =2 8 TR =Es
0, caso contrario.
A solugdo inicial € vista na Figura 1. Pode-se reescrever a EDP como

u = Aiu + Asu,

_ 02 _ 9?2
onde Al = &1@ € A2 = a28_3,/2'
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Heat equation wu,, + u,, = v, initial condition
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igual a 10 para os ndés mais internos da malha.

Usando Crank-Nickolson, primeiramente discretizando apenas a derivada temporal e real-
izando as médias espaciais, temos

— 1 1
Y : v §(A1u"“ + Ayu") + 5(AQu““ + Aqu™) + O(K?),
e entao,
k k k k
(1 - 5141 — 5142) u”ﬂ = <1 —+ §A1 + 5142) u” + O(k?’)

un+1
4

Para usar a propriedade (1+a1)(1+ay) = 14 ay +ay + ajay vamos adicionar k2A; A,
em ambos os lados da EDP,

k k k? k k k? k?
(1 — 5141 - 5142 + ZAlAg) Un+l = (1 + EAl + §A2 + ZAlAg) u”+ZA1A2(u"+1—u").

O termo %AlAQ(u”“—u”) = %A]_AQUTL—"_I = %AlAQu”%—kQAffA?O(k) = kQﬁ—lAQUn—FO(k‘?’),

logo podemos acrescentd-lo a termo de O(k?) obtendo
k k k2 k k k2
(1 — 5141 — 5142 + ZA1A2> Un+1 = (]_ + 5141 + §A2 + ZAlAQ) u" + O(k?g)
E, entdo, visto os operadores A; e A, na malha dados por A;h e Ash, respectivamente, temos

k 2 k k
(1 - EAlh) (1 - §A2h> wrh = (1 + §A1h) (1 + §A2h) s+ O(k®) + O(kh?).
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Pode-se desenvolver o método Peaceman-Rachford através do seguinte esquema de time
spliting

k ! k
(1 _ §A1h) o <1 + Azh) o, (1)

(1 - gAgh) vl = (1 Lk Alh) Gl )

Note que, usando o time spliting, decidimos quem serd a dimensao implicita e a dimensao
explicita com relagdo a A; e As, e isto da a ideia do alternating direction implicit method (ADI
Method).

Usando Dirichlet definido a priori, e somando (1) e (2), obtemos as condi¢des de contorno
em v, como

ntl 1 k 1 k
1717—;—2 = 5 (1 + §A2h) U{L’l + § (1 + §A2h> U?;rl O;

ey Lk . 1/ k n
UMJZQLZ = 5 (1 + §A2h) Upnr—1y + § (1 + §A2h> UM+111 0;

k 1 L
(1 + Azh) Umi t 5 (1 + 5Am) ol = 0;
il L[k v
ij—f—l?fl = 5 (1 + §A2h> (UTY;L,Lfl —+ 5 (1 + §A2h> n+1 = -0

%, o primeiro conjunto de equacdes de

3
i
l\DIH

Por fim, ao se discretizar o espaco, visto que j =
diferencas € dado por

arfl n+3i n+s A1 n+3 Qg o Qzpt o
_7m2ll+(1+a1:u> _TUm—l-ll? 9 ml 1+<1_a2:u) ml+ 9 mH—l’

com/=1,...L—1lem=1,...M —1ex —mh,y =lh. Ja o segundo conjunto é dado por

apb n+f
2 ’rn-‘rll

o 2luvn+1

a2l ., ayp n+
9 m,l—1 = (1

1 3
+ (Lt azp)vn = <t = 5 Oty T (L= @By, + —-
Agora, pode-se usar o algoritmo de Thomas para obter-se, independente da direcdo y, todas
as M — 1 linhas de v"*! na dire¢do x, alocando-as em um passo de tempo intermediario 0. E
depois, a partir do passo de tempo intermediario ¥, pode-se obter as L — 1 colunas de v"*! com
0 uso do algoritmo de Thomas. Isso transforma o problema bidimensional em vérios problemas

unidimensionais mais simples.
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Resultados

Heat equation u,; + u,, = u:, constant Dirichlet boundary condition, t = 0.5
1 mJ T T T = ll
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Figure 2- Equacdo do calor bidimensional com a; = 0.1 e ag = 0.1, solucdo em ¢ = 0.5.

Primeiramente, para os valores de h = 0.05 e £k = 0.005 foram gerados resultados para
valores de a; = as = 0.1, com o objetivo de variar o tempo e observar o fendmeno de difusdao
bidimensional. Pode ser observado nas Figuras 2, 3 e 4 que os resultados estdo dentro do
esperado para a EDP do calor, com a solug¢ao inicial descontinua (Figura 1), se tornando suave
jaemt = 0.5. Apesar do calculo em direcOes alternadas, nenhuma direcdo foi priorizada pelo
algoritmo, exibindo um bom comportamento, dentro do necessério para satisfazer o fendomeno
fisico. Visto que, dados fatores iguais nas derivadas direcionais, ambas as direcdes tem que
sofrer com a mesma suavizagao.

Agora, observando-se as Figuras 5, 6 e 7, € visivel que ao se reduzir o valor anterior de
as = 0.1 em %, 1—10 e ﬁ, reduz também a difusdo na dire¢do y. Para a; = 1—(1)0a1 € visto que o
problema fica proximo de vérios problemas unidimensionais similares nas retas de y constante,
com uma pequena pertubacao dada pela interferéncia do termo de derivada segunda em ¥, neste
problema quase toda a energia € perdida nas fronteiras + = —1 e z = 1. O mesmo € repetido

de forma simétrica em z, ao se trocar a; = ﬁc@, como pode ser observado nma Figura 8.
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Heat equation u,, + u,, = u;, constant Dirichlet boundary condition, t = 1
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Figure 3- Equacdo do calor bidimensional com a; = 0.1 e as = 0.1, solugioem ¢ =1 .

Heat equation w,, + uy, = u;, constant Dirichlet boundary condition, t = 5
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Figure 4- Equacdo do calor bidimensional com a; = 0.1 e as = 0.1, solugioem ¢ =5 .
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Heat equation u,, + u,, = u;, constant Dirichlet boundary condition, t = 1
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Figure 5- Equacédo do calor bidimensional com a; = 0.1 e ag = 0.05, solugdo em ¢ = 1.

Heat equation w,, + uy, = u;, constant Dirichlet boundary condition, t = 1

1 -y T T L= ll
08 : 10
9
06 .
8
04F .
.
02} .
6 5
> of 1 2
5 >
02} .
14
04 4
13
06 : 1,
08} : 1,
-1h 1 1 1 0
1 -0.5 0 05 1

Figure 6- Equacédo do calor bidimensional com a; = 0.1 e ag = 0.01, solugdo em ¢ = 1.
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Heat equation u,, + u,, = u;, constant Dirichlet boundary condition, t = 1
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Figure 7- Equagdo do calor bidimensional com a; = 0.1 e ag = 0.001, solugdoem ¢ = 1.

Heat equation w,, + uy, = u;, constant Dirichlet boundary condition, t = 1
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Figure 8- Equacdo do calor bidimensional com a; = 0.001 e ag = 0.1, solugdoem ¢ = 1.
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Heat equation w,, + uy, = u;, constant Dirichlet boundary condition, t = 1
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Figure 9- Equagdo do calor bidimensional com a; = 10 e as = 10, solu¢doem ¢ = 1.

Heat equation w,, + u,, = u;, constant Dirichlet boundary condition, t = 5
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Figure 10- Equacao do calor bidimensional com a; = 0.001 e a = 0.001, solucdo em ¢ = 1.
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Heat equation ., + uy, = u, constant Dirichlet boundary condition, t = 30
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Figure 11- Equacdo do calor bidimensional com a; = 0.001 e ag = 0.001, solu¢do em ¢ = 30.

Pode-se observar agora na Figura 9, que para valores grandes de a; = ay = 10 o problema
perde toda a energia antes de t = 1. J4 para valores pequenos de a; = as = 0.001 a difusao
¢ bem lenta, como pode ser visto nas Figuras 10 e 11. Com base nos resultados obtidos, para
o problema retangular da equagdo de calor bidimensional com contornos de dirichlet o método
ADI se comporta bem.



