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INTRODUCAO

O problema prético descrito a seguir tem como objetivo observar e estudar computacional-
mente a equagao do Poisson empregado o esquema centrado nas duas dimensdes. Para a solu¢cdo
numeérica serdo usandos os métodos classicos para solucdo iterativa de sistemas lineares adap-
tados para equagdes elipticas atrdves da propriedade da média.

Equacao de Poisson

Dada a equacdo de Poisson
Upg + Uyy = 0,

Para um dominio quadrado 2 = (0,1) x (0, 1) e condi¢des de contorno JS2 = f(z,y). Para os
métodos iterativos os valores interiores de () precisardo de uma estimativa inicial, para tal, serd
usada f(z,y) = 0.

Serdo usadas duas f(x,y) como casos teste neste trabalho. A Figura 1 exibe uma f(x,y)
constante, tal que, f(x,y) = 10 em 02, a solugdo esperada neste caso é constante em todo
(2, visto que a Equac@o de Poisson tende a realizar em cada valor de (x,y), uma média da
vizinhanga. A Figura 2 exibe uma f(x,y) linear, tal que, f(z,y) = 5(z + y) em 052, a solugdo
esperada neste caso € uma espécie de degradé em 2, visto a propriedade da média e o principio
do maximo, note que o valor maximo de u(z,y), e para esta f(x,y) também o valor minimo,
sdo esperados nas fronteiras, ou seja, em Of2.

Primeiramente, a discretizacdo da equacdo de Poisson serd centrada nas duas dimensdes,
dano origem a

um—l,n - 2um,n + um+1,n um,n—l - 2um,n + um,n+1 o
( o )+ ( o 0

Note que, aqui ndo existe varidvel temporal, logo ambos os indices serdo subescritos, onde
temos x = mh ey = nh com h = 0.1, ou seja, o espacamento € igual nas duas dimensdes e
logo o h pode ser cancelado,

(um—l,n - 2um,n + um—i—l,n) + (um,n—l - 2um,n + um,n+1) = 0.
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Poisson equation u,. +u,, = 0, u(x,) = 10 em 99, estimativa inicial u =0 em © = (0,1) x (0,1)

u(xy)

Figure 1- Equacdo de Poisson, condi¢cdo de contorno constante e estimativa inicial igual a zero para os
métodos iterativos.

Poisson equation u,, + u,, = 0, u(z,y) = 5(z + y) em A, estimativa inicial u = 0 em © = (0,1) x (0,1)

ulxy)

Figure 2- Equacdo de Poisson, condi¢do de contorno linear e estimativa inicial igual a zero para os
métodos iterativos.
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Pode-se entdo ser gerado uma espécie de esquema onde um né da malha serd dado pela média
de seus vizinhos,

Umn = 7 (Um—l,n + Um+1,n + Umn—1 + um,n—f—l) . (1)

4

Serdo usados métodos iterativos para obter-se a solu¢cdo numerica do problema, a partir de uma
estimativa inicial, baseando-se nos métodos cldssicos para solucgdo iterativa de sistemas lineares.

Gauss-Jacobi

O primeiro método iterativo usado serd baseado no algoritmo de Gauss-Jacobi. A formula
para os pontos interiores do dominio ird usar apenas os valores ja conhecidos no passado du-
rante a iteragdo presente, desta forma os novos pontos sao dados pela Equacdo 1 modificada da
seguinte forma

= 7

k k k
m—1,n + um+1,n + U’m,nfl + um,n+1) :

Entdo, somente serd possivel calcular os pontos da iteracdo k + 2, ao se terminar todos os
pontos da interagdo k + 1, tornando o método mais lento que os métodos que serdo vistos
posteriormente.

Poisson equation u,, + u,, = 0, constant Dirichlet boundary condition, Gauss-Jacobi method
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Figure 3- Equagao de Poisson, condi¢do de contorno constante, Gauss-Jacobi com k& = 10.

Para o método de Gauss-Jacobi, ao se observar as Figuras 3, 4, 5 e 6, é possivel se verificar
que o algoritmo funciona e converge para a solugcdo esperada, mesmo que lentamente. Isto,
visto que mesmo apos 100 iteracdes o método ainda ndo convergiu totalmente para o resultado
esperado, apesar de estar bem proximo.

Para o caso linear, vemos uma convergéncia lenta, porém mais rdpido que o caso constante,
como pode ser observado nas Figuras 7, 8 € 9. Visto que, muitos dos valores de estimativa inicial
ja eram bem préximos dos valores de u(z, y) obtemos uma convergénia com menos passos, isto
¢ visivel ao se observar a diagonal inferior na Figura 7.
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Poisson equation u,, + u,, = 0, constant Dirichlet boundary condition, Gauss-Jacobi method
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u(xy)

Figure 4- Equag@o de Poisson, condi¢do de contorno constante, Gauss-Jacobi com k& = 30.

Poisson equation ., + u,, = 0, constant Dirichlet boundary condition, Gauss-Jacobi method
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Figure 5- Equacdo de Poisson, condicdo de contorno constante, Gauss-Jacobi com k£ = 50.
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Poisson equation ., + u,, = 0, constant Dirichlet boundary condition, Gauss-Jacobi method
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Figure 6- Equacdo de Poisson, condi¢do de contorno constante, Gauss-Jacobi com k

Poisson equation u,. +u,, = 0, constant Dirichlet boundary condition, Gauss-Jacobi method
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Figure 7- Equagdo de Poisson, condi¢do de contorno linear, Gauss-Jacobi com k& = 10.
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Poisson equation u,. +u,, = 0, constant Dirichlet boundary condition, Gauss-Jacobi method

u(xy)

Figure 8- Equagdo de Poisson, condi¢do de contorno linear, Gauss-Jacobi com k = 30.

Poisson equation u,. +u,, = 0, constant Dirichlet boundary condition, Gauss-Jacobi method

u(xy)

Figure 9- Equagao de Poisson, condi¢do de contorno linear, Gauss-Jacobi com k = 50.
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Gauss-Seidel

Como primeiro método iterativo descrito, apesar de um bom comportamento, o Gauss-
Jacobi € lento, porém existe uma forma simples de melhora-16. A formula para os pontos
interiores do dominio ird usar um combinacdo de pontos ja conhecidos no passado com pontos
recém calculados na iteracdo presente, desta forma os novos pontos sdo dados pela Equagao 1
modificada da seguinte forma

1
k+1 __ k+1 k k+1 k
Uppn = Z (umfl,n + Upmt1,n + Upyn—1 + um,n+1) :

Entdo, est método acelera as iteragdes do Gauss-Jacobi, usando pontos presentes assim que obti-
dos, tornando o método superior em velocidade e confidvel, como pode ser visto nos resultados
obtidos.

Poisson equation wu,, + u,, = 0, constant Dirichlet boundary condition, Gauss-Seidel method
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Figure 10- Equagdo de Poisson, condicio de contorno constante, Gauss-Seidel com k& = 10.

Observando-se os resultados obtidos pelo Gauss-seidel nas Figuras 10, 11, 12 e 13, tanto
para o caso constante, quanto para o caso linear, € observada uma melhora na velocidade de
convergéncia para ambos. Nota-se que com um numero bem inferior de iteragdes, o Gauss-
Seidel obtem resultados semelhantes aos que o Gauss-Jacobi obtém.

SOR

Vamos agora, realizar uma modifica¢do no Gauss-Seidel para for¢ar uma convergéncia mais
rdpida. Dado um paramétro w de sobrerelaxacgdo, seja agora o método SOR dado por

1
k+1 _ Kk k+1 k k+1 k k
Un = Umon +w (4_1 (umfl,n + Umi1,n + Upyn—1 + U’m,nJrl) —Umn | -

Logo, ao se aumentar w, aumentamos o ritmo do passo entre duas iteragdes. O ritmo padrao
¢ dado por w = 1, que retorna ao Gauss-Seidel, para valores de w > 1 é esperada uma con-
vergéncia mais rapida que o Gauss-Seidel. Porém € importante ndo aumentar muito o valor de

7
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Poisson equation u,. + u,, = 0, constant Dirichlet boundary condition, Gauss-Seidel method
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Figure 11- Equacdo de Poisson, condi¢@o de contorno constante, Gauss-Seidel com k£ = 30.

Poisson equation ., + u,, = 0, constant Dirichlet boundary condition, Gauss-Seidel method

u(xy)

Figure 12- Equacéo de Poisson, condi¢@o de contorno linear, Gauss-Seidel com k = 10.
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Poisson equation ., + u,, = 0, constant Dirichlet boundary condition, Gauss-Seidel method

ulxy)

Figure 13- Equacdo de Poisson, condi¢@o de contorno linear, Gauss-Seidel com k = 30.

w, visto que ao se for¢ar um passo muito grande, instabilidades podem ser geradas, tornando os
resultados completamente incorretos.

Poisson equation w,, + u,, = 0, constant Dirichlet boundary condition, SOR method
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Figure 14- Equacdo de Poisson, condi¢@o de contorno constante, SOR w = 1.4 com k£ = 10.

Com o uso de w = 1.4, tivemos um ganho muito alto na velocidade de convergéncia, e sem
obter nenhuma oscilagdo espuria nos resultados, tanto com condi¢des de contorno contantes
quanto lineares, isto pode ser visto nas Figuras 14, 15 e 16. Porém, como ’ndo existe almogo
gratis”, ao se usar um valor de w maior, igual a 1.8, j4 vemos as oscilicdes aparecerem nos

9
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Poisson equation ., + u,, = 0, constant Dirichlet boundary condition, SOR method
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Figure 15- Equacdo de Poisson, condi¢@o de contorno constante, SOR w = 1.4 com k = 30.

Poisson equation w,, + u,, = 0, constant Dirichlet boundary condition, SOR method

u(xy)

Figure 16- Equacdo de Poisson, condi¢@o de contorno linear, SOR w = 1.4 com k = 10.
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Poisson equation w,., + u,, = 0, constant Dirichlet boundary condition, SOR method
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Figure 17- Equacdo de Poisson, condi¢@o de contorno constante, SOR w = 1.8 com k£ = 10.

Poisson equation ., + u,, = 0, constant Dirichlet boundary condition, SOR method

Figure 18- Equacdo de Poisson, condig¢@o de contorno constante, SOR w = 2 com k = 10.
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resultados, e isso pode ser visto na Figura 17, que apesar de convergir muito rdpido, ja comeca
a oscilar, ao se realizar um nimero maior de iteragdes com estes parametros o método estabiliza
e converge para o mesmo resultado da Figura 15. Ja na Figura 18, vemos o problema de w = 2,

onde o algoritmo apds 100 iteracdes obteve um resultado inutil, com a instabilidade introduzida
por w.
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