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INTRODUCAO

Os problemas praticos descritos a seguir tem como objetivo observar e estudar computa-
cionalmente a EDP e sistemas de EDP’s relacionados a equacao da onda unidimensional.

Exercicio 1 - Solucao numérica da equacao da onda unidimensional

O objetivo aqui € verificar e validar alguns esquemas para a solu¢do da equagdo da onda
unidimensional. Para todos os métodos serdo usados valores de h = %, %, %. Para avaliar se
um método € ttil, serd usado o supremo dos valores obtidos para a malha, logo se Vn, m
Ju tal que |v]}| > 5 entdo o esquema é considerado iniitil, e ttil caso contrdrio. A equagdo da

onda a ser resolvida é dada por
u +u, =0

cos?(mz), sejz| <1
0, caso contrario

u(0,2) = {

A condig@o de contorno a esquerda é dada por u(t, —1) = 0, ja pela direita é dada por
v+l = "t O problema serd resolvido para z € [—1,3] et € [0,2.4].

Exercicio 1.1 - Esquema avancado no tempo e recuado no espaco com Numero de Courant
A=0.8

O esquema discretizado é dado por

P = (1 — Ao + "

m

Observando-se as Figuras 1,2 e 3, € visivel que o esquema empregado resolve o problema
de forma aceitével, além disso ndo existe |v,| > 5, logo esquema ¢ util. Pode-se ver também
que ao se aumentar o nimero de passos no espago, a solu¢do melhora de forma considerdvel. A
equacgao dada ndo envolve nenhum termo difusivo, logo o esquema empregado insere uma quan-
tidade de difusdo numérica na solucao final. Com o refino de h, a difusdo numérica melhora,
porém ainda € visivel.
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One way wave equation u, + u, = 0 forward time backward space scheme with h = 0.1

initial condition u(0,x)
09 / \ u(2.4.%)

/ \ mesh points in t = 2.4
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Figure 1- Equacdo da onda unidimensional com esquema avancado no tempo e recuado no espago com

Numero de Courant A = 0.8 e h = 1—10.

One way wave equation u, + u, = 0 forward time backward space scheme with h = 0.05

/N

initial condition (0, x)
u(2.4:%)
mesh points in t = 2.4

0.1

25 3

Figure 2- Equacdo da onda unidimensional com esquema avancado no tempo e recuado no espago com

Numero de Courant A = 0.8 e h = %.
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One way wave equation u, + u, = 0 forward time backward space scheme with h = 0.025
initial condition (0, z)

/N
,/ \\
u(2.4,x)

09
/ \ mesh points in t = 2.4

Figure 3- Equacdo da onda unidimensional com esquema avancado no tempo e recuado no espago com
Numero de Courant A = 0.8 e h = 4—10.

Exercicio 1.2 - Esquema avancado no tempo e centrado no espaco com Numero de Courant
A=0.8

O esquema discretizado é dado por

n+l _ n A( n n )
Um = Upy 2 Um+1 Um—1)-
0 One way wave equation u, + u, = 0 forward time center space scheme with h = 0.1
initial condition u(0,z)
u(2.4,x)
mesh points in t = 2.4
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Figure 4- Equacdo da onda unidimensional com esquema avangado no tempo e centrado no espago com
Numero de Courant A = 0.8 ¢ h = 1—10.

Observando-se as Figuras 4, 5 e 6, € visivel que o esquema empregado gera oscilagdes na
solugdo final, além disso existe |v’| > 5, logo esquema € inutil. Se utilizado um valor muito
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3 104 One way wave equation u, +u, = 0 forward time center space scheme with h = 0.05
initial condition u(0, )
| u(2.4,x)
‘M‘ ‘ mesh points in t = 2.4
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Figure 5- Equacdo da onda unidimensional com esquema avangado no tempo e centrado no espaco com
Numero de Courant A = 0.8 ¢ h = %.

3 X 1010 One way wave equation u, +u, = 0 forward time center space scheme with h = 0.025

initial condition u(0, )
u(24,x)
mesh points in t = 2.4

u(t,x)

Figure 6- Equacdo da onda unidimensional com esquema avangado no tempo e centrado no espago com
Numero de Courant A = 0.8 ¢ h = %.
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One way wave equation u, +u, = 0 forward time center space scheme with h = 0.025

initial condition u(0,z)
u(24,x)
T mesh points in t = 2.4
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u(t,x)
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Figure 7- Equagdo da onda unidimensional com esquema avangado no tempo e centrado no espago com
Nimero de Courant A = 0.0l e h = ﬁ.

pequeno para o Numero de Courant, A = 0.01, o resultado final melhora muito, como é visivel
na Figura 7. Porém ao se fazer isto estamos basicamente copiando o valor de v em v/,

Exercicio 1.3 - Esquema Lax-Fridrichs com Nimero de Courant A = 0.8, 1.6

O esquema discretizado é dado por
n+1 1 n 1 n
Um = 5(1 _)‘>Um+1 +§(1+)\)Um—l

Observando-se as Figuras 8, 9 e 10, € visivel que o esquema empregado resolve o problema
de forma aceitével, além disso ndo existe |v,| > 5, logo esquema € ttil. Pode-se ver também
que ao se aumentar o nimero de passos no espago, a solu¢do melhora de forma consideravel.
A equagdo dada ndo envolve nenhum termo difusivo, logo o esquema empregado insere uma
boa quantidade de difusdo numérica na solugdo final, a difusdo inserida € ainda maior que o do
esquema da Se¢@o 1.1. Com o refino de h, a difusdo numérica melhora, porém ainda € visivel.
O método pode ser problematico caso tenha que se realizar uma série temporal muito grande, a
difusdo nimerica pode tornar a solugao bem diferente da condi¢ao inicial, o que ndo € desejavel.

Pode-se obervar nas Figuras 11, 12 e 13 que o Esquema de Lax com este Numero de Courant
grande € inttil, o aumento dele afeta diretamente a estabilidade do esquema.

Exercicio 1.4 - Esquema Leap Frog com Nimero de Courant \ = (.8
O esquema discretizado é dado por

n+l _  n—1 n n
Um = Uy — )\<Um+l - Um—l)'
Observando-se as Figuras 14, 15 e 16, € visivel que o esquema empregado resolve o prob-

lema de forma aceitével, além disso ndo existe |v,| > 5, logo esquema ¢ util. Pode-se ver
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One way wave equation u, + u, = 0 Lax-Fridrichs scheme with h = 0.1

initial condition u(0, z)

u(2.4,x)
09 - // \\ mesh points in t = 2.4
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Figure 8- Equagdo da onda unidimensional com esquema Lax-Fridrichs com Nimero de Courant A = 0.8

1
eh—w.

One way wave equation u, + u, = 0 Lax-Fridrichs scheme with h = 0.05
/ \ initial condition u(0, )
/ \ u(2.4,x)

/ \ mesh points in t = 2.4
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Figure 9- Equagdo da onda unidimensional com esquema Lax-Fridrichs com Nimero de Courant A = 0.8

_ 1
eh—zo-
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One way wave equation u, +u, = 0 Lax-Fridrichs scheme with h = 0.025

initial condition u(0, x)
/ \ u(2.4,x)
L / \
0.9 / \ mesh points in t = 2.4
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Figure 10- Equagdo da onda unidimensional com esquema Lax-Fridrichs com Numero de Courant A =
0.8eh = 4.
40

One way wave equation u, 4+ u, = 0 Lax-Fridrichs scheme with h = 0.1
60 —

initial condition u(0, )
u(2.4,x)
mesh points in t = 2.4
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Figure 11- Equagdo da onda unidimensional com esquema Lax-Fridrichs com Numero de Courant A =
1.6eh= .
10



Relatorio lista 3 - Métodos Numéricos para Equagdes Diferenciais Parciais
Prof. Dan Marchesin - IMPA

x10%4 One way wave equation u, 4+ u, = 0 Lax-Fridrichs scheme with h = 0.05
25—

initial condition u(0, )
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Figure 12- Equagdo da onda unidimensional com esquema Lax-Fridrichs com Numero de Courant A =
1.6eh = 5.

%1010 One way wave equation u, + u, = 0 Lax-Fridrichs scheme with h = 0.025

initial condition u(0, )
u(24,%)
08 mesh points in t = 2.4
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Figure 13- Equagdo da onda unidimensional com esquema Lax-Fridrichs com Numero de Courant A =
1.6eh = .
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One way wave equation u, +u, = 0 Leap Frog scheme with h = 0.1
initial condition u(0,x)

u(2.4,x)
mesh points in t = 2.4
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Figure 14- Equacédo da onda unidimensional com esquema Leap Frog com Numero de Courant A = 0.8

1
eh—w.

; One way wave equation u, +u, = 0 Leap Frog scheme with h = 0.05
/ \ initial condition u(0,x) 3
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Figure 15- Equagdo da onda unidimensional com esquema Leap Frog com Nimero de Courant A = 0.8
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One way wave equation u, +u, = 0 Leap Frog scheme with h = 0.025
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Figure 16- Equacdo da onda unidimensional com esquema Leap Frog com Numero de Courant A = 0.8

_ 1
eh—40.

também que ao se aumentar o nimero de passos no espaco, a solu¢do melhora de forma con-
siderdvel. O método aqui ndo apresenta nunhum comportamento difusivo, o que é impor-
tante neste tipo de equacao apenas advectiva. O problema neste esquema € que ele apresenta
oscilacdes espurias onde a EDP deveria ser igual a 0. Porém com o refino de h essas oscilagdes
se tornam cada vez mais irrelevantes com menor amplitude, logo o método pode ser considerado
bom para o problema resolvido.

Exercicio 2 - Solu¢ao numérica do sistema de equacoes da onda unidimensional

O objetivo aqui € verificar a solug¢do do sistema de equagdes da onda unidimensional. Serd
usado h = 55 e A = 1. O sistema de equagdes € dado por

{ up+ 3 (t—2)u, + 2(t+ Dw, + 5u =0

w4 3 (t+ Duy + 52t — Dw, — 3w =0

u(0,x) = max(0, 1 — |x])
w(0, z) = max (0,1 — 2|z]|)

As condigdes de contorno para a primeira variavel sdo u(t, —3) = 0 e u(t,3) = 0. Ja para a
segunda varidvel w™ = w™th e wi! = wit!, ou seja, ird copiar ops valores mais préximos
calculados para o contorno. O problema serd resolvido para z € [—3,3] e t € [0, 2]. O esquema
empregado serd o de Lax-Fridrichs.

As duas varidveis apresentam um comportamento geral muito parecido, realizando uma
adveccdo da solucgdo inicial na direcdo x positiva. Um dos problemas do esquema de Lax, ja
visto na Secdo 1, € a difusdo numérica, € visivel que ele novamente apresenta esse mesmo
comportamento. Apesar da difusao numérica, as solucdes tendem a apresentar um crescimento

a partir de t = 1.5 como pode ser visto nas Figuras 17 e 18, visto que ambas as taxas variagao

10
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; System variable w with Lax-Fridrichs scheme with h = 0.05
- \

initial condition w(0, )

w(t,x)

Figure 17- Equagdo da onda unidimensional com esquema Leap Frog com Nimero de Courant A = 0.8

_ 1
eh= 4.
; System variable u with Lax-Fridrichs scheme with h = 0.05
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/ —— initial condition u(0, )
/ —u(15,1)
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Figure 18- Equacdo da onda unidimensional com esquema Leap Frog com Numero de Courant A = 0.8
eh= 1.
40
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espacial sdo dependentes do tempo. A varidvel w apresenta um comportamento oscilatorio
maior que a varidvel u.
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