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Superf��cies Quadriculadas

De�ni�c~ao

Uma superf��cie quadriculada ou origami �e uma cole�c~ao �nita de
quadrados unit�arios do plano cujos lados s~ao identi�cados/colados
por transla�c~oes.

Aqui, cada lado esquerdo de um quadrado �e colado com o lado
direito de um quadrado, e cada lado de baixo de um quadrado �e
colado com o lado no alto de um quadrado.
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Exemplo 1

O toro (quadrado e normalizado) �e a superf��cie quadriculada
obtida tomando-se um �unico quadrado e identi�cando seus lados
por transla�c~oes.
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Exemplo 1

O toro pode ser visto como uma superf��cie no espa�co assim:
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Dinâmica de SL(2; Z) nos origamis

De�ni�c~ao
Exemplos
Codi�ca�c~ao via pares de permuta�c~oes

Exemplo 1

O toro pode ser visto como uma superf��cie no espa�co assim:

Por constituir de apenas um quadrado, o toro normalizado �e o
origami mais simples.
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Exemplos 2 e 3

L com 3 quadrados e a Cruz Su���ca:
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Exemplos 2 e 3

Como superf��cie no espa�co, a Cruz Su���ca pode ser representada
assim:
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Exemplo 4 (toro disfar�cado)

Como acabamos de ver, quando aumentamos o n�umero de
quadrados, a \complexidade" (gênero) do origami tende a crescer.
Entretanto, nem sempre esse �e o caso:
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Como calcular o gênero de um origami?

O exemplo do toro disfar�cado diz que o gênero de uma superf��cie
quadriculada n~ao �e determinado somente pela quantidade de
quadrados.
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Como calcular o gênero de um origami?

O exemplo do toro disfar�cado diz que o gênero de uma superf��cie
quadriculada n~ao �e determinado somente pela quantidade de
quadrados.

Para expressar o gênero de uma superf��cie quadriculada,
precisamos primeiramente de uma boa codi�ca�c~ao.
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Pares de permuta�c~oes

Uma maneira simples de codi�car um origami �e atrav�es de um par
de permuta�c~oesh; v 2 SN onde:

N �e o n�umero de quadrados do origami;

h(i ) �e o vizinho �a direita do quadradoi ;

v(i ) �e o vizinho em cima do quadradoi .

C. Matheus Origamis



Introdu�c~ao
Volume do espa�co de m�odulos
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Pares de permuta�c~oes

Uma maneira simples de codi�car um origami �e atrav�es de um par
de permuta�c~oesh; v 2 SN onde:

N �e o n�umero de quadrados do origami;

h(i ) �e o vizinho �a direita do quadradoi ;

v(i ) �e o vizinho em cima do quadradoi .

Observa�c~ao T�ecnica: Vamos sempre assumir que as permuta�c~oes
h e v atuam transitivamenteno conjunto de quadrados
f 1; : : : ; Ng. Geometricamente, isto corresponde a supor que os
origamis est~ao associados a superf��ciesconexas.
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Codi�cando o origami do Exemplo 2

Numerando os quadrados do Exemplo 2 assim:

�

vemos que este origami �e codi�cado porh = (1 ; 2)(3) e
v = (1 ; 3)(2) de S3.
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Conven�c~ao

Durante toda a palestra, as permuta�c~oes ser~ao apresentadas por
seus ciclos (e iremos mesmo indicar os ciclos triviais para deixar
evidente o n�umero de quadrados do origami).
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Logicamente, a codi�ca�c~ao de um origami por um par de
permuta�c~oesn~ao �e �unica j�a que sempre podemos trocar a
numera�c~ao dos quadrados:
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numera�c~ao dos quadrados:

� �
��
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Logicamente, a codi�ca�c~ao de um origami por um par de
permuta�c~oesn~ao �e �unica j�a que sempre podemos trocar a
numera�c~ao dos quadrados:

� �
��

Formalmente, trocar a numera�c~ao dos quadrados �e o mesmo que
fazer umaconjuga�c~ao simultânea, i.e., trocar o par (h; v) por
(� h� � 1; � v� � 1).
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Como estamos mais interessados nos origamis em si do que em
suas codi�ca�c~oes particulares, vamosdeclararque (h; v) � (h0; v0)
se e somente se (h0; v0) = ( � h� � 1; � v� � 1) para algum� .
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F�ormula para o gênero

Nesses termos, o c�alculo do gênero pode ser feito do seguinte
modo. Ocomutador[h; v] = vhv� 1h� 1 corresponde a dar voltas
completas em torno dos v�ertices inferiores esquerdos dos
quadrados:

�
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F�ormula para o gênero

Em particular, decompondo [h; v] como um produto dem ciclos
n~ao-triviais de tamanhos (d1 + 1) ; : : : ; (dm + 1), determinamos
todos os pontos especiais (marcados) do origami (i.e., os pontos
onde o ângulo total em torno deles �e um m�ultiplo n~ao-trivial de
2� ).
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F�ormula para o gênero

Em particular, decompondo [h; v] como um produto dem ciclos
n~ao-triviais de tamanhos (d1 + 1) ; : : : ; (dm + 1), determinamos
todos os pontos especiais (marcados) do origami (i.e., os pontos
onde o ângulo total em torno deles �e um m�ultiplo n~ao-trivial de
2� ).

Aplicando a sua f�ormula de ��ndice preferida (Gauss-Bonnet,
Poincar�e-Hopf, Riemann-Roch, etc.), segue que o gênerog do
origami satisfaz a equa�c~ao

2g � 2 = d1 + � � � + dm
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Resumo da Introdu�c~ao

Origamis s~ao objetos simples de descrever do ponto de vista
combinat�orio (com um par de permuta�c~oesm�odulo conjuga�c~ao
simultânea) e do ponto de vista topol�ogico (via a f�ormulaexpl��cita
para o gênero.
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Resumo da Introdu�c~ao

Origamis s~ao objetos simples de descrever do ponto de vista
combinat�orio (com um par de permuta�c~oesm�odulo conjuga�c~ao
simultânea) e do ponto de vista topol�ogico (via a f�ormulaexpl��cita
para o gênero.

Agora vamos passar ao estudo de objetos ligeiramente mais
complicados (superf��cies de transla�c~ao e seus espa�cosde m�odulos)
atrav�es dos origamis.
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De�ni�c~ao

Uma superf��cie de transla�c~ao �e uma cole�c~ao �nita de pol��gonos
tal que cada lado de um pol��gono est�a associado a um outro lado
de um pol��gono de modo que os pares de lados assim constitu��dos
s~ao sempre paralelos e a colagem por transla�c~ao destes pares de
lados localmente seja como indicado na �gura abaixo.
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Observa�c~ao T�ecnica: Como todo pol��gono pode ser decomposto
em triângulos, podemos de�nir (de maneira equivalente) uma
superf��cie de transla�c~ao como uma cole�c~ao �nita de triângulos com
lados paralelos colados por transla�c~oes.
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Da mesma maneira que no caso dos origamis, podemos dar voltas
completas em torno dos v�ertices dos pol��gonos para determinar os
ângulos totais 2� (d1 + 1) ; : : : ; 2� (dm + 1) em torno dos pontos
especiais de uma superf��cie de transla�c~ao dada e com isso
determinar o gênero (novamente pela f�ormula
2g � 2 = d1 + � � � + dm).
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Da mesma maneira que no caso dos origamis, podemos dar voltas
completas em torno dos v�ertices dos pol��gonos para determinar os
ângulos totais 2� (d1 + 1) ; : : : ; 2� (dm + 1) em torno dos pontos
especiais de uma superf��cie de transla�c~ao dada e com isso
determinar o gênero (novamente pela f�ormula
2g � 2 = d1 + � � � + dm).

Al�em disso, podemos usar a lista 2� (d1 + 1) ; : : : ; 2� (dm + 1) dos
ângulos totais em torno dos pontos especiais paraorganizaro
conjunto das superf��cies de transla�c~ao.

C. Matheus Origamis



Introdu�c~ao
Volume do espa�co de m�odulos
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Na literatura, o conjuntoT (d1; : : : ; dm) de superf��cies de
transla�c~ao com ângulos totais em torno dos pontos especiais
prescritos pela lista (d1; : : : ; dm) �e dito um estrato do espa�co de
Teichm•uller de superf��cies de transla�c~ao .
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Na literatura, o conjuntoT (d1; : : : ; dm) de superf��cies de
transla�c~ao com ângulos totais em torno dos pontos especiais
prescritos pela lista (d1; : : : ; dm) �e dito um estrato do espa�co de
Teichm•uller de superf��cies de transla�c~ao .

O conjunto T (d1; : : : ; dm) admite um sistema de coordenadas
natural: com efeito, a lista dos vetores do plano determinados
pelos lados dos pol��gonos essencialmente determinam localmente
uma �unica superf��cie de transla�c~ao no estrato. Na literatura, essas
coordenadas s~ao conhecidas comoper��odos da superf��cie de
transla�c~ao.
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Na literatura, o conjuntoT (d1; : : : ; dm) de superf��cies de
transla�c~ao com ângulos totais em torno dos pontos especiais
prescritos pela lista (d1; : : : ; dm) �e dito um estrato do espa�co de
Teichm•uller de superf��cies de transla�c~ao .

O conjunto T (d1; : : : ; dm) admite um sistema de coordenadas
natural: com efeito, a lista dos vetores do plano determinados
pelos lados dos pol��gonos essencialmente determinam localmente
uma �unica superf��cie de transla�c~ao no estrato. Na literatura, essas
coordenadas s~ao conhecidas comoper��odos da superf��cie de
transla�c~ao.

Pode-se veri�car que as mudan�cas de coordenadas entre per��odos
sempre s~ao dadas por transforma�c~oesa�ns do espa�co Euclidiano
R2(2g+ m� 1) (onde g �e o gênero em �e o n�umero de pontos
marcados).
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Em outras palavras, os per��odos fazem deT (d1; : : : ; dm) uma
variedade a�m de dimens~ao2(2g + m � 1). A importância do
adjetivo a�m �e que, al�em da estrutura de variedade, ganhamos
tamb�em uma no�c~ao devolume(medida de Lebesgue) de
subconjuntos de superf��cies de transla�c~ao.
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Em outras palavras, os per��odos fazem deT (d1; : : : ; dm) uma
variedade a�m de dimens~ao2(2g + m � 1). A importância do
adjetivo a�m �e que, al�em da estrutura de variedade, ganhamos
tamb�em uma no�c~ao devolume(medida de Lebesgue) de
subconjuntos de superf��cies de transla�c~ao.

Por outro lado, enquanto o espa�coT (d1; : : : ; dm) �e bem simp�atico,
para as aplica�c~oes (tanto matem�aticas quanto f��sicas)ele n~ao �e t~ao
interessante: de fato, em diversos estudos, tem-se a necessidade de
declarar que duas superf��cies de transla�c~ao s~aoindistingu��veis
quando uma pode ser obtida da outra cortando e colando (por
transla�c~oes) peda�cos convenientes. Um exemplo disso �edado pela
�gura seguinte:
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O espa�coH(d1; : : : ; dm) obtido a partir deT (d1; : : : ; dm)
declarando que duas superf��cies s~ao iguais se uma �e obtida da
outra cortando e colando por transla�c~oes certas peda�cos�e dito
espa�co de m�odulos de superf��cies de transla�c~ao .
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Observa�c~ao T�ecnica (para os entendidos): O fato de podermos
cortar e colar corresponde a trocar o nome de classes de homologia
na superf��cie.
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Observa�c~ao T�ecnica (para os entendidos): O fato de podermos
cortar e colar corresponde a trocar o nome de classes de homologia
na superf��cie.

Dito de outro modo, para passar deT (d1; : : : ; dm) a
H(d1; : : : ; dm) devemos quocientar pelogrupo modular
� g := Dif + (M)=Dif +

0 (M) de classes de isotopia de difeomor�smos
de nossa superf��cie de gênerog.
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Observa�c~ao T�ecnica (para os entendidos): O fato de podermos
cortar e colar corresponde a trocar o nome de classes de homologia
na superf��cie.

Dito de outro modo, para passar deT (d1; : : : ; dm) a
H(d1; : : : ; dm) devemos quocientar pelogrupo modular
� g := Dif + (M)=Dif +

0 (M) de classes de isotopia de difeomor�smos
de nossa superf��cie de gênerog.

O efeito desse quociente faz que o objeto (o espa�co de m�odulo)
resultanten~aoseja uma variedade mas apenas umorbifold.
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Em muitas aplica�c~oes dos espa�cos de m�odulos, precisamos
conhecer o volume de diversos subconjuntos deH(d1; : : : ; dm),
incluindo o volume de sua \esfera unit�aria" (na verdade,
hiperbol�oide unit�ario) H 1(d1; : : : ; dm) formado pelas superf��cies de
transla�c~ao de �area 1.
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Em muitas aplica�c~oes dos espa�cos de m�odulos, precisamos
conhecer o volume de diversos subconjuntos deH(d1; : : : ; dm),
incluindo o volume de sua \esfera unit�aria" (na verdade,
hiperbol�oide unit�ario) H 1(d1; : : : ; dm) formado pelas superf��cies de
transla�c~ao de �area 1.

Nesse sentido, temos o seguinte teorema:

Teorema (A. Eskin, A. Okounkov e R. Pandharipande)

O volume deH 1(d1; : : : ; dm) �e um m�ultiplo racional de � 2g . Mais
ainda, a fun�c~ao geratriz

1X

N=1

qN �
X

S2H (d1;:::;dm)
origami com N quadrados

1
# Aut (S)

�e quase-modular, i.e., um polinômio das s�eries de Eisenstein
G2(q); G4(q) e G6(q).
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Dinâmica de SL(2; Z) nos origamis

Superf��cies de transla�c~ao
O teorema de Eskin, Okounkov e Pandharipande

A id�eia da prova deste resultado remonta aos trabalhos M.
Kontsevich e A. Zorich, e A. Eskin e A. Okounkov, n~ao �e muito
complicada, apesar das di�culdades t�ecnicas de implementa�c~ao do
argumento.
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A id�eia da prova deste resultado remonta aos trabalhos M.
Kontsevich e A. Zorich, e A. Eskin e A. Okounkov, n~ao �e muito
complicada, apesar das di�culdades t�ecnicas de implementa�c~ao do
argumento.

Com efeito, o melhor modo de entender a id�eia �e fazer uma
analogia com o caso do espa�co EuclidianoRn. Suponha que
desejamos calcular aproximadamente o volume da esfera unit�aria
por m�etodos relativamente elementares (sem recorrer a integrais
complicadas).
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A id�eia da prova deste resultado remonta aos trabalhos M.
Kontsevich e A. Zorich, e A. Eskin e A. Okounkov, n~ao �e muito
complicada, apesar das di�culdades t�ecnicas de implementa�c~ao do
argumento.

Com efeito, o melhor modo de entender a id�eia �e fazer uma
analogia com o caso do espa�co EuclidianoRn. Suponha que
desejamos calcular aproximadamente o volume da esfera unit�aria
por m�etodos relativamente elementares (sem recorrer a integrais
complicadas).

Para isso, consideramos a bolaB(0; R) de raioR centrada na
origem e contamos a quantidade de pontos \inteiros" dentro desta
bola, i.e.,N(R) = Zn \ B(0; R).
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Dinâmica de SL(2; Z) nos origamis

Superf��cies de transla�c~ao
O teorema de Eskin, Okounkov e Pandharipande

C. Matheus Origamis



Introdu�c~ao
Volume do espa�co de m�odulos
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ComoN(R) �e uma boa aproxima�c~ao do volume deB(0; R) quando
R �e grande, vemos que oconhecimento assint�oticode N(R), i.e.,
N(R) � c(n) � Rn (onde c(n) �e uma constante) permite calcular o
volume da bolaB(0; R) (a saberc(n) � Rn) e o volume da esfera
unit�aria Sn� 1(1) atrav�es da f�ormula:

vol(Sn� 1(1)) =
dvol(B(0; R))

dR
jR=1 = n � c(n):
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Voltando para o caso dos espa�cos de m�odulos, a id�eia para calcular
o volume deH 1(d1; : : : ; dm) �e essencialmente a mesma:

o papel dos pontos \inteiros" �e feito pelos origamis, de modo
que aproximamos o volume da \bola"H � R(d1; : : : ; dm) de
superf��cies de transla�c~ao de �area� R pelo n�umeroN(R) de
origamis emH(d1; : : : ; dm) formados por� R quadrados;
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Voltando para o caso dos espa�cos de m�odulos, a id�eia para calcular
o volume deH 1(d1; : : : ; dm) �e essencialmente a mesma:

o papel dos pontos \inteiros" �e feito pelos origamis, de modo
que aproximamos o volume da \bola"H � R(d1; : : : ; dm) de
superf��cies de transla�c~ao de �area� R pelo n�umeroN(R) de
origamis emH(d1; : : : ; dm) formados por� R quadrados;

calculamos a assint�oticaN(R) � c(d1; : : : ; dm) � R2g+ m� 1;
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Voltando para o caso dos espa�cos de m�odulos, a id�eia para calcular
o volume deH 1(d1; : : : ; dm) �e essencialmente a mesma:

o papel dos pontos \inteiros" �e feito pelos origamis, de modo
que aproximamos o volume da \bola"H � R(d1; : : : ; dm) de
superf��cies de transla�c~ao de �area� R pelo n�umeroN(R) de
origamis emH(d1; : : : ; dm) formados por� R quadrados;

calculamos a assint�oticaN(R) � c(d1; : : : ; dm) � R2g+ m� 1;

o volume deH 1(d1; : : : ; dm) �e (4 g + 2m � 2) � c(d1; : : : ; dm).
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Obviamente, a di�culdade da estrat�egia est�a no c�alculo de N(R) e
da constantec(d1; : : : ; dm).
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Obviamente, a di�culdade da estrat�egia est�a no c�alculo de N(R) e
da constantec(d1; : : : ; dm).

Enquanto os detalhes desse c�alculo fogem ao escopo da palestra,
em termos grosseiros o argumento faz uso de bastante
Combinat�oria e Teoria de Representa�c~oes no sentido de contar,
m�odulo conjuga�c~ao simultânea, a quantidade de pares de
permuta�c~oesh; v de SN tal que os comprimentos dos ciclos
n~ao-triviais do comutador [h; v] s~ao precisamente
(d1 + 1) ; : : : ; (dm + 1).
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Obviamente, a di�culdade da estrat�egia est�a no c�alculo de N(R) e
da constantec(d1; : : : ; dm).

Enquanto os detalhes desse c�alculo fogem ao escopo da palestra,
em termos grosseiros o argumento faz uso de bastante
Combinat�oria e Teoria de Representa�c~oes no sentido de contar,
m�odulo conjuga�c~ao simultânea, a quantidade de pares de
permuta�c~oesh; v de SN tal que os comprimentos dos ciclos
n~ao-triviais do comutador [h; v] s~ao precisamente
(d1 + 1) ; : : : ; (dm + 1).

Com efeito, como j�a sabemos da discuss~ao at�e agora, isso
\corresponde" a contar os origamis comN quadrados em
H(d1; : : : ; dm), exceto pelo fato de que estamos contando tamb�em
origamisdesconexos(mas �e poss��vel mostrar que isso n~ao altera as
assint�oticas).
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Agora vamos passar rapidamente ao estudo de uma a�c~ao natural
no conjunto dos origamis.
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SL(2; Z) e sua a�c~ao no plano

De�ni�c~ao

SL(2; Z) =
��

a b
c d

�
: a; b; c; d 2 Z; ad � bc = 1

�
�e o grupo

de matrizes 2� 2 com entradas inteiras e determinante 1.
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SL(2; Z) e sua a�c~ao no plano

De�ni�c~ao

SL(2; Z) =
��

a b
c d

�
: a; b; c; d 2 Z; ad � bc = 1

�
�e o grupo

de matrizes 2� 2 com entradas inteiras e determinante 1.

Uma matriz
�

a b
c d

�
2 SL(2; Z) age no planoR2 e preserva a

redeinteira Z2. Como consequência, o toro quadrado normalizado
�e estabilizadopor SL(2; Z):
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Grupo de Veech

Similarmente, deixandoSL(2; Z) atuar no plano, pode-se veri�car
que qualquer origamiO �e estabilizado por um subgrupo �(O) de
��ndice �nito de SL(2; Z).
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Grupo de Veech

Similarmente, deixandoSL(2; Z) atuar no plano, pode-se veri�car
que qualquer origamiO �e estabilizado por um subgrupo �(O) de
��ndice �nito de SL(2; Z).

Em outras palavras, apesar deSL(2; Z) possuir uma quantidade
enumer�avel in�nita de elementos, aSL(2; Z)-�orbita de qualquer
origami �e �nita .
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Dinâmica de SL(2; Z) nos origamis

Algumas de�ni�c~oes
A�c~ao combinat�oria de SL(2; Z) e programas de computador

Grupo de Veech

Similarmente, deixandoSL(2; Z) atuar no plano, pode-se veri�car
que qualquer origamiO �e estabilizado por um subgrupo �(O) de
��ndice �nito de SL(2; Z).

Em outras palavras, apesar deSL(2; Z) possuir uma quantidade
enumer�avel in�nita de elementos, aSL(2; Z)-�orbita de qualquer
origami �e �nita .

Na literatura, o estabilizador de um origami �e ditogrupo de
Veech deste origami.
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Dinâmica de SL(2; Z) nos origamis

Algumas de�ni�c~oes
A�c~ao combinat�oria de SL(2; Z) e programas de computador

Grupo de Veech

Similarmente, deixandoSL(2; Z) atuar no plano, pode-se veri�car
que qualquer origamiO �e estabilizado por um subgrupo �(O) de
��ndice �nito de SL(2; Z).

Em outras palavras, apesar deSL(2; Z) possuir uma quantidade
enumer�avel in�nita de elementos, aSL(2; Z)-�orbita de qualquer
origami �e �nita .

Na literatura, o estabilizador de um origami �e ditogrupo de
Veech deste origami.

No caso do origami em L com 3 quadrados, aSL(2; Z)-�orbita �e
composta por 3 origamis:
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Um problema importante (por raz~oes que n~ao teremos tempo de
explicar) �e entender as diversasSL(2; Z)-�orbitas em um estrato
H(d1; : : : ; dm) dado. At�e o momento, o �unico resultado que
dispomos (no melhor do meu entendimento) �e o seguinte teorema
em H(2):
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Teorema (P. Hubert e S. Lelievre, e C. McMullen)

Al�em da SL(2; Z)-�orbita do L com 3 quadrados, existem apenas
dois tipos deSL(2; Z)-�orbitas de origamis deH(2):

quando o n�umero de quadrados �e par, tem-se apenas uma
�orbita;

quando o n�umero de quadrados �e ��mpar, tem-se apenas duas
�orbitas.

Mais ainda, tem-se assint�oticas expl��citas para a quantidade de
origamis em cada �orbita (a distribui�c~ao �e quase, mas n~ao
exatemente, meio a meio).
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Teorema (P. Hubert e S. Lelievre, e C. McMullen)

Al�em da SL(2; Z)-�orbita do L com 3 quadrados, existem apenas
dois tipos deSL(2; Z)-�orbitas de origamis deH(2):

quando o n�umero de quadrados �e par, tem-se apenas uma
�orbita;

quando o n�umero de quadrados �e ��mpar, tem-se apenas duas
�orbitas.

Mais ainda, tem-se assint�oticas expl��citas para a quantidade de
origamis em cada �orbita (a distribui�c~ao �e quase, mas n~ao
exatemente, meio a meio).

Em linhas bem gerais, a id�eia da prova �e utilizar argumentos
geom�etricos (localiza�c~ao dos pontos de Weierstrass) para mostrar
que, partindo-se de um origami qualquer, sempre podemos chegar
(por uma sucess~ao de elementos deSL(2; Z)) a um dos seguintes
origamis-modelos:
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Para apreciar um pouco da di�culdade do problema de classi�ca�c~ao
dasSL(2; Z)-�orbitas de origamis, vamos enunciar uma vers~ao
equivalente em linguagem combinat�oria.
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Dinâmica de SL(2; Z) nos origamis

Algumas de�ni�c~oes
A�c~ao combinat�oria de SL(2; Z) e programas de computador

Lembre-se que um origami comN quadrados �e um par de
permuta�c~oes (h; v) 2 SN � SN m�odulo conjuga�c~ao simultânea.
Mais ainda, (h; v) origina um origami emH(d1; : : : ; dm) se e s�o se
os comprimentos dos ciclos n~ao-triviais do comutador [h; v] s~ao
(d1 + 1) ; : : : ; (dm + 1).
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Lembre-se que um origami comN quadrados �e um par de
permuta�c~oes (h; v) 2 SN � SN m�odulo conjuga�c~ao simultânea.
Mais ainda, (h; v) origina um origami emH(d1; : : : ; dm) se e s�o se
os comprimentos dos ciclos n~ao-triviais do comutador [h; v] s~ao
(d1 + 1) ; : : : ; (dm + 1).

Por exemplo, (h; v) 2 H (2) se e s�o se [h; v] �e um 3-ciclo.
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Lembre-se que um origami comN quadrados �e um par de
permuta�c~oes (h; v) 2 SN � SN m�odulo conjuga�c~ao simultânea.
Mais ainda, (h; v) origina um origami emH(d1; : : : ; dm) se e s�o se
os comprimentos dos ciclos n~ao-triviais do comutador [h; v] s~ao
(d1 + 1) ; : : : ; (dm + 1).

Por exemplo, (h; v) 2 H (2) se e s�o se [h; v] �e um 3-ciclo.

Logo, para traduzir o problema de classi�ca�c~ao, basta entender
como SL(2; Z) age sobre pares de permuta�c~oes. Para isso,

lembramos queSL(2; Z) �e gerado pelas matrizesS =
�

1 0
1 1

�
e

T =
�

1 1
0 1

�
, de modo que basta calcular comoS e T atuam

sobre (h; v).
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A �gura acima mostra comoT sobre (h; v): horizontalmente o
vizinho �a direita do quadradoi continua sendoh(i ), mas
verticalmente o vizinho em cima do quadradoi passa a ser
vh� 1(i ), ou seja,T (h; v) = ( h; vh� 1). Similarmente, pode-se ver
que S(h; v) = ( hv� 1; v).
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A �gura acima mostra comoT sobre (h; v): horizontalmente o
vizinho �a direita do quadradoi continua sendoh(i ), mas
verticalmente o vizinho em cima do quadradoi passa a ser
vh� 1(i ), ou seja,T (h; v) = ( h; vh� 1). Similarmente, pode-se ver
que S(h; v) = ( hv� 1; v).

Exerc��cio: Veri�que que aSL(2; Z)-�orbita da cruz su���ca
h = (1 ; 2; 3)(4)(5), v = (1 ; 4; 5)(2)(3) possui 9 elementos.
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Na literatura, esse modo de agir deS e T possui um nome:
transforma�c~oes de Nielsen . Nessa linguagem, o problema de
determinar quando dois origamis est~ao na mesmaSL(2; Z) �e
equivalente a saber quando dois pares de permuta�c~oes se deduzem
um do outro por uma sucess~ao �nita de transforma�c~oes de Nielsen
S e T m�odulo conjuga�c~ao simultânea!

C. Matheus Origamis



Introdu�c~ao
Volume do espa�co de m�odulos
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Isso sugere queexperimentos num�ericospodem ser feitos no
sentido de auxiliar nossa intui�c~ao sobre asSL(2; Z)-�orbitas dos
origamis em um estrato dadoH(d1; : : : ; dm), ao menos quando o
n�umero de quadrados �e \baixo" e os valores ded1; : : : ; dm e m s~ao
pequenos.
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Isso sugere queexperimentos num�ericospodem ser feitos no
sentido de auxiliar nossa intui�c~ao sobre asSL(2; Z)-�orbitas dos
origamis em um estrato dadoH(d1; : : : ; dm), ao menos quando o
n�umero de quadrados �e \baixo" e os valores ded1; : : : ; dm e m s~ao
pequenos.

Atualmente, existe um projeto (ainda em andamento, mas numa
etapa bastante avan�cada) de escrever programas de computador
numa linguagem \open-source" chamadaSage. Por exemplo, na
p�agina de Vincent Delecroix (http://iml.univ-mrs.fr/� delecroi/)
existem v�arios dados sobreSL(2; Z)-�orbitas de origamis, e, de fato,
o formato atual do programa (parcialmente baseado em vers~oes
anteriores escritas por Anton Zorich) permite calcular v�arias
�orbitas (e as informa�c~oes subjacentes) para origamis com at�e 24
quadrados em gêneros 3, 4 e 5.

C. Matheus Origamis



Introdu�c~ao
Volume do espa�co de m�odulos
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No momento, esses experimentos num�ericos tem permitido a
formula�c~ao precisa de conjecturas e encontrar v�arios origamis com
propriedades especiais. Por exemplo, somente para citar algumas
atividades recentes nas quais eu estou envolvido:
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No momento, esses experimentos num�ericos tem permitido a
formula�c~ao precisa de conjecturas e encontrar v�arios origamis com
propriedades especiais. Por exemplo, somente para citar algumas
atividades recentes nas quais eu estou envolvido:

juntamente com V. Delecroix, encontramos 2 contra-exemplos
(dentre � 500 origamis) �a rec��proca de um crit�erio recente de
G. Forni para \boas propriedades erg�odicas" dos origamis;

juntamente com D. Zmiaikou e J. C. Yoccoz, provamos
algumas propriedades dosorigamis regulares(uma classe
particular de origamis determinada por um grupoG e um par
de geradoresh; v) as quais tinham sido previamente
observadas por experimentos num�ericos.
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Em algumas palavras, nossa discuss~ao pode ser resumida assim:
origamis (superf��cies quadriculadas) s~ao objetos interessantes por
serem \simples" de descrever (o que permite abordar quest~oes
como o c�alculo do volume do espa�co de m�odulos de superf��cies de
transla�c~ao) e ao mesmo tempo desa�adores porque sua
organiza�c~ao no espa�co de m�odulos leva a problemas combinat�orios
relevantes (alguns dos quais sabemos estudar apenas por
computador at�e o presente momento).
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Em algumas palavras, nossa discuss~ao pode ser resumida assim:
origamis (superf��cies quadriculadas) s~ao objetos interessantes por
serem \simples" de descrever (o que permite abordar quest~oes
como o c�alculo do volume do espa�co de m�odulos de superf��cies de
transla�c~ao) e ao mesmo tempo desa�adores porque sua
organiza�c~ao no espa�co de m�odulos leva a problemas combinat�orios
relevantes (alguns dos quais sabemos estudar apenas por
computador at�e o presente momento).

Ou seja, este �e um terreno f�ertil para novas id�eias e certamente �a
espera de jovens motivados!
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Para os interessados, estes slides estar~ao dispon��veis

na minha p�agina pessoal (http://www.impa.br/� cmateus) na
se�c~ao \Notas de semin�arios" e

no meu blogem português
(http://cmssmatheus.wordpress.com/).
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