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12Questao: Exer.3 Cap.5 (BJ).

Solugao: Dado € > 0, existe ng tal que |EX,, — a| < €¢/2 para todo n > nyg.
Assim, para todo n > ng

[ Xn —al >€ C[X, - EX,| >¢€/2].

Mas, pela desigualdade de Chebychev para todo n > 1
4
P(1X,, — EXy| > €/2) < Zvar(Xy,).
€
Portanto, para todo n > ng,
4
P(|X,—a|>¢€) < 6—2va7’(Xn).

Como var(X,) — 0 quando n — +oc fica imediato concluir que X,, — «
em probabilidade.

22Questao: Exer.9 Cap.5 (BJ).

Solugao: Defina os eventos AL = [X,, > logn] e A2 = [X,, > 2logn]. Entdo,
como X, tem distribuicao exponencial de parametro 1,

1
P(A}l) = P(Xn > logn) — e—logn _ E’

Cotogn 1
P(A}) = P(X,, > 2logn) = ¢ *18" = .

Como os eventos AL paran > 1 sdo independentes e Yons1 P(A,) = 400,
pelo lema de Borel-Cantelli, B
P(A,, infinitas vezes) = 1.

Contudo 3, P(A2) < 400, e assim novamente por Borel-Cantelli,

P(A? infinitas vezes) = 0.



32Questao: Exer.18 Cap.5 (BJ).

Solugao: Observe que o problema nos define que X = {X,,}n,>1e Y = {Y, }n>1
sao independentese identicamente distribuidas. Além disso defini-se

Zn = 0, X0 + (1= 0,)Y,,

onde 6 = {0,,},,>1 sdo i.i.d. e independente de X e de ¥ com

Desta forma fica simples verificar que {Z,,},,>1 ¢ uma familia de variaveis
aleatérias i.i.d. e que EZ, < +oo. Portanto satisfaz as condicoes da lei
forte de Kolmogorov.

42Questao: Exer.22 Cap.5 (BJ).

Solugao: Note inicilmente que P(Xa, > Xa,_1) é drea da regiao [0,2n — 1] X
[0,2n] N{(z,y) € R? | < y}, e portanto se definirmos Y, = 11x,, > x5, 4]
teremos que

1 1
PY,=1)=-+—.
(¥ ) 2 4n
Se estamos interessados no comportamento assint6tico de S, /n = > | Y, /n
vejamos que tal sequéncia satisfaz a lei forte. De fato, {Y,,}n>1 s@o inde-

pendentes entre si e

11 11
EY, = =+ — var(Y,) = ~ — ——.
=g T ver(n) =5 - 16

Portanto satisfaz as condigoes da primeira lei forte de Kolmogorov. Assim

com probabilidade 1,
S, ES,

n n

— 0,

quando n — +o0o. Contudo

ES,

quando n — 4o00.



