2¢ Tista de Exercicios

Curso de Probabilidade e Processos Estocasticos

31,/03/2003

12Questao: Exerc.8 Cap.1 (BJ).

Solugao: Um possivel espago amostral seria Q = {(z,,) | 2, € {2,...,12}Vn >
1} onde cada x,, é interpretado como o resultado do n-ésimo langamento.
Como a principio ndo sabemos quantos langamentos serao necessarios para
terminar o jogo precisamos considerar sequéncias infinitas. Note que a
princfpio nao sabemos sequer se o jogo terminard em algum momento.
Veremos que como uma consequéncia do lema de Borel-Cantelli, com prob-
abilidade 1 o jogo termina em tempo finito.

Se representarmos por [z, = i] = {(z,) | zx = i}(leia o conjunto das
sequéncias com k-ésimo termo igual a i) entao
1 2
P(ij :2) ZP(Z‘k = 12) = @,P(a}k 23) :P(J}k = 11) = 6—2,
3 4
Pl = 4) = P(a, = 10) = &, P(a, = 5) = Plax = 9) = o,
5 6
P(Jik = 8) = P(Z‘k = 6) = @,P(ij = 7) = 6—2

Assim para calcularmos a probabilidade de vitéria, defina o evento A =
[ocorréncia de vitéria] e observe que A = U,>1A4,, onde

A,, = [ocorréncia de vitéria no n-ésimo lancamentol.

Desta forma,
P(A,) = Z Pxy=k,as#kou7, ...,z 1 #kouT,x,=k).
k=4,5,6,8,9,10
Mas, a probabilidade no lado direito do somatdrio é igual a
P(zy = k)P(z, = k) > P(z3 = j2)..P(&n_1 = jn_1)
2>5;<12,4;#k OU 7,i=2,...,n—1
que por sua vez € igual a
P(xy = k)*( > P(zy = k)" "2
2>i<12,i#k Ou 7

O célculo do resultado exato é deixado a cargo do leitor.



22Questao: Exerc.20 Cap.1 (BJ).

Solucgao: Se definirmos os eventos A = [Fluminense ganha o jogo] e B = [chove neste dia]
entao o problema nos fornece que

P(B)=0,5, P(A|B)=0,4e P(A| B°) = 0,6.
Logo para sabermos P(B | A) devemos usar a férmula de Bayes dada por

P(A| B)P(B)
(A B)P(B)+ P(A| B)P(B¢)

P(B|4) =5

As contas ficam a cargo do leitor.
32Questao: Exerc.21 Cap.1 (BJ).

Solugao: Se definirmos os eventos A = [Pedro escreve a carta], B = [o correio néo a perde]
e C' = [o carteiro a entrega] entdo o problema nos fornece que

P(A)=0,8,P(B|A)=0,9¢ P(C| ANB)=0,9.

Assim para sabermos P(A€ | C¢) devemos usar a férmula de Bayes nova-
mente.

P(C°| A°)P(A°)
P(Ce | A¢)P(A°¢) + P(Cc | A)P(A)
Note que P(C¢ | A°) = 1 e assim para exprimirmos o valor exato de
P(A°| C°) s6 necessitamos saber o valor exato de P(C° | A). Para tanto,

P(A°| C°) =

P(C°|A)=P(C°NB|A)+P(C°NB°|A).
Mas pelo exercicio seguinte
P(C°NB | A) = P(C°| ANB)P(B | A),P(C°NB° | A) = P(C°| AnNB°)P(B° | A).
As contas ficam a cargo do leitor.
42Questao: Prove e interprete a igualdade;

P(A|BNC)P(B|C)=P(ANB|C).

Solugao: De fato,

_P(AnBNC) PANBNC) P(C)  PANB|C)
PATBNC) =—pErey —— po)  PBAC) ~ PB|O)

Esta igualdade é uma generalizagao do caso onde C' = ().

52Questao: Exerc.22 Cap.1 (BJ).



Solucao: 1. [ocorréncia de nenhumAg] = Ni<p<n A7,

logo, P(ocorréncia de nenhumAy) = H (1 —pg).

2. Jocorréncia de pelo menos umAy] = (N1<k<nA%)C,

logo, P(ocorréncia de pelo menos umAy) =1 — H (1 —pg).
1<k<n

3. [ocorréncia de exatamente um dosAy] = Ui<j<nAi Nizi Af,

logo, P(ocorréncia de exatamente um dosAy) = Z Di H(l —Dk)-
1<j<n ki

4. [ocorréncia de exatamente dois dosAy] = Ui<icj<nAiNA;jNiij AT,

logo, P(ocorréncia de exatamente dois dosAy) = Z DiDj H (1—pg).
1<i<j<n  k#ij

5. [ocorréncia de todos 0sAy] = Ni<k<nAk,

logo, P(ocorréncia de todos osAg] = H Dk
1<k<n

6. [ocorréncia de no maximo n — 1 dosAx] = (N1<k<nAk)®

logo, P(ocorréncia de no mdximo n — 1 dosAg) =1 — H Di-
1<k<n

62Questao: Exerc.25 Cap.1 (BJ).

Solugao: Considere uma regido A de volume V no espaco e seja A uma regiao
disjunta de A e com volume AV. Denote por Ej(A U A) como o evento
de achar exatamente k estrelas na regiao AU A‘. Entéao tal evento occorre
se, e somente se, uma das seguintes condigoes ocorre:

1. Encontram-se exatamente k estrelas em A e nenhuma estrela em A;

2. Encontram-se exatamente k — 1 estrelas em A e exatamente 1 estrela
em A;

3. Encontram-se exatamente k — i estrelas em A e exatamente i estrelas
em A para 2 <1i < k.

Defindo por B; como o evento explicitado pela condigao (i) acima definida
para i=1,2,3, pelas hipoteses do problema temos que:

P(By) = Po(V)(1 — AAV — o(AV));



P(Bg) = Pk,1(V))\AV + O(AV),

P(B3) = o(AV'),onde O(AA“//) — 0 quando AV — 0.

Desta forma, como os eventos B; sao dijuntos, é imediato notar que

dPy(V)
av

= —AP,(V) 4+ AP,_1(V).
Assim fica a cargo do leitor verificar que

Pk(V) _ e—/\V ()‘;/;)k

é a Unica solucao para o sistema de equacoes acima descrito.
72Questao: Exerc.29 Cap.1 (BJ).

Solugao: Para analizarmos esta problema denote por

E,, = [a populagao conter exatamente n elementos].

Observe que para At > 0, o sistema se encontra no estado F,, no tempo

t + At se, e somente se, uma das seguintes condigoes é satisfeita:

1. No tempo t o sistema se encontra no estado E,, e nao ocorre mudanga

entre t e t + At;

2. No tempo t o sistema se encontra no estado E,,_1 e ocorre F,, 1 — E,

entre t e t + At;

3. No tempo ¢ o sistema se encontra no estado E,, ;1 e ocorre E,, 1 — E,

entre t e t + At;

4. Ocorre mais de uma mudanca entre ¢ e ¢t + At;

Denote como )\, a taxa de transicao correspondente a mudanca F, —
E, 11 e por u, ataxa de transigao correspondente a mudanca E,, — E,,_;.
Como néao ha interacgao entre os elementos , e eles morrem ou se dividem
independentemente, A\, = nA e u, = nu. Defindo por A; como o evento
explicitado pela condicao (i) acima definida para i=1,2,3,4, pelas hipoteses

do problema temos que:
P(A1) = P,(t)(1 = My At — p, At) + o(Ab);
P(Ay) = M1 AtP,_1(t) e P(A3) = pnt1AtP,41(t) + o(At);
P(A4) = o(At),onde % — 0 quando At — 0.
Desta forma, como os eventos A; sao dijuntos, é imediato notar que

dPy(t)
dt

= _()\n + ,U/n)Pn(t> + )\nflpnfl(t) + ,U/n+1Pn+1(t>-



Supondo que A = p=1e P;(0) =1 é simples verificar (basta derivar) que

t tn—l

PO(f):H—l e Pu(t) = [ e

=1,2,..

é uma solucdo do sistema de equactes acima descrito. Assim é intuitivo
que a probabilidade de que em algum momento a populacao esteja extinta
seja dado pelo limite quando t — +o00 de Py(t) que de neste caso é 1.

82Questao: O lema de Borel-Cantelli. Seja {4, } uma sequéncia de eventos
aleatérios. Defina o evento

[ocorréncia de A, infinitas vezes] = limsup A,,.
onde limsup A;,, = Ny, >1 Ug>n Ag. Desta forma,
Se 3,51 P(An) < oo, entdo P(A, infinitas vezes ) = 0.
Se 3,51 P(An) = +00 e 0s A, sido independentes, entdo P(4,, infinitas vezes ) = 1.

Solugao: Para provar a primeira parte, note que se ) -, P(A,) < 400 entao
> ksn P(Ar) — 0 quando n — +oco. Contudo,

[A,, infinitas vezes | C U AVn > 1,
k>n

logo
P(A, infinitas vezes ) < P(|_J Ax) <Y P(4;) — 0

k>n k>n
quando n — +o0o. Portanto P(A,, infinitas vezes ) = 0.

Para provar a segunda parte note que, [A, infinitas vezes | = Np>1B,
onde B, = Ug>pAg, e portanto é suficiente provarmos que P(B,) =
1¥n > 1(a intercecdo enumeravel de conjuntos com probabilidade total
possui probabilidade total). Para tanto observe que

B'SL C mnSkSn-ﬁ-mAz'

Assim para todo m,

n<k<n4+m

Como 1 —z < e™? para z € [0, 1], temos que

L= P(B,) <exp(~ . P(4x) =0

n<k<n+m

quando m — 4o00. Logo, P(B,) = 1Vn.



92Questao: Mostre que na 12 questao o jogo termina, com probabilidade 1,
em tempo finito.

Solugao: Note que a princfpio pode acontecer uma sequéncia de lancamentos
onde o jogo nunca encerra, por exemplo: (4,5,5,5,5,...). Mas como
uma consequéncia do lema de Borel-Cantelli veremos que o conjunto de
sequéncias que nao permitem o termino do jogo tem probabilidade 0. De
fato, defina como A o conjunto de tais sequéncias. Note que se x € A
entao r nao tem digito algum com valor 7. Assim se B é conjunto de
sequéncias que nao possuem digitos com valor 7 temos que A C B. Agora
se definimos como C, o conjunto de sequéncias que possuem o digito 7 na
n-ésima casa, vemos pelo problema 1 que tais eventos sao independentes

Z P(C,) = +o0.

n>1

Logo, pelo lema de Borel-Cantelli, P(C,, infinitas vezes) = 1. Mas
A C B C [C,, infinitas vezes|®,
e destarte

P(A) < P(B) < P(|C,, infinitas vezes|®) = 1—P([C,, infinitas vezes]) = 0.



