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12Questao: Sejam {A,},>1 € {By}n>1 duas sequéncias de eventos tais que
A, T Ae B, | B. Prove que P(A,) 1 P(A) e P(B,,) | P(B).

Solugao: Dizer que A4,, T A (respectivamente B,, | B) significa dizer que A,, C

An+1 (Bn+1 - B,L) para todo n > 1le U,L21An = A ( ,L21B =
Dizer que P(A,) T P(A) (P(B,) | P(B)) significa dizer que P(A,,)
P(An41) (P(Bpy1) < P(B,)) para todo n > 1 e lim,_,, P(4,) = P(4)
(limy,,— oo P(By) = P(B)).
Desta forma, por 4,, C A1 deduzimos que P(A4,) < P(A4,+1). Além
disso, definindo C), = (A—A4,,) temos que C,, | D e P(C,,) = P(A)—P(A,,)
por A = Up>1A4,. Logo, pela continuidade no vazio, P(C,) — 0 e assim,
lim, o (P(A) — P(A,)) = 0. Com isso é imediato concluir que P(A,)
converge para P(A).

No outro caso é s6 observar que se B,, | B entao Bf T B¢, permitindo
deduzirmos como coroldrio do caso anterior que P(BS) 1 P(B¢). Mas
P(B,)=1—P(B%) e P(B)=1— P(B°), e destarte P(B,,) | P(B).

22Questao: Exer.2 Cap.1 (BJ).

Solugao: Observe que se definirmos C,, = U}, A4; entao C,, | C' = Up>14,.
Desta forma, P(C,) T P(C). Mas P(C,) < > i P(4;) < Yo, P(4).
Logo, P(Ui>14;) = P(C) = limy, oo P(Cr) < 3755, P(As). a

32Questao: Exer.5 Cap.1 (BJ).

Solugao: Note que P(A4, N B,) = P(A,) + P(B,) — P(A, U B,). Como
P(A4,) — 1 e P(4,) < P(4,UB,) <1, entao P(A, U B,) — 1.
Assim, (P(A, N B,) — P(B,)) = (P(A,) — P(A, UB,)) — 0. Logo,
limy, o0 P(An nB ) = lim,, ( n) =D

42Questao: Exer.12 Cap.1 (BJ).

Solugao: Exibir um modelo probabilistico para um experimento significa exibir
um espaco amostral 2 que descreva os possives valores registrados pela
medi¢ao. Como em ambos os casos, tanto sorteio com reposicao como
sem reposicao, o numero de reis registrados pode ser qualquer um entre
{1,2,3,4} definimos entao para ambos os casos que Q2 = {1,2,3,4}. Desta



forma, o proximo passo conciste em dar probabilidades para cada atomo
{i} onde ¢ = 1,2,3,4. No caso de espac¢Os de probabilidade com espago
amostral finito Q@ = {1, ..., 5}, para definir a probabilidade que descreve o
modelo é suficiente descrever-la sobre os subconjuntos da forma {i} com
i=1,...,5. Em nosso caso temos que para ambos experimentos,

P({i}) = P([registra-se k reis)),k =1,2,3,4.

Defina os seguintes eventos; B; = [registrou-se um rei no sorteio i] e A; =
Bf. Entao

[registra-se k reis] = U ﬂ A; ﬂ B;,.
k

11 <...<ig jF£i1,...

Agora vejamos o caso onde o sorteio é feito com reposicao. Denote por P,
como a probabilidade que descreve o experimento onde o sorteio é feito
com reposicao. Neste caso para todo ¢ € {1,2,3,4}, A; é independente de
Aj, B;j para todo j # i. Assim

k
P () ANB)= [ P4y

i, i =1 G =1

—

P(B;

k o
Como os eventos [, ;, ;, A;j (=1 Bi, sao dijuntos

rh = 3 T1 )R
=1

11 <. <Up JFEUL eyl

Mas para todo k = 1,2,3,4 temos que [[;,; ; Pe(4;) Hle P.(B;,) =

(%)k X (;13)4 k. Assim

P({RY) = G x (o)

onde C é o niimero de combinagdes de k uns em 4 casas.

Para o caso de sorteios sem reposicao necessitamos da seguinte equagao:
para todo Al, ---aA’m P(Al N A2 Nn...N An) = P(AI)P(AQ ‘ Al)P(An |
A;N...NA,_1). Denote por P; como a probabilidade que descreve o
experimento onde o sorteio é feito sem reposi¢ao. Deixarei como exercicio
verificar usando a férmula acima que

k
P( AjﬂBil):4X-~-><(4—(/€—1))><48...><(48—(4—(k_1))).

Gtk 52 X ... x 49

Assim P({]{:}):Cﬁ(“"'xm (k— 12)2>><<48X4><9(48 (4—(k— 1)))



