Probabilidade e Processos Estocasticos

Mestrado Métodos Mateméticos em Energia/Financas

Prova Final - Solucao

(1) O evento B pode ser escrito como
B =2, U2, Ak
Dado qualquer n > 1,

P( i Ap) < Z P(Ax)
k=n k=n

e a hipdtese significa que esta expressdao converge para zero quando n — oo.
Como a sequéncia de conjuntos

Urzn Ak
é ndo-crescente, concluimos (propriedade de monotonia da probabilidade) que
P(Nee, Up, Ag) = lim P(URZ, Ay) =0.
(2) NotequeYzXl—XQ seX1 2X2€Y=X2—X—186X22X1. Em
qualquer dos casos Y € [0, 1]. Portanto Fy (a) = 0 para todo a < 0e Fy(a) =1
para todo a > 1. Para 0 <a <1,
fY(A) = P(Y < Cl) = P(Xl > X0, X1 — X5 < Cl) +7D(X1 < X9, Xo— X1 < a).

As duas parcelas correspondem as regioes sombreadas na figura. Como X; e
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X, tém distribuigdo uniforme e sdo independentes, (X7, X») tem distribuigao
uniforme em [0, 1] x [0, 1]. Portanto,

Fyla)=1—(1—a)*=2a—a®> para0<a<l.

Considere
2—2a se0<a<1

f(x):{o se a ¢ 0,1]

Entdo Fy(a) = [ f(z) dz para todo a. Isto prova que a varidvel Y é absolu-
tamente continua, tendo f como funcao de densidade.

(3)(a) Queremos calcular Fx, x,(a1,a2) = P(X; < a1, X2 < ag) para todo
a; > 0eay>0. Se ay +az > 1 entdo Fyx, x,(a1,a2) =1. No caso a; +az <1
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aias as 2 — as as 2 — a2 1

Frax(ane) ===+ 53— 2 2 1
(a funca@o de densidade é constante = 1/2).
(3)(b) pelo item anterior,
1 1 11 3
X1 <, Xo< o) = - =)= —.
7)( 1_2a 2_2) ]:Xl,X2<2’2) 4
Por outro lado,
PXi< D) =P(Xa< by= "
P=gl T =gl Ty
Portanto, as variaveis nao sao independentes:
1 1 1 1
P(X1 < §7X2 < 5) #P(X1 < 5)73()(2 < 5)

(4)(a) Seja N o nimero de langamentos. Sempre temos N > 2.
Se X; = 6 entdo N = 2 com probabilidade total. Dado k =2,3,...
Se X; = 5 entdo N > k com probabilidade (1/6)%~*.
Se X7 =4 entdo N > k com probabilidade (2/6)%*.
Se X7 = 3 entdo N > k com probabilidade (3/6)%*.



Se X; =2 entdo N > k com probabilidade (4/6)%.
Se X1 = 1 entdo N > k com probabilidade (5/6)*~1.
Portanto

) oo b N k—1
E(N :ZPN>k—2+ZPN>k)—2+ZZ%<6gZ>

k=2 k=21i=1

O

(4)(b)
Os resultados (X7, X2) possiveis sdo
(1,1), com probabilidade (1/6)
(2,1), (2,2), com probabilidade (1/6)(1/2) cada um
(3,1), (3,2), (3,3), com probabilidade (1/6)(1/3) cada um
(4,1), (4,2), (4, 3), (4,4), com probabilidade (1/6)(1/4) cada um
(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5) com probabilidade (1/6)(1/5) cada um
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6) com probabilidade (1/6)(1/6) cada

Portanto cov(X; Xy = E(X1X2) — E(X;)E(X2) vem dada por

)

NN N

[\

)

1 1 1 1 1 1 16
EX))=1-42= Z44= Z Z- -
(X1) et 6+36+ 6+56+66 5

1 1 1 1 1 1. 21 1 1 1 1
E(Xy))=-(l4=d-d-d-t )+ =g -g4-=
(X2) 6( +2+3+4+5+6)+6(2+3+4+5+6)
+3(1 1 1+1)+4(1 1+1)+5<1+1)+61

6'3 45 6 64 5 6" 65 6 66

1 11 11 11
E(Xng)f16+(2+4)77+(3+6+9)77+(4+8+12+16)77

62 63 4
11 11
+(5+10+15+2O+25)65+(6+12+18+24+30+36)66
1 46
6(1+3+6+10+15+21) 0

(5)(a) A funcdo de densidade conjunta de Xs,_1 e Xa, é constante igual a
1 no quadrado [0,1] x [0,1], uma vez que etsas varidveis sdo independentes e
uniformente distribuidas em [0, 1]. Portanto Var(Z,) = E(Z2) — E(Z,)? = 1,

ja que
Il
/ / x1 — xo)dr1das = / / tdtds —/ 2t|t|dt =0
t —



1 1 1 1
E(Z}) :/O /O (21 — x2)*dayday = /12t2|t|dt = 2/0 23dt = 1.

(5)(b) Como os X,, sdo independentes e identicamente distribuidos, e cada Z,
depende apenas de X5, 1 Xa,, as varidaveis Z,, também sao independentes e
identicamente distribuidas. No item anterior vimos que elas tém esperanca e
variancia finitas. Logo podemos aplicar o teorema central do limite para concluir
que existem constantes m e o (neste caso m = esperanca = 0 e o = variancia
= 1) tais que a sequéncia das fungoes de distribuicdo Fy, das variadveis

1

Jn

converge em todo ponto para a funcao de distribuigao normal

1 a2
Fla)= \/27r0/ a e




