Probabilidade e Processos Estocasticos

Mestrado Métodos Mateméticos em Energia/Financas

Prova 2 - Solucao

(1) A cada retirada a probabilidade de ndo obter a carta inicial é 51/52. Além
disso as tentativas sucessivas sao independentes (porque ha reposicio e embar-
alhamento). Portanto P(N > k) = (51/52)*~! para todo k > 1. Note que
P(N > 0) = 1. Equivalentemente, P(N = k) = (1/52)(51/52)*~2 para todo
k>2eP(N=0)=P(N =1)=0. Logo,

E(N) = ikP(N =k)= iP(N >k)=1+ i(m/m)k—l =53
k=1 k=0 k=1

E(N?) = i E*P(N =k) = ioj(1c2/52)(51/52)’€—1
k=1

k=1
Var (N) = E(N?) — E(N)?

(2)(a) Como Xa,—1 € Xa, sdo independentes, a sua fungdo de densidade con-
junta é
1 1

fX2n—17X2n (1‘171’2) = fX2n—1(z1)fX2n (‘T?) = om— 1 % .

Portanto,

2n—1 2n
1
P(Z=1)=P(Xop >14 Xop_1) = /0 dxl/1 dxzm

Consequentemente,




(2) (b)Temos que

iVar(Zn) _ii 1
— n? B — 4n2?  16nt

converge. Portanto podemos aplicar a primeira lei forte dos grandes nimeros
de Kolmogorov para concluir que

1
E(Z1+"'+Zn—E(Z1)—"'—E(Zn)) —0
quase certamente. Observe que, E(Z,) — 1/2 e portanto

(B(Z1) + - + E(Zn)) —

S|~
DN | =

Logo, a relagao anterior quer dizer que

1
E(Zl+"'+Zn)_>

N | =

quase certamente.

(3) Se X +Y e X — Y sdo independentes,
E(X+Y)X-Y)=EX+Y)E(X-Y).
Usando a linearidade da esperanca matematica, isto é equivalente a
B(X? — Y2) = (BE(X) + B(Y))(E(X) - B(Y)) & E(X?) - B(Y?) = E(X)? — E(Y)?
& EBE(X*) - EB(X)2=EY? - EY)
A ltima igualdade significa que Var (X) = Var (Y).
(4) Note que Xy,...,X,,... sdo independentes, identicamente distribuidas

(porque P(X, = 0) e P(X,, = 1) ndo dependem de n) e integraveis (porque
E(X,) = 1/2 é finita). Portanto, pelo teorema central do limite,

1
ovn

onde p = E(X,) =1/2e 0% = Var(X,)) = E(X2)-FE(X,)*=1/2—1/4=1/4,
e portanto o = 1/2. Isto significa que

(S, —nu) — N(0,1) em distribuigao

1 @ 1 2
Pl —— _ < —z“/2
(O_\/ﬁ(‘g’ﬂ n/’L) - a) /;oo O—\/ﬁe e

para todo a € R.
(5)(a) Por independéncia

Fy@)=PY <a)=PX1<aeX;<a)=PX <a)P(X; <a)=d



Além disso,

Fz(a) =P(Z <a)=P(X1 <aouXs<a)
=P(X;<a)+P(Xy<a)-P(X1<ae Xy <a)=2a—d>.

(5)(b) Por definicao Cov (Y, Z) = E(YZ) — E(Y)E(Z). Como X; e X3 sdo
independentes, a sua fungao de densidade conjunta é

Ixi,x0 (21, @2) = fx, (1) fxo (w2) = 1.

Portanto

1 1 1 T 1 x1
E(Y) :/ / max{xy, xs }drides :/ dazl/ 1 dxs —l—/ dx2/ T dxy
o Jo 0 0 0 0

1 1
= / r2dr, +/ r3dry = 2/3.
0 0

1 1 1 T 1 T
E(Z):/ / min{xl,xg}dxldxzz/ dacl/ xgdeJr/ dacg/ TodT
o Jo 0 0 0 0

1 1
- / (22/2)dzr + / (22/2)dzs = 1/3.
0 0

Método alternativo: Do item (a) temos que as fungoes de densidade de Y e Z
sdo dadas por fy(z) =2z e fz(x) =2—2z parax € [0,1], ¢ fy(z) = fz(z) =0
se x ¢ [0, 1]. Portanto

EY)= /01 xfy(z)dx = /1 22%dx = 2/3

0

1 1
E(Z):/O mfz(x)dx:/ 21 — 22%dxr = 1/3.

0
Finalmente,

1,1 1,1
E(YZ):/O /0 max{xl,xg}min{xl,aﬁg}dxldxgz/o /0 1122 dxy das

1 1
:/ xldxl/ xodre = 1/4.
0 0

Portanto Cov (Y, Z) = (1/4) — (1/3)(2/3) = 1/36.



