
Probabilidade e Processos Estocásticos

Mestrado Métodos Matemáticos em Energia/Finanças

Prova 2 - Solução

(1) A cada retirada a probabilidade de não obter a carta inicial é 51/52. Além
disso as tentativas sucessivas são independentes (porque há reposição e embar-
alhamento). Portanto P(N > k) = (51/52)k−1 para todo k ≥ 1. Note que
P(N > 0) = 1. Equivalentemente, P(N = k) = (1/52)(51/52)k−2 para todo
k ≥ 2 e P(N = 0) = P(N = 1) = 0. Logo,

E(N) =
∞∑
k=1

kP(N = k) =
∞∑
k=0

P(N > k) = 1 +
∞∑
k=1

(51/52)k−1 = 53

E(N2) =
∞∑
k=1

k2P(N = k) =
∞∑
k=1

(k2/52)(51/52)k−1

Var (N) = E(N2)− E(N)2

(2)(a) Como X2n−1 e X2n são independentes, a sua função de densidade con-
junta é

fX2n−1,X2n(x1, x2) = fX2n−1(x1)fX2n(x2) =
1

2n− 1
1

2n
.

Portanto,

P(Z = 1) = P(X2n > 1 +X2n−1) =
∫ 2n−1

0

dx1

∫ 2n

1+x1

dx2
1

2n(2n− 1)

=
1

2n(2n− 1)
1
2

(2n− 1)(2n− 1) =
1
2
− 1

4n
.

Consequentemente,

E(Zn) = 0P(Zn = 0) + 1P(Zn = 1) =
1
2
− 1

4n

E(Z2
n) = 02P(Zn = 0) + 12P(Zn = 1) =

1
2
− 1

4n

Var (Zn) = E(Z2
n)− E(Zn)2 =

1
4
− 1

16n2
.
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(2)(b)Temos que
∞∑
n=1

Var (Zn)
n2

=
∞∑
n=1

1
4n2
− 1

16n4

converge. Portanto podemos aplicar a primeira lei forte dos grandes números
de Kolmogorov para concluir que

1
n

(Z1 + · · ·+ Zn − E(Z1)− · · · − E(Zn))→ 0

quase certamente. Observe que, E(Zn)→ 1/2 e portanto

1
n

(E(Z1) + · · ·+ E(Zn))→ 1
2
.

Logo, a relação anterior quer dizer que

1
n

(Z1 + · · ·+ Zn)→ 1
2

quase certamente.

(3) Se X + Y e X − Y são independentes,

E((X + Y )(X − Y )) = E(X + Y )E(X − Y ).

Usando a linearidade da esperança matemática, isto é equivalente a

E(X2 − Y 2) = (E(X) + E(Y ))(E(X)− E(Y ))⇔ E(X2)− E(Y 2) = E(X)2 − E(Y )2

⇔ E(X2)− E(X)2 = E(Y 2)− E(Y )2.

A última igualdade significa que Var (X) = Var (Y ).

(4) Note que X1 , . . . , Xn , . . . são independentes, identicamente distribúıdas
(porque P(Xn = 0) e P(Xn = 1) não dependem de n) e integráveis (porque
E(Xn) = 1/2 é finita). Portanto, pelo teorema central do limite,

1
σ
√
n

(Sn − nµ)→ N(0, 1) em distribuição

onde µ = E(Xn) = 1/2 e σ2 = Var (Xn) = E(X2
n)−E(Xn)2 = 1/2−1/4 = 1/4,

e portanto σ = 1/2. Isto significa que

P
(

1
σ
√
n

(Sn − nµ) ≤ a
)
→
∫ a

−∞

1
σ
√

2π
e−x

2/2dx

para todo a ∈ R.

(5)(a) Por independência

FY (a) = P(Y ≤ a) = P(X1 ≤ a e X2 ≤ a) = P(X1 ≤ a)P(X2 ≤ a) = a2.
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Além disso,

FZ(a) = P(Z ≤ a) = P(X1 ≤ a ou X2 ≤ a)

= P(X1 ≤ a) + P(X2 ≤ a)− P(X1 ≤ a e X2 ≤ a) = 2a− a2.

(5)(b) Por definição Cov (Y,Z) = E(Y Z) − E(Y )E(Z). Como X1 e X2 são
independentes, a sua função de densidade conjunta é

fX1,X2(x1, x2) = fX1(x1)fX2(x2) = 1 .

Portanto

E(Y ) =
∫ 1

0

∫ 1

0

max{x1, x2}dx1dx2 =
∫ 1

0

dx1

∫ x1

0

x1 dx2 +
∫ 1

0

dx2

∫ x1

0

x2 dx1

=
∫ 1

0

x2
1dx1 +

∫ 1

0

x2
2dx2 = 2/3.

E(Z) =
∫ 1

0

∫ 1

0

min{x1, x2}dx1dx2 =
∫ 1

0

dx1

∫ x1

0

x2 dx2 +
∫ 1

0

dx2

∫ x1

0

x2 dx1

=
∫ 1

0

(x2
1/2)dx1 +

∫ 1

0

(x2
2/2)dx2 = 1/3.

Método alternativo: Do item (a) temos que as funções de densidade de Y e Z
são dadas por fY (x) = 2x e fZ(x) = 2−2x para x ∈ [0, 1], e fY (x) = fZ(x) = 0
se x /∈ [0, 1]. Portanto

E(Y ) =
∫ 1

0

xfY (x)dx =
∫ 1

0

2x2dx = 2/3

E(Z) =
∫ 1

0

xfZ(x)dx =
∫ 1

0

2x− 2x2dx = 1/3.

Finalmente,

E(Y Z) =
∫ 1

0

∫ 1

0

max{x1, x2}min{x1, x2}dx1dx2 =
∫ 1

0

∫ 1

0

x1x2 dx1 dx2

=
∫ 1

0

x1 dx1

∫ 1

0

x2 dx2 = 1/4.

Portanto Cov (Y,Z) = (1/4)− (1/3)(2/3) = 1/36.
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