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Mestrado Métodos Matemáticos em Energia/Finanças

Prova 1 - Solução

(1)(a) Temos que An \ (An ∩Bn) ⊂ Bcn e portanto

0 ≤ P
(
An \ (An ∩Bn)

)
≤ P(Bcn).

Por hipótese, P(Bcn) = 1− P(Bn) converge para zero. Logo (sanduiche)

P(An)− P(An ∩Bn) = P
(
An \ (An ∩Bn)

)
converge para zero. Junto com P(An)→ a, isto implica a tese.

(1)(b) Dado qualquer n ≥ 1,

P
( ∞∑
k=n

Ak
)
≤
∑
k=n

P(Ak)

e a hipótese significa que esta expressão converge para zero quando n → ∞.
Como a sequência de conjuntos

∞∑
k=n

Ak

é não-crescente, conclúımos (propriedade de monotonia da probabilidade) que

P
(
∩∞n=1 ∪∞k=nAk

)
= lim
n→∞

P
(
∪∞k=n Ak

)
= 0.

(2) Seja A = { o alarme disparou } e I = { ocorreu um incêndio }. Temos

P(A | I) = 0, 90 P(A | Ic) = 0, 15 P(I) = 0, 05.

Pela fórmula de Bayes

P(I | A) =
P(I ∩A)
P(A)

=
P(A | I)P(I)

P(A | I)P(I) + P(A | Ic)P(Ic)
.

Portanto
P(I | A) =

0, 90× 0, 05
0, 90× 0, 05 + 0, 15× 0, 95

=
6
25
.
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(3) Seja X = tempo até a emissão da amostra A e Y = tempo até a emissão
da amostra B. Seja T o tempo até a primeira emissão e seja F a sua função de
distribuição. Então

F(a) = P
(
[T ≤ a]) = P([X ≤ a] ou [Y ≤ a]

)
= P([X ≤ a]) + P([Y ≤ a])− P([X ≤ a] ∩ [Y ≤ a]).

A hipótese diz que P([X > a]) ≤ e−αa e P([Y > a]) ≤ e−βa para todo a > 0 e
que as variáveis X e Y são independentes. Portanto

P([X ≤ a] ∩ [Y ≤ a]) = P([X ≤ a])P([Y ≤ a])

e F(a) = (1− e−αa) + (1− e−βa)− (1− e−αa)(1− e−βa) = 1− e−(α+β)a.

(4)(a)
Os resultados (X1, X2) posśıveis são
(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6) com probabilidade (1/6)(1/6) cada

um
(2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6) com probabilidade (1/6)(1/5) cada um
(3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6) com probabilidade (1/6)(1/4) cada um
(4, 4), (4, 5), (4, 6) com probabilidade (1/6)(1/3) cada um
(5, 5), (5, 6) com probabilidade (1/6)(1/2) cada um
(6, 6) com probabilidade (1/6)
Portanto
P(X2 = 1) = (1/6)(1/6),
P(X2 = 2) = (1/6)(1/6) + (1/6)(1/5),
P(X2 = 3) = (1/6)(1/6) + (1/6)(1/5) + (1/6)(1/4),
P(X2 = 4) = (1/6)(1/6) + (1/6)(1/5) + (1/6)(1/4) + (1/6)(1/3),
P(X2 = 5) = (1/6)(1/6)+ (1/6)(1/5)+(1/6)(1/4) +(1/6)(1/3)+(1/6)(1/2)
P(X2 = 6) = (1/6)(1/6)+(1/6)(1/5)+(1/6)(1/4)+(1/6)(1/3)+(1/6)(1/2)+

(1/6)
e a função de distribuição é dada por F(a) =

∑
i≤a P(X2 = i).

(4)(b) Seja N o número de lançamentos.
Se X1 = 1 então N = 2 com probabilidade total.
Se X1 = 2 então N = 2 com probabilidade (5/6), N = 3 com probabilidade

(1/6)(5/6), N = 4 com probabilidade (1/6)2(5/6), etc
Se X1 = 3 então N = 2 com probabilidade (4/6), N = 3 com probabilidade

(2/6)(4/6), N = 4 com probabilidade (2/6)2(4/6), etc
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Portanto

E(N) =
∞∑
n=2

nP([N = n])

= 2
[

1
6

+
1
6

5
6

+
1
6

4
6

+
1
6

3
6

+
1
6

2
6

+
1
6

1
6

]
+ 3
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6
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+
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+ · · ·

(5)(a)
Se a < 0 então FX+Y (a) = 0.
Para 0 ≤ a ≤ 1,

FX+Y (a) =
∫ a

0

dx

∫ a−x

0

dy = a2/2.

Para 1 ≤ a ≤ 2,

FX+Y (a) =
∫ a−1

0

dx

∫ 1

0

dy +
∫ 1

a−1

dx

∫ a−x

0

dy = 1− (2− a)2

2
.

Se a > 2 então FX+Y (a) = 1.
O cálculo para FX−Y é similar.

(5)(b) Seja

f(x) =

 x ⇐ 0 ≤ x ≤ 1
2− x ⇐ 1 ≤ x ≤ 2
0 ⇐ x /∈ [0, 2]

Afirmamos que f é função de densidade de X + Y , ou seja F(a) =
∫ a
−∞ f(x)dx

para todo a.
Para a < 0: é imediato que

∫ a
−∞ f(x)dx = 0 = F(a).

Para 0 ≤ a ≤ 1: ∫ a

−∞
f(x)dx =

∫ a

0

xdx =
a2

2
= F(a).

Para 1 ≤ a ≤ 2:∫ a

−∞
f(x)dx =

∫ 1

0

xdx+
∫ a

1

(2− x)dx =
1
2

+ (2z − z2

2
) |a1= F(a).

Para a ≥ 2: tem-se
∫ a
−∞ f(x)dx = 1 = F(a).

O caso de X − Y é similar.
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