Amigo oculto = 4

Carlos Gustavo Tamm de Araujo Moréira
Problema

Seja uma brincadeira de “‘amigo oculto”, na qual n pessoas escrevem seu
nome num pedaco de papel e o depositam num recipiente, de onde
cada um pega aleatoriamente um dos pedacos de papel.

Qual a probabilidade de ninguém pegar seu prdprio nome?

Solugdo:

Numeremos as pessoas 1, 2, ..., #. Um sorteio de nomes nada mais € do que
uma fungdo f:{1,2,...,n} - (1,2, ..., n} bijetora, que associa a cada pes-
s0a O seu amigo oculto.

Dizemos que x é um ponto fixo para uma fungdo f: A — A se e 56 se
f(x) = x. Um sorteio no qual ninguém pega o seu proprio nome ¢, simples-
mente, uma f: {1,2, ..., n} = {1, 2, ..., n] bijetora ¢ desprovida de pontos
fixos.

Seja X : o nimero de bijegdes de um conjunto de n elementos em si mes-
mo, com k& pontos fixos.

XO
A probabilidade pedida ¢ n'"

Para calcular X 2 apresentamos 3 solucgbes (o leitor pode tentar achar mais):

Solugiio 1

Temos Xt =Ct . X gy_ . (mimero de escolhas dos k pontos fixos e per-
mutagdo dos n—k restantes sem ponto fixo).
Temos, naturalmente

2 X% = n! (Temos n! bijecSes) =
k=0
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n n
= kzo Ckx%  =nl= X0=n! - Z/ Ck X0

onde X9 = 1, pois X" = Cn X} Como X7 =C
determina-se¢ X? por recorréncia.

Solucio 2

Seja f(1) = k. Teremos (n~—1) possibilidades para k.

Seja f(A) =1, ha X ?,_ formas de permutar os 72 elementos res-
tantes sem ponto fixos.

2

k —— Se f(k) = 1, temos Xg—x formas de
k-dsima casa arrumar os elementos {1, ..., k—1, k+1, ..., n}
nas casas 2, 3, ..., n. Assim, podemos concluir que

X0 =(n-1)(X°_ , + X% ), com X0=1¢e X0=0

i
Solucae 3

Usaremos aqui como lema um resultado devido ao matemaitico portugués
Daniel Augusto da Silva (pascido em 16-5-1814 e falecido em 6-10-1878), re-
sultado esse que é conhecido como Teorema de da Silva, Principio da inclusio
e exclusdo ou Formula do crivo.

i3 n

Lema: card ( O A)) = D card A; — D) card (A;NA) +
i=1 i=1 Q=1
i}
n
D] card (A;NA;NAY — ... (~1Y*leard (A, NA N ... NA,).
Q=1
Ik
Demonstracdo:

Seja @ um elemento que pertenca a X es0a & conjuntos. @ é contado C;f VEZEs na soIma
dos cardinais dos conjuntos, C i vezes na soma dos cardinais das intersecees tomadas 2 a 2,
e C: vezes na soma dos cardinais das intersecgdes tomadas & a k. Assim a & coniado
I o2 _1tl k0 _ 0 _ ot _Nk —
C,~Ci+ .+ (=D"cr=cl- ck+...+(1)cp_
0 _g= 0 _
C k 0=0C v 1 vez

Seja A, o conjunto das bijecGes de A em A com f(k) = k.

. . - — - n
Assim, vemos que O conjunto das bijecdes com ponto fixo é U 4,.
k=1
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Calculando seu cardinal pelo lema, usando o fato de que existem Cﬁ inter-
secbes k£ a k, eocardinal de cadauma¢ (n-£4)! (pois fixam-se k£ pontos,
permutando os #—k restantes), temos que

>, card N Ay =Clln— Bl = Ap, g
J: -

iy B30 weey Fg-1
JRIT = AgEAy

n
Assim, temos card (.C’J1 A) = 3 (-1t 4,, ;. Como
i=

i=1

n
X% =n! - card (_f) A), temos X9 = n! — Z (—1y*Y A4, ,._;

i=1 i=1

n .
ecomo nl = A,,, temos X0 = > (-1 A,,.,, ouseja,

i=0
1 i i 1 (=1
Xﬁ=”’(@T—T+z—s—3:—+---+T )
Concluséo:
. Xy _ 1 1 1 (= 1y
A probabilidade pedida é N =3r Kl + TR + T
XO

E interessante observar que lim —= = e~}

H—<0 n.

I

<
[¥%]
-1

. X2 x3
{pois e"=1+x+-§~«+~—§-§-+...).

NR: Carlos Gustavo nos enviou, posteriormente, uma carta, dizendo ‘... podemos notar que obti-
vemos trés resultados de formas diferentes. Parece interessante unificar algebricamente esses resul-
tados, para que o leitor se convenca gue sdo, de fato, iguais’. E acrescentou a demonstracdo da
igualdade das 3 solugcBes gque a RPM deixa de publicar por falta de espago.
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