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INTRODUCAO

Esta dissertacio se refere ao estudo de difeomorfismos de S em St, e
de seus centralizadores. Por centralizador de um difeomofismo f:S! — S1
entende-se o conjunto dos difeomorfismos g: S* — S tais que fog =go f.

Seja f* = fofo--of — nvezes, paran € Z3, f' =ide f7" =

(f*)~! para n € Z7 . Isso define f* para todo k € Z. E evidente que
fof®=fkof VkeZ. Assim,sedenotarmos por Z{f) o centralizador de
f, teremos {f* k€ Z} C Z(f).

O resultado fundamental desta dissertacio é o seguinte: Seja Dif (§1) o
conjunto dos difeomorfismos f: S* — S1, dado com a topologia C'*, para um
certo s > 2. O conjunto B = {f € Dif (S): Z(f) = {f*,k € Z}} contém
um aberto e denso em Dif (§?). Se f € B, dizemos que seu centralizador é
trivial.

Este trabalho é baseado num artigo de Nancy Kopell (ver bibliografia),
que contém a prova deste resultado para Dif ¥(S!) (o conjunto dos f €
Dif (S') que preservam orientacdo). No presente trabalho estendemos o
resultado para Dif (S§'). Provamos também alguns resultados utilizados no
artigo de Kopell mas nao explicitamente demonstrados al.

A presente dissertacao foi dividida em 4 secoes. A Secao I estabelece

alguns resultados sobre difeomorfismos locais, como linearizagao e mergulho



em fluxo. Na Secdo II estudamos os centralizadores de difeomorfismos de
[0,1] em [0,1). A Secdo III estuda difeomorfismos de Dif*(S') enquanto
a Secdo IV estende os resultados da Segdo III para Dif~(S'), o conjunto
dos f € Dif (§!) que invertem orientagio, concluindo a prova do teorema.
No inicio de cada secdo encontra-se uma breve descri¢do dos resultados
principais ai estabelecidos.

Vamos agora fazer alguns comentarios sobre uma generalizagao dos re-
sultados aqui demonstrados, feita por J. Palis e J.C. Yoccoz (ver bibliogra-
fia).

Seja V uma variedade compacta e Dif (V) o conjunto dos difeomorfis-
mos f:V — V. Dada f € Dif (V), dizemos que p € V é ponto periddico de
f sedn € N* com f*(p) = p. Denotamos por Per (f) o conjunto dos pontos
periddicos de f. Dizemos que p € Per (f) é ponto periddico hiperbédlico se
D(f™)(py nao possui nenhum autovalor de médulo 1, onde n € N* é tal que
() =p.

Se p é ponto periddico hiperbélico, para cada p € Per (f), T,(V) =
E(p)®I(p), onde n é o menor inteiro positivo com f*(p) = p, E(p) e I(p) sdo
subespagos de T,(V) invariantes por D(f™),y tais que |D(f")q) - 7| < lz]
para todo z # 0 em E(p) e iD(f”)(p) :L[ > |z|, Vo # 0 em I(p); E(p) é o
subespaco estével por (Df")(p) e I(p) o subespago instével por (Df" ).

Pode-se provar que dado p € Per (f) hiperbélico existem subvariedades
VE@) e Vi) da variedade V' contendo {p}, invariantes por f", tais que
TyVEp = E(p) e T,V = I(p). Dizemos que Vg, é a subvariedade
estavel associada a p e que V() é a subvariedade instdvel associada a p.

Dizemos que f € Dif (V') é um difeomorfismo Morse-Smale se:
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i) Per (f) é finito, ndo vazio e sé contém pontos periddicos hi-
perbdlicos.

ii) Todo p € V pertence a uma (e sé uma) subvariedade estdvel Vi, )

associada a algum p; € Per (f) e a uma (e 86 uma) subvariedade
instével Vi(p,) associada a algum po € Per (f), tais que Vi(,,) e
Vitp,) se intersectam transversalmente em p(1,Vi(p ) +TpVip,) =
V).
Seja M S(V) o conjunto dos difeomorfismos Morse-Smale de V. Pode-
se provar que MS(1') é aberto em V.
O resultado de Palis e Yoccoz é que o conjunto {f € MS(V): Z(f) =
{f¥,k € Z}} é aberto e denso em M S(V'). Esse resultado generaliza o dessa
dissertagao, pois M S(S1} é aberto e denso em Dif (8!), o que é provado no

Lema 7 do presente trabalho.




§ SECAO I: DIFEOMORFISMOS LOCAIS

O objeto principal desta segao é estudar os difeomorfismos locais (veja
definicao 2). Seu resultado mais importante, e basico para as outras segoes
é o Lema 1, no qual se prova a linearizagdo local de difeomorfismos, que

implica o mergulho em fluxo desses difeomorfismos.

Definicao 1: Um difeomorfismo de uma superficie A7 (no nosso caso o
intervalo [0,1] ou o circulo unitdrio S*) é uma bijecdo f: M — M de classe

C* com inversa C°,

Definigio 2: Um difeomorfismo local f é um difeomorfismo de uma vi-
zinhanga de um ponto x € M sobre uma vizinhanca de f(2).

Um difeomorfismo local em 2 é um difeomorfismo local f com f(z) = .

Definicao 3: Suponha que f seja um homeomorfismo do intervalo [a,y]
com f(z) = z e g(y) = y. Dizemos que f é uma contracio topoldgica se

) <t, Ve (z,y)

jo. 9
Proposicao 1. f é contracao topoldgica <> ﬂ f{[x,a]) = {2}, Va €

n=1

[z,y)

Demonstragao: (=) Basta provar que Va € [z.y). lim f"(a) = z. De

(2 2ad e @]

fato, (f"(a))nen é uma seqiiéncia nao-crescente, limitada inferiormente por

4



z, logo converge para um certo L, com z < L, < a < y. Por continuidade
de f,f(La) =  (lim f(a)) = Tim f(f"(a) = lim f**'(a) = L =
L4 é ponto fixo de f no intervalo [z,y) = L, = z, c.q.d.

(=) Caso existisse algum a € (z,y) com f(a) > a, terfamos por
inducdo, f*(a) > a, Vn € N. De fato, se vale para n, f"(a} > a, como f é
ndo-decrescente, f*t1{(a) = f(f*(a)) > f(a) > (a).

o0

Assim, f*([z,y)) D f*{[z,a]) D [z,a], donde ﬂ f*([z,a]) D [z,q],

n=1

contradicdo, c.q.d.

Proposicao 2. Se f:[z.y] — [z,y] e h:[2,y] — [2.y] sdo contracdes to-
poldgicas, e ¢ |z,y] — [z, y] é uma funcao tal que po f = ho), se ¥ é dada
_num intervalo do tipo [f(2s), o), pode-se determinar seu valor em todo o
intervalo (z,y). Em particular, se 1 é conhecida numa vizinhanca de z ou

de y,v € conhecida em todo o intervalo (z,y).

Além disso, se lim ho¥(t) = ¥(f(zo)), ¥ é continua em (z,y). Se ¥

f—?ﬂfg
ainda for crescente em [f(2g),20), % serd wm homeomorfismo em [z,y].
Se i restrita a wm intervalo do tipo (f(zy) — €. 20 + ¢) for um difeo-

morfismo, 1 restrita ao intervalo (z,y) serd um difeomorfismo.

Demonstracao: De o f = h o segue que ¥ o f* = h" o, Vn € Z.
Dado qualquer t € (r.y), 3m € Z de modo que f™(t) € [f{zp),xp). Para
ver isso, podemos supor sem perda de generalidade que ¢ > zp. Seja m o
primeiro natural tal que f™(¢) < zg. Temos f™1(t) > zqg = f™(t) =

FU™H®) 2 flzo) = f™(1) € [f(20), 20)-
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De o f* = h™ 01, segue-se que Y{f~™(f™(t)) = h=™ (¢ (f™(t)), mas
como f™(t) € [f(x0),20), 0 valor de ¥(f™(t)) é conhecido == o valor de
$(2) = B(F™(f~™(1) também é.

Se tlim h(v:{t)) = ¢ o f(xo), ¥ é continua em 9. Como os intervalos
— g

da forma f*([f(z0),z0]) = [f** (z0), f*¥(20)], k € Z cobrem o intervalo
(z,y),% é continua em (z,y). Como f e h s@o crescentes, se ¥|[f(zo),z0) €
crescente, ¢ = h" oo f~™" é crescente em cada intervalo [f" T {zo), f™(20)],
como lim (1) = lim $(f*(a)) = lim "(¥(a)) = . Va € [f(zo),z0). ¢

lim ¥(t) = lim w(fa)) = Lim _ h™(¢:(a)) =y, Va € [f(z0), zo), segue

t—y
que se definirmos ¥{z) = x e ¥(y) = y, ¥ serd um homeomorfismo do

intervalo [z, y].

Por fim, se ©|f(zy)—e.a0+e) & difeomorfismo, sendo f e h difeomor-
fismos, teremos, como ¥ = h" o o f77 se t € [T (=), f(z0)),
¥(t) = h"™ o1h o f7"(¢), donde ¢ restrito a [f*T1(¢), f(¢)) é composta
de funcbes diferencidveis, donde é diferencidvel. Se t = ftl(zg), t €

(f*(f(zo) —€), f™(z0)), e como Y{(f(zg) — €,z9) é diferencidvel, ¢y é di-

ferencidvel em ¢. Como |, , é homeomorfismo, ¢, ) é difeomorfismo,

c.q.d.

Lema 1. Dado um difeomorfismo local f em 0 € R, com f'(0) = A, A > 0,
A # 1, existe um difeomorfismo local o em 0 tal que L = o™t o f o a seja

linear.

Obs 1: Necessariamente L(z) = Az, pois L'(0) = (o™ 1) (foa(0))-F(a(0))-
o/ (0) = (™ 1) (0) - X - &/(0) = A




Obs 2: Basta provar para o caso 0 < A < 1. Caso A > 1, o difeomorfismo
local £~ em 0 satisfaz (f71)(0) = 1/A < 1, que ¢ a condigao do lema.
Assim, Jo difeomorfismo local em 0 com a™ o f"'oa = L, linear =

alofoa=(a"toftoa)!=L"1 linear, c.q.d.
Obs 3: Podemos fazer com que o/(0) seja qualquer valor prefixado. Fare-

mos o/ (0) = 1.

Definicao 4: Se f: M — N e g: M — N sao duas funcoes de classe C*, de-

r;i(f. 9)
(L+7i(f,9))

finimos r;(f,g) = sup “f{’”(ﬂ’ (j)(fb")”a eds(f,g) = ZS: 97

zEA

definicao que vale para 0 < 5 < oo.

Obs 4: Dados f e g na topologia C?, difeomorfismos locais em 0 € R, e

sendo oy e o, os difeomorfismos locais em 0 com af ofoaseay logoa,
lineares e o+(0) = a},(0) = 1. Dado € > 0, 36 > 0 tal que da(f,g) < 6 =

di{as, oq) < e.

Demonstracao: Suponhamos inicialmente que exista um tal . Teremos
portanto @™l o foa=L,donde a”to ffoa=L" = ffoa=acl”® =
f*(a(z)) = a(A"z). Derivando, obteremos: (™) (a(z)) - a'(z2) = o’'(A"z) -
A", ou H;‘__fol F{fi(a(z)) o' (z) = o’(A"z) - A", ou ainda: a'(z) = o' (Va) -
H;:Ol J"(T?BT?)_) Quande n — oo, A"z — 0, donde a’(N\"z) — o'(0) = 1.
Vamos provar que []32, -}Tm converge uniformemente uma vizinhanga
de 0 para uma funcédo diferencidvel g(y), com g(0) = 1, sendo g de classe

C*°. Nesse caso, o satisfaria a equagéo diferencial o/(z) = g(a(z)); a(0) =
0.
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Seja o a solugdo dessa equacdo. Como g € C*°, o € C™°, e estd
definida numa vizinhanca de 0. Derivando a expressao L(z) = a™'o foa(z),
obteremos:

f'oa(z) - ol(2)
o'(a~To f o a(2))

L'(z) = (a7 (f o cfz)) - f'(alx)) - o'(z) =

oo P
f’(a’(i’?)) ) Hj:() F1{fi{(a(z))

oo A
Hj:O F(f{ala=lofor(a))

Como efa™t o foa(z)) = foa(a), f/(f oala™l o foa(z))) = f/(f/(fo
a(x))) = f/(f* ea(@)) = 1520 Frra-Tersamy = liso Frpmtar) =

= A

H;?il W = L'(z) = f'{ofz)) - ff(i\(;t)) - i f’(fi{x” = X. Como
s=1 F(57 (=)

L({0) = o™t o foa(0) = 0, segue que L(z) = Az, c.q.d.

Resta portanto provar que H?—io f,—(fﬁl(—y)—) converge uniformemente
numa vizinhanga de 0 para uma funcéo g de classe C'* com ¢g{0) = 1. Vamos
provar também que Ve > 0 36 > 0 tal que do(f1, f2) < 6 = do(g1,92) < &,
onde g:(y) = [[;2, Ay Pare 1,2.

oo LU @) (fj(y . Provare-

Para isso, basta provar esses resultados para [[;_
M0s Drimel ergéncia uniforme. Se prov = L)
primeiro a convergéncia uniforme. Se provarmos que ) >~ 5

: . Im(z4+1)
converge uniformemente, como lim ——*—u'2 = 1 teremos que
70 z

PR Iln (M}(ﬁ}l)l converge uniformemente, donde 337 In (L{”\(y)i)
converge uniformemente, ou seja, In (H;‘;O f'(f—;\(l”-l) converge uniforme-
mente = H‘x M converge uniformemente.
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Pelo teorema do valor médio, f/(f(y)) = A+ f"(c).f?(y), onde ¢ €
(0, f*(y)). Podemos escolher uma vizinhanga V" de 0 tal que 3y, 1, 0 <y <
p<ltalsquey < fl(z) <, V2V,

Nesse caso teremos |fj(z)l < u? |z, ¥j € N. De fato, vale para j = 0,
e [fit1(z)] = [F(fH(2)] = |f(e)-F/(2)|, para algum ¢ € (0, f7(z)), mas

PO < 1= [F52)] < u|fi ()], mas [F(2)] < Wizl = |f42()] <
popd 2| = 7t 2], c.qd.

Como | f/(f7(2)) = M| = {f"(s).-f(y)|, onde s € (0. f7(z)), sendo M =
sup | f'(2)], teremos |f/(fi(z)) = A < M.y |z]. Se R = suplz| e 4 =
z€V zEV

. . | FHFI
MR, |f’(f3(z)) - ,\I < Ap?. Sendo B = A/, teremos Z M — 11
J=0
majorado por ZB 2, que converge. Assim, pelo teste M de Weierstrass,
j=0
. oo FI(FT
a convergéncia ¢ uniforme. Como f7{0) = 0, Vj € N, H m}\—(—@ =
37=0

7 /70) 1
[[57=]=1
J=0 i=0

Dado € > 0, 36 > 0 tal que v < ¢'(2) < p para todo g tal que
d2(f,g) < 6, além de podermos fazer com que o novo Bg para a fungéo g seja

menor ou igual a 2B. Podemos escolher N suficientemente grande tal que

> 2B sejapequeno, donde [ f/(F7(1))/£(0) e T 9'(¢7(¥))/9'(0) sdo

i>N i>N F>N



préximos de 1 e &; suficientemente pequeno, menor que é tal que
H f f ! H g
; e 9 (0)

seja também pequeno, donde como

W) = 76 0)
do (H o) g0

=0

. () f{ fj(y) g(gf'(J g'(¢° (y))
‘dO(H 77(0) H H 1 Sy )

i>N

N ; .
() 9@ W) (1)
H £7(0) é préximo de Ji IO g0y e tanto ]-U,\,— —?,(—05——-— quanto

QLQ%?—)) sao préoximo de 1, ;I](; 7 fgé) v) é préoximo de Jlj) %D,

Como a é solugdo de o' = g(a), o(0) = 0, o é dado por (z) = G~ (z),
onde G(z) = OZ 5‘%. Segue dal que se fi e fo estdo préximos na topologia
C?, 0s g, e go associados estdo préximos na topologia C° = os G e G
associados estdo préoximos na topologia C?, donde os aq e ag associados
estdo préximos na topologia C!, isto é, Ve > 0 38 > 0 tal que dao(fi, fo) <
6= di{a;,00) < g, c.q.d.

oo
J
Resta-nos somente provar que g(y) = H %y)) é uma funcao de

F'(f 7y

classe C'* para isso, basta mostrar que Z In(———— Y

3i=0

) é uma funcao C'°°.
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Derivando termo a termo, obtemos

f'(f SOl y) [T (y)
Z ff(y)) Z fIf (y)) '

Em geral, apds derivarmos & vezes, provaremos por indugao que o j-ésimo

termo do somatério é da forma

Prj a; Ry
(Zﬂf“’”(fmﬂ(w))- I1 f’(f”‘(:c))) U (F(2))E.

=0 s=1 £=1

Nessa expressao, Py ; < Ur{j), onde Uy € um polindémio de grau k;a; < &,
2SUs€k+1:0<me <j, < Rigy <k 0<ne <.

De fato, derivando a expressdo, obtemos:

Pe; a .y
) 2L @) H P ()
=0 s=1 =1
k Pii a Ri,k,j
Z [f fj(:L) an (Us) fms H f‘r(f”‘f(l‘-)) /(f!(fj(l‘))k'*'l
p=1 =0 s=1 r—1

k
0 Z que aparece no numerador se refere & derivada de [f/(f7(2))}¥, que é
p=1

k

RIS (F@))]F2 (£ (2)))', e pode ser escrita como S [f(f (e )L (/(F(a )y

p=1

para evitarmos os coeficientes.

O n? de termos do numerador pode aumentar com derivadas de pro-

T

dutos. De fato. (H filz)) = Z fiz). Hfj(a) Assim, o n? de termos do

i=1 i=1 i#i
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numerador é limitada por Py j(n; + Rig )+ kFPr; £ Prjlb+kj+k) =
k(7 +2)Pi; < k(7 + 2)Uk(j) = Up41(J), de grau k + 1.

Ao derivarmos, acrescentamos no maximo uma derivada de grau supe-
rior a0 primeiro ou aumentamos em no maximo 1 o grau da derivada em
cada produto. Isso limita os novos a; em k + 1 e os novos Uy em k + 2.

Ao derivamos, nao surge nenhuma ocorréncia de termos do tipo fP(z)
com p > j. Assim, m; e ny ficam limitados por j.

Ao derivarmos f?(z) termos um produto de p termos do tipo f'(f"(z)).
Assim, se tinhamos produtos de no maximo kj termos do tipo f'(f"(x}),
teremos agora produtos de no mdximo j + k7 = (k + 1)j termos desse
tipo. S6 podemos perder termos desse tipo na 12 parte do numarador, ao
derivarmos f'(f"¢(x)), mas sé perdemos no maximo um termo desses, que
é reposto pelo f/(f7(z)) que aparece a mais. Assim, temos produtos de no
minimo j termos desses = j < R; k41,5 < (K + 1)7, c.q.d.

Na vizinhanga V, 0 < v < f'(z) < p < 1, e |f(2)] < |z] = |fF(z)| <

|z], Vk € N. Seja agora C = max{l, sup |7 (2)
2L ulk+1;zeV

}. Temos assim

que o j-ésimo termo do somatério apds a k-ésima derivada é majorado

por QE%B{_CRM Se Ar(j) = Ur(5).(C/7)*, como Ax(j) é um polindmio,

O
ZAk(j ).t converge para todo k. Assim, pelo teste M de Weierstrass e
3=0
por derivacio termo a termo segue que g é de classe C* numa vizinhanca

de 0, c.q.d.

Lema 2. Seja L(z) = Az um difeomorfismo local em 0 € R, linear, com

A> 0, A# 1. Se g é uma funcao diferencidvel com g(0) = 0, definida numa
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vizinhanca de 0, e go L = L o g, entao g € linear.

Demonstragdo: Basta provar para 0 < A < 1, poisse A > 1, L7}z) =
(1/M)z,e1/A< 1. Como Log=goL, L7 og=goL™! = g ¢ linear.

Para provar nesse caso, observermos que Log =goL = L"og =
go L™ = g(A"z) = A"g(z). Derivando, obtemos: A"¢'(A"z) = A"¢/(2) =
g'(z) = ¢g'(A"z). Quando n — o0, A"z — 0= ¢'(A\"2) — ¢'(0) = ¢'(z) =
g'(0),Vz, e g(0) = 0 = g é linear.

Seja agora f um difeomorfismo local em 0 com f(0) = A, A > 0,
XA # 1, e L uma funcdo linear com a~! o foa = L. Se g é uma funcio

diferencidvel com g{(0) =0 e fog=go f, sendo h = a™*

0 g o G, temos
que Loh=a"lofoaoatogoa=alofogoa=a"togofoa=
a"logoaca™tofoa="hol = hélinear (pelo Lema 2). Assim, numa
vizinhanga de 0, o conjunto dos difeomorfismos g que comutam com f é

dado por {adohoa™?

, onde h é linear}.

Desta maneira, f mergulha num grupo a um pardmetro {f%, ¢t € R},
onde f* = aoL'oa !, sendo Li(z) = Xz. Temos f° = Id, f! = f,
feoft=flofs = f* e segof=Ffog gl0)=0eg(0) >0 entio
ge{fi,te R}

Se0< A< 1ex >0, temos que, como fi(z) =a(Na"l(z)), set <0,
A >1= Mo l(2) > a ™ Hz) = fi(z) = oMo~ z)) > ale™{(2)) = 2; se
t=0, fllzy =ale™z)) =2;5e t >0, N < 1 = Ma~l(z) < o™ H{a) =
fi(z) = o(Ma™Hz)) < o™ (z)) = =.
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s SECAO II: DIFEOMORFISMOS DO INTERVALO
[0,1]

Esta secdo se dedica a estudar o conjunto A dos difeomorfismos
f:00,1] — [0,1] com f(z) < z, Vo € (0,1) e f/(0) # 1 # f'(1).. Seus
resultados principais sdo os Lemas IV e V, onde se prova que o conjunto
{feA:Z(f)={f% ke Z)} é aberto e denso em A.

Vamos agora definir o conjunto A C Dif([0, 1]):

gEANESg(0)=0;9(1) =1;9(z) < z;Va € (0,1);¢'(0) #£ 1 # g'(1)
Definigao 5: Dado f € Dif([0,1]),Z(f) = {f € Dif([0,1]): fog=go f}
Lema 3. Se f € A, Z(f) é ciclico infinito ou isomorfo a R
Demonstragao: f mergulha localmente num grupo a wm parametro em

torno de 0, grupo esse que pela Proposigio 2 se estende a um grupo {f'}

em [0,1). Temos Z(f) = {f'; f! se estende a uma fungio diferencidvel em
[0,1]}. Do mesmo modo, f mergulha num grupo a um pardmetro, {f*} em
(0,1].

Temos que f' se estende a um difeomorfismos em [0,1] < feo =
fil(o,i)- E ébvio que se oy = ff!(o,i), f* se estende. Reciprocamente,
se f! se estende, f! pertence ao grupo a um pardmetro em torno de 1.

Assim, existe s com f*|51) = f*|(0,1). Temos necessariamente ¢ = s. Caso
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contrario, por exemplo, se t < 5, 37 € Qecomt < T < s = nt —m <
0<ns—m. Como f'=f° f™=f" = f"="™|q1 = f**="|,), pois
fl = fl = f, mas, como numa vizinhanca de 0, se » < 0, f"(z) > a.
como Vz € (0,1), In tal que f™(z) estd na vizinhanca. donde f"(2) =
FU () = F () > FR) = 2 = fi@) > 2, Ve €
[0,1) se » > 0. Do mesmo modo, prova-se que se r > 0, f7{(z) < =,
Vz € (0,1), e esses resultados também valem para f7. Teremos assim
fremm(z) < z < fr™(z), Vo € (0,1), o que contradiz f° = f'. Assim,
s = t. Temos ao mesmo tempo que Z{f) é um grupo, poisse hyjof = foh
ehyof=fohy, hyohsof=hjofohy=fohjohy=hiohy € Z(f), e
schof=/foh, h~lof=Ffoh™.

Isso implica que {t € R : f! se extende a um difeomorfismo} é um
grupo aditivo de ntmeros reais. Para provar que é ciclico ou isomorfo a R
basta provar que é um conjunto fechado.

Para isso, consideremos um intervalo do tipo [f(zg).20] C {0,1), e
uma seqiiéncia t,, convergindo para t com fi» = fi» ié. t, pertencendo
ao grupo. Temos portanto [ |i¢(ce).ee] = fi“][f{rn),mo}. Como [f(x0), o]
é compacto, por continuidade de f! e f! como funcdes de ¢ segue que
Flseee) me) = 7t l(f(2e)ee] = f1 = Ft = t pertence ao grupo.

Como todo grupo aditivo de nimeros reais é ciclico infinito ou denso, e
como este grupo é fechado, se ele for denso serd o préprio R. Assim, temos

que Z(f) é ciclico infinito ou isomorfo a R, c.q.d.

Seja agora T;f = lim[ sup (f1)(y) — inf (F%)(y)]. Temos que f! se
e—00<y<a 0<y<Lz

estende a um difeomorfismo em [0,1] & Ty f = 0.
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Seja B(f) = inf{t > 0 : Tyf = 0}. Sendo dado Dif([0,1]) com a

topologia C% e B: A — R, visto como uma funcdo, teremos o:

Lema 4. B € uma funcao semicontinua inferiormente, isto é, dado € > 0,

36 > 0 tal que d2(f,g9) < é = B(g) > B(f) — .

Antes de demonstra-lo, observemos que ele implica que o conjunto
{f € Atal que Z(f) = {f*,n € Z}} é aberto na topologia C?. De fato,
se f pertence a este conjunto, B(f) = 1. Tomando ¢ = 1/2, existe uma
vizinhanca V de f tal quese g € V, B(g) > 1/2. Se Z(g) # {g".n € Z},
como Z(g) é isomorfo a R ou ciclico, existe k > 2. k€ N e h € Z(g) com
R =g = B(g) < 1/k < 1/2, contradi¢do. Assim, existe V', vizinhanca de
ftalqueVg eV, Z(g) ={g",n € Z}.

Demonstracao do Lema: Consideremos um intervalo do tipo [a, 2o}, com
a < f(xo), tal que existe b > 2y e oy difeomorfismo local em 0 definido em
[0,b) com o o f o af linear.

Sendo dado £ > 0, queremos achar uma vizinhanca V{f) tal que g €
V(f) = B(g) > B(f)—¢e. Se B(f) — ¢ < 0, ndo ha o que ser provado.
Caso contrario, seja t; = B{f) — ety = % Notemos-que se t € [tg,t1],
Tif # 0. Vamos provar que para cada t € [tg, 1] existe uma vizinhanca V;
de f e uma vizinhanca W; de ¢t tais que (g,s) € Vi x Wy = T.g # 0.

Caso tenhamos provado isso, observemos que, como [tg, t1] é compacto,
[to, t1] € coberto por um ntmero finito das vizinhancas 11, e a interseco
das vizinhangas V} associadas nos d4 uma vizinhanca V de f tal que se
g €V, Tyg #£ 0, Vt € [to,t1]. Se Tyg = 0 para algum t < tg, como
existe £ € N com kt € [to,t1], Trg # 0, contradicdo. Assim, Tyg = 0,
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Vi € (0,t1] D (0, B(f) — ¢}, c.q.d.

Para provar a existéncia dos V; e W, sendo D = [a,z¢], temos
Tf = lim] sup (FY(y) — inf (F)Y()] = lim [sup(f')(f"(v) —
0<y<:r O<ysr N—'yeD

n>N

inf (fY)'(f*(y))]. Como flo f* = f*o fi, (FV(F W) (y) =

yeD
n2>N

FY(Fi).(f)(y). Como f = aolL oal. onde L{z) = Az,
My) = oX"a™(y)) = (f")(y) = /W Hy) A" (™) (y) =
(FY (@) (Ama= () A (a7 (y) = o' (A"~ (F1(y)) A" (a7 (F(y)).
Y w) = (P () = Somatf - LX) (fryy).

Como a € C* o/(0) =1 e quando n — oo, A"a~!(y) — 0, assim como

)\na_l(ft(y)) — 0, ""Sfﬁ:_(fz;ﬁ’))” — 1 quando n — oo. Como tamhbém

a~NY(2) = 1/a/ (o~ (), temos que = su (oY) | () ) -
(@) = 1/e/ (@72, temos que T = sup (-2 oy
( o (e (y)

o/ (o=} (F(y))

' ) ~ ;s . , .
logia C“?, af e o, estao préximos na topologia C*. e, além disso, se t e
» G f g ; ;

inf
yeD

: (fi)’(y)) Como, se f e g estdo proximos na topo-
s estio préximos, f! e §° estdo préximos também na topologia C!, como
podemos escolher uma vizinhanga V de f na qual g € V' = glag) > a, e
como [a, z¢] é compacto, existem as referidas vizinhancas 15 e 11, nas quais
Tif é préoximo de Tsg. Como T f = 6 > 0, podemos fazer com que T.g > 0,
V(s,g) € W, x V4, c.q.d. (na verdade provamos que T} f é continua como

funcao de f e de ¢).

Lema 5. Se A é dado na topologia C*, s > 2 entdao {f € A : Z(f) =
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{f*,n € Z}} é denso.

Demonstragao: Dado ¢ > 0, basta achar ¢ € A com do.(f,g9) < € e
Z(g) = {g",n € Z}.

Existe um intervalo [0,a] onde existe um difeomorfismo local a em 0
com o™t o foa linear. Seja zg € (0,a),D = [f(xp),z0]. Seja J =[0,a], ] =
[6,1] com f(b) > a. Como f mergulha num grupo {f'} no intervalo [0, 1),
esse grupo define um campo Xg em [0,1) dado por Xg(z) = gd;(fi(:r))]mg,
tal que a solugdo v,(t,z9) da equacdo X = Xo{z).

A0
©o(t,z0) = fY{xo). De fato, a(%%(t:iﬂo NNe=te = 'di Fe(f(zo))|s=0 =

Xo(fP(x0)) = Xo(po(to,20)). Do mesmo modo, f mergulha num grupo

) = zo € dada por

{f*} no intervalo (0,1], que define o campo X(z) = f‘;(fi(:z:))lmg, cormn
@1(t,z1) = fi(x1), onde v, (t,21) é a solucio de X = X;(z), X(0) = z;.
Temos que f(z) = f1(2) = ¢o(l,z) no intervalo [0,1), e f(z) = v1(1,z) no
intervalo (0, 1].

Seja X um campo tal que Xl o = Xo; Xl = X1, X(z) # 0,
Vz € [0,1) e X € C°. Tal campo existe, pois Xo(a) < 0 e X1(f(b)) < 0
Considerando ¢ > 0 tal que a + ¢ < f(b) — <, e uma funcédo o de classe C*°
tal que ofjaa4e/2) = 0. Oljase s(o)—c] = L. Oligpy—e/2.500) = 0 e o{z) € [0, 1],
Vz € [a, f(b)]. Definimos

{ X(z)=Xo(2)(l —o(z)) —o(z) para X €la,a+¢]
X(z)=X1(@) (1 —o(z)) —o(x) para X € [a+ ¢, f(D)]

Seja agora (t,x0) a solucdo de = = X(z), 2(0) = 2. Definimos h(y) =
o(1,y). E facil ver, por unicidade, que hlyugr = flougr, e que h € A,
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Definimos agora v: [0,1] — [0,1] por ¢|;» = Id. f = ¢ 1 oho. Pela
Proposigao 2, ¢* é um homeomorfismo e T;’)!(g‘l} é um difeomorfismo.

Famos agora provar que, Y6 > 0, existe um difeomorfismo 8:a~1 (D) —

a~! o (D), com as seguintes propriedades:

(i) Todas as derivadas de 3 coincidern com as de a™ o0 ¢/ o @ em
a™H(f(Xq)) e a7 (Ko);
(il) dec(Bla-1(py, 07" 00 ala-1(p)) < 6
(iii) Néao hd t € (0.1) tal que B(A'z) = MB(x).Va € a7 }(D) tal que
Atz € a™ (D).
Para isso, seja a™1(D) = [yo.¥1], e seja a seqiiéncia (z,,) definida por
z] = 39%3&, Zpgl = 51’%& Sejaa =y —yo, e I, = (20 ~ 27" %a, 2, +

2-"~2q). Definimos as fungdes W, : [yo,v1] — R tais que Waliewsnin = 0,

W, € C=, W,lr, > 0, sup|W}| < inf [(a“log;oa)’!) doo(Wn,0) <
In

fvo,ui]

2774,

Lo Atz -
= °¢;f‘( ) _a=logoalz). Temos

Consideremos a fun¢éo by(t) =
que, se h é imagem de by(f) para uma infinidade de valores de ¢, esses
valores tém um ponto de acumulagio, necessariamente critico, donde h é
imagem de um ponto critico de b;. Pelo teorema de Sard, as imagens dos
pontos criticos de uma dada fun¢do diferencidvel formam um conjunto de
medida nula, no nosso caso, 4;. Escolhamos um certo a; € (0,1) tal que
a1Wi(z1) ¢ A;. Temos que a;W1(z;1) é imagem de no méximo um conjunto
finito By de valores de t pela fungdo b (t).

Sejam agora as fungoes f1(t) = a7 o9 o a(t) + a;Wi(t) e by(t) =

At . s .
-@3—(-;\;-@ — B1{z2). As imagens dos pontos criticos de b, formam um conjunto
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de medida nula, A,, que unido ao conjunto by(B; ) nos dard um conjunto de
medida nula, Cy. Escolhemos um certo as € (0,1) tal que asWy(za) € Cos.
Temos que asWs(22) € imagem de no maximo um ndmero finito de valores
de ¢, que adicionados as conjunto B, nos dao o conjunto Bj.

Supondo definidos os conjuntos A, By e Cy, e as funcoes b e By _1,
assim como a, definiremos primeiramente Gi(t) = Be—1(t) + arWi(t) e
bry1(t) = w ~Br(zry1). O conjunto das imagens dos pontos criticos
de bp41 terd medida nula e serd denotado por Apyq, que unido ao conjunto
finito br41(By) nos dd um conjunto de medida nula. Cry1. Escolhe-se um
arpy1 € (0,1), com app1Wia1(2zps1) € Cryg. Teremos apy; Wier(zpa1)
Imagem de no maximo um ndmero finito de valores de . que adicionados
ao conjunto By nos dao o conjunto Bpyi.

Afirmo que 5 = klim B satisfaz as condigbes exigidas:
¢ OO

Em primeiro lugar, como sup |W}| < inf [(a™? ot o a)'|, B continua
crescente.

Segundo: 3 coincide com a™?

o ¥ o ¢ numa vizinhanca de yg, e como
doo{W,,0) <2776, 3 coincide com a~! oo junto com todas as derivadas
em Y, pois Ve > 0 36; > 0 tal que |z —y:1| < & = dg@(ﬁi[z,yl},a'ml oo
o[;y)) < €. Além disso. doo(W,.0) < 6,Vn = doo(3.a P opoa) < 6.
Por fim, dado t € (0,1}, existe um termo da seqiéncia (z,), 7, tal
que Yo < Azp < 2 — 2727 ™a. Pela construgio. ou a,, Wy, (2, ) nao é
imagem por b, de , donde E(Afzm) £ )\fg(zzm), out € By, € COMO Unaq
Wint1(zmt1) € Cry1 € bpg1(t) € Cryr, segue que pmis Wit (2my1) #

bm+1(f) = B()‘fz'nwl) # /\tg(znﬂ-l)a c.q.d.
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Apbs isso, definimos 3: [0,1] — [0, 1] da seguinte maneira:

Blixo1] = ¥lixo: Blp =0 Boa™ pi 3o h™(x)
=h"ofB(z),Vn e N,V € D;3(0) =0

Seja g = 87! o ho 8. Para um & conveniente, g satisfaz as propriedades:

()

(i)

g € Dif((0,1]). De Boh = hof para X € D, segue que h(z) =
B~tohoB(z), Vo € D = g(z) = h(z), Yz € D; h(h*(z)) = h*(2) =
Bloh 1l og(z) = f~ ohoh 0 3(z) = Bl oho3(hF(z)) = g(hF(z)),
Vo € D, Vk € N. Assim, glo,¢,] = Pl[0,2,]- Como 5 é diferencidvel em
(0,1], g = B~ o ho B ¢ diferencidvel em (0,1]. Como A é de classe C'®,
g € diferencidvel em [0, 1];

Z(g) = {g",n € Z}: Seja {§',t € R} o grupo a um pardmetro numa
vizinhanca de 1 ao qual g pertence, que se extende para (0,1]. Por
unicidade, §* = 87! o h 0 3, pois ambos sio difeomorfismos locais que
comutam com g e que tém derivada em 1 igual a [A/(1)]* = [¢’(D)].
(Note que Z(h) = {h',t € R}, pois h é o tempo 1 de um fluxo. Defi-
nimos h*(z) = ¢(t,z)). Se houvesse algum t € (0,1] com §* admitindo
extensao diferencidvel a [0,1], numa vizinhanca de 0, §' coincidiria
com h', pois g coincide com h numa vizinhanca de 0. Terfamos as-
sim 7' o k' 0 3 = h', numa vizinhanca de 0. Temos porém que
h e f coincidem numa vizinhanga de 0, em particular num inter-
valo do tipo [f™(xo), " !zo)] = [A™(2g), A"~ {24)], contido na vi-
zinhanga na qual h' ¢ 37! o h! o 3 coincidem. Nessa vizinhanca de

i

0 temos h! = f* = aoL'oa™!, e como h! o fgf[f"(mn),f"‘i(ma)] =

B o hi|ifn(xe).fr=1(z0)- Como f e R coincidem em [0,a] D [0,zo],
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teremos h' o B o A" Mgy xe) = B o kT o A" i4(xy).x,). Como
Boh" Ha)y=h""1opB(2), Vo € [f(Xo),Xo). e A" oh! = h' o A"~ 1,
teremos: K" toh'o Blp=h""toBohl|p, ou hloBlp =B o hlp. ou
aoLloa loaoBoa™! =aofoatoaoLloa™ = B(Az) = AN B(z),
Vz € o71(D) tal que Ao € a71(D), o que é absurdo contra a cons-
trugdo de j3;

(ii) deo(f,g) < €. De fato, f e g coincidem numa vizinhanga de 0. Fora
dessa vizinhanga, num compacto do tipo [y, 1], 1" é muito préximo de
B, se 6 for escolhido de forma adequada = f = ¢! o h o % é muito

préximo de 3~ oho 8 =g, c.q.d.
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s SECAO III: DIFEOMORFISMOS QUE PRESER-
VAM ORIENTACAO DE

Nesta secio estuda-se o conjunto Dif 7(S1). Seu objetivo é provar que
{f € Dif*(SY) : Z(f) = {f* k € Z}} contém um aberto e denso na
topologia C*, para s > 2.

Vamos agora estudar os difeomorfismos de S! em S' que preservam
orientagio. Esses difeomorfismos podem ser identificados com os difeomor-
fismos f: R — R que satisfazem f(z+1) = f(z)+1, Vz € R, identificando

o ponto z € R ao ponto €™ ¢ §1.

Lema 6. Seja f:R — R um homeomorfismo com f(z + 1) = f(z) + 1,
Vz € R.

(i) Existe nlim (fﬂ(o)), e serd denotado por p(f): |p(f) — 70 < L

o 7 n
(if) lim W = p{f), para todo z € R;
n—Cco
(iii) p(f) = m/n com m e n inteiros < dz € R com f*(2) =z + m;

(iv) Ve > 0 36 > 0 tal que do(f, g) < 6 = |p(f) — p(g)| < z;
(v) p(f+n)=p(f)+n,Vn € Z. p(f) é o mimero de rotacéo de f.

inf (f¥(2) — 2), e My = sup(f*(z) — z).
Como f(z+1) = f(z)+1, ff(z+1) = f*(2)+1, donde f* —Id é periédica

de perfodo 1 = Jz;,Xr € R, 0 < 2 — Xp < 1 com f¥(zp) — zp =

Demonstracao: Seja my =
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mi e fR(Xk) — Xy = My, mas f5(Xi) < f¥(ai) = me + 21 > M +
Xe=0< My —mp <ap,—-Xr <1 Dai ,Vr,y e R, ff(y) -~y —-1<
My —1<mp < ffa)—a2 <M, <mp+1< fFfy)-v+1= fFfy) -
y—1< ffa)—a < f¥y) -y +1. Fazendoy = 0e z = fFU-D(0),
teremos: f*(0) — 1 < f¥(0) — fFU=D(0) < f*(0) + 1, donde n(f*(0) -

k]

1) < D (F90) = F910) < n(f5(0) +1) = n(f*(0) — 1) < f*(0) <
7=1

Kk o)y 1) fFo) 1 Ro) o))l

m(FHO)+1) = Ik < kn < k +E "k T i l < k'

Do mesmo modo, - fk;go)' < = fﬂ{m‘ <i4+il=(d EO)}

é uma seqiiéncia de Cauchy, logo convergente para um dado p(f). De

f"”(O) £7(0)
l < i, fazendo k — oo, teremos |—— — p(f)l < ().
Em f*(y)—y—1< f*a)— 2z < f*(y) —y+1, fazendo z = 0, teremos
k (-
fk(y)——y—l < fk(O) < fR(y)—y+1, ou f (z) k < (0) < (zifc) y_[_% =
-y

k

k — .
<t = klingo-fiv(—%wy- =p(f), Vy € R (ii).

Se f*(z) = = + m, por uma inducdo ébvia. f*(2) = = + km =

fkn(ﬁ)—i" — m

= T, Fazendo k — oo, teremos p(f) = =

.- Reciprocamente,

se f*(z) # 2 + m, por exemplo, se f*(z) > z+ m. Yo € R. seja a =

nelé{f“( z) — 2z —m}. Assim, f'(z) > z4+m+o.Vz € R = f(2) >

a:—i—k(m—i—a-), Y c R = fkn(-'f)—y > m:a :>P(f) 2 Mt

o e
o 2 , contradicao. O

caso f*(z) < z+m, Yz € R é andlogo (iii); |p(f) — plg)| < }p(f) - i%f—o—)[ +

1)

gk(O)l
k

'p(g) < ¥+ ’ Escolhendo £ tal que

24



% < 5,eébdtalquedy(f,g) <é= do(f*, g%) < ;”2—5 teremos |p(f) — p(g)] < e
k

(iv). Como (£ +n)*(0) = f4(0) +nk, p(f +n) = lim & +n = p(f) +n

(v).

Definicao 6: Dado f € Dift(S'), Per f ={zr € S* tal que In € N,n > 0
com f*(z) = z}. Se f*(z) = z, para algum n > 0. n € N, diz-se que z é

um ponto periddico de f. Caso n = 1, diz-se que x é um ponto fixo de f.

Definigdo 7: Sez = f"(x) é um ponto periédico de f € Dif T (1), dizemos
que = é ponto periédico transversal se (f?)(z) # 1 (identificando f com
uma funcéo f de R em R satisfazendo f(z+1) = f(z)+1e f(z) = 2™ /(@)
quando z = e*™% isso significa dizer que f”‘(:ff) = r+m, para algum m € Z,

e (f*)(2) #1)

Lema 7. Seja Dift(S?) dado com a topologia C*, s > 1. Seja U = {f €
Dif " (S'): Per (f) é finito ndo vazio e s contém pontos transversais}. U é

aberto e denso.

Demonstragdo: Abertura: Seja f:S! — S! um difeomorfismo com um
numero finito de pontos periddicos transversais, z;.2s,...,7T,. Pelo Lema
6, iii, todos os pontos tém o mesmo periodo. pois se p(f) = m/n, m,n € Z;
mdc{m,n) = 1, para os pontos periédicos z1, 22, .. .. z, teremos [ (x;) =

b .

z; + m. Caso contrario, temos duas hipdteses:

m

L, 0 que € absurdo,

a) f™(x;) = x; +my para certos my e n; com el
pois nesse caso p(f) seria my/n;.

b) fF*(z;) = 2i+km, para algum k € N*, mas f"(2;) # z;+m, digamos,
f™(x:) > @i +m. Nesse caso, teremos, por indugao, f"(z;) > x; + jm,
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pois FUHI(a,) = F(Fm(2)) > flai +jm) = flas) + jm > a5+ m

jm=z;+(j+1)m. Assim, f7*(z;) > x;+jm, Vj € N*, mas, fazendo

k = j, obteremos f*"(x;} > x; 4+ km, absurdo. O caso f(z;) < 2; +m

é anélogo.

Assim, f” tem r pontos fixos: z4,...,z,, tais que (f*)(z;) # 1, para
1 <5 < r. Podemos portanto escolher vizinhancas V; de z1,...,V, de z,
com V;NV; = ¢, 1 <t <7<, tais que (f7)(2) # 1, se 2 € V;, para algum
jecom 1< g <.

Denotando a vizinhanga Vj, por (ag, by), teremos f™(ay) < ar + m. e
f™(bi) > bp+m, ou vice-versa. Existe portanto uma vizinhanga V', de f tal
quese g € V1, glar) < ax e g(by) > by (ou vice-versa). além de (¢")'(z) # 1
se z € (ak,bi), para cada k com 1 < k < m.

Além disso, em [bg,art1], f™(z) > z4+mou f(z) < z+m, Vz €
[bk, @k41]. Existe uma vizinhanca V, de f tal que se g € Vg, g™{(2) > z+m,
Vz € [br, 1] ou g™(2) < z24+m, V2 € [bg,art1]. (Considerando a1 = ay).

Temos que W = V1NV é uma vizinhanca de f tal que g € W = g tem
r pontos periddicos transversais. De fato, g"(ag) < ar+me g"(bi) < br-+m
(ou vice-versa), donde existe yp € (ax,br) com g"(yx) = yr+m. Além disso,
esse yr € Unico. poiscaso ¢™(ys) = yp+me g™ (Jr) = Jr+m, ap < yr < ix <
b, terfamos pelo teorema do valor médio algum C € {yi. 9x) < (ay, by) com
(9") (k) # 1.

Além disso, nao ha pontos periddicos para g em [by. age1]. pois g*(z) <
z+4+m, ¥z € [b,ars1] ou ¢"(z) > 2+ m, Yz € [br. ars1].

Desta forma, g tem exatamente r pontos periédicos, todos transversais,

0 que mostra que o conjunto U é de fato aberto.
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Densidade: Dada f € Dift(S'), mostraremos inicialmente que pode-
mos, se necessario, modificar f de modo a que tenha numero de rotagao

racional, ou seja, que possua pontos periodicos.

Queremos mostrar portanto que Ve > 0 3f € Dift (S1) com deo(f. f) <

eep(f) €Q.
Se p(f) € @, n&o ha o que ser feito. Suporemos portanto p(f) ={ & Q.
Vamos provar que V6 > 0, da € (—6,6) tal que p(f+a) € Q. onde (f+

a)(z) = f(z)+ a. Provaremos inicialmente o seguinte resultado: Existem
m € Z, n € Z* com |m ~ {n] < 6. Para isso, seja N € N com 1/N < 6.
Considerando os numeros a; = kf — [k{], para k = 1.2....,N; teremos
ar € (0,1), Yk. Teremos pois N nimeros no intervalo (0, 1). donde existem
dois deles, a; e aj com |a; — a;} < %, e i # j. Assim, teremos portanto,
i€~ [i€] - (e = 4] = (A = i€]) — (G — )] < 1/ < 6, e como [j{] -
[if] € Z, bem como 0 # j, ¢ € Z, temos provado nossa afirmativa.

Como f nao tem pontos periddicos, pois p(f) € Q, f*{(z) # z +
m, Vz. Podemos supor sem perda de generalidade, que f™(z) > z + m,
Vz. Observemos que (f + 6)™(z) > f™{(z) + &, donde (f + &)*(z) > z +

m + 6 (estamos considerando n > 0). Nesse caso, por uma indugao ébvia,

(f+8)(z) >z +k(m+8) = p(f+6) = klim fknéi)_m > 238 Como

[m —dn| < 6, temos fn—m < 6= £ < BEL = p(f +6) > 2 5 (= p(f).

Consideremos agora a funcéo A: [0, 8] — Dif*(S?). Aa) = f+a. Temos
que A é continua. Pelo item iv, Lema 6, ¢ = po A é uma funcdo real
continua. Como o(0) # 0(6), existe algum racional 7 entre ¢(0) e c(8), e,

por continuidade, algum a € (0,6) com o(a) =r = p(f +a) € Q. c.q.d.
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Seja agora p(f) = &, m e n inteiros. Pelo Lema 6, item iii, algum

zg € S' com f"(zg) = z¢ + m. Dividiremos pois o circulo S* como

n—1

S' = | J[fi(zo), F7* (o). Seja I = [f*(xo). f¥* (20)), 0 < k < m — 1.

7=0

Dividiremos o restante da demonstracao em 2 etapas:

a)

Ve > 0 3f € Dif(S8Y) com dee(f, f) < &, (f)"z0) = 20+ m e
(f”)’(:zzg) # 1, caso (f")'(z¢) = 1. Para isso, considere uma vizinhanga
V de x9, V C (f7 Ywo), f(zg)), € seja m = 1161{f|f’(:)[ Considere
uma funcéo o que se anula fora de Vo0 € C™=. o(2¢) =0 e 0'(zg) # 0.

com sup |0/(Z)| < m e d(c,0) < €. Seja f = f+ 0. Temos clara-
Zev

mente f*(zq) = zo, junto com (F*)(zo) = (F" ") (F(z0)). F'(zo).
Como flsi—(sn-1(ze)fize)y = Fr (FP71)(F(me)) = (F" 1) (F(0)),

donde, como f'(ze) # f'(me), (f")(ze) # (f*)(zo) = 1. Como
sup |[0'(Z)] < m,(f+0)(z) > 0, Vz € V, donde f + o é um di-
zZev

feomorfismo, com doo(f, f + 0) = dc(0,0) < €, c.q.d.

Pela letra a, podemos considerar que zy é ponto periddico trans-

versal. Como (f")(x¢) = (") (f*(x0)) segue que f*(zy) é ponto
n—1
periédico transversal. para 1 < k < n. [(f/™)( H FF( To)) =

n—1

H FUF 7 (20) = (F)(fF(20))). Seja Vo = (ao,bo) vizinhanca de

§=0
fr=Y(zg) com Vo C (f"*(x0),70) € V1 = (a;.b;) vizinhanga de zq

com Vi C (bo, f(zo)) tais que |(f7)(z) = 1] > &, Vz € f(Vo) U f(11), e
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para um certo é > 0.

Definamos ¢: [f(by), f(a1)] — R, ¢(2) = 2+ m — f*(x). Se h for

imagem por ¢ de um numero infinito de pontos, esses infinitos pontos terao
um ponto de acumulagdo a com ¢(a) = h, sendo a necessariamente ponto
critico de .

Como, pelo teorema de Sard, as imagens dos pontos criticos de uma
dada funcgio diferencidvel constituem um conjunto de medida nula, cujo
complementar C' é denso, podemos escolher i € ( suficientemente pequeno.

donde % é imagem de no méximo um namero finito de pontos por .

Definindo uma fungado ¢ com as seguintes propriedades: ¢ se anula fora

de In—1; 0(Z) = h. VZ € (bg,ay); 0 € C; sup |0'] < 81 doe(0.0) < =.

VouVs

teremos que f = f+ 0 étal que f tem apenas um numero finito de pontos

periddicos:

b.a) f tem exatamente dois pontos peridédicos, ambos transversais, em
Ff(Vo) U f(V1); zo e f{zo). De fato, se, por exemplo, 3c € f(V4) com
F7(c) = c 4+ m, como f*(z¢) = z¢ + m, pelo teorema do valor médio
(F*Y(d) = 1, para algum d entre zo e ¢, mas como |(f*)(z) — 1| > &,
Vz € f(V4), e (f*)(z) é préximo de (f*)(z) para = € f(1%). segue
que, para um 61 apropriado, (f”)’(z) é diferente de 1 para z € f(1%),
c.q.d.

b.b) f tem no maximo wm mimero finito de pontos periédicos em [f(bo), flay)]
De fato, se f*(x) = 2+m, para algum z € [f(bo). fay)]. f(f”"l(l:)) =

z+m= f"(2)+ h =2+ m, mas isso s6 ocorre para um numero finito de

valores de z, c.q.d.
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Assim, conseguimos fazer com que f tenha um ndmero finito de pontos
periédicos em [f(by), f(a1)]. Fazendo uma perturbagao como a do item a)
em cada um desses pontos peridédicos que nao sejam transversais, conse-
guimos uma funcdo f préxima de f na topologia C> e logo na topologia
C* (s > 1) tal que f tem apenas um ndmero finito ndo nulo de pontos
periédicos, todos eles ndo transversais no intervalo [2q, f(z0)] = [xo, f(20)],

logo em todo o S, o que encerra nossa prova.

1° Teorema. Seja B = {f € Dift(S§') : Z(f) = {f",n € Z}}, com
Dif+(51) dado com a topologia C*°, s > 2. Entao B contém um conjunto

aberto e denso em Dif T (S?).

Demonstracio: Provamos que U = {f € Dift(S!): Per (f) é finito e
s6 contém pontos transversais} é aberto e denso na topologia C*. Vamos

inicialmente provar que o conjunto BN U € denso em U.

Para isso, seja f € U, e Per (f) = {po,p1,....pm} com (ps;piy1) N
(pj,Pi+1) = &, se © # j. Suponha que f™(p;) = p; +r, mdc (m,r) = 1,
Vp; € Per (f). Vamos provar a densidade.

Densidade: Seja F'= f". Podemos fazer pequenas perturbagoes em f
do tipo do item a da demonstracio de densidade de U (V. pdgina anterior),
de forma de F’(p;) # F'(p;), a menos que f*(p;) = p;. para algum k €
{1,2,...,n}. Pelo Lema 5, podemos encontrar Fy:[po.p1] — [0, p1] que
coincide com F em vizinhangas de pg e de p1, arbitrariamente préoxima de f e
Z(Fo) = {F'n € Z}. Seja flipo] = F17"F0s € flortpo.p] = Fl8—[popa]-
Seja F = f". Vamos mostrar que Z(f) = {fk, keZ}.

E facil de ver que se g € Z(f), ﬁ‘(g(po)) = g(F(py)) = glpy) =
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g(po) € Pex(f) = Per(f). Como Fog = goF. (F)(9(po))g'(po) =
QI(F(PO))(F)I(PO\)- Como F(po) = Po, F’(pg) = I:“’(g(pg)), donde temos
que g(po) = f¥(po), para algum k,1 < k < n. (Pois F'(p;) # F'(p;) exceto
se f¥(p;) = p;, 3k). Seja Zi = {g € Z(f) tal que g(po) = f*(po)}. Basta
provar que Z = {f*F?,i € Z}, mas como gf ~* € Z(f), e gf ~* leva [po, 71]
em [po,p;], como, em [po, p1], " = f*71.f = f"7 o f17" 0 Fy = Fy, segue
que gf *|ipy.p] € Z(Fy) = gf % = F{ = I em [pg.p1] para algum i € Z,
donde gf =% = F! em todo o St. De fato, se h: ST — S pertence a Z(F), e

h{p;) = p;, Vi entao h 1= F' para algum t € R, donde h'(p;) define
{Pz uP:-i-}}

h

[pi,psa]» 1080 determina A'(p;11) que analogamente determina Ay, ., p;, .-
e assim por diante. Desse modo, comecando com i = 0 temos que A'(pgp)
determina h em todo o S*. Se h = gf %, k|, oy = £F = h = F?, por

unicidade, em todo o S!. Assim gf F = Fi = g = Fift = fFF7 c.q.d.

Obs.: Se ho F = Foh, h(p:) = h(F(p;)) = F(h(p:)). Se h(po) = po
entdo h(p;) =p;, Vi € Z = gf‘k(pz-) =p;, Vi€ Z.

Abertura: Observemos inicialmente que o conjunto U/ = {f € Dif 7(S1)
Perf = {po,....pr} é finito, ndo vazio, 6 contém pontos transversais, é tal
que f*(z) = 2, Yz € Per(f) o (F")/(pi) # (")(p;) se {pi-ps} C Per f e
F¥(p:) # p;, Yk € Z, e além disso, se F = f", 3i. 0 <7 < k+1 tal que
Z(Flipipisa]) = {Flipipizi)":n € Z}, onde p; e ;13 sdo dois elementos de

Per (f) tais que {ps,pip1) N Per f = ¢} é aberto e denso em Dif *(S1).

De fato, a densidade foi provada na demonstracao de densidade desse

teorema. A abertura tem uma prova semelhante a da abertura de U (Lema
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7). Essa prova mostra que, se f tem um ntmero finite de pontos periddicos
transversais, pg,p1, .- - ,Pk, €ntao existe uma vizinhanca V' de f tal que se
g € V entao Per g = {po,...,Px}, finito e ndo vazio. Além disso, se g estd
suficientemente préximo de f, p; é préximo de p;, 0 <7 < ke flippisa]

4
é proxima de g junto com o fato de f"|,;,,,,] ser préxima de

[pi.Big1]s
9"|i5:,5:11)- Escolhendo V suficientemente pequena, pode-se fazer com que
(¢") (B:) # (97)'(B;), se {Pi,5;} C Per(g) e f*(Fi) # Pj, Vk € Z, e que se
G = g", entdo teremos (pelo Lema 4), Z(Gl5, 5:4,1) = UGl 5,00))7 1 €
Z},se i é tal que se F = f", Z(Flip, pins)) = {(Flipepiss))-n € Z}. Isso

prova que de fato U7/ C UV é aberto e denso em Dif(S?).
q

Vamos agora provar que BNU’ é aberto em . De fato, basta provar
que U’ C B.

Seja f € U', e h € Z(f). Seja F = f", eital que Z(F|pp, piry)) =
{(Flipipipa))sm € Z}. Como foh=hof, Foh=hoF = F(h{p;)) =
W(F(p:)) = h(pi),  F(h(pi)) = W (pi) = W(F(p:))-F'(ps) = 1 (pi) F'(p) =
F'(h(p:)) = F'(p:) = h(p;) = f*(p;), para algum k € Z. Assim, ho f*

leva [Pi,pé—i—l] em [pi:pi+l]a e comuta com F = hof——k|[pf,p;+1] = Fj[[?)i-.pi—;—]]
para algum j € Z, donde, como no fim da demonstracao de densidade
desse teorema, ho f~% = FJ em todo 0 S! = h = fF*Fi = f9+* Como

nj+ k € Z, nossa demonstracdo estd encerrada.
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s SECAO IV: DIFEOMORFISMOS QUE INVER-
TEM ORIENTACAO DE s!

Nesta secao estende-se os resultados da Secdo III para Dif ~(S'), com-
pletando a prova do teorema fundamental dessa dissertacéo, que afirma que
{f € Dif(SY) : Z(f) = {f*. k € Z}} contém um aberto e denso em Dif(S51),
com a topologia C'¢, para s > 2.

Temos estudado até agora o conjunto DifT(S') dos difeomorfismos
f: 8 — 8! que preservam orientagdo. Vamos extender agora nosso es-
tudo ao conjunto Dif~(S?) dos difeomorfismos f:S* — 5! que invertem

orientagdo, abrangendo todo o Dif(S') = Dif T(S1) U Dif ~(S1).
Lema 8. Seja f € Dif 7(S!). f admite exatamente 2 pontos fixos.

Demonstragio: Identificando f com um difeomorfismo /:R — R com
Fflz+1) = f(z) —1e f(0) € [0.1), teremos f(1) = f(0) -1 € [-1,0) =
Ff(1) =1 € [-2,—1). Como f(0) — 0 € [0,1). por continuidade teremos
0 <z <29 <1 com f(.rl) —r1=0ce¢ f(a:g) — a9 = —1, ou seja, 11 e zo
serao pontos fixos de f.

fl)—z€(~1,0), V2 € (z1.22) e f(z) — 2z € (=2, -1), Vx € (22.1].

Como f ¢ estritamente decrescente, f(z) — z € (0,1), V2 € [0,2;),

Assim, provamos que z; € r» s30 0s Unicos pontos fixos de f, c.q.d.
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Observemos agora que um difeomorfismo local f em 0, com f'(0) < 0,
f'(0) # —1 admite um difeomorfismo local a; em 0 com a/4(0) = 1, tal que
a}l o f o a5 seja linear. Além disso, se fi e fo estdo préximos na topologia
C?, a5, e ay, estdo préximos na topologia C*. A demonstragao deste fato
é absolutamente andloga a do Lema 1.

Outra observagéo é que se L{z) = Az, com A < 0, A # -l e Log = goL,
para um certo difeomorfismo local g em 0, entao g é linear. A demonstracéo
é analoga & do Lema 2.

Esses fatos implicam. junto com os Lemas 1 e 2. que se f é um difeo-
morfismo local em 0 com f'(0) ¢ {—1,0,1} entdo existe um difeomorfismo
local o em 0 com o/(0) =1 e a™! o f o o linear. Além disso, fog=go f
para g difeomorfismo local em 0 & g é da forma ao H oa™?!, onde H ¢

linear.

Lema 9. Seja f € Dif*(S'). Definimos Z~(f) = {g € Dif "(S§'):go f =
fog}. Seja B~ = {f € Dif'(SY) : Z=(f) = ¢}. Entdo B contém um

aberto e denso em Dif¥(S), na topologia C°, para cada s > 2.

Demonstracao: Na verdade, basta provar que B~ contém um aberto e
denso em U’ {veja demonstracdao de abertura no teorema. pagina 14).

Se g € Dif (S') e fog = go f, como, pelo Lema §, g admite 2
pontos fixos, pg e py, temos g(f(po)) = flg(po)) = flpo) e g(f(p1)) =
F(g(p1)) = p1. Assim, f(po) = po e f(p1) = p1 ou f(pe) = p1 e f(p1) = po.
Analisemos as duas hipdteses, comegando pela segunda hipotese: Se f(pg) =
p1 e f(p1) = po, teremos f2(po) = po e f*(p1) = p1, com (f*)(po) =
F'(po)f'(p1) = (£2)(p1), e (f*)'(po) # 1, pois f € L. Supondo sem perda
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de generalidade 0 < (f%)'(po) = () (p1) < 1, e denotando por [po,p1] ©
arco que liga py a p; no sentido positivo, teremos vizinhancas V7 = [po, )
e Vo = (b,py] tais que f*(z) < z, Yz € Vi e f3(2) > 2, Vo € V. Por
continuidade, 3p € (po,p1) tal que f2(p) = p. Como f?og = go f?, temos
que f2(g(p)) = g(f*(r)) = 9(p), e (f*)'(9(p))-g'(p) = ¢'(F*(P))-(F*)'(p) =
g@) () ) = (F)(9p) = (f*)(p) = glp) = f*(p), para algum k €
Z. Como {f*(p),k € Z} = {p,f(p)}, e g leva [po.p1] em [p1,po] (onde
[p1,p0] é 0 arco que liga p; a pp no sentido positivo), assim como [ leva
[po,p1] em [p1,po], teremos g(p) = f(p). Seja g(p) = f(p) = q. [ leva
[po,p] em [p1,4], [p, p1] em [g.pol. [p1, g} em [po,p] e [g. po] em [p,p1]. g leva
[po, p] em [g, o), [p, 1] em [p1. g. [p1, ¢] em [p.p1] e [g. po] em [po, p]. Assim.
f(z) # g(z), Yz € (po,p1) \ {p}, donde p é o tinico ponto fixo de f? em
(o, p1) = Per(f) = {po,p,p1.4}.

Na 12 hipétese, f(po) = po e f(p1) = p1. f nao tem mais nenhum ponto
fixo, pois se, por exemplo, f(z) = z para algum z € (po,p1), f(g(z)) =
9(f(z)) = g(z), junto com f'(9(z)).g'(z) = ¢'(f(z)).f'(z) = ¢'(2).f (z) =
f(g(z)) = f'(z) = g(z) = f¥(z), para algum k € Z = g(z) = z, absurdo.
pois = € (po,p1) e g(z) € (P1,Po)-

12 hipdotese: Nesse caso f € U’ e adiite exatamente 2 pontos fixos trans-
versais, pg e py. Como U’ C B, Z(f) = {f".,n € Z}. Se g € Dif (S!) ¢
tal que go f = fog. g admite pg e p; como seus unicos pontos fixos. O
difeomorfismo G = ¢ € Dif F(S') étal que Go f = fo G = G = f*. para
algum k € Z.

Seja j tal que k/2 € {7,7+ 3}, j € Z. Considerando h = f~7 og, temos
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que B = f~2 oG = Id, se k/2 = jou igual a f se k/2 = j + 3. Temos
ainda que h € Dif ~(S1).
Assim, Z7(f) = ¢ < Bg € D7 (S') com g? = Idou g° = f.

Seja o difeomorfismo local em py tal que a™?

o f o« seja linear. Se
g € Dif7(SY), g(po) = po e go f = fog, entdo g se escreve local-
mente como o(—ca~!(z)) para algum c > 0. Se g% = Id, a(c*a~1(z)) =
ale™z)) = 2 =1=c=1= g(z) = a(—a"(z)), localmente. Se
g% = f, o{cta" (2)) = a(Aa"1(z)) = c = A2, onde X = f'(po).
Definindo fg(z) = a(—a~'(z)) para z numa vizinhanca de py com
fofo= foof extendendo f para S* — {p}, e fi(z) = a{=A"2a"(x))
efiof=7fof, irS* = {pm} — S' = {p}, teremos que Z7(f) = ¢ &

lim fg(z) e lim fi(z) néo existem. Como pelos argumentos do Lema 4 a
TP T—=Dp1

nao existéncia desses limites ¢ um fenomeno que se mantém com pequenas
modificagdes de f (pois o depende na classe C de f na classe C?), temos

imediatamente que B~ NU’ é aberto.

Para provar a densidade, procedemos de forma andloga ao Lema 5.
Definamos inicialmente um difeomorfismo h: 5! — S! que fixa apenas pg e
p1 e que coincide com f em vizinhancgas de pg e de py. e tal que h mergulha

num grupo a 1 parametro.

Seja Vo = [a(~a"*(a)).q] vizinhanca de py onde f(z) = a(Aa~{z)).
e tal que h = f em 15. Seja Vi vizinhanca de p; onde h = f. Definamos
agora ¥: S — S por |y, =Id, f =¥ lohow. v(py) = pg. Seja agora
(zo—¢€,20+¢) =1 C 1y, Modifiquemnos a fungao a™! ov'ca para obter uma

funcdo 3 que coincide com a™' o1 0 a fora de a~1(I), estd suficientemente
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164 o a, e nao verifica nem B{a™*(x9)) = —B(—a~ (2¢))

préxima de o~
nem B(~A/2a" (zg)) = —=AY23(a"*(z)), como no Lema 5.

Definimos agora 8 = aoBoa™ !, e f=p"1oho. Podemos fazer
f arbitrariamente préxima de f de modo que Z(f) = {f*,n € Z}. Assim
como no Lema 5 nao se pode definir fg e fl como fungoes diferencidveis de

S em S, Assim, teremos Z~(f) = ¢, o que prova a densidade de B™.

2% hipétese: Nesse caso f € U', Z(f) = {f*,n € Z} e f? tem 4 pontos
fixos transversais: po,p,p1 e q, com f(pg) = p1 e f(p) = ¢. Como f € U,
podemos supor que Z(f|(p,.5) = {{FZl[po,p))"> 7 € Z}. Se g € Dif7(Sh) é
tal que fog = go f entao g tem exatamente 2 pontos fixos, que podem ser
po e pr oup e q. Seforem p e g entdo g(po) = p1 g(p1) =po, e flog €
Dif 7(S) étal que (f*og)of=fo(ftog), ftoglpy) =Fp1) =po
e f7log(p1) = f~Ypo) = p1. Assim Z=(f) = ¢ «7g € Dif7(S!) com
gof=1Fog,9(po)=rpoeg(p1)=ps

Nesse caso, g leva {po, p] em [g,po] € [g,po] em [po,p] = g* leva [po.p]
em [po,p]. Assim g2|[p0,p] = (f*)* para algum k € Z. Se G = ggl[pogp} e
F = f2|,, . sendo j € Z tal que k/2 € {j,j+ 3}, [ G=Idse k/2=j
ouigual a F se k/2 = j+ 1. Dessa maneira, como na hipétese 1, Z7(f) = ¢
se Ag € Dif " ([g.p]) com g*> = Id ou g*> = f2.

Se A = (f*)(po), definimos Fy(z) = a(—a™(z)) e Fla) =
o =AV2a"1(2)), numa vizinhanca de po onde o™ ! o f? o o seja linear, e
tais que Fofy = FpoF e FoFy, = FyoF. Z7(f) sé poderia ser nao
vazio se %%Fé(r) e iiEéFlj(I) ou 21?1'"13;1).231’(&) e iigqu{(:v) existam. Como a

nao existéncia de algum desses limites é, como no Lema 4, um fenomeno
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que se mantém com pequenas modificacdes de f, B~ ¢ aberto nesse caso.

Para provar a densidade, alteramos F em [g,p] para uma fungao E
que coincide com F em vizinhancas de ¢ e p, tal que F é suficientemente
préximo de F' e que nem Fyp nem F possam ser definidos diferenciavelmente
em [g, p], como na hipdtese 1.

Definimos agora f = f em [p,q] e f = f~1F em [g,p]. Temos que f
pode ser feita suficientemente préoxima de f, e como f2=Fem [q, D], e
Z(F) = {f",n € Z}, pois Z(f) = {f",n € Z} e f é préxima de f, temos

que Z~(f) = ¢. Isso encerra nossa prova.

Lema 10. Seja f € Dif~(S1), e Z(f) = {g € Dif(S'): go f = fog}. Seja
B_ ={feDif (S"): Z(f) = {f*,n € Z}}. Entdo B_ contém um aberto
e denso em Dif ~(S1).

Demonstragio: Observemos inicialmente que U_ = {f € Dif (S') : f?
tem um nimero finito de pontos fixos, todos transversais, {f?)(py) #
(f?)(p1), onde pg e p; séo os pontos fixos de f e Z(f2|1p0.011) = {(F*po.cal)™
n € Z, onde q; € (po, p1] é o primeiro ponto fixo de f? depois de py} é aberto
e denso em Dif ~(S?).

De fato, a abertura pode ser provada com facilidade usando as técnicas
do Lema 7 e do 12 teorema (abertura de U" e de 7). Usando ainda as
técnicas de densidade do Lema 7 e do 1°teorema podemos provar a den-
sidade. De fato, primeiro modificamos f de modo que 1 # (f*){(po) #
(F2Y(p1) # 1. Apds isso, com as técnicas supracitadas pode-se modificar
f? para uma certa F tal que F' tem um nimero finito de pontos fixos, todos

transversais, em [pg. p1], que denotaremosporpg =g < q1 < -+ < ¢n = P1,

38



e de modo que Z(F|[po,pﬂ) = {(Fi[po,m])n’ n € Z}. Podemos fazer com
que F coincida com f? em vizinhangas de pg e de p;. Definimos agora
f(z) = f(z) para x em [p1,po] e f(z) = f71F(2) para z € [po, p1].

feU_, pois f2 tem como pontos fixos em [po.pi], po = g0 < @1 <
<+ < g = pp (de fato, 72 = F em [po,p1]). De fato f é uma bijecio entre os
pontos fixos de f2 de [po, p;] € os de [p1, po]. Assim, £2 tem um nimero finito
de pontos fixos em S?, todos transversais, ¢ Z(f*l[po.q]) = (P o)™
neZ}=fel_.

Vamos provar que U_ C B_. Defato,se f e U_,egof = fog,
sendo po e p; os pontos fixos de f,g(po) = g(f(po)) = Sflg(po)); e
g'(po) f'(po) = f'(9(po))-g'(po) = f'(Po) = f'(9(po)) = 9(Po) = po. e ana-
logamente g(p;) = p;. Assim, g° € Dift(S1), e é um difeomorfismo local
em po. Como g% f? = f2og?, ¢*(a:) = f(9°(:)) = ¢° ({90, @1, -, 4n}) =
{g0, a1, -.,qn} => como g* € Dif " (S") e ¢*(po) = po. ¢*(ai) = ¢i, 1 <1 < .
Assim, 2|44, comuta com [2|go 0] = 6 ligo.ar] = (F*liao,en))®» Dara al-
gum k € Z, e, como no fim da demonstracao de densidade do 12 teorema
g% = f?* em todo o S. Se g € Dif (S!), necessariamente g = f*, por uni-
cidade, pois [¢'(po)]? = [(£*)'(po)]? = ¢'(po) = (*)'(po).  segue como no
fim da demonstracdo de densidade do 12 . Se g € Dif+(51),g|[ququ] comuta
com 2001 = Iligo.ar] = F¥ligosn]s 3k € Z = g = f** em todo o §*.

Assim, Z{g) = {g",n € Z}, c.q.d.

2¢ Teorema. Se Dif(S') = Dif"(S') U Dif 7(S?) e, para f € Dif(S?),
Z(f) = {g € Dif(§') : go f = fog} entdo B = {f € Dif(S) : Z(f) =

{f*,n € Z}} contém um aberto e denso na topologia C*, para cada s > 2.
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Demonstragdo: Imediata a partir do 1° teorema e dos Lemas 9 e 10.

Observagdc: Para esse teorema, é fundamental a diferenciabilidade dos
elementos de Dif(5'). De fato, considerando Hom(S?) o conjunto dos ho-

meomorfismos f: 57 — 5! o teorema estd longe de ser verdadeiro. Na

verdade, o conjunto dos homeomorfismos de S* em S' que conmtam com

! um f dado é sempre nao enumerdvel.

BIBLIOGRAFIA

[1] N. Kopell, Commuting Diffeomorphisms, Global Analysis, Proc. Simp.
Pure Math., vol. XIV, An.. Math. Soc. (1970), p. 1656-184.

[2] J. Palis e J.C.Yoccoz, Rigidity of centralizers of diffeomorphisms. Ann.
Scient. Ec. Norm. Sup., t. 22 (1989), p. 81-98. |

[3] J. Palis e W. de Melo, Geometric theory of dynamical systems (An
introduction), Springer Verlag ( 1982).

[4] S. Smale, Differentiable dynamical systems, Bull. Am. Math. Soc., 73

(1UGT), p. T47-811.

40)

-



