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Prefacio

Problemas que envolvem simultaneamente as estruturas aditiva e
multiplicativa dos niimeros inteiros, em particular problemas aditivos
sobre nimeros primos, costumam ser extremamente dificeis, apesar
de muitas vezes terem enunciados bastante simples. Nao se sabe por
exemplo se ha infinitos pares de primos gémeos, i.e., pares de primos
cuja diferenca é 2. Também continua em aberto a famosa conjectura
de Goldbach: todo inteiro par maior ou igual a 4 é soma de dois
primos.

Outra conjectura cléssica sobre primos que estava em aberto ha
muito tempo é a de que existem progressoes aritméticas arbitraria-
mente longas formadas exclusivamente por primos. A maior
dessas progressoes conhecida atualmente é 468395662504823+
k - 45872132836530,0 < k < 23, formada por 24 primos, descoberta
em 18 de janeiro de 2007 por Jaroslaw Wroblewski. Esta conjectura
foi finalmente demonstrada por Ben Green e Terence Tao em 2004.
Tao ganhou uma medalha Fields em 2006, principalmente por causa
deste trabalho.

O objetivo principal deste texto é expor o trabalho de Green e
Tao da forma mais auto-contida possivel. Sua demonstragao uti-
liza o famoso Teorema de Szemerédi, segundo o qual qualquer con-
junto de inteiros positivos com densidade (superior) positiva contém
progressoes aritméticas arbitrariamente longas. O trabalho de Green
e Tao usa ainda idéias de teoria ergddica, introduzidas por Fursten-
berg para dar uma prova alternativa do Teorema de Szemerédi, além
de técnicas introduzidas por Gowers para dar ainda outra demon-
stracao deste Teorema de Szemerédi.

No capitulo 1 apresentaremos diversos resultados sobre ntimeros
primos, incluindo a demonstragao do Teorema dos Niumeros Primos,
sobre sua distribuicao assintética, durante a qual faremos estimativas
sobre a funcao ¢ de Riemann que serao usadas na prova do Teorema
de Green e Tao. Discutiremos também resultados ligados ao Teorema
de Szemerédi e a prova ergddica de Furstenberg.
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No capitulo 2 apresentaremos a demonstracao do Teorema de
Green e Tao que generaliza o Teorema de Szemerédi via a introdugao
das medidas pseudo aleatorias. Neste capitulo aparecem as técnicas
ergddicas e as técnicas de Gowers que mencionamos.

No capitulo 3 provamos que existem medidas pseudo-aleatérias
em relagdo as quais os primos tém medida positiva, o que, pelos
resultados do capitulo 2, permite concluir a existéncia de progressoes
aritméticas arbitrariamente longas formadas por primos.

Apesar de sofisticada, a prova do Teorema de Green-Tao nao re-
quer muitos pré-requisitos que nao estejam contidos neste texto (em
particular ndo usaremos diretamente resultados de teoria ergddica
nem de teoria analitica dos nimeros que nao estejam demonstrados
nestas notas; por outro lado, alguma experiéncia prévia com esses
assuntos pode ajudar a compreender muitas das idéias da prova).
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Capitulo 1

Propriedades aditivas
dos nimeros primos

1.1 Introducao

Um dos conceitos numéricos mais antigos é a nogao de ntimero primo.
Por definigdo um ntimero p é primo se ele é divisivel somente por 1 e
por ele mesmo.

Os numeros primos aparecem em diversos resultados elementares
da teoria dos ntmeros, como o teorema de decomposi¢ao tnica em
fatores primos ou como os nimeros tais que Z/pZ é um corpo.

Obviamente como a definigao de nimero primo é de carater mul-
tiplicativo, podemos extrair diversas propriedades multiplicativas el-
ementares. Por exemplo, o produto de dois primos nao é primo. Ou
mesmo, nao existem progressoes geométricas de comprimento maior
ou igual & 3 formadas somente por primos.

Por outro lado, ao levantarmos perguntas de cardter aditivo pode-
mos nos deparar com algumas surpresas. Por exemplo, a soma de
dois nuimeros primos é primo? A resposta é: depende. Por exemplo
2+3=5 é primo, 2+5=7 é primo, mas 3+5=8 nao é primo e nem
7+2=9. Por outro lado o postulado de Bertrand diz que para todo
natural N existe um primo entre N e 2N. Vé-se entao que a seguinte
pergunta merece pelo menos um pouco de reflexao:

7
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8 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NUMEROS PRIMOS

Ezistem progressoes aritméticas de comprimento maior ou igual a 3
formadas somente por primos? E quantas existem uma vez que o
comprimento for fixado?

Veremos nestas notas como tal pergunta foi respondida por Ben
Green e Terence Tao. Mas, antes disso, iremos passear pelo mundo
dos numeros primos, vendo solucoes parciais a esta pergunta e anal-
isando outras questoes de carater aditivo envolvendo os niimeros pri-
mos.

1.2 Problemas classicos sobre proprieda-
des aditivas de Niumeros Primos

1.2.1 A conjectura dos primos gémeos

Observando o exemplo da introducao, sabemos que nem sempre a
soma de um ndmero primo com 2 é primo; mas, serd que existem
infinitos primos com essa propriedade? Dizemos que p e p+2 sao
primos gémeos se ambos sao primos. Exemplos de primos gémeos
sao: (3eb), (5eT), (11 e13), (17 e 19), (29 e 31), (41 e 43). Um
dos problemas em aberto mais famosos da teoria dos nimeros é a
conjectura dos primos gémeos:

Existem infinitos primos gémeos?

Um resultado importante devido a Brun [2] mostra que mesmo que ex-
istam infinitos primos gémeos, eles se tornam muito escassos quando
olhamos para nimeros muito grandes, o que torna a conjectura mais
dificil. De fato o teorema de Brun diz que a série dos inversos dos
primos gémeos {mpares converge (para um nuimero conhecido como
a constante de Brun):

1 1 1 1 14_1)4_(1#_1)+ -

1 T T T s T

Mais tarde reformularemos a conjectura dos primos gémeos em uma
linguagem mais analitica.
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[SEC. 1.2: PROBLEMAS CLASSICOS SOBRE PROPRIEDADES ADITIVAS 9

1.2.2 A conjectura de Goldbach

Em uma carta a Euler, em 1742, Goldbach perguntava se todo nimero
maior que 2 é soma de 3 primos. Goldbach assumia que 1 era primo,
0 que nao é mais usado. Portanto uma conjectura equivalente é a
famosa conjectura de Goldbach é:

Todo inteiro par n > 4 pode ser escrito como soma de dois primos?

Mesmo sendo facil de enunciar, a conjectura de Goldbach ainda é
um dos maiores desafios da teoria dos nimeros. Diversos resultados
parciais foram obtidos, mas nenhuma das provas parece se estender
a uma demonstracao da conjectura de Goldbach.

Por exemplo, Schnirelman [8] mostrou que todo nimero primo
pode ser escrito como uma soma de primos, porém o nimero de
parcelas é maior que 300000, um pouco longe de 2, nao?

Outra conjectura relacionada é chamada de conjectura fraca de
Goldbach:

Todo nimero impar n > 9 pode ser escrito como soma de 8 primos?

Com respeito a este problema, temos o famoso teorema de Vino-
gradov [15], onde ele resolve a conjectura fraca de Goldbach para
nimeros fmpares suficientemente grandes (maiores que 3315).

Outro resultado interessante é o teorema de Chen [3], onde ele
mostra que um ndmero par suficientemente grande é soma de um
primo com um quase-primo (um ndmero com no maximo 2 fatores
primos).

Uma versao mais forte da conjectura fraca de Goldbach é con-
hecida como a conjectura de Levy:

Todo nimero impar n > 7 pode ser escrito como soma de um primo
mais o dobro de outro primo?

Mais adiante, reformularemos estas conjecturas de maneira
analitica.

1.2.3 Primeiros Resultados sobre Progressoes
Aritméticas e Niimeros Primos

Um dos resultados mais classicos neste assunto é o teorema de Dirich-
let que diz:
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10 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NUMEROS PRIMOS

Se a e b sao primos entre si entdo a progressao aritmética a + nb
contém infinitos primos.

A prova deste resultado utiliza o conceito de L-séries (uma defini¢ao
mais avancada) devido a Dirichlet. No apéndice serd dado um esbogo
da prova em um caso particular.

O teorema de Dirichlet nao diz que a progressao aritmética ¢é for-
mada inteiramente de primos. Uma pergunta natural é se existe uma
progressao aritmética de tamanho infinito formada somente de pri-
mos. A resposta é negativa segundo o teorema de Lagrange-Waring:

Considere uma progressdo aritmética formada somente de primos de
comprimento k e de razdo d. Entdo necessariamente d é divisivel
por todos os primos menores que k. Em particular nao existem
progressoes aritméticas de comprimento infinito formadas somente
de primos.

1.3 Progressoes Aritméticas em certos
subconjuntos de Z

A questao da existéncia de progressoes aritméticas de tamanho finito
formadas de primos pode ser estendida da seguinte maneira:

Seja A C Z. Existem progressoes aritméticas de comprimento
arbitrariamente grande formadas somente por numeros que
pertencem a A?

De certa forma, veremos que o conjunto P de nimeros primos é
muito “magro”’. Podemos entao tentar atacar o problema primeira-
mente para conjuntos A “gordos”, onde as chances de se encontrar
progressoes aritméticas sao maiores, e tentar adaptar os métodos de
prova para o caso de conjuntos “magros”. Obviamente um problema
central é a defini¢ao do que é um conjunto “magro” e o que é um con-
junto “gordo”. Nesta secao veremos certos resultados nesta diregao.
Observe que nao aplicaremos a ordem cronoldgica na exposi¢do dos
resultados.
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[SEC. 1.3: PROGRESSOES ARITMETICAS EM CERTOS SUBCONJUNTOS DE Z 11

1.3.1 O teorema de Van der Waerden

Suponha que vocé possui uma quantidade finita, digamos k, de cores e
use-as para pintar os niimeros inteiros. Entao, vocé obtém k subcon-
juntos disjuntos que formam uma particdo dos inteiros. O teorema
de Van der Waerden diz que:

Pelo menos um destes subconjuntos é tao “gordo” que possui
progressoes aritméticas de comprimento arbitrariamente grande.

Em particular, se tomamos duas cores e pintamos os primos de
uma cor e os nao-primos de outra, obtemos:

O conjunto de nimeros primos ou o conjunto de numeros
Nnao-primos possuem progressoes aritméticas de comprimento
arbitrdrio.

Mais adiante veremos provas do teorema de Van der Waerden.

1.3.2 Conjuntos com Densidade Positiva e o Teo-
rema de Szemerédi

Obviamente, o conjunto dos nimeros pares possuem progressoes
aritméticas de comprimento arbitrario (com razao 2, por exemplo).
Observe que num intervalo [1, N] := {n € Z;1 < n < N} essencial-
mente os pares ocupam 1/2 deste conjunto. Da mesma maneira, os
nimeros impares também tem essa propriedade e possuem progressoes
aritméticas de comprimento arbitrario. Mais geralmente, escolhido
um numero k qualquer se vocé olha para o conjunto de multiplos de k,
este conjunto essencialmente ocupa 1/k de [1, N] e possui progressoes
aritméticas de comprimento arbitrario.

Com base nisto, podemos tentar dizer que um conjunto é “gordo”
se ele ocupa uma fragdo positiva do intervalo [1, N]. Por outro lado,
como queremos progressoes de comprimento grande, iremos pedir que
essa fracao seja vista assintoticamente.

Definicao 1.3.1. Seja A C N a densidade de A é:
1,N|NnA
d(A) = lim sup M
N—o0 N

Aqui, dado B C N, denotamos por |B| a cardinalidade de B.
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12 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NUMEROS PRIMOS

Obviamente a definigao se estende naturalmente para subconjun-
tos dos inteiros. O primeiro teorema que lida com conjuntos “gordos”
ou melhor com densidade positiva é o teorema de Roth [7] de 1956:

Se A C Z tem densidade positiva entdo A possui infinitas
progressoes aritméticas de comprimento 3.

O problema da existéncia de progressoes aritméticas de compri-
mento arbitrario somente foi resolvido gragas aos trabalhos de Sze-
merédi [9] em 1975:

Teorema 1.3.1 (Szemerédi). Se A C Z tem densidade positiva entdo
A possui infinitas progressoes aritméticas de comprimento arbitrari-
amente grande.

Adaptacoes da prova do teorema de Szemerédi serdo objeto de
estudo nos capitulos posteriores, pois veremos a seguir que nao se
pode aplicar o teorema nesta forma ao conjunto dos nimeros primos.
Nas segoes seguintes, daremos provas do teorema de Szemerédi.

1.3.3 O teorema dos Numeros Primos e Progressoes

Aritméticas formadas por Primos

O motivo pelo qual nao podemos aplicar o teorema de Szemerédi ao
conjunto de ntimeros primos se deve ao famoso teorema dos nimeros
primos:

Teorema 1.3.2 (O Teorema dos Numeros Primos). Vale a seguinte

estimativa assintotica:

|[PN[L,N] 1
N ~ logN

+o(1).

Aqui P € o conjunto de nidmeros primos e o(1) € uma quantidade que
vai a zero quando N — oo. Em particular d(P) = 0.

Mesmo que os primos tenham densidade zero, a existéncia de
infinitas progressoes aritméticas de comprimento 3 formada de primos
foi obtida em 1939 por Van der Corput (antes do teorema de Roth):

Existem infinitas progressdes artiméticas de comprimento 3
formadas somente de primos.
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[SEC. 1.4: PROVA DO TEOREMA DOS NUMEROS PRIMOS 13

Finalmente, em 2004, Ben Green e Terence Tao [5] obtiveram o
resultado geral. Tal teorema é objeto central de estudo deste livro:

Teorema 1.3.3 (Green-Tao). Existem infinitas progressoes aritmé-
ticas de comprimento arbitrdrio formadas somente de primos.

1.3.4 A conjectura de Erdos-Turan

Sabe-se que a série > # converge, porém, em 1737, Euler mostrou

que a série dos inversos dos primos diverge:

p primo

Isto mostra que os ntimeros primos nao sao tao esparsos quanto os
quadrados de ntimeros naturais.

A conjectura de Erdos-Turdn diz que conjuntos com tal propriedade
devem conter progressoes aritméticas de comprimento arbitrario. O
teorema de Green-Tao é portanto um caso particular desta conjec-
tura:

Conjectura 1 (Erdos-Turdn). Seja A C N tal que:

n
neA

Entao existem infinitas progressoes aritméticas de comprimento ar-
bitrario formada somente por elementos de A.

Esta conjectura estd completamente em aberto: nao se sabe nem
se tais conjuntos devem conter progressoes aritméticas de compri-
mento 3.

1.4 Prova do Teorema dos Numeros Pri-
mos
Nesta secao daremos um esbogo da prova do teorema dos ntimeros

primos. Veremos suas relagdes com a funcao de Von Mangoldt e com
a funcao zeta de Riemann.
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14 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NUMEROS PRIMOS

1.4.1 A funcao de Von Mangoldt

Em primeiro lugar, reformularemos o teorema numa linguagem inte-
gral e veremos suas relagoes com a fungdo de Von Mangoldt.

Definicao 1.4.1. A funcdo de Von Mangoldt A : Z — R ¢ dada
por A(n) =logp sen=1p", onder > 1 e A(n) =0 caso contrdrio.

Observe que o teorema da decomposicao tnica em fatores primos
pode ser expresso por:
logn = A(d). (1.4.1)
d|n

Definigao 1.4.2. Dada f : X — R e A C X wum conjunto finito,
definimos a esperanca de f com respeito a A como:

E(f(n)n € 4) = E(f14) = 7 A| > fn
neA

Nesta linguagem o teorema dos numeros primos pode ser visto
como uma estimativa para a esperanga da funcao de von Mangoldt:

Teorema 1.4.1. O Teorema dos Numeros Primos € equivalente a:
E(A|[1,N]) =1+ 0(1).

Demonstragao. Pela definicao da fungao de von Mangoldt temos
que:

log N
NEQA|LN) = Y [10%1 logp <log N3 1

p<N p<N

= log N - (|primos entre 1 e NJ).

Isto d4 uma das desigualdades desejadas (dividindo por N).
Por outro lado, se 1 < M < N entao:

|primos entre 1 e N| = |primos entre 1 e M|+ Z 1
M<p<N
1
< |primos entre 1 e M|+ Z 100gg]\]j[
M<p<N
1
< M+ ——NE(A|[1,N)).

log M
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[SEC. 1.4: PROVA DO TEOREMA DOS NUMEROS PRIMOS 15

Agora se N é muito grande entao temos que 1 < M = log% < N.

Substituindo na inequagao acima obtemos que:

N NE(A[[L, N])
logZ? N log N —2loglog N~

|primos entre 1 e N| <

Portanto:
|primos entre 1 e n| 1 1
< E(A|[1,N )
N (Al ])(logN—QloglogN +log2N
Isto conclui a demonstracao porque m — 1 quando
T — 00. O

1.4.2 A fungao zeta de Riemann

Uma das fungoes mais famosas na Matematica é a funcao zeta de Rie-
mann. Ela desempenha um papel fundamental na teoria dos nimeros
e também aparece em diversas outras dreas (p.ex., andlise complexa,
sistemas dindmicos, etc.). Em particular, ela tem estreita relagao
com a distribuicao dos nimeros primos devido a férmula de Euler.
Nesta secao iremos estudar algumas propriedades desta funcao.

Definicao 1.4.3. A funcao zeta de Riemann € dada pela nica
extensao meromorfa da seguinte funcdo analitica no dominio
{Re(s) > 1}:
1
C(s) = vl
n>1

Proposicao 1.4.1 (Férmula de Euler). Se s > 1 € real, entao a
sequinte identidade de Euler € verdadeira:

((s) = Hfﬂrs

p

Para provar esta férmula precisamos de falar de fungoes multi-
plicativas. Dizemos que uma funcao f : Z — R é multiplicativa se
flmn) = f(m)f(n) quando (m,n) = 1, e ela é estritamente multi-
plicativa quando esta relacao vale sem restrigao.
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16 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NUMEROS PRIMOS

Demonstragao. Suponha que f é multiplicativa e limitada, entao
em Re(s) > 1 podemos escrever:

> @ =IO fm™)p™).

De fato, em Re(s) > 0 > 1 temos que »_, -, % converge uniforme-

mente, por outro lado, seja P(n) = [[ -, (32,50 f(P™)p~™"), onde
s estd fixo. Ora, P(n) é um produto finito de séries convergentes e

podemos entao escrevé-lo como Y 1im) “onde

ms

meA,
A,, = {r € N; os fatores primos de r sdo menores ou iguais & n}.

Por exemplo se n = 3 temos que:
PB3) = (Q_f@M27m)(Q_f(3)37)
m j
= > fE™MfE)2 3
m,j

= D f@m)EmI) =Y fm)m.

m,j meAy,

Agora, obviamente {1,...,n} C A,. Logo |P(n) — > 5, flgf)| <

kon u ,g,’f), donde o resultado segue pela convergéncia absoluta da
série.
Além disso, se f é estritamente multiplicativa, temos que f(p™)

(f(p))™. Isto implica que -, ~o f(p™)p™™ =3 5o (f(P)p™°)™ =

W, pela férmula da série geométrica.
A férmula de Euler segue entao observando que a funcao f =1

é
estritamente multiplicativa. O

Para nossos propdsitos, estaremos interessados em conhecer regices
onde a fungao zeta nao se anula. De fato, isso faz parte de um prob-
lema importante a respeito da funcao zeta conhecido como a Hipotese
de Riemann: é sabido que os pares negativos —2,—4,... sao zeros
da funcao zeta, chamados de zeros triviais, e outros zeros conhecidos
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[SEC. 1.4: PROVA DO TEOREMA DOS NUMEROS PRIMOS 17

sao da forma % + i onde « é um zero da fungao

E(t) = %s(s - 1)7T_S/2F(§)C(S), onde s = % + it.

A Hipétese de Riemann afirma que

Os zeros nao triviais da funcao zeta de Riemann tem parte real
. s 1
igual a 3.

Este é um problema muito dificil e tem posto a prova os esforcos
de muitos matematicos famosos. Neste livro iremos encontrar uma
regifo livre de zeros de forma elementar (usando andlise complexa).
A prova do seguinte fato serd dada no apéndice deste capitulo:

Proposicao 1.4.2. ((s) #0 em Re(s) > 1.

Para isso iremos estudar a analiticidade da funcao zeta de Rie-
mann e provaremos o seguinte fato: 1 € o unico polo da funcdo zeta
de Riemann em Re(s) > 0, ele é simples e tem residuo 1. De fato,
se [z] denota a fungdo maior inteiro menor do que x entdo na regido
Re(s) > 0 temos a expansao:

C(s)= +1+s/w7([m]1_m)dx.

s—1 plts

1.4.3 Prova Analitica

A principal ferramenta nesta demonstragao é o seguinte teorema, cuja
prova sera dada no apéndice:

Teorema 1.4.2. Seja f : [1,00] — R, tal que f(z) = O(x), ndo
descrescente e f € Llloc, Dado s um parametro complexo, seja g
a transformada de Mellin de f, isto €, g(s) := sfloo f(x)r=1=%dx.
Entdo, em Re(s) > 1, g € uma fun¢do analitica. Além disso, se
existe uma constante c tal que g(s) — =% tem continuagdo analitica
em {Re(s) = 1} entdo:

lim L(:c) =c
r—oo I
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18 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NUMEROS PRIMOS

Em vista do teorema 1.4.2 e das propriedades da funcao zeta,
vistas acima, resta provar que xE(A|[1,z]) = O(z). Podemos provar
isto da seguinte maneira: observe que

[[ p<20@n-1)...n+1) = <2n> < 92n,

n
n<p<2n

Assim, temos Y. logp < 2nlog2. Tomando n = 2%~! (uma
n<p<2n

espécie de decomposicio diddica) vemos que > logp < 2Flog2.
2k—1 <p§2k
Somando estas desigualdades temos que:

k
Z logp < ZQi log 2 < 281 log 2.

p<2k 1
Logo, tomando 2! < N < 2F segue que

Z logp < 2" log2 = (4log2)2*~1 < 4N log?2.
p<N

Portanto . logp < (4log2)NY™.  Agora, lembrando que

pm<N
E(A|[L,N]) = £( 3 logp+ Y Y logp) e definindo a~' = [1&],
p<N m>2pm<N g
obtemos:
4log 2 e
1/2
EQALN) < —5 (N+z_:2N )
< 4lo 2(1+L)
= TN

Isto mostra a limitacao desejada.

Estamos entao nas hipétese do teorema 1.4.2, o qual diz que
E(A|[1, N]) = 140(1). Mas isto é equivalente ao teorema dos ntimeros
primos pelo teorema 1.4.1, o que conclui o argumento.

1.5 O Teorema de Van der Waerden

Nesta secao daremos duas provas do teorema de Van der Waerden:
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[SEC. 1.5: O TEOREMA DE VAN DER WAERDEN 19

Teorema 1.5.1 (Van der Waerden). Se colorirmos os inteiros pos-
itivos com um numero k de cores, podemos achar progressoes ar-
itméticas de comprimento arbitrdrio formadas por somente uma cor.

1.5.1 Prova Combinatoria

Nesta secao, iremos provar o teorema de Van der Waerden através
do método de colorir em Combinatéria. Para nao carregar muita
notagao, vamos denotar a progessao aritmética a, a+r, ..., a+(k—1)r
por a+ [0, k)r, e vamos supor que temos m cores com as quais iremos
colorir os niimeros naturais de 1 até N.

Definicao 1.5.1. Sejac: {1,...,N} — {1,...,m} uma maneira de
colorir. Dados k >1,d>0ea € {1...,N}, um ventilador de raio
k, grau d com ponto base a é uma d-upla de progressoes aritméticas
(a + [0,k)r1,...,a + [0,k)rq) onde r1,...,7q > 0. Para cada 1 <
1 < d as progressoes a + [1,k)r; sdo chamadas de pds do ventilador.
Dizemos que o ventilador é policromdtico se seu ponto base e suas
pds sao monocromdticas. Isto €, existem cores cg,c1,...,cq distintas
tais que c(a) =co e cla+jr;)) =c¢; paraj=1,...kei=1,...d.

Observe que pela distingao das cores, se temos m cores, é im-
possivel termos um ventilador policromético com grau maior ou igual
am.

E claro que o teorema de van der Waerden segue do seguinte
resultado:

Teorema 1.5.2. Sejam k,m > 1. FEntao existe N tal que qual-
quer coloragao com m cores de {1,..., N} contém uma progressao
aritmética de comprimento k monocromdtica.

Demonstragao. A prova sera feita em dois passos indutivos. Primeiro,
faremos indugao em k: observe que o caso k = 1 ¢ trivial; tomemos
k > 2 e vamos supor que o teorema é verdade para k — 1.

Em seguida faremos indugao em d. Isto é, afirmamos que dado
d, existe N tal que qualquer colora¢do com m cores de {1,..., N}
contém ou uma progressao aritmética monocromadtica ou um venti-
lador policromatico de raio k e grau d. Note que o caso d = 0 é trivial
e se provarmos que isso vale para d = m entao pela observacao feita
anteriormente, obtemos a progressao monocromatica.
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20 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NUMEROS PRIMOS

Vamos tomar d > 1 e supor que a afirmagao vale para d — 1.
Seja N = 4kN;Ns, onde N; e Ny serdo escolhidos depois e A =
{1,...,N}. Seja entdo ¢ : {1,...,N} — {1,...,m} a coloragao.
Obviamente {bkN7 + 1,...,bkN7 + N1} é um subconjunto de A com
N; elementos para b = 1,...N,. Pela hipétese de inducao em k e
d se N7 é muito grande, existe este conjunto possui uma progressao
monocromatica de comprimento k£ ou um ventilador policromético
de raio k e grau d — 1. Se para algum b encontramos a progressao
monocromatica, acabou. Portanto, vamos supor que para todo b =
1,... Ny sempre encontramos um ventilador policromatico.

Logo, paracadab =1, ..., Ny encontramos a(b), r1(b),...,rq—1(b) €
{1,..., N1} e cores distintas co(b),c1(D),...,cqa—1(b) € {1,...m} tais
que c(bkN1 + a(b)) = co(b) e c(bkNy + a(b) + jri(b)) = ¢;(b) para
j=1...,k—1lei=1,...,d—1. Chamaremos estas condigoes de
primeira e segunda propriedades do ventilador gerado por b. Em
particular, o mapa b — (a(b),r1(b),...,7a-1(b),co(d),...,ca—1(b))
é uma coloragdo com m¢N¢ cores do conjunto {1,...,Ny}. Nova-
mente pela hipdtese de inducao em k, se Ny é muito grande, existe
uma progressdo monocromatica b 4 [0, k — 1)s nesta nova coloragao
com alguma cor da forma (a,r1,...,74-1,¢1,...,¢4—1). Revertendo
a posicao da progressao, podemos assumir que s é negativo, se for
necessario.

A idéia agora é transformar uma progressao de ventiladores idén-
ticos em um novo ventilador com um grau a mais, para completar
o passo de inducdo. Seja entdo by = (b— s)kN1 +a € {1,...,N} e
considere o ventilador:

(bo + [07 k‘)SkNl,bo + [0, ]C)(Sk’Nl + 7“1), ey bg + [0, k’)(Sk‘Nl + Tdfl))

de raio k, grau d e ponto base bg.

Vamos verificar que as pas sao monocromatica. Na primeira pa
temos c(bo+jskN1) = ¢((b+ (j —1)s)kN7 +a) por substituicdo. Pela
primeira propriedade do ventilador gerado por b+ (j — 1)s segue que
c((b+ (7 —1)s)kN1 +a) = co(b+ (j —1)s) = co(b) (pois a progressao
b+ [0,k — 1)s é monocromética se 1 < j < k — 1). Da mesma forma,
em uma pa arbitraria, usando a segunda propriedade do ventilador,
temos quese 1 <j<k—1el<t<dentao:

clboti(skNi+rt)) = c((0+(G—1)s)kNi+atjre) = ci(b+(j—1)s) = ¢i.
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[SEC. 1.5: O TEOREMA DE VAN DER WAERDEN 21

Se o ponto base by tem a mesma cor de uma pd, entdao encon-
tramos uma progressao monocromatica de tamanho k, caso contrario
o ponto base tem cor distinta de suas pas e portanto encontramos
um ventilador policromético de raio k e grau d. Isto termina o passo
indutivo e a prova do teorema. O

1.5.2 Prova via Sistemas Dinamicos

Uma das grandes ferramentas em sistemas dinamicos é a chamada
dindmica simbdlica, a qual consiste em estudar uma transformagao
chamada shift. A seguir daremos a definicao de shift e veremos como
Furstenberg usou tal maquinaria para dar uma prova do teorema de
van der Waerden.

Seja A = {a1,...,a;} um alfabeto finito. Considere todas as
palavras infinitas compostas por letras deste alfabeto:

Q={(x1,22,...,2n,...); x; € A}.

Este conjunto pode ser visto como um espago métrico, através da
seguinte distancia: dados x = (z1,22,...) e y = (Y1, ¥2,. .. ), defina

1
d(z,y) == 7 se [ é o menor inteiro tal que x; # y;.
O shift é a transformacao 7" : 2 — €2 definida por:

T(.Tl,afg,.l‘g,...) = ($2,$3,1‘4,...).

E simples mostrar que o shift ¢ uma aplicacao continua com respeito
a métrica definida acima.

Com estes conceitos, Furstenberg usou o seguinte teorema de
dinadmica topoldgica (cuja prova serd dada no apéndice) para demon-
strar o teorema de Van der Waerden.

Teorema 1.5.3 (Recorréncia Multipla Topoldgica - Furstenberg e
Weiss). Seja T : X — X continua e X um espago métrico compacto.
Paratodok € Nee >0 existex € X en € N tal que d(T"(x),z) < €
para todo v = 1,...,k. Mais ainda, dado Z C X denso, podemos
escolher v € Z.
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22 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NUMEROS PRIMOS

Vejamos como podemos provar o teorema de Van der Waerden
a partir deste resultado. Seja A = {cy,...,cr} o conjunto de cores
e z = (21, 22, 23, ... ) uma maneira de colorir N onde z; € A indica
a cor do ndmero i. Consideremos entdo z € AN e T : AN — AN o
shift. Lembrando a definicio da distancia, temos que, para x,y € AN
em,l €N, vale d(T™(x),T'(y)) < 1se e s6se Trmi1 = Yit1-

Em particular, se z € AN entdo a progressio aritmética m,m +
n,...,m ~+ kn é monocromatica se 2, = Zmin = *** = Zm+kn, OU
seja, se:

AT ), T () = (T (), T (2)
<1, parat=1,...k.

Tomando X = {T™(z)}5°_,, temos que X é compacto, T' é continua
em X e o conjunto Z = {T™(2)}°_, é denso em X. O teorema de

Van der Waerden segue entao do teorema 1.5.3.

1.6 O Teorema de Furstenberg e suas apli-
cacoes no teorema de Szemerédi

Nesta se¢ao daremos uma prova do teorema de Szemerédi baseada em
elementos de teoria ergddica (mais ou menos inspirados pela “prova
dindmica” do teorema de van der Waerden). Primeiramente faremos
uma introdugao aos conceitos basicos de teoria ergédica, em seguida
enunciaremos o teorema de recorréncia miultipla ergédica de Fursten-
berg e, como corolério, obteremos o teorema de Szemerédi.

1.6.1 Breve Introdugao a Teoria Ergddica

A teoria ergédica estuda iteragoes de uma transformacgao T : X — X,
onde X é um espaco de medida, do ponto de vista de uma medida
w invariante pela transformagéo T (i.e., para todo subconjunto men-
surdvel A temos que u(A) = p(T~1(A))).

A presenga da medida invariante d4 muita informacao estatistica
sobre a estrutura de orbitas da transformacao T, isto é, dos conjuntos
{T"(x)}52, para quase todo x € X com respeito a medida p. Por
exemplo, o teorema de Poincaré diz que “se T': X — X é u-invariante
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[SEC. 1.6: O TEOREMA DE FURSTENBERG E SUAS APLICACOES 23

e u(A) > 0 entdo para pu-qtp = em A temos que existe um n(z) > 1
tal que T"(*)(z) € A”. Portanto existe um N tal que:

W(ANT=N(4)) > 0.

Em particular, vemos que, por menor que seja um conjunto con-
tendo um ponto x, se ele tem medida positiva entao existem muitas
orbitas que comegam dentro desse conjunto e voltam infinitas vezes
para este conjunto. Se o espago de medida for topoldgico, entao
podemos reformular o teorema de Poincaré da seguinte maneira:

Sejam T : X — X um espago de medida e métrico (com respeito a
uma métrica d) e p uma medida invariante por T. Entdo quase
todo ponto com respeito a p € recorrente, isto € para quase todo

ponto x existe uma sequéncia ny — oo de naturais tais que
d(T™ (z),z)) — 0 quando k — co.

Uma pergunta natural é se existem sempre medidas invariantes
para alguma tranformacao 1" dada. Quando o espaco X é compacto
e a transformacdo é continua, a resposta é sim. A idéia da prova
deste fato é muito simples: tomemos uma medida qualquer arbitraria
e vejamos como essa medida muda pela agao da transformagao, ou
melhor pela agao de iterados da transformagao. Faca uma média
dessas medidas até o iterado IV; conforme NN cresce, essa nova medida
tende a ficar menos sensivel a acao de T'. O ponto é tomar estudar o
limite quando N — oo e torcer para que uma medida limite exista;
de acordo com nosso argumento (informal) tal limite serd invariante
por T'.

Facamos agora a construgdo com mais detalhes. Como vimos
no paréagrafo anterior, iremos tomar um certo limite de medidas, de
maneira que precisamos de um conceito de convergéncia de medi-
das. Como o espaco de medidas de Radon é o dual do espago de
funcoes continuas é natural usarmos a topologia fraca, uma vez que
pela Anélise Funcional teremos de graca resultados de compacidade
(ajudando na questao da existéncia de um “limite”).

Definicao 1.6.1. Dizemos que uma sequéncia de medidas py em X
converge fracamente para | se para toda funcao continua f: X — R

vale:
/ fdu — / fdu.
X X
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Como esta topologia é a topologia fraca, temos pelo teorema de
Banach-Alaoglu que:

O espago de probabilidades em X (isto é, o conjunto de medidas
tais que p(X) =1) é compacto com respeito a convergéncia fraca.

Voltemos agora para a questao da existéncia de medidas invari-
antes. Seja n uma probabilidade qualquer. A acdo dos iterados de
T na medida 7 serd dada pelo push-forward, isto é, ((T™)*n)(A) :=
n(T~"(A)) para todo conjunto mensuravel A. Uma observagao im-
portante é que a propriedade de uma medida 1 ser invariante pode
ser traduzida na equacao T*n = .

Vamos considerar a seguinte sequéncia de probalidades:

e
Ju

pr = (T")*n.

x|
Il
o

%

Em suma, estamos tomando médias temporais das medidas obti-
das por push-forward. Por compacidade, vemos que existe uma sub-
sequéncia fi,,, que converge fracamente para alguma probabilidade p.
Afirmamos que p € invariante. De fato, temos as seguintes igualdades
que serao explicadas logo em seguida:

T*p = T*(limp,,)
= m(T"(pny)
= lim(~ D (T ()
"k 120
= nm(nik(Z(Ti)*(n) —n+(T")"n))
=0

lim — 3 (7% (n)

n
kizo

Na segunda igualdade usamos o fato que o operador T é continuo
na topologia fraca, pois T é continua. Com efeito, suponha que
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wr — W fracamente e fixe f : X — R continua. Entao temos que
foT também é continua e portanto:

[ sartm) = [ fordm— [ forau= [ jacr.

Para a quinta igualdade, observamos que, para toda f : X — R
continua, temos, por compacidade de X:

L fau—oe i/ FA(T™Y ) = i/ FoT™du — 0,
ng b'e ng D' ng b'e
Logo as duas 1ltimas parcelas convergem a zero fracamente.
Um exemplo concreto interessante para nossos propédsitos futuros
6 X = {0,1}N e T o shift. Considerando a medida de Dirac de um
ponto x € X, ou seja, 6,(A) =0sex ¢ Ae u(A) =1sex € A, entdo
a sequéncia pp = %Z;:é 73 () POssui um ponto de acumulagao na
topologia fraca e este ponto é uma medida invariante pelo shift.

1.6.2 O teorema de Furstenberg

Uma pergunta natural a respeito do teorema de Poincaré é se dado o
conjunto A com medida positiva existe uma certa estrutura no con-
junto de iterados que retornam & A; mais precisamente, sabemos que
o conjunto é infinito, mas serd que existe uma estrutura aritmética
neste conjunto? Esta pergunta foi resolvida por Furstenberg e sua re-
sposta é conhecida como o teorema de Recorréncia Multipla Ergédica
de Furstenberg.

Teorema 1.6.1 (Recorréncia Multipla Ergédica de Furstenberg).
Seja T : X — X p-invariante, k > 3 e (A) > 0 entdo existe N
tal que:

wANTNA) M- nT~*=DN(4)) > 0.

Este teorema é o coragao da prova do teorema de Szemerédi
atraves de métodos da Teoria Ergodica. Para indicar ao leitor a na-
tureza deste resultado, veremos agora a prova do teorema de Fursten-
berg em certos casos particulares importantes.

O primeiro exemplo é tomar um sistema de Bernoulli. Novamente,
seja A um conjunto finito com r elementos, X = AN e T o shift neste
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26 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NUMEROS PRIMOS

espago. Sejam pi,...,p, nimeros nao-negativos tais que Y p; = 1.
Isto d4 uma probabilidade em A e tomando a medida produto temos
uma probabilidade em X.

A o-dlgebra produto é gerada pelos cilindros com um nimero
finito n de coordenadas, isto é conjuntos da forma C' = {w € Z;w;, =
Ji,...wj;, = jn} eamedida de Bernoulli é dada por p(C) = pj, ...pj,
sendo depois estendida para a o-algebra gerada. E simples mostrar
que esta medida é invariante pelo shift (de fato basta mostrar que
wu(B) = u(T~1(B)) apenas quando B é um cilindro).

Da mesma maneira, como os cilindros geram a o-dlgebra, basta
provar o teorema de Furstenberg para tais conjuntos. Sejam entao
Co,C1,...,Cy cilindros e observe que se n é muito grande entdo as
coordenadas que definem os cilindros T~ (C}) sdo todas disjuntas.
Portanto, temos:

WCoNT™(Cr)N---NT ¥ (Ch)) = u(Co)u(Cr) ... p(Cr)) > 0.

Isto prova o teorema neste exemplo.

Outro exemplo seria um sistema periédico, isto é, uma dinamica
tal que TP = T para algum p. Neste caso, o resultado é totalmente
trivial; uma dindmica (menos trivial) nesta linha de raciocinio é o
seguinte exemplo quase-periédico: X = S! = R/Z, pu a medida de
Lebesgue no circulo e T'(z) =  + a(mod 1) para algum a.

Dado A um conjunto mensuravel tal que p(A) > 0, note que a
funcdo [1a(z + y)du(z) é continua em y. Logo, para todo & > 0
existe J tal que se |y| < d entdao u(AN(A—y)) > u(A) —e. Portanto:

p(AN(A-y)n(A=2y)N---N(A=ky)) > p(A) — (k+ 1.

Escolhendo ¢ < %, tomando o § correspondente e definindo o con-
junto Ds = {n > 1;na € (—4,0)(mod 1)}, entdo, se n € D; temos

que:
WANT™(A)N---NT"(A) > u(A) — (k+ 1) > 0.

Notemos que o primeiro exemplo é um caso particular de sis-
temas fracamente misturadores (“weak-mixing”), isto é sistemas que
satisfazem a seguinte igualdade, para todo A e B subconjuntos men-
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suraveis:

1N

Jim =S (ANTB) — p(A)u(B) =0,
n=1

Adaptando a idéia do caso Bernoulli, prova-se que o teorema de

Furstenberg vale para sistemas fracamente misturadores (que pode-

mos chamar também de caso “pseudo-aleatdrio”) .

O segundo exemplo é um caso particular de sistemas compactos,
isto é sistemas tais que, para toda funcio f € L?(u), o fecho do
conjunto {f,Tf, T?f,...,T"f,...} é compacto. Adaptando a idéia
usada para rotagoes, prova-se o teorema de Furstenberg para sistemas
compactos (que podemos chamar também de caso “estruturado”).

No contexto geral, o teorema de Furstenberg segue entao de uma
decomposicao em varios niveis do sistema em partes fracamente mis-
turadoras e compacta, que nao tem muita correlagao entre si ao longo
de uma torre de extensoes. Cabe ressaltar que a existéncia desta
torre de extensoes é um fato altamente ndo-trivial (conhecido como
teorema de estrutura) e foge ao escopo deste livro. Entretanto, uma
versao desta idéia num contexto finitario serd exposta no capitulo 2
do livro.

1.6.3 Prova do teorema de Szemerédi

Uma vez com o teorema de recorréncia multipla podemos dar uma
prova rapida do teorema de Szemerédi usando o shift.

Sejam X = {0,1}N e T': X — X o shift. Tome (x,) =
1a(n), onde 14(x) é a funcdo caracteristica de A, e considere p =
1 k—1 ~ . .

z Z =0 Ori ()- Entao, como vimos anteriormente, a menos de passar
a uma subsequéncia, podemos supor que g = lim ug é uma medida
invariante para 7.

Defina Y = {(y,);y1 = 1}. Temos u(Y) = lim z1,(Y) = lim AN
[1,k]| > 0 por hipétese. Logo, pelo teorema de Furstenberg, segue
que existe um N tal que (Y NT~N(Y)N---nT~F=DN(Y)) > 0. Em
particular existem (infinitos) z € Y N TN (Y) N ---nT-F-DN(Y),
Isto é, existe x tal que ¢z, + N,...,z + (k — 1)N € A. Isto prova o
teorema de Szemerédi.
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1.7 O Teorema de Szemerédi quantitativo

Nesta secao veremos algumas reformulacoes do teorema 1.3.1 de Sze-
merédi (muito teis para os nossos propésitos futuros).

Comegaremos por observar que o teorema de Szemerédi é equiva-
lente a seguinte afirmacao:

Para todo k >1 e 0 < 6 <1, existe um inteiro Ngz(k,8) > 1 tal
que, para qualquer N > Nggz, todo conjunto A C {1,...,N} com
cardinalidade |A| > 0N contém pelo menos uma progressao
aritmética de comprimento k.

Logicamente, a afirmacao acima implica diretamente o teorema
de Szemerédi.

Na outra diregao, mostraremos agora que, se a afirmacao é falsa
para um certo par (k,d) entdo existe um conjunto ¥ C N* com
Y n{1,2,...,n}| > dr, Vr € N* tal que Y nao contém nenhuma
progressao aritmética de comprimento k.

Para isso, provaremos inicialmente que, se nao existe Ngz(k,J),
entdo, para cada n € N*, existe um conjunto X,, C {1,2,...,n} com
| X, N{1,2,...,k}| > 6k para 1 < k < n tal que X,, ndo contém
nenhuma progressao aritmética de tamanho k. Com efeito, seja ¢, =

ax (([6k] — 1)/k) < 6. Afirmamos que, se N é suficientemente

grande e A C {1,2,...,N} tem pelo menos 6N elementos, entdo
existe m < N —n tal que [AN{m+ 1,...,m + k}| > 0k, para
1 < k < n. De fato, se nao for o caso, existem s € N*, k1, ko,..., ks €

{1,2,...,n} taisque N > ky +ka+---+ ks > N —ne, para 1 <
1
r<s, |[AN (Y kj, 3 kj]| < 6ky,, donde k—|Aﬂ(Z ki, 3 kjl| <

j<r j<r j<r i<r
en < 9§, elogo 6N < |A| < n+¢e, N, o que é absurdo para N >

I Logo, basta tomar um conjunto A C {1,2,..., N} com pelo
menos 6N elementos que nao contém nenhuma progressao aritmética
de tamanho k para concluir a existéncia de X,,.

Agora, para cada r € N*, seja m,: 2V — 2127} dada por
m(A) = AN{L2,...,r}. Construimos indutivamente conjuntos
Y1,Y2,Ys, ... com Y,.C{l,2,...,r} para cada r € N* tais que Y, 11 N
{1,2,...,r} =Y, ,Vr € N* da seguinte forma: Y; := {1} C X,,, para
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todo n € N*. Dado Y., r € N* tal que Y, = m,.(X,,) para infinitos
n € N, existe Y11 C {1,2,...,r+1} com Y1 1N{1,2,...,r} =Y, tal
que Y,11 = mr41(X,,) para infinitos n € N (de fato, se m.(X,,) =Y.,
existem apenas duas possibilidades para m,.41(X,,)). Agora, é facil
ver que Y = | Y, satisfaz 7. (Y) =Y,, Vr € N*, donde 7,.(Y) =
neN*
7 (X,) para infinitos n € N. Em particular, [Y N {1,2,...,r}| > dr,
Vr € N* e Y nao contém nenhuma progressao aritmética de tamanho

k.

Em seguida, vamos introduzir uma linguagem mais analitica e
finitaria para obter uma outra reformulagao do teorema 1.3.1. Com
este intuito, relembremos a seguinte definicao:

Definigao 1.7.1. Seja f : A — C onde A é um conjunto finito.

Entao:
E(f) = E(f(n);n € A) = @ S fn).

neA

Dada f : (Z/NZ) — R uma fungdo, podemos definir 7" f :
(Z/NZ) — R os shifts da func@o por nimeros naturais n € Z/NZ (ou
n € Z) através da férmula: T™ f(x) := f(z + n). Diremos também
que uma funcdo f : Z/NZ — C é limitada se || f||p~ < 1.

Com esta notagao, podemos reformular o teorema de Szemerédi
do seguinte jeito:

Teorema 1.7.1 (Szemerédi — versao quantitativa). Para todo k > 1
inteiro e 0 < 0 < 1 real, existem Ny(k,0) inteiro e c¢(k,d) > 0 real
tais que, para todo N > Ny(k,d) um ndmero primo grande, qualquer
f:Z/NZ — R uma funcao limitada com E(f|Z/NZ) > § verifica

k—1
E(J] 777 f(x)|2,r € Z/NZ) > c(k, ).
§=0

Observagao 1.7.1. Com relagdo a versao quantitativa do teorema
de Szemerédi enunciada acima, iremos construir (no apéndice deste

capitulo) alguns exemplos devidos a F. Behrend de subconjuntos S
‘ . 1-2vZlog2+e . )
do intervalo [1,N] tais que |S| > N~~~ VieN e S ndo contém

progressoes aritméticas de tamanho 3. Mais ainda, modificando o
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esquema do argumento de Behrend, veremos que, acerca do comporta-
mento de c¢(k,d) acima em termos de §, nao podemos esperar em geral
que c(k,§) tenha comportamento polinomial em § (i.e., c(k,8) > 6%
para algum Cy > 0): com efeito, provaremos que ¢(3,8) < 6¢108(1/9),

Observe que o enunciado do teorema 1.7.1 fornece (a principio)
uma conclusdo muito mais poderosa que o teorema de Szemerédi
usual. Com efeito, enquanto o teorema de Szemerédi permite con-
cluir apenas a existéncia de uma k-PA, a versao quantitativa permite
inferir a existéncia de c(k, §)N? k-PAs (ao menos). Entretanto, ape-
sar do teorema quantitativo de Szeméredi aparentar ter um enunciado
mais forte, afirmamos que os teoremas 1.3.1 e 1.7.1 sao equivalentes.

Iniciaremos vendo porque o teorema de Szemerédi segue da versao
quantitativa: fixe k, § e tome N um primo bem grande. Vamos su-
por que A C {1,..., N} tem cardinalidade |A| > 0N, pois A tem
densidade positiva. Seja N’ um primo entre kN e 2kN (cuja ex-
isténcia é assegurada pelo postulado de Bertrand). Vamos considerar
{1,..., N} como subconjunto de Z/N'Z e A’ o conjunto respectivo
de Z/N'Z.

Ora, nossas escolhas implicam E(14/|Z/NZ) > ¢/2k. Pelo teo-
rema de Szemerédi quantitativo segue que:

k—1
E(J[ 1714 (2)|2,r € Z/N'Z) > c(k,5/2k).
j=0

Reescrevendo, temos que:
{(z,7) € (Z/N'Z)*;z, 247, ... ,o+(k—1)r € A’} > c(k,5/2k)(N")2.

Como N'>kNeA C{l,...,N}temosque l <z < Ne—-N <
r < N. Observe as progressoes com 7 = 0 contribuem apenas com
no maximo N elementos. Removendo estas progressoes e tomando
N grande, o lado direito da estimativa ainda é positivo e portanto A
contém a progressao z,x +1,...,x + (k—1)r. Vamos ver agora que,
de fato, a versao quantitativa do teorema de Szemerédi é equivalente
a sua versao original. Ja sabemos que a versao original é equivalente
a versdo finita, i.e., & existéncia de Ngz(k,d), Vk € N*, § > 0. Logo,
para concluir a equivaléncia entres as duas formulacoes do teorema
de Szemerédi, basta mostrar a seguinte
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)
Proposigao 1.7.1. Suponha que existe Ngz (k, 5) Entao existem
No € N ea(k,0) > 0 tais que, se N > Ny para todo A C {1,2,...,N}
com |A| > 5N, existem pelo menos a(k,§) N? progressdes aritméticas
de comprimento k contidas em A.

Demonstragao. Seja mg = Ngz(k,d/2). Entao, para todo m >
mg, todo subconjunto de {1,2,...,m} com pelo menos dm/2 ele-
mentos contém uma progressao aritmética de comprimento k. Seja
N grande. Para cadar com 1 <r < |[N/myg], dividimos {1,2,...,N}
em r progressoes aritméticas de razao r, do tipo {1 <n < N |n =
a(mod r)}, para cada a com 0 < a < r—1. Cada uma dessas PA’s tem
pelo menos | N/r] elementos, e portanto pode ser decomposta como
a unido de || N/r|/mq] progressoes aritméticas disjuntas de razoes
iguais a r, comprimentos > mg (e quase iguais) e portanto didmetros
entre r(mo—1) e r(2mo—1). Se A C {1,2,..., N} satisfaz |4| > N,
paracadar, #0<a<r—-1|#AN{1<n< N |n=a(mod r)} >

34 or 36

— > 1 — —

1 IN/r|} > 13 (p0185t < 4_3%5:> t+ 4(1 t) < 0), e
Z(1 — — < <

(comot<4_26:>t+2(1 t)<4)se#Aﬂ{1_n_N\

A = a(mod r)} > 3z(sLN/rJ, pelo menos 4_525 | IN/r|/mo] das

progressoes de comprimento > mg que criamos tém intersecao com A
com propor¢ao relativa pelo menos §/2, e logo contém uma k-PA. Isto

[N/mo | r
O O |N/rljmo) > A6, mo)N?

fornece pelo menos Tgl 1% -
k-PA’s contidas em A para N grande, onde [(3(8,mg) = §%/64m3 .
Cada uma dessas PA’s pode estar sendo contada algumas vezes, para
diferentes escolhas de r, mas se d é seu diametro, r deve ser um
d d . d
e ,le., 7 = — onde k —1 <
2m0 —1 k—1 r/
7 < 2mg — 1. Temos assim no méximo 2mg — k + 1 possibili-
dades para 7/, e logo para r, i.e., cada PA é contada no méximo
2mgo — k + 1 vezes. Assim, A contém pelo menos a(k,§)N? k—PA’s,
52
onde a(k,0) = P —— 1)- O

divisor de d entre

)
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32 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NUMEROS PRIMOS

Observagao 1.7.2. A diferenca da prova do Teorema de Szemerédi
quantitativo para as provas anteriores € que, devida a natureza finitdria
dos argumentos, podemos obter cotas explicitas para o numero Ngyz.
As outras provas, como sao de cardter “infinito” (usam de certa
maneira o Azioma da Escolha) somente mostram a existéncia de tal
numero e nao dizem nada sobre a ordem de grandeza do mesmo. A
estratégia da prova deste teorema foi usada no resultado de Green-
Tao e serd estudada no capitulo 2. Recomendamos também a leitura

de [11].

1.8 Outros resultados

Nesta secao indicaremos, sem provas, outras maneiras de enunciar
algumas das conjecturas citadas acima. Em seguida apresentaremos
alguns resultados posteriores ao teorema de Green-Tao. Finalmente,
faremos alguns comentérios sobre a natureza do nimero Ny(k, 9).

1.8.1 A funcao de Von Mangoldt e Reformulagoes
de algumas conjecturas

Vimos nas segoes anteriores, que o teorema dos nimeros primos pode
ser enunciado em termos da fun¢ao de Von Mangold como:

1 N
v ZA(n) =1+o(1).

Na verdade, melhorar as cotas para a esperanca da fungdao de von
Mangoldt! implica em diversas conjecturas. Vamos listar algumas
delas sem provas:

e A Hipdtese de Riemann é equivalente & seguinte afirmagao:

E(A(n)|[1,N]) = 1+ O(N~21og® N).

e A conjectura dos primos gémeos seguiria da seguinte afirmacao:

liminf E(A(n)A(n+2):1<n < N) > 0.

N—o0

Hsto é, explicitar a velocidade de convergéncia para zero do termo o(1).
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e A conjectura de Goldbach é equivalente a:

E(A(n1)A(n2)|ni,n2 € [1,N] eny +ny=N) >0V N par.
e E. finalmente, a conjectura fraca de Goldbach ¢é equivalente a:

E(A(n1)A(n2)A(ns)|ng, ne,ng € [1, N] e ni+na+ng = N) >0
V¥ N {mpar.

1.8.2 Constelagoes de Primos e Progressoes Poli-
nomiais

Um outro conjunto onde a nogao de primalidade existe sao os inteiros
Gaussianos Z[i] := {a + bi;a,b € Z}. Neste caso, p é um primo
Gaussiano se ele s6 é divisivel por +1, £, £p e +ip.

Uma forma em Z[i] é um conjunto finito (v;)jes € (Z[i])7 de
inteiros Gaussianos distintos. Uma constelagdo em Z[i] com esta
forma é qualquer J-upla (a + rv;)je; € (Z[i])? (onde a € Zli] e
r € Z[i]) de inteiros Gaussianos distintos.

A nocao de constelagao estende a nocao de progressoes aritméticas
para inteiros Gaussianos. A existéncia de muitas constelagoes for-
madas por primos Gaussianos foi demonstrada por Tao [12]:

Seja (vj)jes uma forma qualquer de inteiros Gaussianos. Entdo os
primos Gaussianos contém inifinitas constelagoes com esta forma.

Por outro lado, uma maneira alternativa de generalizar o conceito
de progressao aritmética é: como uma progressao aritmética toma a
forma x + Py(m),...,xz + Pr(m) onde P;(m) = (i — 1)m, podemos
estender esta definicdo permitindo que P; € Z[m] sejam polindmios
com valores inteiros tais que P;(0) = 0 (para ¢ = 1...k). Estas
progressoes generalizadas sao ditas progressoes polinomiais.

A existéncia de infinitas progressoes polinomiais formadas por pri-
mos foi demonstrada recentemente por Tao e Ziegler [13]:

Sejam Py, ... Py polinémios como acima; dado € > 0 existem
infinitos inteiros x e m tais que 1 < m < z° e x + P;(m) sdo primos
parai=1...k.
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1.8.3 Buracos no conjunto dos niimeros primos

De certa forma, todos os teoremas e resultados que apresentamos aqui
tem em comum a busca de certos padroes no conjunto dos ntimeros
primos. Neste sentido, uma pergunta natural é quao esparsos sao os
primos.

Seja entao p, o n-ésimo primo, de modo que o tamanho do n-ésimo
buraco do conjunto dos primos é p, 11 — p,. O teorema dos ntimeros
primos diz que a média do tamanho destes buracos é essencialmente
log p,. Vamos definir A como o menor nimero tal que existem in-
finitos buracos de tamanho menor que (A + €) vezes a média dos
tamanhos. Isto é:

A — liminf (P—p) .
n—oo logpn

Conjecturava-se que A = 0 e isto foi provado em trabalhos recentes:
primeiro Goldston e Yildirim [6]?> mostraram que A < i e, em
seguida, Goldston, Motohachi, Pintz e Yildirim [4] demonstraram
a conjectura. Nestes trabalhos, eles propoe um método para mostrar
a existéncia de niimeros primos grandes muito préximos?.
Observagao 1.8.1. Somente para ressaltar a dificuldade da conjec-
tura dos primos gémeos, observe que a conjectura dos primos gémeos
€ uma afirmagdo muito mais forte do que o resultado A = 0 de Gold-
ston, Motohachi, Pintz e Yildurvm (o qual nao é nada simples de se
provar!).

1.8.4 O tamanho do nidmero Ny(k,0)

Sobre a magnitude do nimero Ny(k,d) no teorema de Szemerédi
quantitativo, temos os seguintes resultados:

e T. Gowers provou que Ny(k,d) < 920" k7 onde o, = 22

e R. Rankin provou que No(k,§) > exp(C(log +)!+eex(k=1)]),

20s pingos nos i’s no existem no nome de Yildirim!
3De fato, eles mostram que estes primos estdo realmente bem préximos assu-
mindo uma conjectura de Elliot-Halberstam.
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e J. Bourgain provou que Ny(3,0) < 20‘5721‘%(1/‘5);

e Espera-se que Ny(k,d) < 2¢:9"" mas isto é um problema em
aberto (relacionado a conjectura de Erdos-Turén).

1.9 Apéndice ao Capitulo 1

1.9.1 Prova do Teorema de Dirichlet no caso a =1
e b qualquer

Nesta secao daremos uma prova deste caso particular usando polinomios
ciclotomicos.

Sejam ¢, = cos(2F) + isin(2%). Entdo, temos que (¥ # 1 para
todok =1,...,n—1e(* # ¢J paratodo 1 < k < j < n—1. Podemos

escrever entao:
n—1

X —1=][(xX-¢).

Jj=0

Observe que ¢ = (¥ é uma raiz primitiva da unidade se, e s se,
(k,n) = 1. Além disso o nimero de raizes n-ésimas primitivas da
unidade é dado por ¢(n) onde ¢ é a fun¢ao de Euler. Portanto o
seguinte polinémio é o polindmio de menor grau que possui todas as
raizes n-ésimas primitivas da unidade:

o, (X) = 11 (X —¢h).

1<k<n-—1, (k,n)=1

Mais ainda, temos que X™ — 1 = [] ®,,(X).

m|n

E um exercicio mostrar que se p é primo e r > 1 entao:

T,(X) =2l= XPTIpXPTP44X 41
Bye(X) = 2 = XD e T

Observe que para todo k > 1, ®,(X) é monico com coeficientes
inteiros e que se k > 1 temos que P, (0) = 1. Também pode-se provar
que Pk (1) é igual & p se k é uma poténcia de p e é igual a 1 caso
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contrdrio. Finalmente pode-se mostrar que |®;(a)] > 1 para todo
a>1.

Iremos usar as seguintes identidades. Se p é primo e divide n
entdo ®p,,(X) = ®@,,(XP) e se p ndo divide m e r > 1 entdo:

b ()= 227

Além disso, utilizaremos um resultado devido a Legendre que diz
que os seguintes conjuntos formados por primos sao iguais:

Ey = {p;pla”—1 maspfa™ -1, VI<m<n-1}
Ey = A{p;pl®n(a) ep=1 (modn)}
Ey = {p;pfnep|®u(a)}
Com este resultado, podemos provar o teorema de Dirichlet no
caso em que a = 1. Sejam p; = 1 (mod b) primos com i =1,...,7 e

defina N = bp; ...p,. Temos entao que |®y(N)| > 1.

Tome p um primo que divide ®,(N). Pelas identidades acima
citadas, vemos que ®,(N) = ©,(0) = 1 (mod N). Portanto p néo
divide N, logo p nao divide b. Pelo resultado de Legendre, segue que
p =1 (modd)ep#p; comi=1...,r. Repetindo o processo,
encontramos infinitos primos na progressao aritmética {1 + kb} com
k>1.

1.9.2 Prova da proposicao 1.4.2

Primeiramente, iremos estudar a analiticidade da funcao zeta.

Proposigao 1.9.1. 1 € o dnico polo da funcao zeta de Riemann em
Re(s) > 0, ele € simples e tem residuo 1. De fato, em Re(s) > 0
temos a expansao:

((s) = 11+1+31w“ﬂ_xhx

s — plts

Demonstragao. Seja P(z) = [z]. Entao, em Re(s) > 2, temos que
> @ e >, % convergem e, obviamente, [ P(z)z ™'~ *dz é
n>1 n>1

analitica em Re(s) > 1. Invocamos entdo o seguinte lema:
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Lema 1.9.1. Sejam f(s) = %uem Re(s) > a, uma fungdo
n>0
meromorfa e P(x) = Y a, tal que Y % ey % convergem
n<x

em Re(s) > b e [~ P(x)z~'"*dx ¢ analitica em Re(s) > c. Entio:
f(s) = s/ P(z)z™ " %da.
1

Assim temos que ((s) = s [, [z]z 7! "*dz em Re(s) > 1 (onde [x]
¢ a func@o maior inteiro menor que x). Por outro lado:

oo o0 1
s/ v e = s/ —dy = —> (z75 P =1+ —.
1 1 8

s 1—s

Em particular ((s) = -2 + 1+ [°([z] — z)z~1~*dz, e o resultado
segue pois a integral converge em Re(s) > 0.

A prova do lema segue das seguintes igualdades em Re(s) >
max{a,b}:

fo) = S-S PO S pws - )

— Y sP(n) /nonlde: s/loo Pla)a".

Agora é usar continuacao analitica. O

A seguir iremos obter uma regiao livre de zeros para a funcao zeta.
Esta regiao é relativamente simples de obter com as representagoes
anteriores:

Proposicao 1.9.2. ((s) #0 em Re(s) > 1.

Demonstragao. Vamos considerar primeiro o caso em que Re(s) >
o > 1. Entao pela férmula de Euler temos:

1 . 1 1
|<(8)|:1;[|1_p |§];[(1+ g|)§1_[(1_*_1?)

lp p
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Agora este iltimo produtério é convergente pois:

logﬂ(l—i—z%) = Zlog 1+ ZZ

m+1 —mo

p1 m>1
=D VaE
P1 P1 m>2
—20
<

Pn DPn

DrT Y

p1 p1 p
Pn

< 2 Zpig < 00.
p1

De fato, o mesmo argumento prova que se a; > 0 e Y a; < 0o entdo
[1(1 4+ a;) < co. Portanto ¢(s) # 0 em Re(s) > 1

Nareta Re(s) = 1 iremos usar a seguinte identidade trigonométrica:
3+ 4cos + cos20 = 2(1 + cos#)? > 0. Vamos supor por absurdo
que existe um b tal que ¢(1 + ib) = 0. Considere a fungio ¢(s) =
¢3(s)¢*(s+1ib)((s +2ib). Note que s = 1 é um zero de ¢ (a ordem do
pélo cancela com a ordem do zero), portanto lLH% log |¢(s)| = —c0

Por outro lado, se s > 1 é real, temos que, para alguma sequéncia
an, vale

log |((s + it)]

Re(log (s + it)) = Relog([ [(1 —p~>")"") =

P

) (—s—it)m
~Re(Y_log(1 = p~*7)) = Re(Y_ F—)
Re(z ann 57,

Logo:

loglgl = 3Re(Y ann®) +4Re(Y ann=>®) + Re(Y ann*"2")
Re() ann™(3+4n~" + n="))
Z anpmn 3 +4e —iblogn + e—2ib10gn))

Z ann”*(3 4+ 4 cos(blogn) + cos(2blogn)) > 0.
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Esta contradigao finaliza a prova. O

Vemos também que o argumento acima implica que a fungao

—CC/((SS)) tem um polo em s = 1 do tipo -5 (o qual é tnico em
Re(s) > 1).

Outra maneira de achar uma regiao livre de zeros é a seguinte:
usando a expansao do logaritmo em (1.4.1), temos que (pela mudanga
de varidvel n = dm) em Re(s) > 1 vale:

logn A(d
e o sy A

n n dln

ms

ds
Por outro lado:

d d —s d —slogm

6 = DogmT =) e =
s logm

Zm —logm) = Zims ,

donde temos a equagao:

)
&)

Agora somando por partes temos que:

A
- E ~ 7|1 Z Sv
N
1 1
(1_8) nf ~ NS*I 1,
1
1 1
~— = —toa
ns 71+ (1)
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Novamente somando por partes:

N N R
Zlogn N logn|N_Zn —sn®logn
ns  ps—il n?s ’
1 1
o logn ~  logN 1 0
(1_8)2 ns Ns—1_8_1+ (1),

1

Zl(j;gsn _ (3—11)24—0(1).

Em particular nio existem zeros em Re(s) > 1 com s ~ 1 e
também obtemos:

d 1
= toa.

Veremos agora algumas estimativas sobre ( que serao tuteis no
1 x 1 d
Capitulo 3. Ja sabemos que ((s) = Py + n§1(; - /0 (n—i—ixx‘)b)
em {Re s > 0}, e Re(log(¢(o + 2it)(o + it)*¢(c)?)) > 0, donde
|C(o + 2it)¢(o + it)*¢(0)3| > 1, para ¢ > 1, t € R. Derivando a
expressao para ((s), obtemos

((s)=— Go1e —l—Z/ logn—l—x)da:_logn) em {Re s > 0}.

(n+x)s ns
S h 10> Res>1 b det=1 bé
uponha que es ————— ondet= Imsebé
ponha-que 11 = =" log(lt] + 2)
uma constante com 0 < b < 1/2. Temos entao
1 1 Vodx
_ < i -
‘C(S) s—1|*n§;1 ns /0 (n—|—a:)5|
- S bt Sl i
1<n<|t| 0 n>|t| 0
1 Is|
S 2 Z Res + Z nRC s+1 7
1<n<|¢| n>|t|
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[SEC. 1.9: APENDICE AO CAPITULO 1 41
i = — ——— = £(0)— f(z) = —f'(d) lgum d € (0, ),
- — — —_ — .x
p w (nta) para algum
onde f(y) = (n +y)~* satisfaz f'(y) = —s(n+y)=>"' = |f'(y)| <
Is| :
Rest1 Vy € (0,1). Assim,

1 5]
’C(S) - g — 1| <2 Z nl—b/log(|t|+2) + |t|17b/log(\t|+2)

1<n<[t]

< ofepp/stle+2) 3 L
1<n<)e) "

— O(log(Jt] +2).

|s] - |t|b/ log(|t|+2)
2|

Temos também

1 log(n + x)dz logn
)+ il < X | etk losny
1<n<]|t|
log n+ xz)dzr 1
+n§| I/ niay  w
logn |s| logn
<2 Z Ree Z nRe s+1
1<n<|t| n>|t|
log [¢]
= Of|loe t|? L
(| 0g | + |t|Res )

= O((log([t] +2))*).

Seja agora Z = {z € C |10 > Rez>1—

e
(log(|]Tm Z| +2))9
onde 3 é uma constante pequena. Temos |( (o 4 2it)( (o +it)* C(o*) | >
1 para ¢ > 1, donde, como |((o + 2it)| = (10g(|t| + 2)), para
o+ it € Z, escolhendo o = 1+ ¢/(log([t| + 2))°, onde ¢ > 0
¢ uma constante pequena, |[((c)] = O(c (log(|t| + 2))?), donde
temos |((0 + it) ™ < [((0)P’|C(o + 2it)| = O(c”*(log(Jt] + 2))*),
e portanto |((o + it) "' = O(c=3/*(log(|t| + 2))7). Como |¢'(z +
it)] = O((log(|f] +2))?) para z € [1,0], segue que |¢(1 +it) )| =
O((log(|t] + 2))7), se tomarmos a constante ¢ > 0 suficientemente
pequena. De fato, ((o + it) > Ac*/*(log(|t| +2))~7 para uma certa
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42 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NUMEROS PRIMOS

constante positiva A independente de c¢. Assim, para

C C
a

B R R = (T
temos
I¢(a+it) = (o +it)| < |a — o] - max{[¢'(z +it)],a < x < o}
= O(W - (log([t| +2))7)

— O(cllog(|t] +2)) ),
donde
(Cla+ i) = A (og(|t] +2))~T — O(c(log(t] +2)™7)
> A (og(]t] +2)) 7,

para c suficientemente pequeno. Se, por outro lado, o < d < 10, de
(C(d+ 2it)C(d+ it)C(d)*] > 1, segue que |C(d+if) 4| < |C(d)PIC(d+
2it)| < |C(o)PIC(d + 2it)] = O((log([t] + 2))*), pois [((d + 2it)| =
O(log(|t] 4 2)). Assim, |((d+it) = = O((log(|t| +2))7), e segue que
a estimativa para [(~!| vale em toda a regido Z.

Finalmente, se 0 < A < 1 e o > A, temos como antes, para

S:U+Zt }C sl|<z:nlng fO n+a:) n"+
5 ke €25, e+ Osll) = O(1t4) + O(1e) =
O(Jt|*=*). Em particular, se Re s > 3/4, ‘C - 511| = O(|t|'/*).

1.9.3 Prova do teorema 1.4.2
Nesta se¢ao, iremos fixar uma f € L}, .([1,00)), f > 0, ndo decres-

cente com f(z) = O(z) e denotaremos por g sua transformada de
Mellin. Primeiramente vamos provar que g ¢ analitica em Re(s) > 1.
De fato, fixe s tal que Re(s) > o > 1 e tome um A grande tal que se
x > A entdo |f(x)| < Clz|. Temos que:

|/ o —1S|</ Cr 7 < —Can

Isto diz que hm fl 717 = [[F f(z)2='7*. Logo g é analitica
em Re(s) > 1
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Lembramos que se F € L, (0,00) € limitada, entdo a transfor-

mada de Laplace L(z) = [ F(t)e *'dt é analitica em Re(z) > 0.
Agora, um ponto importante é que se ela se estende para Re(z) =0
entdo L(0) = [, F(t)dt. Provaremos isto mais tarde.

Vamos usar este fato para a fungao F(t) = e 'f(e') — ¢, com
t > 0. Ora, as hipdteses sobre f garantem que ela é limitada e esta
em L} (0,00). Por outro lado, a mudanga de varidvel = = et diz que
a transformada de Laplace de f é:

Liz) = /Ooo(e_tf(et) —c)e *dt = /OO 22 () da — (cai*Z

1

)T
g(z+1) ¢ 1

c
= ——=-= 1) — - —c¢).
z+1 z Z+1(g(z+ ) z °)

Logo, pela hipdtese de extensdo de f, temos que L se estende a
Re(z) = 0 e portanto L(0) = [ Wd:c. Como consequéncia,
temos que ¢ > 0 (do contrario a integral seria infinita pois f > 0).

Vamos supor, por absurdo, que existe um ¢ > 0 tal que lim sup =~
¢ > 26 > 0. Tome p = 0;255 > 1 ey, — oo uma sequéncia tal que

flyn) > (¢ + 20)y,. Como f é ndo decrescente, entdo para todo
Yn < x < py, vale:

f(@) > fyn) > (c+20)yn > (c+ d)z.
f@=co

2

Portanto, temos que ¥ (x) := > g. Isto implica que:

PYn PYn )
(x)dz > / —dx =dlogp > 0.
yn L

Yn

Fixando ¢ < % log p, segue que se a é grande temos (por convergéncia
da integral) que: | [ ()| < e. Podemos tomar a > y,, para algum
ng, dai temos que:

pyno o] o0
Slogp<| [ (x)dal < \/ (x) —/ ()] < 2 < Slogp.
Yng Yng PYng
f(x)

Este absurdo implica limsup =~ < c¢. Um argumento anédlogo dd a
desigualdade desejada para o liminf.

fl@)
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44 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NUMEROS PRIMOS

Faltou entao provar a afirmacao sobre a transformada de Laplace,
isto é que a integral fooo F(t) converge e é igual & L(0) se a transfor-
mada de Laplace se estende analiticamente para Re(z) = 0. Usando
um reescalonamento, podemos supor que |F'| < 1. Vamos considerar
as integrais truncadas Ly(z) = fo)\ F(t)et?, as quais definem fungoes
analiticas em todo o plano complexo, e provar que AH—>H01<> L»(0) = L(0).

Seja entdo € > 0 pequeno e tome R = ¢~ 1. Por hipétese, é claro
que L tem continuacgdo analitica em uma vizinhanga de {Re(z) > 0},
logo existe um ¢ > 0 tal que L é analitica em B = D(0, R)N{Re(z) >
—d}. Se W = 0B, a férmula de Cauchy diz que:

L0 - 120 = 5= [ L)~ Iale)

Agora usamos o seguinte truque: se ¢ é analitica entdo a férmula

de Cauchy diz que 27ip)(0) = [}, M%Wdz e0 = [ %dz.

Somando as duas igualdades e aplicando-as a funcao L — L) temos
que:

dz.

1
L(0) — Ly (0) = / (L(2) = Ia ()M (& + Z)dz. (1.9.1)
Vamos denotar por Iy(z) = ¢(2)e* (L + ).
Agora, vamos separar essa integral em regioes. Seja W1 := W N
{Re(z) > 0} e W= := WnN{Re(z) < 0}. Como I é analitica

em W, ela é limitada por uma constante C em W. Além disso,
existe um v < 0 tal que em W5 := W N {—vy < Re(z) < 0} temos
fW; |dz| < 2Z¢. Considere entdo Wy := W N{Re(z) <7} e W, :=
{Re(z) < 0}N{]z| = R}. Observe que pela analiticidade de Ly temos
que [y, Ir, = [y IL,.

Podemos decompor a integral (1.9.1) como:

2mi(L(0)—Lx(0)) = / IL_LA(Z)-F/

w+ W
Passando o mddulo nessa igualdade e usando a notacado = = Re(z) e
|z| = R temos que:

C;Az }2;; |d | 1

e A primeira integral é dominada por fW+ e
2me.

IL(Z)+/W2 IL(Z)_/W* Ip,.
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[SEC. 1.9: APENDICE AO CAPITULO 1 45

e A segunda integral é dominada por 2rBe = [ |dz].
1

o A terceira integral é dominada por fW’ e* B|dz| < 27e.
2
e A quarta integral é dominada por fW* e”%%wﬂ = % =
2me.

Logo |L(0)— LA (0)| < 3e+ £ [, |dz|e=**, como querfamos demon-
1
strar.

1.9.4 Prova do teorema 1.5.3

A primeira observagao é que se para algum k e ¢ a primeira parte do
teorema vale para = entao ela vale para uma vizinhanga inteira de z
e portanto para algum ponto de Z.

Em seguida, usando o lema de Zorn, podemos supor que X é min-
imal, isto é X nao possui nenhum subconjunto Y préprio fechado tal
que T(Y) C Y. Em particular, os conjuntos {T™(z)}>°_, séo densos
em X, o que mostra a afirmagao para k = 1 (pois, por densidade,
existe um n € N tal que d(T"(z),x) < €).

A prova seguird por indugdo. Suponha que o teorema vale para
algum k > 1, isto é, para todo € > 0 existe x € X e n € N tal que
d(T™(x),r) < e parai=1,...,k. Afirmamos que o conjunto de tais
pontos é denso em X.

De fato, seja U C X um aberto e B C U uma bola de raio
menor que £. Vamos definir B,, = (T™)"}(B) de modo que estes
conjuntos formam uma cobertura de X (pela minimalidade de X).
Por compacidade temos uma subcobertura finita {Bp,,...,Bm, }.
Seja § > 0 um numero de Lebesgue desta cobertura, ou seja, um
numero tal que toda bola de raio § esta contida em algum aberto desta
cobertura. Tome z e n tais que d(T""(x),z) < § parai=1,...,k e
D a bola de centro z e raio §. Entao existe j tal que D C B,,,, em
particular 7™ (D) C B. Ou seja que T™ (T""(x)) pertencem a bola
de raio € centrada em 7™ (x) € U. Isto prova a densidade.

Vamos voltar agora a prova do teorema. Fixe € > 0. Pela hipotese
de inducio existem x e ng tais que d(T"™°zg,z0) < €/2 para i =
1,..., k. Tomando x; tal que 7™ (z;) = xo, temos d(T 1m0z, 24) <
g/2 parai=1,...,k. Portanto segue que d(T"" (1), 7o) < £/2 para
i=1,...,k+ 1

“ColoquioMa
2007/6/29
page 45

— P



46 [CAP. 1: PROPRIEDADES ADITIVAS DOS NUMEROS PRIMOS

Por continuidade, existe 1 < & tal que se d(y,z) < €1 entdo
d(T™o(y),x) < e/2parai =1,...,k+1. Pelahipétese de inducio no-
vamente, existe y; tal que d(y1,71) < €1 e ny tal que d(T™ (y1),y1) <
e1/2 para ¢ =1,...,k. Por desigualdade triangular temos que:

d(T™ (T (y1)), 20) < g9 parai=1,...,k+ 1.

Procedendo desta maneira (tomando xo tal que T™ (z2) = y1)
encontramos pontos s, xs,--- € X e naturais ng,ng,... tais que
para todo ! temos:

A(T™=1(x),21-1) < €/2
AT M=) () 2y o) < g2

d(Ti(7L171+"‘+n0)(l‘l)7xo) < 5/2 parai = 17,k+ 1.

Por compacidade, existem ! > m tal que d(z;,z,) < /2. Por
desigualdade triangular temos que:

d(Ti(’rL1+1+‘..+nm)(xl)7xl) <e€, para 1= 17 ceey k + 1.

Logo, basta tomar x = x; e n = n;_1 +- - - +n,, para finalizar a prova
do teorema.

1.9.5 O exemplo de F. Behrend

Conforme anunciamos na observagao 1.7.1, primeiramente vamos cons-
truir exemplos de subconjuntos S do conjunto dos inteiros nao-negati-

vos < N sem nenhuma progressao aritmética de tamanho 3 e com car-
- 1—2vZlogZie . L.
dinalidade |S| > N vViee N ; em seguida, adaptaremos esta técnica

para estudar o comportamento da funcao ¢(3,9).
Dados d > 2,n > 2 ek < n(d—1)?, considere Si(n, d) o conjunto
de todos os nimeros inteiros da forma

r=a; +ax2d—1)+ - +a,(2d —1)"*
cujos digitos a; na base (2d — 1) est@o sujeitos as restrigdes

0<a;<d e |z|*:=al+ - +d2=k.
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Note que Sk (n, d) ndo contém progressoes aritméticas de tamanho
3: com efeito, caso existissem z,z’, " € Sk(n,d) tais que z + 2’ =
27", entao

lz +2')| = |22"|| = 2vk

2l + ll2 ]| = 2Vk.
Logo, como a igualdade na desigualdade triangular ||z + 2’| < ||z|| +
|=’|| 86 pode ocorrer quando os vetores (ay,...,a,) e (a},...,al) sdo

proporcionais, vemos que z = z' = 2’ (porque estes vetores tem
normas iguais por hipétese).

Por outro lado, existem d™ vetores (a1, ...,a,) satisfazendo a re-
stricao 0 < a; < d e n(d — 1)? + 1 valores possiveis para k. Conse-
quentemente, para algum k = Ky, Sk(n,d) deve ter cardinalidade ao
menos - o

>
n(d—1)2+1 n

Como todos os elementos de Si(n,d) possuem médulo < (2d — 1),
se definirmos

v(N) := max{|S|; S C [1, N], S sem nenhuma 3-PA},

obtemos que
v((2d —1)") > d""?/n.

2log NJ
log 2

Agora, fixado € > 0 e dado N grande, escolhemos n = |

e d satisfazendo
(2d—1)" < N < (2d+1)",

de maneira que

V(N) > y((2d_ 1)n) S dn—2 - (Nl/" . 1)71—2

2n—2p
1-(2/n)
— ]\; : " (1 _ N—l/n)n—Q
n—in
1—(2/n
- Ni(l” _ N2/ fomp D e
2n—1lp

1— 2v21log 2+¢
>N Vieg N |
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Agora pretendemos modificar ligeiramente o raciocinio anterior
para estudar o comportamento da funcdo ¢(3,4): fixamos d,n > 1
inteiros (a serem escolhidos mais tarde) e definimos ¢ : {1,..., N} —
{0,...,2d — 1}" por

o) = (lo/(2d — 1) Jmod(2d — 1))}
Para cada k entre 1 e n(d — 1)2, considere novamente os conjuntos
Sp(n,d) == {(x1,...,2n) €{0,...,d—1}" : 2? + - + 22 =k}

e defina Ay (n,d) := ¢~1(Sk(n,d)). Conforme ji sabemos, Si(n,d)
é livre de 3-PA (exceto as 3-PAs triviais {z,z,z}). Isto implica que
Apg(n,d) s6 pode conter progressoes aritméticas (n,n+r,n+2r) onde
r é um multiplo de (2d — 1)™. Em particular, o ntimero mdximo de
3-PAs em Ag(n,d) é N?/(2d — 1)". Por outro lado, quando ¢(x) €
{0,...,d—1}", a probabilidade de x pertencer a A(n,d) é m.
Logo, temos a seguinte cota inferior para a cardinalidade de Ag(n,d):

C
A d)| > —=2""N.
e d)] > -,
Tomando n = clog(1/0) e d = §~¢, obtemos que, para algum k,
o conjunto Ay(n,d) satisfaz |Ax(n,d)| > 0°N e o nimero maximo

de 3-PAs em Ay(n,d) é 6¢°6(1/9 N2 Em outras palavras, c(3,8) <
6clog(1/§)'
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Capitulo 2

Teorema de
Green-Tao-Szemerédi

2.1 Introducao

O principal objetivo deste capitulo é apresentar as idéias da prova do
teorema de Green e Tao.

Grosseiramente falando, a prova deste teorema consiste em dois
passos:

e generaliza-se o teorema de Szemerédi para o contexto de me-
didas pseudo-aleatdrias obtendo-se assim o teorema de Green-
Tao-Szemerédi (veja a segdo 2.2 para mais detalhes);

e prova-se a existéncia de medidas pseudo-aleatérias nos
primos (ao longo das linhas dos recentes resultados de Goldston-
Yildirim).

Uma vez que estes dois fatos jé estejam provados, veremos que o
teorema de Green e Tao segue diretamente (veja a segao 2.2).

Porém, antes de entrar (na se¢ao 2.4) nos detalhes do esbogo de-
lineado acima , pretendemos motivar os conceitos e taticas da prova
do teorema de Green-Tao-Szemerédi através do esquema de prova
do teorema de Roth (o qual corresponde ao caso particular k = 3

49

“ColoquioMa
2007/6/29
page 49

— P



50 [CAP. 2: TEOREMA DE GREEN-TAO-SZEMEREDI

no teorema de Szemerédi) na segdo 2.3 (enquanto que iremos deixar
as discussoes relativas aos resultados de Goldston-Yildirim para o
capitulo 3).

A organizacao deste capitulo serd assim:

e na secao 2.2 apresentaremos mais detalhadamente o esbogo da
prova do teorema de Green-Tao; em particular, iremos enunciar
precisamente os teoremas de Green-Tao-Szemerédi e Goldston-
Yildirim; finalmente, demonstraremos o teorema de Green-Tao
assumindo estes dois resultados.

e na secao 2.3 esbogaremos a prova do teorema de Roth sobre a
existéncia de uma quantidade infinita de progressoes aritméticas
de tamanho 3 (i.e., 3-PA) em conjuntos de densidade positiva,
o qual servird de motivagao para a prova do teorema de Green-
Tao-Szemerédi.

e finalizando este capitulo, na se¢ao 2.4, faremos a demonstragao
do teorema de Green-Tao-Szemerédi.

Fechando esta introdugao, observamos que ao fim deste capitulo o
teorema de Green e Tao estarda demonstrado exceto pelos resultados
de Goldston e Yildirim, os quais deixaremos para discutir apenas no
préximo capitulo.

2.2 Estratégia da prova do teorema de
Green e Tao

Durante o resto deste capitulo, nés iremos fixar £ > 3 o tamanho
da progressao aritmética (PA) de primos que desejamos encontrar e
N :=|Z| serd um ntimero primo (grande) de modo que os elementos
1,...,N — 1 podem ser invertidos em Zy. Escreveremos o(1) para
denotar quantidades que tendem a zero quando N — oo e O(1) para
denotar quantidades que ficam limitadas quando N — oco. Em cer-
tos lugares do texto, as quantidades o(1) (resp., O(1)) tendem a zero
(resp., permanecem limitadas) dependendo de certos parametros (p.
ex., j,€). Quando isto ocorrer, colocaremos os parametros subscritos
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[SEC. 2.2: ESTRATEGIA DA PROVA DO TEOREMA DE GREEN E TAO 51

nas quantidades (p. ex., 0j(1)). Além disso, abreviaremos quanti-
dades da forma O(1)X (resp., o(1)X) como O(X) (resp., o(X)).

Com estas notacoes em maos, podemos iniciar a contextualizagao
do teorema de Green e Tao. Lembre que este teorema diz que para
todo k > 3, existem infinitas k-PA (i.e., progressoés aritméticas de
tamanho k) formadas (apenas) por numeros primos. Além disso,
sabemos que o teorema de Szemerédi garante a existéncia de muitas k-
PA em subconjuntos de inteiros com densidade positiva. Mais ainda,
ja sabemos também que o teorema de Szemerédi nao implica o teo-
rema de Green e Tao porque os primos possuem densidade zero. En-
tretanto, a idéia de Green e Tao é :

e apesar do teorema de Szemerédi nao se aplicar diretamente,
podemos modificd-lo para que ele funcione em subconjuntos
com comportamento (aditivo) fracamente aleatério! (ou mais
precisamente pseudo-aleatdrio); este resultado serd chamado
neste livro de teorema de Green-Tao-Szemerédi;

e isto reduz o teorema de Green-Tao a provar que o conjunto dos
nimeros primos é pseudo-aleatorio, um fato que segue mais ou
menos diretamente dos trabalhos de Goldston e Yildirim.

Daqui em diante, iremos detalhar os itens discutidos acima. Para
isso, comecaremos com a definicao de pseudo-aleatoriedade:

Definicao 2.2.1. e Dizemos que v : Zy — RT é uma medida
se E(v) =14 o(1).

o Uma medida v : Zn — RY satisfaz a (mo,to, Lo)-condigao de
formas lineares se, para toda familia de m < mq formas lineares
;e Z?\[ — Zpn, t < tg, digamos wl(x) = ZLij.’lﬁj +b;, onde Lij
sdo racionais com numeradores e denominadores menores que
Ly, as t-uplas (L;j)1<j<¢ ndo sGo miltiplas racionais entre si e
b; € Z quaisquer, entdo:

E(v(i(@)) ... v(¢m(2)|2 € Ziy) =1+ 0mg 10,10 (1)-

10 ponto de pedir aleatoriedade fraca é que desejamos depois usar o resultado
para os primos.
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52 [CAP. 2: TEOREMA DE GREEN-TAO-SZEMEREDI

o Uma medida v : Zn — RY satisfaz a mg-condicao de correlacio
se para todo m < mg existem pesos Tm, : Zn — RT tais que
E(72) = O q(1) (condi¢do de momentos) para todo 1 < g < oo
e

EW(x+h1)...v(@+hp)lz €Z) < > 7n(hs — hy).

i<j<m
para quaisquer h; € Zy (nao necessariamente distintos).

o Uma medida v : Zy — RT € k-pseudo-aleatéria se v : Zny —
RT satisfaz a (k-2871, 3k —4,k) condicdo de formas lineares e
a 2871 condicdo de correlacdo.

A definigao pode parecer estranha no inicio, porém ela é baseada
em trabalhos de Goldston-Yildirim, onde estuda-se majorantes para
fungoes modificadas de von Mangoldt (que por sua vez estdo inti-
mamente ligadas aos nimeros primos). Intuitivamente, as condigoes
acima falam que o conjunto de inteiros no suporte de v tem pro-
priedades aritméticas (aditivas) fracamente aleatérias. A principal
vantagem destas condigoes é que elas sao suficientemente fracas para
incluir o caso dos primos (apesar deste fato estar longe de ser triv-
ial) e permitir o uso de uma versao do teorema de Szemerédi para o
suporte destas medidas (veja o teorema 2.2.1 logo abaixo).

Munidos do conceito de pseudo-aleatoriedade, estamos aptos para
enunciar um dos resultados principais do trabalho de Green e Tao [5,
Theorem 3.5]:

Teorema 2.2.1 (Green-Tao-Szemerédi). Sek >3, 0<d<1lewv €
k-pseudo-aleatdria entio para toda f : Zy — RT tal que 0 < f(n) <
v(n) e E(f) > ¢ temos que:

E(f(n)f(n+7r)...f(n+ (k= 1)r)|n,r € Zn) > c(k,0) — 0k,5(1).

Observagao 2.2.1. Note que fazendo v = Veonst = 1 no teorema

actma obtemos automaticamente o teorema de Szemerédi como coroldrio.

A prova do teorema 2.2.1 é baseada nas idéias de Furstenberg (de
recorréncia multipla em teoria ergédica) e nas normas de Gowers.
Por enquanto, adiaremos a demonstracao do teorema 2.2.1 para a
secao 2.4.
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Visando aplicar o teorema 2.2.1 para finalizar a prova do teorema
de Green e Tao, agora vamos ver como construir medidas (pseudo)

aleatorias relacionadas aos primos. Iniciamos por relembrar a definigao:

Definicao 2.2.2. A funcao de von Mangoldt €

.

A(n) = logp sen=0p

0 caso contrdrio .

Lembre que esta fungao estd (essencialmente) suportada nos pri-
mos (pois a contribuicdo de poténcias de primos é pequena), de modo
que ela funciona como uma “funcéo caracteristica” dos primos. Em
termos dela, sabemos que o teorema de nimeros primos pode ser re-
formulado como E(A(n)) = 1+ o(1). Para usar o teorema de Green-
Tao-Szemerédi no contexto dos nimeros primos, precisamos achar
uma medida k-pseudoaleatéria tal que v(n) > c(k)A(n). Porém é
sabido que tais medidas ndo existem!?

Para contornar esse problema usa-se o “W-trick”. Seja w =
w(N) — oo um pardmetro que pode crescer com N porém lenta-
mente (i.e., #N) = 0(1)) e seja W = I,<y(n); p é primoP- A fungio
de von Mangoldt modificada é:

) Jog(Wn + 1) se Wn + 1 é primo

0 caso contrario .

A(n) =

Agora temos uma funcao que ainda vé os primos porém deixamos
de ver poténcias e certas nao-uniformidades vindas de produtos de
fatores pequenos. Considere w(n) com crescimento lento®, digamos
w(n) << logloglogn, de maneira que o teorema de Dirichlet diz que:

1 ~
v > A(n) =1+0(1).

n<N

2Basicamente porque os primos e a funcdo de van Mangoldt estdo concentra-
dos, para todo ¢ > 1 inteiro, nas ¢(q) classes residuais a(mod g) tais que (a,q) =1
(onde ¢(q) é a fungdo de Euler), enquanto que medidas pseudo-aleatérias devem
estar equidistribuidas em todas as classes de congruéncias médulo ¢; como o
quociente ¢(q)/q pode ser feito arbitrariamente pequeno, vemos que néo existem
majorantes pseudo-aleatérios da fungdo de van Mangoldt.

3 Apesar de pedirmos crescimento lento para w(n), pode-se constatar que, ao
revisar os argumentos do capitulo 3, basta tomar w(n) uma constante bem grande
(dependendo apenas de k mas nao de N).
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Em outras palavras, A é uma medida. Nesta situagao, o segundo re-
sultado chave do trabalho de Green-Tao [5, Proposition 9.1] (baseado
nos trabalhos de Goldston-Yildirim) é:

Teorema 2.2.2. See; = 1/(k+4)12% ¢ N é um primo grande entdo

eziste v uma medida k-pseudoaleatdria tal que v(n) > 2755k~ A(n)
para ez N < n < 2¢,N.

Assim como boa parte dos resultados importantes sobre os nimeros
primos, a prova do teorema 2.2.2 passa pelo uso de certas regioes livre
de zeros da fungao zeta de Riemann. Porém, para nao interromper-
mos o fluxo de idéias, deixaremos para o capitulo 3 deste livro a
demonstracao completa do teorema 2.2.2.

Finalmente, assumindo momentaneamente os teoremas 2.2.1 e 2.2.2,
demonstraremos o teorema de Green e Tao.

2.2.1 Prova do teorema de Green e Tao

Suponha que os teoremas 2.2.1 e 2.2.2 sejam validos.

Se
1 -~
f(n) = WA(H)I[%N,Z%N]

entao:

1 ~ 1
E(f) = NEoh s Y. A= Wfk(l +0o(1)).
e N<n<2¢p N

Como o teorema 2.2.2 garante a existéncia de uma medida k-pseudo-
aleatéria majorando 27F 5k ~1A em [ex N, 2e,, N], podemos aplicar o
teorema 2.2.1 de Green-Tao-Szemerédi para concluir que:

E(f(n)... f(n+ (k—1Dr)|n,r € Zyn) > c(k, k1275 3¢,) — o(1).

Como o caso r = 0 contribui com um fator O(4 log® N) = o(1) na
expressdo, obtemos a existéncia de uma P.A. em Zy (tomando N
grande). Mais ainda, sendo ¢, < 1/k e k > 3 temos que essa P.A. ¢é
uma P.A. legitima de inteiros (e nao apenas uma k-PA em Zy).
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2.2.2 Alguns comentarios

Uma vez que ja reduzimos o teorema de Green e Tao aos teore-
mas 2.2.1 e 2.2.2, dedicaremos o resto deste capitulo a prova do
teorema 2.2.1 de Green-Tao-Szemerédi (enquanto que a prova do teo-
rema 2.2.2 ficard para o capitulo 3).

Entrentanto, para ilustrar as idéias por tras da prova do teorema
de Green-Tao-Szemerédi (as quais podem ser técnicas e duras numa
primeira leitura), faremos a prova do teorema de Roth (ou seja, do
teorema de Szemerédi no caso k = 3). Em seguida, passaremos a
demonstracao propriamente dita do teorema de Green-Tao-Szemerédi
e assim encerraremos o presente capitulo.

2.3 Prova do teorema de Roth

Conforme dissemos na introducao, para sentir o sabor da prova do
teorema de Green-Tao-Szemerédi, vamos ver um pequeno argumento
para encontrar 3-PA em conjuntos de densidade positiva, o qual, ape-
sar de ser bem particular e especifico, contém boa parte das idéias
que iremos estudar em seguida.

Definimos As(f, g,h) = E(f(n)g(n +r)h(n+2r) : n,r € Zy). O
teorema de Roth pode ser reformulado assim:

Teorema 2.3.1. Para toda f : Zny — R nao-negativa com

0<d<|fllrrzy) S Iflle=@y) <1

tem-se

A3(fafaf) Z 6(376) _05(1)'

Em outras palavras, queremos cotas inferiores para As(f, f, f).
Comegamos com a observacao simples de que cotas superiores sao
bem “faceis” de se obter: por exemplo, pela desigualdade de Young,

[As(f, 9, W) < ([ fllzellglzallhl

sel<pgr<ooet+lifl<a
p g r . )
Por outro lado, estamos interessados apenas em cotas inferiores
para A3 e, a priori, as estimativas superiores nao parecem ser uteis

L7,

“ColoquioMa
2007/6/29
page 55

— P



56 [CAP. 2: TEOREMA DE GREEN-TAO-SZEMEREDI

para provar cotas inferiores. Entretanto, podemos decompor f como
uma parte “boa” g = E(f) e outra parte “ruim” b = f — E(f).
Usando a multilinearidade de A3, podemos decompor As(f, f, f) em
oito pedagos:

A3(f7faf) :A3(gag7g) + +A3(b7bab)

Por hipétese, E(f) > 6, donde o primeiro termo é A3(g, g,g) > 6°.
Logo, boas cotas superiores dos outros termos (p.ex., a soma dos sete
termos restantes sao de magnitude menor que 63) nos levariam a
concluir o teorema de Roth.

Porém, a estimativa acima (via desigualdade de Young) néo é boa
o suficiente, a menos que § esteja préoximo a 1 (digamos § > 2/3).
Mas, podemos refinar nosso argumento de cotas superiores usando a
transformada de Fourier:

f(&) =E(f(w)en(—€) : 2 € Z),
onde ey (z) := exp(2miz/N). Da férmula de inversao
)= 3 F©en(x)
£E€ELN
obtemos que

As(frg.h) = Y F(&)F(E)N(Es)x
£1,82,83

E(en(né& + (n+ 1)+ (n+2r)&s) : n,r € Zn).

As esperancas no lado direito acima sdo 1 se & = &3 e & = —2&;
e 0 caso contrario. Em particular,

As(fg.h) = > FOF(-26)n(e).

§ELN
Da férmula de Plancherel || f||z2zy) = Hﬂ|l2(ZN) e da desigual-
dade de Holder, segue que
[As(f, 9, W) < [[fllz2@ny 9lls 2y 1 2llas - (2.3.1)

Usando esta estimativa, podemos provar que:

“ColoquioMa
2007/6/29
page 56

— P



[SEC. 2.3: PROVA DO TEOREMA DE ROTH 57

Proposicao 2.3.1. Seja f com uma decomposicido f = g+ b onde

91l Lo @n)s [0l Lo 2y = O(1)

||g||L1(ZN)7 Hb”Ll(ZN) = 0(9).

Entao R
As(fo £, ) = As(g, 9. 9) + O |[blliz))

As(f, £ f) = As(9, 9, 9) + O([[bllioe ()

Demonstragdo. Por hipétese, ||g||z2(zy), [0l r2zy) = O(6'/2), donde
uma aplicagao de Plancherel nos diz que

[9lli2(z)> [Blli2zn) = 0(51/2),

Além disso, as cotas L' de g e b implicam

G111 @) [1bllie zx) = O(0).

Logo, a desigualdade de Holder nos conduz a

9112z, 1bll12zn) = O(63/4).

A proposigdo segue decompondo As(f,f,f) em oito partes e
usando (2.3.1). O

Esta proposicao sugere que uma estratégia para conseguir cotas
inferiores ndo-triviais de As(f, f, f) passa por decompor f = g+b em
uma fungdo boa g tendo o valor As(g, g,g) “alto” e uma fungao ruim
b com norma [* da sua transformada de Fourier pequena.

O leitor atento percebeu que ja indicamos uma possibilidade de
decomposigdo: g = E(f) e b = f — E(f). Note que temos a cota
A3(g,9,9) > 63, uma estimativa relativamente boa, mas nao temos
boas cotas para HEH 14(zx); as nossas melhores cotas até o momento
sao 0(53/ 1), 0 que é ruim pois permite que o erro domine o termo
principal.

4Com efeito, f = X[1,5n5] tem As(f, f, f) ~ 5% e As(g,g,g9) = 8, por exemplo.
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Entretanto, podemos eliminar o caso de b = f —E(f) linearmente
uniforme, i.e., ||3||loo < 62/100. O problema é o que fazer se b nio
é linearmente uniforme. Neste caso, adota-se a idéia de usar um
argumento de incremento na energia, i.e.,

e Argumento de incremento de energia: uma vez que b nao
¢ uniforme, trocamos ¢ por uma funcdo com norma L? maior.
Ao final de um ntimero finito de passos, espera-se chegar a uma
funcao b uniforme (ja que a energia é finita).

Logicamente, esta idéia tem que ser trabalhada em detalhes para ver
que ela conduz ao fim da prova do teorema de Roth. Para isto, vamos
introduzir a defini¢ao:

Definigao 2.3.1. Dado K inteiro positivo, chamaremos as fun¢oes
f:Zn — C da forma

f(z) = Z ¢; exp(2mi&;x/N),

j=1

onde |cj| <1 e&; € Zn de fungdes K-quase-periddicas. Além disso,
fizado o > 0, dizemos que uma funcdo f € (o, K)-quase-periddica se
|f = fapllL2zy) < 0 para alguma fungdo K-quase-periodica fqp.

Observagao 2.3.1. Note que se f e g sao fungoes (o, K)-quase-
periddicas entio fg é (20, K?)-quase-periédica.

O ponto importante no conceito de fungoes f quase-periddicas é
que podemos obter boas cotas inferiores de As(f, f, f) neste caso:

Lema 2.3.1 (“Muiltipla Recorréncia” de fungdes quase-periddicas).
Dados 0 < § <1, M > 1,0 < o < §/100M ¢ 0 < f < M uma
fungdo nao-negativa limitada (o, K)-quase-periédica com E(f) > 6,
entao

AB(fa fa f) > C(Ka Ma 6) - OK,M,6(1)7

para algum c(K, M, ) > 0.

Demonstragao. Seja fop(z) = Z]K:1 ¢; exp(2mizé; /N) uma funcao
K-quase-periédica aproximando f e tome € = ¢(K,d) > 0 uma con-

stante pequena. Pelo teorema de aproximacao simultanea de Dirichlet
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(o qual decorre do principio da casa de pombos), temos
E(||r¢;|| < e paratodo j; r € Zy) > c(e, K). (2.3.2)

Aqui é fundamental ressaltar que a constante c(e, K) > 0 nao depende
de N. Por outro lado, considerando a dindmica T(x) := 2+ 1 e
fixando r tal que ||r§;|| < e (onde 1 < j < K), temos:

[fap o T" = fopllr2(zn) < C(K)e,
Isto combinado com a desigualdade triangular implica:
1f o T" = Fllzaay) < 6%/50M + C(K)e.
Aplicando T novamente na estimativa acima obtemos também
[|foT? — foT"|r2(zy) < 6°/50M + C(K)e.
Como a funcao f é limitada, destas estimativas decorre que:
1f - (foT) - (foT) = fPlriy) < 6°/2+ C(K)Me.

Entretanto, sendo f > 0, usando nossa hipétese E(f) > ¢ e a de-
sigualdade de Holder, obtemos

12 zn) = ||f||‘21(ZN) > §°.
Logo, E(f-(foT")-(foT?")) > §%/2— C(K)Me. Escolhendo € > 0
pequeno dependendo de §, K e M, segue que
E(f-(foT")-(foT?))>8%/4.

Como f > 0, tomando a média em r e usando (2.3.2), podemos
concluir

E(f(n) - (foT)(n) - (foT*)(n)|n,r € Zy) > 8c(e, K) /4.
Sendo As(f, f,f) = E(f(n) - (foT")(n)- (f o T?")(n)|n,r € Zy),

terminamos a demonstracao do lema. O

Visando a utilizagdo deste lema, estaremos interessados em de-
compor fungoes arbitrarias em uma soma de uma fungao quase-perié-
dica e uma funcao linearmente uniforme. Com este intuito, veremos
como construir sigma-dlgebras cujas funcoes mensuraveis sejam todas
quase-periédicas:
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Lema 2.3.2. Sejam 0 < ¢ < 1 e x uma fungao da forma x(x) :=
exp(2mizé/N). Entdo, existe uma sigma-dlgebra Be,, tal que ||x —
E(x|B:x )L~ zy) < Ce e, para todo o > 0 eviste K = K(0,) > 0
com a seguinte propriedade: toda f funcdo B. ,-mensurdvel satis-
fazendo a estimativa || f||Lzy) <1 € (0, K)-quase-periddica.

Demonstragao. Seguiremos um processo randomico para obter a
sigma-algebra desejada: tome o um nimero complexo no quadrado
unitdrio e seja B. , a sigma-dlgebra cujos dtomos tem a forma x ~1(Q),
onde Q é um quadrado tal que os vértices de ) — e estao sobre
€Z?. Note que esta sigma-algebra possui O(1/e) &tomos e ||x —
E(x[Bex)llz~@zy) < Ce. Em particular, resta apenas verificar a
segunda parte do lema para finalizar a prova. Observe que basta
verificar o fato desejado para ¢ = 27" (onde n > 1) com proba-
bilidade 1 — O(c) em a. Como B., possui O(1/e) dtomos, é su-
ficiente considerar o caso de f igual a funcao caracteristica de um
atomo A de B, e provar a propriedade desejada com probabilidade
1 — O(c(e)o). Note que nesta situagdo podemos reescrever f como
f(z) = 1g(x(z) — ea). Aplicando o teorema de aproximagao de
Weierstrass no disco |z| < O(1/¢), encontramos um polinémio P(z,Zz)
com C(o, ) termos e coeficientes limitados por C(o, ¢) tal que |P| <1
no disco |z| < O(1/e) e |1g(z)—P(z,%)| = O(c(e)o) para todo z neste
disco exceto por um conjunto de medida O(c(g)?0?). Isto implica que

Ne(x(@) = ea) = P(x(x) — ea, x(x) = €a)|| 2@y < c(e)o

com probabilidade 1 —O(c(e)o) em . Porém P(x(z) —ea, x(z) —ca)
¢ uma combinacao linear de C(g, o) fungdes da forma exp(2mizé/N)
com coeficientes limitados por C(g). Ou seja, P(x(x) —ea, x(x) —eq)
é uma fungao K-quase-periddica (onde K = C(e,0)). Em particular,
f é uma fungdo (o, K)-quase-periddica. Isto conclui a prova deste
lema. O
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Um corolario 1util deste lema é:

Corolério 2.3.1. Sejam 0 < ¢; < 1 e x;(x) = exp(2mwizé; /N), onde
J = 1,...,n. Denote por B, y, as sigma-dlgebras fornecidas pelo
lema acima. Entdo, para todo o > 0, existe K = K(n,0,€1,...,&y,)
tal que toda f funcao Be, y, V-V B, y, -mensurdvel satisfazendo a
estimativa || f||p~zy) < 1 € (0, K)-quase-periédica.

Demonstragao. Como o niimero de 4tomos na sigma-algebra Be, y,V
-V Be, y, ¢ C(n,e1,...,e,), basta provar o coroldrio no caso em
que f é a funcdo caracteristica de um dtomo de Be, , V-V Be, .-
Porém, nesta situacao f é o produto de n fungoes de caracteristicas
de dtomos das sigma-algebras B .. Logo, o coroldrio segue direta-
mente da combinac¢ao do lema anterior com a observacao 2.3.1. [

Outra propriedade interessante destas sigma-dlgebras (além de
conter fungdes quase-periddicas) é a identificacao de obstrugées para
a uniformidade linear:

Lema 2.3.3. Sejam b uma fungdo limitada com ||/b\Hloo(ZN) >0>0ce
0 < e < 0. Entdo, existe uma funcao da forma x(z) = exp(2mizg/N)
tal que a sigma-dlgebra B, 5, associada satisfaz

IE®IB: )2 zy) = 0/2

Demonstragao. Por definigao, existe uma frequéncia § tal que
[b(&)| > o, ie.,

IE(b(n) exp(—2miné/N)|n € Zn)| > o.

Definimos x (z) := exp(2miz{/N) e reescrevemos a desigualdade acima
como
1(b, X) L2 (zn)| = O

Pelo lema anterior, sabemos que existe uma sigma-algebra B , tal
que
Ix = E(x|Be )l zy) < Ce.

Por outro lado, sendo b limitado e a esperanga condicional auto-
adjunta, podemos combinar as duas estimativas acima para concluir
que

(E(bIBzx), x) = (b, E(x|Bzx)) 2 0 — Ce.
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Isto implica que [[E(b|B: y)||lz2(zy) = 0 — Ce > 0/2, o que finaliza a
prova do lema. O]

O dltimo ingrediente para a prova completa do teorema de Roth
é a seguinte proposicao de estrutura:

Proposicao 2.3.2 (“teorema quantitativo de Koopman-von Neu-
mann”). Sejam F: RT x RT — RY uma funcio qualquer, 0 < 6 <1,
f uma fung¢ao nao-negativa limitada satisfazendo E(f) > § e o =
§3/100. Entdo, existem uma constante 0 < K < C(5,F) e uma de-
composicao f = g+Db tais que g € limitada nao-negativa, E(g) = E(f),
g € (o, K)-quase-periddica e b verifica

]l z) < F (0, K). (2.3.3)

Demonstragao. A idéia serd utilizar o argumento de incremento de
energia para construir g e b. Para esta construcao, necessitaremos
de duas sigma-algebras B e B as quais sempre terdo a forma B, , V
-+ V B, y, durante todo o argumento. Mais ainda, iremos querer
estimativas do tipo

BB 2(zy) < IECFIB)IIZ2(zy) + 0 /4 (2.3.4)

Observe que, pelo teorema de Pitdgoras, a estimativa acima equivale
a

IE(f1B) — E(fIB)l72(zy) < /2.

A prova desta proposicao utilizard o seguinte algoritmo:

e FEstagio 0: Comegamos com B e B iguais a sigma-algebra trivial
{0,Zn}. Note que a desigualdade (2.3.4) é satisfeita automati-
camente neste estagio.

o Estdgio 1: Considere B uma sigma-algebra da forma Bc, y, V
-V Be, y,., onde xj(z) = exp(2miz{;/N). Sendo a funcao
E(f|B) uma funcao limitada e B-mensuravel, o coroldrio 2.3.1
diz que podemos encontrar K dependendo de §,n,¢1,...,&, tal
que E(f|B) é (0/2, K)-quase-periddica.

o Estdgio 2: Fazemos g = E(f|B) eb = f—E(f|B). Se [blli=(zy) <
F (0, K), encerramos o algoritmo. Caso contrério, vamos para
o estagio 3;
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e Estdgio 3: Como nao terminamos o algoritmo no estdgio 2,
temos [|b||;e > F (0, K). Pelo lema 2.3.3, podemos encontrar
e € F(4,K) e uma funcdo x da forma x(z) = exp(2miz{/N)
com uma sigma-algebra associada B. , tal que

OBz ) 2zy) = F(6,K)/2.
Da identidade
E(b|Bex) = E(E(fBV Be,y) — E(f|B)|B- )
e do teorema de Pitagoras tiramos também que
IE(fIBV Be) = E(fIB)l| 2z = F(6, K)/2.

Aplicando o teorema de Pitadgoras novamente, obtemos a esti-
mativa de incremento de energia:

IE(FIBV Beo)llZ2zyy = IE(fIB)IIZ 2y — F(6, K)* /4.

e FEstdgio 4: Trocamos B por BV B. . Caso ainda tenhamos a
estimativa (2.3.4), retornamos para o estdgio 2; caso contrario,

trocamos B por B e vamos para o estagio 1.

Afirmo que este algoritmo termina. Com efeito, fixado B (e con-
sequentemente K), cada vez que passamos pelo estigio 4 a ener-
gia ||E(f\l§)||%2(ZN) aumenta de F(§, K)?/4. Logo, o algoritmo ter-
mina ou a estimativa (2.3.4) é violada em C(4, K, F) = Co?/F (5, K)?
passos. No segundo caso, trocamos B pela sigma-algebra associada
as C(6, K, F) fungoes x e parametros € > C(6, F, K)~! aparecendo
neste processo. Isto implica que a quantidade K associada a esta
nova sigma-algebra B serd trocada por uma quantidade da forma
C (4, K, F) e aenergia |E(f|B) H%?(ZN) cresceu pelo menos 02 /4 gracas
a violagao de (2.3.4). Por outro lado, o fato de f ser limitada garante
que esta energia nao pode ser maior que O(1). Logo, estas trocas de
B descritas acima s6 podem ser feitas no maximo O(o~?) vezes. Jun-
tando estas informagoes vemos que o algoritmo inteiro termina em
C(4, F) passos (e a quantidade K nunca ultrapassa C(0, F) durante
todo o processo). Isto conclui a prova da proposicao. O
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Finalmente, vejamos como encerrar a demonstragao do teorema
de Roth: seja F' : RT x Rt — RT uma funcio que escolheremos
em alguns instantes e apliquemos a proposi¢ao acima para decompor
f =g+b. Pelo lema 2.3.1, sabemos que

A3(ga gag) > 0(67 K) - 05,K(1)'
Combinando esta desigualdade com (2.3.3) e a proposigao 2.3.1, temos
A3(f7f7f) > 6(57K) + 0(5 : F((SaK)) - 05,K(1)'

Tomando F' “suficientemente pequena”, podemos absorver a segunda
parcela do lado direito pela primeira parcela, de maneira que

A3(9,9,9) > c(6,K)/2 — 05 k(1).

Como K < C(4, F) = C(0), o teorema de Roth estd provado.

Encerrando esta segao, recapitularemos abaixo os dois passos prin-
cipais da prova do teorema de Roth (o qual inspirard a demonstragao
do teorema de Green-Tao-Szemerédi):

e primeiro passo: definir uma classe de normas (ditas normas
de Gowers ||.||yx-1) para controlar a esperanca de uma k-PA
estar no suporte de f; note que, pela proposigao 2.3.1, no caso
k = 3, a norma [* da transformada de Fourier é um bom can-
didato;?

e segundo passo: generalizar o processo de incremento na en-
ergia acima discutido.

2.4 Demonstracao do teorema de Green-
Tao-Szemerédi
Nesta ultima secao do presente capitulo, provaremos ao longo de

varias subsecoes os resultados que nos ajudarao a formalizar as idéias
acima. Entretanto, como as demonstracoes sao técnicas, o leitor pode

5De fato, no caso k = 3, a norma de Gowers ||.||2 é a norma [* da transfor-
mada de Fourier; veja a observagao 2.4.1 na préxima subsecao.
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se perder um pouco dos nossos objetivos finais. Por isso, daqui em
diante, ao final de cada subsecao, faremos um “resumo” dos resulta-
dos provados e como eles se encaixam na estratégia de incremento de
energia acima tracada.

2.4.1 Normas de Gowers

Seja {0,1}¢ o cubo discreto d-dimensional, e w = (wy,...,wq) €
{0,1}. Se h € Z% entdo w.h := wi.h1 + ... wg.ha. Se {fuw}twefo,1}e
o produto interno de Gowers é:

(fw))ya == E(Ly fo(n +w.h)|n € Zy,h € Z%).

A primeira observagao é que se f,, = f para todo w entao ((fy))ye >
0. Assim podemos definir as normas de Gowers (usando f,, = f):

1flla = ()22

Uma ferramenta basilar para a andlise das normas de Gowers é a
desigualdade de Gowers-Cauchy-Schwarz:

[((fw))val < Tl fullpa-

A prova desta desigualdade segue do fato de que, quando f,, nao
depende de wy, vale a igualdade

(f))ve =EE(  J[ fuoly+w b):yeZy)x
w’e{0,1}d-1

]E( H fw’,l(y + wl.hl) Ty € ZN|h/ c (ZN)dfl))'
w’€{0,1}4-1

Logo, por Cauchy-Schwarz, temos

{(fu))val < ((Fur o)) A(fur )i

Como podemos trocar wy por qualquer outro digito, aplicando a de-
sigualdade acima d vezes, obtemos a desigualdade de Gowers-Cauchy-
Schwarz.
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Além disso, a férmula binomial e a multilinearidade do produto
interno nos levam a desigualdade triangular de Gowers:

If + gllve < [[fllve + gl
Finalmente, temos a relagao de monotonicidade:

[f e < ([ fllva,

a qual é uma consequéncia de Gowers-Cauchy-Schwarz aplicado a
fw :=1quando wg =1 e f,, := f quando wy = 0.

Observacao 2.4.1. Como |||y« sdo homogéneas, acabamos de mostrar

que ||.||ye sao semi-normas. Entretanto, |.|[y1 ndo € norma pois
I/ lor =E(f). Porém, pode-se provar (por cdlculo direto) que:

Il = O Fo"A,

onde f(¢) = B(f(x)e 2"/N: 2 € Zy) e vale a férmula de inversao
2

flz) = Ef(f)e miw¢/N - Consequentemente, as normas de Gowers
para d > 2 sGo mormas genuinas.
Com esta notagao, a generalizacdo natural da proposi¢ao 2.3.1 é:

Teorema 2.4.1 (von Neumann generalizado). Se v € uma medida
k-pseudoaleatoria e fo,..., fr—1 € L' (Zy) sdio tais que |fj(x)] <
1+ v(x) entao se co,...,cx—1 € Zn sao distintos, temos que:

E(IL; fj(n +¢jr)n,r € Zy) = O(inf || fj[|ye—1) + o(1).

Demonstragao. Comecemos com algumas simplificacoes: a menos
de trocar v por (v + 1)/2, rearranjar f;,c; e transladar = por cor,
podemos assumir que

|fi(x)| <v(z), Veely,j=0,...,k—1,

ot sl = [ folle-s

C():O.

“ColoquioMa
2007/6/29
page 66

— P



[SEC. 2.4: DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE GREEN-TAO-SZEMEREDI 67

Isto reduz o problema a provar que

k—1

E (] fite+cr)erezn | =0 foller) + o(1).
j=0

Dividiremos a demonstracao desta igualdade em duas partes: na
primeira provaremos uma desigualdade de Cauchy-Schwarz e a apli-
caremos k — 1 vezes ao lado esquerdo da igualdade acima, obtendo
assim uma estimativa de E (Hf;ol filx +¢ir)|z,r e ZN> por uma
soma com pesos de fo sobre cubos (k — 1)-dimensionais; na segunda
mostraremos que a condicao de formas lineares implica que estes pe-
sos sao iguais a 1 em média, o que nos permitird que deduzir o resul-
tado desejado.

Para enunciar a desigualdade de Cauchy-Schwarz de modo razoavel,
introduziremos um pouco de notagao. Dados 0 < d < k — 1, dois ve-
tores Y= (yla v 7yk—1) € (ZN)kil ey = (y;cfd7 cee y;g—l) € (ZN)da
e um conjunto S C {k —d,...,k — 1}, definimos o vetor 3% =
(1™ 3 h) € (Zn)*! por

(5)._ J yi seigs
Yi - Yy, sei€S.

Em outras palavras, S indica quais componentes de y(%) provém de
y' ao invés de y.

Lema 2.4.1. Sejam v : Zny — RY uma medida e ¢g,...,Pr_1 :
(ZN)F~! — Zn funcées das k—1 varidveis y; tais que ¢; ndo depende
de y; para 1 < i < k — 1. Suponha que fo,..., fr_1 € L*(Zn) sdo
fungées com | fi(z)| < v(x) para todo x € Zy e 0<i<k—1. Para
cada 0<d<k—-1el<i<k-—1, defina

k—d—1

Ja:=E I[I Il ™))

Sc{k—d,... k—1} i=0

k—1
X H V1/2(¢i(y(s)))’y € (ZN)kil’y/ € (ZN)d> ’

i=k—d
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e
Pyi=E I v@raa ™))y € @)y € (Zn)"

Sc{k—d,...k—1}
Entao para todo 0 < d < k — 2, temos a desigualdade
|Jal® < PaJasa.

Prova do lema 2.4.1. Considere J;. Como ¢_4—1 nao depende de
Yk—_d—1, podemos tirar as quantidades dependentes de ¢p_4_1 da
média em yr_g4_1, O que nos permite escrever

Jd = E(G(y7 y/)H(% y/)|yla vy Yk—d—2yYk—dy - - -y Yk—1,
Yeed -+ Yh—1 € ZN),

onde

Gly,y') = I1 Fr—a—1(br—a-1 ()2 (a1 (y))
SC{k—dy...sk—1}

e

k—d—2

H(y,y') == E( H H fi(¢i(y(s)))
Sc{k—d,...,.k—1} i=0
k—1

X H v 205y lyk-a-1 € Zn).
i=k—d—1

Usando Cauchy-Schwarz,

|Jal> <E(G(, v )Ply1, - - Yrk—d—2: Yb—ds - - - Y1,
Yeedr Y1 € ZN)X
X E(H Y, y)P1Y1, - - Yhd—2, Yheds - - > Yh—1,
Yieds s Y1 EZN).

Por outro lado, como | fx—q—1(z)| < v(z) para todo z,

]E(|G(y7y/)|2|y17 o Yk—d—2Yk—ds - - - 7yk717y;cfd7 cee 7y;cfl € ZN) S Pd'
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Mais ainda, escrevendo a defini¢ao de H (y, y’) e expandindo os quadra-

EDI 69

dos trocando a varidvel y,_q_1 pelas novas varidveis yx—q—1, Y5_4_1

vemos que

E(|H(y7y/)‘2|y17 o Yk—d—2Yk—ds - - - 7yk717y;97d7 R

Isto completa a prova.
Aplicando este lema (k — 1) vezes, obtemos

2k72—d

k-2
k—1
o> < Jha [ P
d=0
Observe que, por definigao,

k—1
Jo=E (H Filei))ly € (ZN)’“> :
=0

Para provar a desigualdade desejada, escolhemos®

7y;<:71 € ZN)
= Jat1.

O

de modo que ¢o(y) = y1 + -+ + Yx—1, ¢:(y) ndo dependem de y; e,

para todo y, ¢(y) = x + ¢;r onde

Agora a transformacio sobrejetiva ® : (Zy)*~!

por

B(y) = (Y1 + -+ Ypor, o B
C1 Ck—1

6Estamos utilizando aqui que os niimeros ¢; sao distintos.

— (Zn)? definida

)
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tem numero constante de pré-imagens, donde uma conta simples
mostra que

k—1 k—1
E|[] fie+er)lerezy | =E (H fildi())ly € (ZN)k_1> = Jo.

§=0 i=0

Entretanto, P; = 14 0(1) para cada 0 < d < k— 2, pois v satisfaz
a (2%, k — 1 + d, k)-condigdo de formas lineares. Em particular, das
estimativas anteriores obtemos
< (14 0(1))Jp—1.

21@*1

Jg

Fixe y. Quando S varia sobre os subconjuntos de {1,...,k — 1},
$o(y™)) varia no cubo (k—1)-dimensional {z+w-h : w € {0,1}F~1},
ondex=y;+ - -+yp—1eh, =y, —y;,i=1,...,k — 1. Logo,

Je—1 =E | W(z,h) H fo(x +w-h)|x € Zy,h € (Zn)*1 ],
we{0,1}k—1

com o peso W(zx, h) dado por

k—1 k-2
W, h) =E( [ JIv"*(¢i(y+wh)) x
we{0,1} i=1

V2 (Gr—1(y +wh))|y1,- - yk—2 € Zn)
k—2
=E(]] I[I vy +wh) x
1=1 we{0,1}F~1 w;=0

H v(dk—1(y +wh))|y1, ..., yk—2 € Zn),
we{0,1}F 1wy _1=0

onde wh € (Zn)*~1 é o vetor com coordenadas (wh); = wjh; e
y € (Zy)*~1 é o vetor com componentes y; para 1 <k —2e yp_; =
T —1Y; — - — Yg—2. Porém, a definicdo da norma de Gowers dizem
que

E( ] foe+w h)zeZyhe@n) "] =fli
wef{0,1}k—1
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Portanto, basta provar que

E{W(h -1) [ folw+w-h)zeZnhe(@Zn)"|=o).
wE{O,l}k_l

Como |f;(z)] < v(z), segue que é suficiente mostrar

E([Wh) -1 ][] v@+w h)leeZyhe@Zy)"] =o).
wef{0,1}k—1

Por Cauchy-Schwarz, isto decorre imediatamente do seguinte lema:

Lema 2.4.2 (v cobre uniformemente seus cubos). Para n = 0,2,
vale

E([Wh) -1" ][] v@+w-h)zeZyhe @y "] =o).
we{0,1}k—1

Demonstragao. Expandindo o quadrado, vemos que basta provar
que, para ¢ = 0,1, 2, vale

E | W(x,h)? H v(z+w-h)|x € Zy,h € (Zy)1 ]| =o(1).
we{0,1}k—1

Porém, isto é uma consequéncia da condicao de formas lineares:

e 10 caso ¢ = 0, aplique a (2°~!, k, 1)-condicdo de formas lineares
com variaveis x, hy,...,hi_1 e formas lineares x + w - h, w €
{0, 1}

e no caso ¢ = 1, aplique a (2*=2(k+1), 2k — 2, k)-condicdo de for-
mas lineares com variaveis x, h1,...,hg_1,Y1,. .., Yx_o2 € formas
lineares

di(y+w-h), we{0, 1} L w,=0paral <i<k-1
r4+w-h, we{0,1}F L
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e no caso ¢ = 2, aplique a (k28=1, 3k — 4, k)-condigao de formas
lineares com varidveis

/ /
xahla cee 7hk71ayla e Yk—2,Y1 o Yp—2
e formas lineares

dily+w-h), we{0,1}F 1w, =0paral<i<k-1
¢i(y +w-h), we{0,1}F 1w, =0paral <i<k-—1
r+w-h, we{0,1F L

Aqui estamos adotando as convengdes yr—1 =& — Y1 — - — Yr—2 €
Yooy = T — Yy — -+ — Yp_o. Claramente isto completa a prova do
lema. O]

Como dissemos antes, isto encerra a prova do teorema 2.4.1 de
von Neumann generalizado. O

Observagao 2.4.2. Note que sé utilizamos a condicGo de formas
lineares na prova do teorema 2.4.1

Encerrando o estudo das normas de Gowers desta subsecao, enun-
ciaremos um lema simples e 1til sobre a distancia de Gowers ||.||x—1
entre as medidas k-pseudo-aleatdrias v e veons = 1:

Lema 2.4.3. Suponha que v € uma medida k-pseudo-aleatoria. Entdo,
v = 1l[ya = o(1),
para todo d < k — 1.

Demonstragao. Observe que a condi¢ao de formas lineares para v
implicam facilmente que ||v||gyr-1 = 1 + o(1). Entretanto, podemos
refinar um pouco mais este raciocinio. Com efeito, note que, pela
monotonicidade das normas de Gowers, basta ver que ||v — 1||gr-1 =
o(1). Multiplicando por 2*~!, reduzindo nosso problema a provar que

E [I ve+w-h|zezyheZi | =oQ)
wE{O,l}k_l
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O lado esquerdo da identidade acima pode ser expandido como

Ac{0,1}k-1 weA

Olhando para a expressao

E(H v(z+w-h)|z € Zy,heZk!

weA

para um A C {0,1}*~! fixado, vemos que ela toma a forma

E (v(61(x)) . v(614(0))|x € Z}))

onde x := (x,h1,...,hg—1) € &1, ...

> (-nME (H v(z+w-h)|z € Zy,heZk!

)

) |

73

, @] 30 uma ordenacao das |A|

formas lineares = +— x + w - h com w € A. Obviamente estas formas
lineares ndo sdo muiltiplas racionais entre si, donde a (281 k, 1)-

condicao de formas lineares pode ser aplicada para concluir a prova

do lema.

Fagamos agora um resumo da discussao acima.
Resumo da subsecao “Normas de Gowers”:

Nesta subsecao identificamos normas naturalmente associadas ao prob-

O

lema de contar progressoes cujos elementos pertencem ao suporte de
uma familia dada de fungoes, a saber as normas de Gowers, e prova-
mos o teorema 2.4.1, o qual diz que as normas de Gowers majoram

o numero de progressoes no suporte de uma sequéncia de fungoes, a

menos de um erro negligenciavel. Como vimos no caso do teorema de
Roth, esta majoragao é importante para obter boas cotas por baixo,
0 nosso objetivo inicial. O préximo estagio serd a introdugao do con-
ceito de anti-uniformidade, o qual desempenhard papel importante

no momento de decompor nossas fungoes nas partes boa e ruim.

2.4.2 Anti-Uniformidade

Como as normas de Gowers para d > 2 sdo normas genuinas podemos

tomar as normas duais:

HQH(kal)* =

sup

Ifllgre—1<1

(9,
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onde (f,g) denota o produto L?. Dizemos que g é anti-uniforme se
lgll@r=1)« = O(1) e [|g]L = O(1).

Observagao 2.4.3. Apesar de nao pretendermos utilizar, note que
no caso k =3, a observagao 2.4.1 nos dd a féormula:

3/4

lgllwsy- = | > lg©"*

£ELN

Observe que se g é anti-uniforme e [(f, g)| é grande entdo f nao
pode ser uniforme pois |(f,g)| < [ fllux-1lgllr-1)-- Logo temos
uma obstrucao para uniformidade.

Além disso temos uma maneira canénica de construir fungoes anti-
uniformes: dada F' € L'(Zy), definimos a fungao dual de F' como:

Dentre as vérias propriedades elementares destas fungoes, podemos
citar:

Lema 2.4.4. Seja v uma medida k-pseudo-aleatdria e F € L'(Zy)
uma funcao qualquer. Tem-se:

2k—1

o (F,DF) = [|F|[{x-,

k—1_
o |[DF|wr-1)- = [Fllgu-i" e

o se |[F| < 1+v, entio |DF| L~ <22 =1 4+ 0(1).

Demonstragao. A identidade (F,DF) = ||F||?Jk;:1 segue direta-
mente das definigoes da norma de Gowers e DF', e deixamos como
exercicio para o leitor. Para provar a segunda identidade, considere
F #0 (j& que o caso F' = 0 é trivial) e note que a definigdo das nor-
mas duais combinadas com a identidade (F, DF) = ||F||?]k;:1 dizem
que basta provar que uma funcao f qualquer vale

k—1_
[(f, D) < I flox— [F Gt

Porém, a defini¢cao de DF mostra que (f, DF') é o produto interno de
Gowers ((fw)wefo,1}35-1)ur-1 onde fy, := f quandow =0 e f, := F
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caso contrario, donde a desigualdade acima segue da desigualdade de
Gowers-Cauchy-Schwarz.

Finalmente, o ultimo item segue da condigao de formas lineares.
De fato, como F é limitada por 2(1+v)/2 := 2v; /5, vemos que basta
provar

Dyl/Q(x) <1+o0(1)

uniformemente para todo = € Zy. Por outro lado, a definigdo de
funcao dual diz que Dv, /5 pode ser expandido como

E 11 vip(x+w-h) | heZk!
we{0,1}k—1—-{0}

Como vy /5 é uma medida k-pseudo-aleatoria, segue da condicao de
formas lineares que este termo é 1 + o(1). O

Observagao 2.4.4. Este ¢ o unico ponto onde a condi¢cao de formas
lineares com termos ndo-homogéneos b; # 0 € aplicada; com efeito,
na demonstracao acima, todos os b; sao iguais a x.

Chamaremos as funcoes DF', onde F' ¢ limitada (pontualmente)
por 1 4+ v, de fungoes anti-uniformes bdsicas; uma propriedade rele-
vante destas fungoes é sua boa distribuigao com respeito a v:

Proposicao 2.4.1. Se v ¢ k-pseudoaletoria, ® : I — R € continua
e DFy, ..., DFg funcoes anti-uniformes bdsicas, defina

U(z) = ®(DF(x),. .., DFg(z)).

Entao, (v—1,%) = o ¢(1). Além disso, a quantidade da direita pode
ser tomada uniforme sobre um conjunto compacto de ®’s.

Demonstracao. A idéia serda usar o teorema de aproximacio de
Weierstrass e o fato de v ser uma medida para reduzir nosso prob-
lema a provar esta proposicao no caso mais “simples” de ® ser um
polinémio.

Como de costume, podemos trocar v por (v + 1)/2 de modo que
|F;(z)] < v(z) para todo z € Zn, 1 < j < K.
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Lema 2.4.5. Seja d > 1. Para todo polinomio P de grau d com
coeficientes reais (independentes de N ) vale

|P(DF, ..., DFg)||ws-1)- = Ok a,p(1).

Demonstracao. Por linearidade e aumentando K para dK se neces-
sario, basta provar o resultado para P(xi,...,2x) = 21...2x. Ou
seja, queremos ver que

K
(. JI D) = 0x()

para todo f : Zy — R satisfazendo ||f||yx-1 < 1. Expandimos o lado
esquerdo como

K
E( f(z) ] E( 11 Fj(z 4 w-h9) R0 e (Zy)* Y|z € Zy
j= we{0,1}F~1:w#0

Fazendo a mudancga h) = h+ HU) para todo h € (Zy)*~*, tomando
a média em h, expandindo os produtos em j e intercambiando as
esperancas, podemos reescrever isso em termos do produto interno
de Gowers

E(((fu.#)wetoye-1)ue-1|H € (Zn)" 1),

onde H = (HW . H(K) for = f, fu,H = gwu para w # 0
comw - H = (w- H() wH( )) e

K
Gu ... a0 H Fj(z +uY)) para todo V... u) € Zy.
j=1

Em particular, a desigualdade de Gowers-Cauchy-Schwarz e
I/ lzr—1 <1 reduzem o lema & prova da estimativa

E 11 9w mllox—|H € (Zn)*H" | = Ok (1).
we{0,1}F—1:w#0
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Por Hoélder, basta ver que
k—1

E(|gw-ullzn— ' 1H € (Zn)"F)) = Ok (1),

para cada w € {0,1}*~1 —0.
Fixe w. Como 2F~1 — 1 < 2k=1 ¢ estamos em espacos de proba-
bilidade, basta provar

E(|l w2 [H € (Zn)*H)F)) = Ok (1).

Esta ultima estimativa é verdadeira por um argumento assim:
w # 0 implica que a transformagdo w — w - H é recobrimento;
isto permite usa-la para mudar as variaveis de maneira que o lado
esquerdo da identidade acima é

k-1
E(||gu(1)7___7u(x) ||%]k,1 ‘u(1)7 . 7u(K) c ZN)'

Usando as defini¢oes de norma de Gowers e g, ), podemos
expandir este termo como

K
IE( IT I[FGE+u?+h @)

we{0,1}k—1j=1

Jc,u(l), ... ,u(K) € Zn,h € Z]f\,_l) .
Fatorando, chegamos na expressao

K
E(J]EEFE @E+u? +h-@)|u € Zy) |2 € Zy, he Zk!
j=1

Usando a hipétese | F;(z)| < v(x), nossa tarefa fica reduzida a estimar

E(E(y(m—i-u—l—h-@ﬂueZN)K

z € Zn, heZ’;ﬂ) .

Fazendo a mudanca de varidveis y = x + u e tomando a média sobre
T, nosso objetivo é provar que

E (E(V(y+h-@) |y € Zn)®

he Z’;ﬂ) = Ok (1).
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Neste ponto, estamos prontos para usar a condigao de correlacao, a
qual nos diz que

E(V(y—ﬁ-h-@)

yEZN> < > 7(h- (@ — ")),
@, €{0,1}F—1 TAD’

onde 7 é uma fungdo peso satisfazendo E(7%) = O4(1). Usando a de-

sigualdade triangular em L% (Z’f(l), vemos que basta provar apenas

que

E <T(h (@ - @))"

he Z’f\,_1> = Og(1),

para todos w,w’ € {0,1}*~1 distintos entre si. Mas, sendo a trans-
formagéo h — h - (W — @) um recobrimento, o lado esquerdo acima
¢ E(t5) = Ok (1). O

Voltemos agora a prova da proposicao. Lembre que o lema 2.4.4
diz que as funcoes bésicas anti-uniformes tomam valores no intervalo
I =[-22""",22"""]. Pelo teorema de aproximacio de Weierstrass,
dado € > 0, podemos encontrar um polinomio P aproximando a
funcéo continua ® de modo que

|®(DFy,...,DFg) — P(DFy,...,DFk)||p~ <.
Como v é uma medida (i.e., E(v) =14 o(1)), temos
(v —1,®(DFy,...,DFg)— P(DFy,...,DFg))| < (2+0(1))e.
Por outro lado, combinando os lemas 2.4.3, 2.4.5, obtemos que
(v —1,P(DFy,...,DFg))| = ok, (1)

porque P depende apenas de K e €. Fazendo N grande (dependendo
de K, ¢), vemos que

[(v —1,®(DF,...,DFg))| < 4e.
Isto finaliza a prova da proposicao 2.4.1. O

Observagao 2.4.5. A nica vez em todo livro em que aplicamos a
condi¢ao de correlagdes foi no final da prova do lema 2.4.5.

“ColoquioMa
2007/6/29
page 78

— P



“ColoquioMa
2007/6/29
page 79

— P

[SEC. 2.4: DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE GREEN-TAO-SZEMEREDI 79

Resumo da subsegao “Anti-Uniformidade”:

Nesta subsegao introduzimos o conceito de anti-uniformidade, o qual
serve para identificar fungdes ndo uniformes (ou melhor, obstrugoes
para a uniformidade). Com efeito, vimos que toda funcdo F gera nat-
uralmente uma funcao DF' anti-uniforme bésica tal que a correlagao
(F,DF) serd grande sempre que F' nao for uniforme; além disso,
vimos um resultado mostrando que a medida pseudo-aleatéria se dis-
tribui bem com relacao a dlgebra gerada pelas fungoes anti-uniformes
bésicas.

A seguir, estudaremos as sigmas-dlgebras geradas pelos conjuntos
de nivel de funcbes anti-uniforme, as quais sdo as pecas béasicas da
sigma-algebra com respeito a qual tomaremos esperancgas de modo a
obter fungbes boas (= uniformes).

2.4.3 Sigma—AlgebraS geradas por funcoes anti-uni-
formes basicas

Veremos agora como fungoes anti-uniformes bésicas geram natural-
mente sigma-dlgebras onde elas sdo bem comportadas (i.e. permitem
o uso do teorema de Szemerédi na sua forma original).

Proposigao 2.4.2. Se v é k-pseudoaleatéria e DFy, ..., DFg sao
fungées anti-uniformes bdsicas. Para todo e < 1 e o < 1/2 existe
uma sigma-dlgebra B tal que se N € um primo grande entdo:

o FEziste um Q2 C B (conjunto excepcional) tal que E((v+1)1q) =
Ok..(c1/?).

o |(1 - 10)E(w — 1|B)| = = Ok,c(c'/?).

Demonstragao. O ponto de partida da prova desta proposigao é o
seguinte lema garantindo que cada fungao gera uma sigma-algebra:

Lema 2.4.6. Seja v uma medida k-pseudo-aleatoria, 0 < e < 1
e 0 < o < 1/2 parametros, e G € L>®(Zy) uma fung¢io tomando
valores no intervalo I := [—22""" 22°7"]. Entdo, existe B.,(G) uma
stgma-algebra tal que
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e (G pertence a sua prépria o-dlgebra) Para toda B o-dlgebra,

|G —E(G|BV Be,o(G))|| Lo (zy) < €.

o (Complezidade limitada) B »(G) tem O(1/¢) dtomos.

e (Boa aprozimagdo por fungoes continuas de G) Se A é um
dtomo de Be - (G), entdo existe ¥4 : I — [0,1] tal que

[(1a = Ca(G) (v + Dllzr(zy) = Ol0).

Mais ainda, W 4 pertence a um compacto E C C°(I) que inde-
pende de G,v,N e A.

Prova do lema 2.4.6. Juntando o fato de v ser uma medida com o
teorema de Fubini, temos

1
A ZE(lG(z)G[e(n—a+a),e(71+a+a)](V(x) + 1)|£L‘ S ZN)da
neZ

=20E(1 + v(z)|z € Zy) = O(0).

Portanto, podemos fixar « tal que

Y E(lg@)ele(n-ota).cmtota) V(@) + Dz € Zy) = O(0). (2.4.1)
neZ

Definimos B. ,(G) como a o-dlgebra cujos dtomos sio G~([e(n +
a),e(n + a+ 1)]) para n € Z. Isto estd bem-definido porque os
intervalos [e(n + ), €(n + a + 1)] particionam a reta.

Claramente se B é uma o-algebra, entdo a fungdo G restrita a
um 4tomo de BV Be,(G) toma valores num intervalo de didmetro
€, 0 que nos dd o primeiro item do lema (G pertence a sua prépria
o-4lgebra). Agora, seja A := G~ 1([e(n+ a),e(n +a+1)]) um dtomo
de B, ,(G). Como G toma valores em I, temos que n = O(1/¢) (caso
contririo, A = (}). Isto prova o segundo item do lema (complexidade
limitada). Finalmente, seja 1, : R — [0,1] uma fungéo corte fixada
tal que ¥, = 1 em [0,1 — 0] e ¢, = 0 em [—0,1 + 0], e defina
U 4(z) == 1o (% —n — ). Obviamente, ¥4 varia num compacto E¢ ,
de C°(I) (pois n e a sao limitados) e a igualdade (2.4.1) implica
o terceiro item do lema (boa aproximagao por fungdes continuas de

G). 0
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Agora voltamos a prova da proposicao 2.4.2. Tomamos o seguinte
B:=B.,(DF1)V---VB. ,(DFg), onde B, ,(DF}) é a sigma-algebra
do lema 2.4.6. Claramente o primeiro item da proposigao 2.4.2 segue
do primeiro item do lema 2.4.6. Por outro lado, como cada B, ,(DFj)
tem O(1/¢) dtomos, B é gerada por Ok (1) dtomos. Diremos que
um 4tomo A de B é pequeno se E((v +1)14) < o'/2. Denote por
a uniao de todos os atomos pequenos. Entao 2 € B e vale o segundo
item da proposicao 2.4.2. Para provar o ultimo item, basta provar
que

E((v =1D1a)

By - E(v = 1|4) = 0k ¢ o(1) + Ok c(c'/?)

para todo dtomo A nao pequeno. Da definicdo de pequenez, temos
que
E((v — 1)14) +2E(14) = E((v + 1)14) > o/?

para A nao pequeno. Logo, como o é pequeno e N é grande, é
suficiente verificar que

E((v — 1)14) = 0k.c.0 (1) + Ok.c(0"/?).

Por outro lado, sendo A a intersecao de K atomos A; € B ,(DFj),
j=1,...,K, olema 2.4.6 e a desigualdade de Holder mostram que
existe U4 : I —[0,1] tal que

||(V + 1)(114 - \IIA(DFM . 'aDFK))”Ll(ZN) = OK(O)7
donde
(v =1)(1a = Ya(DFy,...,DFk))|L1(zy) = Ok(0).

Além disso, U4 estd num compacto E. g, de CO(IX). Isto e a
proposi¢io 2.4.1 (de distribuigdo uniforme com respeito a fungdes
anti-uniformes bésicas) implicam

E((v — 1)U A(DFy,...,DFg)) = 0k.co(1) = O (c'/?),

pois N é grande dependendo de K, ¢, 0. Esta estimativa e a desigual-
dade triangular concluem a prova. O
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Resumo da subsegao “Sigma-Algebras geradas por funcoes
anti-uniformes basicas”:

Nesta subsegao associamos a cada funcgao anti-uniforme béasica DF
uma sigma-dlgebra B com respeito a qual a esperenca E(DF|B) de
DF aproxima DF (ou seja, DF é quase constante nos dtomos de B)
e a medida pseudo-aleatoria v tem valores préximos a 1 em média
(com relagao a B).

No estagio seguinte, usaremos esta maquinéaria de fungoes anti-
uniformes bésicas e suas sigma-algebras para formalizar o processo
de decomposigao em partes boas (uniformes) e ruins (anti-uniformes)
através de uma inducdo. Um ponto fundamental serda garantir que
este procedimento pdra com um numero finito de iteragoes. Isto
seguird do argumento de incremento de energia.

2.4.4 O argumento de incremento na energia

Usando as sigma-algebras de fung¢oes anti-uniformes bésicas, podemos
obter a decomposi¢ao desejada em partes uniformes e partes anti-
uniformes:

Teorema 2.4.2 (Koopman-von Neumann generalizado). Seja v k-
pseudoaleatoria e f € L' tal que 0 < f <v, e << 1 e N éum primo
grande. Entdo existe uma sigma-dlgebra B e um conjunto excepcional
Q € B tal que:

o E(v-1qg) = 0.(1) (o conjunto excepcional é pequeno).

o |(1 —1q)E(v — 1B)||pe = 0c(1) (boa distribuicdio da fungdo
fora do conjunto excepcional).

o ||[(1=10)(f —E(f|B)|e-1 < €/2" (uniformidade em B)

Demonstracao. A estratégia béasica é a mesma do teorema de es-
trutura ergédica de Furstenberg”: comecamos com a sigma-dlgebra
B = {0,Zx} e olhamos para a fungdo f — E(f|B). Se ela for uni-
forme (i.e., vale o terceiro item acima), acabamos. Caso contrério,
usamos os resultados sobre anti-uniformidade para achar uma Gy

"Este teorema diz que podemos decompor qualquer sistema como uma ex-
tensao weak-mixing de uma torre de extensoes compactas.
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anti-uniforme com correlagao nao-trivial com f e adicionamos os con-
juntos de nivel de G a sigma-algebra B. A propriedade de correlacao
nao-trivial ird garantir que a norma L? de E( f|B) aumentard por uma
quantidade ndo-trivial®, enquanto que a pseudo-aleatoriedade de v
mostra que E(f|B) fica uniformemente limitado. Neste ponto, repeti-
mos este procedimento até f —E(f|B) ficar suficientemente uniforme;
note que o algoritmo ird parar em um ndmero limitado de passo (da
ordem de 22" /€) devido ao incremento de energia a cada passo.

Agora vamos escrever esta estratégia de modo um pouco mais
organizado. Fixe € e seja Ky o menor inteiro maior que 1 + 22k/e.
Precisaremos de um parametro 0 < o < € e tomaremos N grande
dependendo de € e 0. Construiremos B e 2 através de uma sequéncia
de funcoes anti-uniformes basicas DFY, ..., DFg em Zy, conjuntos
excepcionais 2y C --- C Qi C Zy e sigma-algebras By C --- C Bg
para algum 0 < K < Kj assim:

e Passo 0: Iniciamos com K=0, By := {0, Zn} e Qo := 0.
e Passo 1: Fazemos Fi i1 := (1 — 1o, )(f — E(f|Bk)). Se

| Frc g [lgnms < €/

definimos €2 := Qk, B = Bk e terminamos com sucesso o algo-
ritmo.

e Passo 2: Caso

1 Frc[[gnms > €'/

definimos By 41 := Brg V BE,U(DFK+1).
e Passo 3: Procuramos por conjunto excepcional Q11 O Qx em

Br 41 com
E((v+ 1Dlay,,) = Ok.(c'/?) (2.4.2)

”(1 - ]‘QK+1)]E(1/ - 1|BK+1)||L°° = OK:é(Ul/Q)'

Se tal conjunto excepcional nao puder ser achado, terminamos
o algoritmo com erro. Caso contrario, vamos para o passo 4.

8A idéia de usar uma correlacdo nio-trivial para aumentar a norma L2 é
precisamente o argumento de incremento da energia.
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e Passo 4: Aumentamos K para K + 1. Se K > K, terminamos
o algoritmo com erro. Caso contrério, voltamos ao passo 1.

Assuma por enquanto que o algoritmo termina sem erro no passo 3
ou 4. Entao é claro que apds no maximo Ky + 1 iteragoes, teremos
construido uma o-algebra B e um conjunto excepcional {2 com as
propriedades desejadas, exceto pelo fato de que os termos de erro sao
Ok ..(c/?) ao invés de o.(1), para N grande dependendo de o, K, e.
Entretanto, isto pode ser remediado fazendo o tender a zero bem
devagar.

Ou seja, reduzimos a prova deste teorema a mostrar que o al-
goritmo termina sem erro. A demonstragdao é por indugao: como
hipotese para indugao em 0 < K; < Kj, suponha que o algoritmo
ou termina sem erro ou atinge o passo 2 da Ki-ésima iteracao sem
retornar um erro. Note que isto é obvio para K; = 0. Assumindo
isto provado para algum K; < Ky, desejamos provar o mesmo para
K, + 1. Observe que podemos supor que o algoritmo nao terminou
até o passo 2 do Ki-ésima iteragao. Neste estdgio, temos o-algebras

Bo, ..., Br,+1, fungdes anti-uniformes basicas DF},...,DFk, 41 €
conjuntos excepcionais €, ..., Qk, ja construidos. Afirmamos que
IDFj| e < 2% 4 0;.(c'?), (2.4.3)

para todo 1 < j < K; + 1. Isto segue do passo 3 das iteragoes
anteriores (ou do passo 0 quando j = 1), os quais dizem que

11— 10, JE( — 1B;—1) 1= = O;(aV/2),

donde
E(|Bj—1)(x) = 1+ Oj_1.(c"/?),

para todo = ¢ ;1. Como 0 < f(x) < v(x), concluimos as estimati-
vas pontuais

0<(1-1g,, (2)E(fIBj-1)(z) <1+ 05c(@?),  (244)
das quais seguem, por definigao de Fj,

|Fj ()] < (14 0j.(a?)(v(z) +1). (2.4.5)
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Em particular, uma simples aplicacao do lema 2.4.4 prova a nossa
afirmagao acima.
Por outro lado, como By, +1 é a o-algebra gerada por

867041 (DFl)a cee ?B€7aK1+1 (DFK1+1)’
a proposicao 2.4.2 permite encontrar €2 tal que

E((v +1)1a) = O, c(0'/?)

11 = 1)E(v — 1B, 1)1z~ = O, o(0™/?).
Definimos Qg,+1 = QU Qg,. Obviamente, Qx,+; tem as pro-
priedades necessarias para se executar o passo 3 sem erro, e portanto
podemos ir até o passo 2 da K; + 1-ésima iteragao (ou terminar sem
€IT0), COmo queriamos provar.

Em outras palavras, o que provamos até agora foi que temos ape-
nas duas possibilidades para o algoritmo: ou ele termina sem erro ou
percorre todo o caminho até a Ky-ésima iteracao. Para finalizar a
demonstracao, a propriedade-chave é que no caso do algoritmo atin-
gir o passo 3 do K iterado, entao vale a estimativa de incremento de
energia

11 = 10, E(fIB,) 2
> (1 =1, E(fIBj-1)]72 (2.4.6)
+22 72— 0,.(c1/?) — O(?),

para todo 1 < 5 < Kj (se N é grande dependendo de Ky e ¢).
Esta propriedade é suficiente para concluir a prova porque a desigual-
dade (2.4.4) nos d4

0 < [[(1 — 10))E(f|B;j)l|7: < 1+ 0j.e(0'/?), (2.4.7)

para todo 0 < 7 < Kjy. Como Kj é o menor inteiro maior que
22" /e + 1, o principio da casa de pombos gera uma contradi¢ado para
€ pequeno, o pequeno e N grande dependendo de €, 0.

Finalmente, resta apenas saber mostrar a estimativa de incre-
mento na energia. A idéia é explorar o fato do algoritmo nao parar
no segundo passo da (j — 1)-ésima iteragao, o qual implica

1E; s > €/
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Isto combinado com a defini¢do de Fj e o lema 2.4.4 diz que

(1 — 10, )(f — E(f1Bj—1)), DE})| = | Fjl|Zy > /2.

Por outro lado, as estimativas pontuais (2.4.3), (2.4.5), (2.4.2) acima
mostram que

(1o, —10,.,)(f = E(f|Bj-1), DE})) = Ojc(a'?),
enquanto que o lema 2.4.6 e a estimativa (2.4.5) falam que
(L =1q,)(f — E(f]Bj-1), DF; — E(DFj|B;))) = O(e).

Em particular, pela desigualdade triangular, ganhamos a cota infe-
rior:

(1= 10,)(f — E(f|B;-1)), E(DF;|B;))| = €/* — O, (¢"/?) = O(e).

Como as fungoes (1 — 1g,), E(DF}|B;) e E(f[B;_1) sdo todas B;-
mensuraveis, podemos trocar f por E(f|B;), de modo que obtemos

(110, ) (E(f1B))~E(f1B,-1)), E(DF;|B)))| = /=0, (c/*)~0(c).

Usando Cauchy-Schwarz e a estimativa (2.4.3) concluimos:

1(1=10,) (E(F1B))~E(f1B;-1)l|z2 > 272 F1e/2—0; (0112 =O(e).

(2.4.8)
Esta estimativa moralmente implica, pelo teorema de Pitagoras, a
estimativa de incremento de energia, o tinico problema sendo a pre-
senca dos conjuntos excepcionais §2;_1,§};, os quais precisam de um
pouco de cuidado para serem tratados, ja que nao temos boas cotas
L? para v. Para resolver este pequeno contra-tempo, comegamos por
notar que (2.4.2) e (2.4.4) implicam

‘(lﬂj - 1Qj—1)E(f|Bj—1)HL2 = Oj7€(01/2).

Logo, a desigualdade triangular e (2.4.7) mostram que a estimativa
de incremento de energia (2.4.6) segue de

11 = 10, E(£1B;)]17-
> [(1 = 1o, )E(f1Bj-1)[72 + €77 = 0;

(a'/?) = O(e).

)
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Entretanto, o lado esquerdo acima pode ser expandido pela lei dos
€OSSenos como

11 = 10, E(fIBj-0)lIZ2 + 11 = 1o, (E(f1B;) — E(fIBj-1))l7-
+2((1 = 10, )E(f1Bj-1), (1 — 10, )(E(f|B;) — E(f[Bj-1)))-

Portanto, por (2.4.8), vemos que é suficiente provar a seguinte relagao
de quase-ortogonalidade:

(1 = 10,)E(f|Bj-1), (1 — 1a,)(E(f|B;) — E(f|B;j-1))) = Oj.(c*/?).

Como (1 —1q,)? = (1—1g,), podemos reescrever a identidade acima
como

(1= 10,)E(f|B;-1), E(f|B;) — E(f|B;j-1)) = O; (/).

Agora observemos que sendo a fungdo (1 — 1o, ,)E(f[B;-1) men-
surdvel com relagao a B;_1, ela deve ser ortogonal a fungao E(f|B;)—
E(f|Bj—1) porque Bj_; é uma sub-sigma-dlgebra de B, por con-
strucao. Em particular, podemos mais uma vez reescrever a expressao
acima como

(g, — 1o, )E(f1Bj-1), E(f|B;) — E(f|Bj_1)) = Oj.c(c/?).

Usando novamente o fato de (1, — 1q,_, )E(f|B;_1) ser uma funcao
Bj-mensuravel (donde segue que ela deve ser ortogonal a f—E(f|B;)),
vemos que a identidade acima equivale a

<(1Qj - 19_7'—1)E(f|8j71)7 f - E(f‘ijl» = Oj,e(gl/Q)‘

Porém esta igualdade certamente é verdadeira porque 0 < f < v
e valem as estimativas (2.4.2), (2.4.4). Isto completa a prova da
estimativa de incremento de energia (2.4.6) e, consequentemente, a
demonstracao do teorema 2.4.2. O

Resumo da subsegao “O argumento de incremento de
energia”:

Nesta subsegao usamos toda a maquinéria de sigma-algebras associ-
adas a fungoes anti-uniformes para exibir um algoritmo de construgao
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de conjuntos excepcionais pequenos e uma sigma-dlgebra (para uma
densidade f majorada por uma medida pseudo-aleatdria) tais que
que a funcao f possui um comportamento uniforme fora do conjunto
excepcional. Em particular, isto nos mostra como decompor a fungao
f em parte uniforme e parte nao-uniforme. Este foi o conteido do
teorema de Koopman-von Neumann generalizado 2.4.2. Mais ainda,
o algoritmo levando a prova do teorema de Koopman-von Neumann
generalizado era finito (i.e., ele parava em tempo finito) gragas a um
argumento de incremento de energia a cada passo (de fato, como a
energia sempre crescia a cada passo e ela devia permanecer limitada
durante todo processo, isto levava rapidamente a conclusao desejada).

O ultimo passo serd aplicar a decomposi¢ao fornecida pelo teo-
rema 2.4.2 para finalizar a demonstragao do teorema de Green-Tao-
Szemerédi.

2.4.5 Fim da prova do teorema de
Green-Tao-Szemerédi

Uma vez que j& formalizamos (e quantificamos) toda a maquindria de
uniformidade, anti-uniformidade e decomposi¢do em partes uniforme
e nao-uniforme, a tarefa de imitar o esquema proposto na segao 2.3
para a prova do teorema de Roth visando demonstrar o teorema 2.2.1
de Green-Tao-Szemerédi é simples:

Sejam f, v e § como enunciado do teorema 2.2.1. Tome € << ¢
e considere B a sigma-algebra do teorema 2.4.2 de Koopman-von
Neumann generalizado. Defina as fungoes:

o fu=(1-1o)(f —E(f|B))
o fav = (1-10)E(f|B).

Lembre que, por hipotése, 0 < f < v (pontualmente) e E(f) > 4.
Portanto, o teorema 2.4.2 garante que

E(fav) =E((1 - 1q)f) > E(f) — E(vla) > — oc(1).

Além disso, temos que fay < 14 0c(1), de modo que podemos usar
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[SEC. 2.4: DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE GREEN-TAO-SZEMEREDI 89

o teorema de Szemerédi®. Em particular:

E(fav(n)... favin+ (k= 1)r)n,r € Zn) > c(k,d) — oc(1).
Por outro lado, sabemos que ||fy|gr-1 < ¢'/2". Logo, pelo teo-
rema 2.4.1 de von Neumann generalizado, temos que:

E(fo,(n) ... fur(n+ (k — Dr)|n,r € Zy) = O(e/?")

onde x; = U ou AU, e *; = U para pelo menos um j.
Assim obtemos que:

E(f(n)... f(n+ (k—1)r)|n,r € Zy) > c(k, ) — O(/2") — oc(1).
Como ¢ é arbitrario, o teorema de Green-Tao-Szemerédi estd provado!

Observagao 2.4.6. O leitor mais atento percebeu a analogia evi-
dente entre as estimativas acima e a estimativas da proposicao 2.3.1.
De fato, como nao podia deixar de ser, em ambos os argumentos, nds
separamos o termo “bom” (no caso do Roth era A3(g,g,g) e no caso
do Green-Tao era E(fay(n) ... fav(n+(k—1)r)n,r € Zn)) 0 qual €
relativamente grande (no caso do Roth era 6* e no caso de Green-Tao
é c(k,0) — 0c(1)) e ficamos por estimar os termos “ruins” (no caso
do Roth eram As(.,.,.) onde alguma das entradas tinha a funcgdo b e
no caso de Green-Tao era E(fo, (n)... fs,(n+ (k= 1)r)|n,r € Zn)
onde alguma das entradas tinha a fungao fy). Para cumprir esta
tarefa, usamos Hélder no caso do Roth e o teorema de von Neumann
generalizado no caso de Green-Tao para reduzir o problema ao “fato”
(nao-trivial) de que b no caso de Roth e fy no caso de Green-Tao
podiam ser escolhidas uniformes. Logicamente, este fato € obtido
do enunciado do teorema de Koopman-von Neumann generalizado, o
qual usa em sua prova o argumento de incremento de energia, con-
forme haviamos dito bem no inicio.

9Estamos fazendo uma pequena trapaca “inécula” aqui: como fy nio é lim-
itada por 1 exatamente e E(f4y) ndo é minorado por § exatamente, o teorema de
Szemerédi nao pode ser usado diretamente. Porém, isso é facilmente contornado
se aplicarmos Szemerédi a uma fungao ¢ igual a f médulo um termo da forma
0e(1), o qual pode ser trivialmente controlado nesse caso.
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Capitulo 3

Construcao da Medida
Pseudo-Aleatoria

3.1 A Medida Pseudo-Aleatdria

Pretendemos provar neste capitulo o teorema 2.2.2, que recapitulamos
a seguir (sob o nome de teorema 3.1.1):
Seja A a funcao de von Mangoldt modificada, dada por

w
A(n) = (b(I/V ) log(Wn + 1) se Wn + 1 é primo
0 caso contrario
(onde W = W(n) = [] p; aqui w(n) é uma fun¢do que tende
p<w(n)
p primo

lentamente a 400, mas observaremos no fim da prova que podemos
tomar w(n) uma constante grande).

Teorema 3.1.1. Seey, =27%/(k+4)! e N é um primo grande, entdo
eziste uma medida k-pseudo-aleatéria v tal que v(n) > 275 k=1 A(n)

para egN <n < 2epN.

Vamos a seguir construir a medida v. Sua construgao e a prova
de que realmente é uma medida pseudo-aleatdria estdo fortemente
inspirados em resultados de Goldston e Yildirim, principalmente [6].

90
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[SEC. 3.1: A MEDIDA PSEUDO-ALEATORIA 91

A fungao A é uma modificagao da classica funcao de von Mangoldt

logp se n = p*,p primo, k > 1

dada por A(n) = Essa modi-

0 caso contrario
cagao é feita para superar a falta de aleatoriedade do conjunto dos
fi feita p p falta de aleatoriedade d junto d
primos provocada por razoes locais, i.e., pelo seu comportamento
médulo primos pequenos.
Observamos agora que, se n. = pi" p5?...pp", p1 <p2 < -+ < Dg
primos, temos

ko k oy k
DM =Y AP =) ) logp; =Y ajlogp; =logn,
d|n j=1

j=1r=1 j=1r=1

e logo, pela férmula da inversdo de Mdbius (ver apéndice), A(n) =
> u(d)log(n/d) = > u(d)log, (n/d), onde p é a funcao de Mobius
d|n d|n

e log, (z) = max{logz,0}, para > 0. Isto motiva a seguinte
definigao, de Goldston e Yildirim:

Definicao 3.1.1 (Soma truncada sobre divisores de Goldston e
Yildirim). Seja R > 0 um pardmetro (nas aplicagdes serd uma po-
téncia pequena de N ).

Definimos Ar(n) = Y p(d)log(R/d) = %: p(d)log, (R/d).

d|n
d<R

Podemos agora definir a medida v:

12—k—4

Definicao 3.1.2. Seja R = NF
Definimos a funcao v: Zy — R* por

, e sejaey =277/(k+4).

p(W) Ap(Wn +1)?
v(n) = %% log R
1, caso contrdrio

seexgN <n <2, N

Provar que v é de fato uma medida pseudo-aleatéria (ou mesmo
uma medida) dard um certo trabalho. Entretanto é bastante simples
mostrar que v majora A como queremos:

Lema 3.1.1. v(n) > k~'27%5 A(n) para e, N < n < 2e;N.
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92 [CAP. 3: CONSTRUCAO DA MEDIDA PSEUDO-ALEATORIA

Demonstragao. Isso é trivial se Wn+1 nao é primo, pois nesse caso
A(n) = 0. Por outro lado, se Wn+ 1 é primo, os divisores de Wn+1
sao apenas 1 e Wn + 1 e, como W é grande, Wn+1 > WexN > R
(assumindo, como sempre fazemos implicitamente, que N é sufi-
cientemente grande), e logo Ap(Wn+1) = > u(d)log(R/d) =

d|Wn+1
d<R
w

(1) log R =log R, donde v(n) = d)i/V ) log R. Como
~ W W w
A(n) = ¢(W) log(Wn + 1), e v(n) = L(W) loglli’ :ng(w )1- k1
27%=4 Jog N, nossa afirmacdo equivale a log N > % para

1 N +1
exN < n < 2N, mas isso segue de log N > M, o que

certamente é verdade se o crescimento de W é suficientemente lento
(W < N —1 basta). O

Precisaremos de dois resultados seguintes, que provaremos poste-
riormente, os quais sao essencialmente devidos a Goldston e Yildirim,
e que serao usados para provar que v é uma medida pseudo-aleatoria.

Proposigao 3.1.1. Sejam m e t inteiros positivos. Para cada 1 <
t

i <m, sejam ;(x) = Y Lijx; +b; formas lineares com coeficientes
j=1

inteiros L;j; tais que |L;j| < w/w(N)/2 paral <i<mel<j<t.
Assumimos que as t-uplas (Lij)1<;<¢ nunca sio identicamente nulas,

nem hd duas dessas t-uplas que sao maltiplos racionais uma da outra.
t
Seja 0; == Wib; + 1. Suponha que B é um produto [] I; C R* de t
i=1
intervalos I; , cada um tendo comprimento pelo menos R'°™. Entdo
(desde que o crescimento da fungdo w(N) seja suficientemente lento)

E(Ar(61(2))* . Ar(0m(2))* | @ € B) = (14 0m (1) (WlogR)

p(W)

Proposicao 3.1.2. Seja m > 1 um inteiro, e seja B um intervalo
de comprimento pelo menos R'°™. Suponha que hy,..., h,, sejam
inteiros distintos tais que |h;| < m>2 para 1 < i < m e seja A =
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[SEC. 3.1: A MEDIDA PSEUDO-ALEATORIA 93

IT  |hi—hj|. Entdo (para N suficientemente grande dependendo
1<i<j<m
de m, e supondo que o crescimento de w(N) € suficientemente lento)

< on) (TFE ) TT (+0,672)
plA

Em geral, no que segue, usaremos a letra p sempre para denotar
primos, como aqui.

Vamos inicialmente mostrar como concluir a prova do Teorema 3.1.1
a partir das Proposicoes 3.1.1 e 3.1.2 para depois demonstrar as
proposigoes. Comegaremos mostrando que v é de fato uma medida.

Lema 3.1.2. A medida v construida na Definicao 3.1.2 satisfaz a
estimativa E(v) =14 o(1).

Demonstragao. Aplicamos a Proposicao 3.1.1 com m = t = 1,
P1(x1) = 21 e B = [exN, 2, N]. Comparando com a Definigao 3.1.2
temos E(v(x) | z € [exN, 2, N]) = 1+ o(1), pois a Proposi¢ao 3.1.1
Wl

fornece E(Ag(Wz +1)? | x € B) = (1 + o(1)) - %Mg/;)R
lado, obviamente temos E(v(z) | © € Zy\[exN,2e,N]) = 1, pela
mesma Definigao 3.1.2.

Combinando os dois resultados concluimos a prova do lema. [

- Por outro

Proposicao 3.1.3. A funcio v satisfaz a (k- 281 3k — 4,k)
condicdo de formas lineares.
t

Demonstragao. Sejam v¢;(z) = L;j +b; formas lineares como na

Jj=1
Definicdo 2.2.1, isto é, temos m < k- 2F"1, ¢t < 3k — 4, e os L;; sao
numeros racionais com numerador e denominador de valor absoluto
no maximo k de modo que nenhuma das t-uplas (L;;)1<j<¢ € nula ou
miltiplo racional de alguma outra. Queremos mostrar que

E(w(1(2)) ... v(m(x)) | & € ZF) = 14 o(1). )
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94 [CAP. 3: CONSTRUCAO DA MEDIDA PSEUDO-ALEATORIA

Podemos supor que os L;; sao inteiros, compondo 1, %s, ..., ¥m
com a multiplicacao por k! dada por M: Zy, — Z%, M(z) =
kElz(mod N), Va € Z¥ . Como mdc(k!, N) =1, para N grande, M é
uma bijegao, e o valor esperado ndo muda. Com isso, a cota superior
para os |L;;| muda para k- k! < (k+1)!. Como w(N) tende a in-
finito quando N cresce, podemos supor que (k + 1)! < \/w(N)/Q7
tomando N grande. Precisamos deste fato para poder aplicar a
Proposigao 3.1.1.

Como a definicao de v tem duas partes, nao é possivel aplicar di-
retamente a Proposi¢ao 3.1.1. Vamos entao dividir Z% em Q' blocos
de lados quase iguais, onde @ = Q(N) é uma funcdo de crescimento
lento em NN a ser escolhida posteriormente. Sejam entao os blocos

Buyug..u, = {7 € VASSEIRS [LujN/QyL(Uj +1)N/Q]), 1 <5 <t}

onde uq,us, ..., us € Zg , e identificamos Z¢g com {0,1,2,...,Q—1}.
Note que médulo um erro multiplicativo de 1 + o(1), podemos
escrever o lado esquerdo de (*) como

EE@ (@1 (2)) - v(m(2) [ € Buyus.ow,) [ w1+ s € Zq)-

Chamamos uma t-upla (ug,us,...,u) € Z’é? boa se para 1 < ¢ < m,
cada conjunto ¥;(Buy,u,...u, ) estd completamente contido no intervalo
[exN,2e,N] ou é completamente disjunto deste intervalo.
Tomando a Proposi¢ao 3.1.1 e a Definigao 3.1.2, observamos que
E(w@nr(z))...v(¥Ym(x)) | ¢ € Bujus..u,) = 1 + 0m (1), sempre que
(u1,us,...,us) for boa, pois podemos substituir cada fator v(i;(z))
por Wd/)(lowg/;)R A%(0;(z)) ou por 1, e, se o crescimento de @ é suficien-
temente lento, N/Q > R'°™, pela definicao de R e pela limitacdo de
m.
Se (up,us,...,u;) ndo é boa, podemos majorar v por 1+
p(W)
Wlog R
a cada termo para obter uma cota do tipo

E((¢1(2)) .. v(m(@)) | © € Buyus...uy) = Om 1 (1).

Veremos agora que a proporgao de t-uplas (u1,us,...,us) € ZtQ
que néo sao boas é no maximo O,, .(1/Q), e logo o lado direito de (*)

A% (0;(z)), multiplicar, expandir e aplicar a Proposigao 3.1.1
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[SEC. 3.1: A MEDIDA PSEUDO-ALEATORIA 95

€140, (1) + 01,1 (1/Q) = 1+04,,4(1), 0 que conclui a demonstragao.
Para isso, suponha que (u,us, ..., u;) ndo é boa. Entao existem i <
mex,z € By u,..u, tals que ¢;(z) pertence ao intervalo [e, N, 2¢;, N]
mas ¥, (x') ndo. Pela definicao de By, y,...u, (e pela limitagao dos L;;),

temos ¥;(x), ¥;(x’) = zt: Lij|Nu;/Q| + b; + O 1 (N/Q). Portanto,
Jj=1
para algum a € {1,2}, agpN = Xt: L;j|Nuj/Q| + b; + O 1 (N/Q).
i=1

t

Dividindo por N/Q, obtemos Y L;ju; = acx@ + b; Q/N + Op, (1)
j=1

(mod Q). Como (Lij)i<j<¢+ é ndo-nulo, o numero de t-uplas

(u1,us,...,us) que safisfazem esta equagdo é no maximo Om’t(Qt_l).

Fazendo a e i variarem, concluimos que a proporgao de t-uplas que

nao sao boas é no méaximo O, (1/Q), como queriamos. O

Veremos a seguir como usar a Proposicao 3.1.2 para mostrar que
v satisfaz a condicao de correlagoes. Para isso, vamos incialmente

estimar o fator [ (14 O,,(p~'/?)) que aparece na proposicio:
A
P glimo

Lema 3.1.3. Sejam > 1 um parametro. Existe uma fun¢ao peso T =
Tm: Z — RT tal que 7(n) > 1, ¥n # 0 e, para cada hy,ha,... hy €
[ex N, 2e, N| distintos, temos

[I 0+0.0 )< S 7hu—hy),

plA 1<i<j<m
p primo

onde A foi definido na Proposi¢ao 3.1.2, de modo que E(t4(n) |0 <
In| < N) =0y q(1), para 0 < g < c0.

Demonstragao. Note que

II a+one?)< I II a+p?

plA 1<i<gj<m |\ plh;i—h;
p primo p primo
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96 [CAP. 3: CONSTRUCAO DA MEDIDA PSEUDO-ALEATORIA

Podemos entao, usando a desigualdade entre as médias aritmética
e geométrica (e absorvendo as constantes no fator e no expoente
O (1)), tomar 7,,(n) = O, (1) [ (14O, (p~/?))9= () para cada

pln
p primo

n # 0 (o valor de 7 em 0 é irrelevante para o lema, pois estamos
tomando os h; distintos).
Para concluir a prova do lema, basta mostrar que

IE( H (14+p*2)0=M | 0 < |n| < N) = O (1), para 0 < ¢ < 0.

pln
p primo

Como (1 4 p~1/2)9m(@) < 1 4 p=1/4 para todos os primos p, com
excegao de no méximo O, ,(1) primos, temos

]E( H (1 +p—1/2)0m(q) | 0<|n| < N)

pln
p primo

= Omq(1) -1E< II @+ j0o<n< N).

pln
p primo
Por outro lado, [] (1+p~ /%) <3 d~1/4, e logo
pln d|n
p primo
IE( I a+p /9@ 0<n| < N)
pln
p primo
1 —1/4
SINUIESD 2 oY
1<n<N djn
N
1 N
< Omg(1) - N d A7t = Om (1),
d=1
pois > d~%/% < . O

d=1

Podemos agora provar a condicao de correlacoes.
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2k—1

Proposicao 3.1.4. A medida v satisfaz a -condi¢ao de cor-

relagoes.

Demonstragao. Queremos mostrar que, para 1 < m < 2k=1 ¢

hi,....hp € Zy temos E(v(x + h1)...v(z + hy) | ¢ € Zn) <
> 7(h; — hj), onde a funcdo peso T = T, é limitada em LY
1<i<j<m
para todo gq.
Fixemos m, hq,...,hy . Vamos tomar a funcdo peso construida
no Lema 3.1.3 (identificando Zy com os inteiros entre —N/2 e N/2)
multiplicada por um fator constante O,,(1) conveniente e definir
7(0) = exp(Cmlog N/loglog N), para alguma constante absoluta
grande C. Pelo lema anterior concluimos que E(77) = O,, 4(1) para
todo ¢, pois 7(0) sé contribui com o, 4(1) para o valor de E(79).
Trataremos inicialmente do caso em que dois dos h; sao iguais. Nesse
2log N
loglog N ) ’
que segue da defini¢ao de v (na verdade obtemos facilmente da definigao
que |v(n)| < log N - d(n)?, onde d(n) é o nimero de divisores de n;
3log N sndi
W)) —ver apéndice,
donde segue nosssa estimativa), e a afirmacdo nesse caso segue da es-
colha de 7(0).

Suponhamos agora que os h; sao todos distintos. Seja

caso, podemos usar a estimativa grosseira ||v||L~ < exp <

temos, por outro lado, d(n) = O exp <

d(W) AL (Wn+1)
g(n) := W & log B e, N2, 8 (7).

Pela construgao de v, temos
Ewv(z+hy)...v(x+hp) |2 €ZN)

<E((1+g(z+h))...1+g(z+hn)) |z € Zn).

O lado direito acima pode ser reescrito como

3 }E(Hg(m+hi)|x€ZN>.

AcC{1,....m €A
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98 [CAP. 3: CONSTRUCAO DA MEDIDA PSEUDO-ALEATORIA

Note que para i,j € A podemos supor que |h; — hj| < N
(pois, caso contrdrio, a esperanca correspondente se anula). Pela
Proposicao 3.1.2 e pelo Lema 3.1.3 obtemos portanto

E(Hg(ﬁhi)lxem)s(1+om<1>> Y Tmlhi—hy),

i€A 1<i<j<m
e somando sobre todos os A, obtemos o resultado, apds multiplicar

Tm pOr uma constante adequada. O

Os Lemas 3.1.1 e 3.1.2, e as Proposicoes 3.1.3 e 3.1.4 concluem a
prova de que v é uma medida pseudo-aleatéria e do Teorema 3.1.1.

Vamos agora nos dedicar a provar as Proposigoes 3.1.1 e 3.1.2.

3.2 Condicao de formas lineares para Ap

Vamos provar a Proposicao 3.1.1. Lembramos que temos, para cada
¢

i com 1 < i < m, uma forma linear ¢;(z) = > L;jx; +b; em ¢
=1

varidveis x1, ..., ;. Os coeficientes L;; satisfazem |L;;| < /w(N)/2,

onde w(N) é uma funcdo com crescimento lento em N. Supomos
que nenhum t-upla (L;;)i1<j<: é nula ou multiplo de alguma outra.

t
Definimos 6; = W1; + 1. Seja B = ][] I; um produto de intervalos
j=1

I;, cada um com comprimento maior ou igual a R'™. Queremos
provar a estimativa
Wlog R\™
BAR(L (0 --Ar(One))? | € B) = (1+o(0) (55T

A primeira etapa da prova serd eliminar o papel do bloco B. Pode-
mos usar a definicao de Ar para expandir o lado esquerdo como

R
/
(H Z dlogdlogd/|x€B)
i=1 d;,d}<R
di,d;]0:(x)
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0 que pode ser reescrito como

Z (H,u w(d; logdﬁlog f;)

diecordimdf ..l <R
m
X E<H La,,d;10,(x) | T € B)-

=1

(3.1)

Devido a presenca da funcao p de Mdbius podemos supor que os d;,
d; sao livres de quadrados. Seja D = mmc(dy,...,dpn,d},...,d,)
o minimo miltiplo comum dos d; e dos d;; temos D < R*™. Note

m
que a expressao [] 14;.d;06,(x) ¢ periddica com periodo D em cada
i=1

coordenada de z, e portanto pode ser definido com dominio Zt,.
Como B é um produto de intervalos de comprimento maior ou igual
a R temos

(Hld A16: (o |xeB>

= ]E(H 1d17dll|91(7') | S ZtD> + Om,t(R_Sm),

i=1

A contribuigao dos termos de erro O, (R™®"™) para (3.1) pode
ser majorada grosseiramente por R?™(log R)?™ - O, (R™%™) =
Om +(R7%™(log R)*™). Basta mostrar, portanto, que

R R
E (H,u wu(d}) log d—log d’)
Aol o ety <

X E(H Lg,,d100,(2) | T € ZtD)

=1

(3.2)

- o (eel)”

»(W)
Para provar isso, escreveremos o lado esquerdo como uma integral

de linha de um produto de Euler, que por sua vez pode ser escrito
em termos da funcao ¢ de Riemann e outros fatores simples.
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Comegamos usando o teorema chinés dos restos (e o fato dos d;,
d;; serem livres de quadrados) para reescrever

]E(H Lg,,d110,(2) | T € ZtD)
=1
= H E( H 19, (2)=0(mod p) | T € Zf;)

p|D i,pldid;]
p primo

(o lado esquerdo é a probabilidade de que 6;(x) seja multiplo de d; e
de d}, para todo ¢ < m, o que equivale a 6, ser multiplo de p sempre
que p for um primo que divide d; ou dj, pois os d;, d} sdo livres
de quadrados). Note que a restrigdo p|D no lado direito pode ser
removida, pois, se p t D, p nunca dividira d;d} , donde o multiplicando
nesse caso ¢ 1. Assim, escrevendo Xy, . 4, (p) :={1 <i<m;p|d;}

e
wx(p) == E( H 19, (2)=0(mod p) | 7 € Zé)’
i€X

para cada X C {1,2,...,m}, temos

m
E(H ldivdﬂei(m) | x e Zfb) H del ,,,,, dm, (p)UXd’ ..... dl . (p) (p)

i=1 p primo

Podemos entdo escrever o lado esquerdo de (3.2) como

> (TTwaom log+<d,>log+<§>)x

diyeensdimydlsndl, €7+ N i=1

p primo

A seguir, vamos expressar os logaritmos em termos de fungoes multi-
)

plicativas dos d;, d; por meio de integrais de linha. Para isso, usare-

mos o seguinte resultado:

Lema 3.2.1. Dado e > 0, seja I'(t) a reta vertical parametrizada por
=e+it, —o0 <t < 400. Temos entdao, para cada x > 0 real,

2m/—dz-log+( ).
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[SEC. 3.2: CONDICAO DE FORMAS LINEARES PARA Agr 101

Demonstracao. Dado M > ¢, seja I'M) a restricao de I' ao inter-
valo [ — VM? —2,V/M? —¢2|. Se 0 < # < 1 considere o caminho

fechado I'™) formado por T'™ seguido do caminho

FM) [~ cos™Ye/M), cos™He/M)] — C, F M) (t) = Me™™.

Como a funcao x*/2% nao tem singularidades no interior de f(M ),

IZ
temos/ — dz = 0. Por outro lado, como 0 < z <1, |/ — dz | =
(M) 2 (M) Z

O(%), donde, nesse caso,

1 z z
—,/x—dz: lim L/ x —dz
2 Jp 22 M—o0 270 Jpouny 22
1
=— lim — —dz=0=1
im /(M) o z og, ().

Se x > 1, considere o caminho fechado L) formado por )

seguido do caminho 4™ : [cos™! (e /M), 2m—cos ™! (e/M)] — C, ¥ (t) =

Me'. A fnica singularidade de 2%/z? no interior de TM) ¢ » =
14 zlogx + 22 log /2 + ...

07 e ZL‘Z/ZQ — ezlogac/ZZ — 5 — Z_2+
z
loo?

z togx + ogQ < + ... tem residuo logz em z = 0, donde

1 z/ 2d 1

— x%/z* dz = log x.

2ri 8

tan

1
Como z >1eRez <eem 4, x* )22 dz :O(M)’ donde,

5(0)
nesse caso,

1 ? 1 ?
—/ T dr= lim —/ T odr=
2mi Jp 22 M=o 27 Jpony 22

Z

=logx — lim —dz-logx—log+( x).

M — o0 A(M) 22
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102 [CAP. 3: CONSTRUCAO DA MEDIDA PSEUDO-ALEATORIA

A seguir, T'1(t) denotard a reta vertical I'(¢) correspondente a

1
€= g Rk’ isto é, T'1(t) := oz R +it, —oo < t < oo. Temos, pelo
lema anterior,
1 x?
% - gdz = 10g+($)

Note que R? é limitado em I';: ’er(t)| = RYe R — ¢ V¢ eR.
Podemos, usando a identidade acima, reescrever o lado esquerdo de
(3.2) como

N\ —2m / ! RZﬁ_Z; /
(27'['2) . . F(Z’Z)HWdZ]dZJ’
1 1

j=1 "373
onde hé 2m integrais de linha nas varidveis z1, ..., zm, 21, ..., 25, em
— ! . !/ /
I, z:=(21,--,2m), 2 = (21,...,2],) e
m /
, puld;)p(dy)
Fiod)= Y I L)y
. dzjd/zj
dy,..., Ao ,d ...y dm'eZ+ “j=1 i (3.3)
< T wxuanmxs 0 o)®).
p primo

Observe que o somando em (3.3) é uma funcao multiplicativa dos d; ,

d;, e portanto temos (pelo menos formalmente) uma representagao

em produto de Euler F(z,2') = [] Ep(z,2'), onde

p primo
(=X wxix(p)
Ep(2,2) 1= Z 2 ozt Xz )
X, X'C{1,...,m} pEx jex’

Da defini¢ao de wx (p) temos wy(p) = L ewx (p) < 1, donde E,(z, ') =
1+0,(1/p?) quando Re(z;), Re(z}) > o. Portanto o produto de Eu-
ler acima é absolutamente convergente (e vale a igualdade em (3.3))
no dominio {Re(z;), Re(2}) > 1}, pelo menos.

Vamos agora explorar a hipdtese sobre as partes lineares de
P1,. ..,y serem nao-nulas e nao serem multiplos racionais de nen-
huma outra.
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[SEC. 3.2: CONDICAO DE FORMAS LINEARES PARA Agr 103

Lema 3.2.2 (Estimativa do fator local). Sep < w(N), entdo wx(p) =
0 para todo conjunto nao-vazio X. Em particular, E, = 1 se p <
w(N). Se p>w(N), entio wx(p) =p~ ' quando | X| =1 e wx(p) <
p~2 quando | X| > 2.

Demonstragao. A primeira afirmacao é imediata, pois as funcoes
0j: Z!, — 7, sao identicamente 1 quando p < w(N). Para a se-
gunda afirmacdo, observe que se p > w(N) e X = {j}, cada el-
emento de Z, é imagem por ¢; de pt~! elementos de Z;, donde
wx (p) = E(1p; (2)=0(mod p) | © € Zp) = 1/p.

Suponhamos agora que p > w(N) e |X| = 2. Vamos ver que
nenhuma das formas lineares puras W (y; — b;) é multiplo de nen-
huma outra médulo p. De fato, se fosse o caso, terfamos L;; =
A L; j(mod p) para um certo A e todo j < ¢, mas, se a/q e a’/q’ séo
dois racionais na forma simplificada com |al, ||, ¢,¢’ < \/w(N)/2 e
a/q=a'/q (mod p) entdo a = a’, ¢ = ¢’. Portanto, todos os racionais
L;j/Lyj, 1 < j <tsao iguals, e logo as formas lineares puras ¢; — b;
e 1 — by sao multiplos racionais uma da outra, absurdo. Portanto, o
conjunto dos x € (Z/pZ)" para os quais 6;(x) = 0(mod p) para todo
i € X esté contido na intersegio de dois subespacos afins de (Z/pZ)¢,
e portanto tem no maximo p'~?2 elementos, donde wx (p) < p~2. O

O lema acima implica, comparando com a definigdo de E,(z, 2)
que

By(2,2) =1= 1w D (P77 +p 75 —p 1TH )4 (3.4)
j=1

3 o)
2 ozt 2oz
X, X'C{1,...m} pI€X  jex’
|XUX'|>2

+ 1psw(n)
onde o numerador O(1/p?) ndo depende de z, 2’.
Vamos agora fatorar F, como E, = EZ(,l)EZ(f)EI()S) , onde

Efal)(z, Z') =
EP(Zv Z,)

—1—2j—z;) -1

Hl (1 - 1p>w(N)p_1_Zj) (1 - 1p>w(N)p_1_2;) (1 - 1p>w(N)p
j=
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104 [CAP. 3: CONSTRUCAO DA MEDIDA PSEUDO-ALEATORIA

EP (2,2) =] (1= Lpcwenp™ ) (1= Lpcwop™77) 7%
=1

X (1 — lpgw(N)p_l_zj_z})

E(S) Z Z ﬁ —1 zJ (1 _p—l—z;-)(l _p—l—zj—z;)fl.

Definindo G; := ] EI(,j) para j = 1,2,3 temos F = G1G2G3
p primo
(pelo menos para Re(z;), Re(z}) suficientemente grandes). Em ter-
mos da funcdo ¢ de Riemann, ((s) = [ (1 - l/ps)fl, temos
p primo
m o (14 2z, + 2,
G3(szl) = H ( y j)/
=1 G+ 2;)¢(1 + 25)
em (Re z > 0)?™, e se estende de forma meromofa a uma vizinhanca
do fecho deste dominio (na verdade a todo o C*™).
Para os outros fatores, faremos estimativas que permitem con-
tinuéd-los analiticamente um pouco a esquerda dos eixos imaginarios.

, e em particular G3 é holomorfa

Definigao 3.2.1. Para cada o > 0, seja D™ C C*™ o dominio
D' ={zj,2; | —0 < Re(z;), Re(z}) < 100,1 < j < m}.

Se G = G(z,2') é uma fun¢ao analitica de 2m varidveis complexas
em D | definimos a norma de G em C*(D™) para cada k € N como

IGllex oy = sup
a1+t amtal+otal, <k

9 \a i 9 \al
H(aizl) "'(azm) ((92’1) "'(azz) HLDO Dm™)

onde ay,...,am,a, ... al, percorrem os inteiros nio negativos com
soma menor ou igual a k.
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[SEC. 3.2: CONDICAO DE FORMAS LINEARES PARA Agr 105

Lema 3.2.3. Os produtos de Euler [] E,(,j) para j = 1,2 sdo ab-

p primo
S m :
solutamente convergentes no dominio Dl/SOm' Em particular, Gy,

G2 podem ser continuadas analiticamente a esse dominio. Além
disso, temos as estimativas

|G1llompm. )< Om(1),

1/30m

[|Gallempm. ) < Omwny (1),

1/30m

G1(0,0) =1+ 0m(1) e Go(0,0) = (W/d(W))™.

Nota: Os resultados do Capitulo 1 sobre a fungao ¢ mostram que
G35 se estende meromorficamente a, D{% D D?}SOm' A escolha de
o = 1/30m no lema acima ndo é a melhor possivel, mas qualquer
o positivo dependendo s6 de m seria suficiente. A dependéncia do
termo O,;, (N (1) em w(N) nao é importante, mas é possivel obter
sem muita dificuldade cotas do tipo w(N)Om (W),

Demonstragao. Vamos considerar inicialmente o caso j = 1. De
(3.4) e da expansio em série de Taylor das fungdes envolvidas, temos

a estimativa grosseira Elgl)(z, 2') =140, (p~2+2/30m) em DY) som > ©

que dé a convergéncia do produto e a estimativa de G; em Cm(D{V}BOm).
A estimativa para G1(0,0) também segue dai, pois os fatores do pro-
duto séo identicamente iguais a 1 para p < w(N).

A estimativa para Go é facil pois G3 é um produto finito de no
méximo w(N) termos, e a férmula para G2(0,0) segue diretamente

p—1, _ o(W)

de ] (=) =222 O
pprimo( p ) w

p<w(N)

Para estimar o lado esquerdo de (3.2), que escrevemos sob forma
de integral, precisamos do seguinte lema devido a Goldston e Yildirim,
que provaremos posteriormente, o qual estima integrais de contorno
como as que aparecem nesse contexto:

Lema 3.2.4. Seja R um real positivo e seja G = G(z,2’) uma fungdo
analitica em 2m varidveis complexas no dominio D' para algum o >
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106 [CAP. 3: CONSTRUCAO DA MEDIDA PSEUDO-ALEATORIA

0. Suponha que

|G|cm (pmy = exp (O ((log R)'/*?)).

FEntao
m 1 +Zj +Z ) RZJ'+Z/.
27TZ (9-\2m / G Z Z H 1 Tz ( T Z) 222/2 de dZ;
I Iy j=1 -7 J 77
=G(0,...,0)(log R)"™ Z o (I1Gllcs Dy (log R)™ )

+ Om U(e_é(log R)1/10)7
para um certo 6 = 6(m) > 0.

Vamos aplicar este lema com G = G1G2 e 0 = 1/30m. Pelo
Lema 3.2.3 e pela regra de Leibnitz, obtemos as estimativas
‘|G||C7(D1/3Om) < Ojm,w(ny (1), para todo j < m.
Em particular, obtemos ||G||cm(pm) = exp (O o (log R)/1%)) desde
que o crescimento de w(N) seja suficientemente lento. O Lema 3.2.3
também nos da G(0,0) = (1 + o0, (1))(W/p(W))™. Concluimos
que, se o crescimento de w(N) é suficientemente lento, nossa ex-
pressao integral para o lado esquerdo de (3.2) é, pelo Lema 3.2.4, (1+
(1) (W log R/¢(W))™, o que conclui a prova da Proposicio 3.1.1.

3.3 Correlagoes de ordem superior de Ap

Vamos agora adaptar os argumentos acima para provar a Proposigao
3.1.2. Temos agora apenas uma variavel, mas nao podemos usar o
Lema 3.2.2, pois as formas lineares s6 podem diferir pelos termos con-
stantes nesse caso. Contudo, os argumentos anteriores a este lema
continuam funcionando. Em particular, podemos escrever o lado es-
querdo da desigualdade do enunciado da Proposigao 3.1.2 como

ZJ+z
—2m
(2mi) / / (z, z e dz; dz
I I j: %%
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onde F é definido como em (3.3), com a diferenga de que agora wx (p)
deve ser definido como

wx (p) = E(H 1W(m+hi)+120(mod p) | HAES Zp)
i€X

Temos ainda wg(p) = 1 para todo p. O andlogo do Lema 3.2.2 é o
seguinte:

Lema 3.3.1. Se p < w(N), entio wx(p) = 0 para todo X # &.
Em particular, E, = 1 quando p < w(N). Se p > w(N), entdo
wx(p) =p~ ! quando | X| =1 e wx(p) < p~! quando | X| > 2. Além
disso, quando |X| > 2, temos wx(p) = 0 sempre que p ndo divide

A= H |hi—hj|.

1<i<j<s

Demonstragao. Quando p < w(N), temos W(x+h;)+1 =1 (mod
p), donde segue nossa afirmagao. Quando p > w(N), e | X| > 1,
wx (p) = 1/p quando todas as classes de congruéncia h;(mod p), i €
X sao iguais, e wx(p) = 0 caso contrario, e daf segue o resultado. [

Aplicando o lema acima, obtemos o seguinte andlogo de (3.4):

m

Ep(2,2") =1 = 1psuw) Z (p ' +p TR —pT T
j=1

+ 1psw(n)pla Ap(2,2)

onde A\, (z,z") é uma expresséo da forma

O(1/p)
)= Y s
X, X'C{l,..,m} pi€X jexr
|XUX'|>2

na qual a quantidade O(1/p) nao depende de z, z’. Podemos entéo
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108 [CAP. 3: CONSTRUCAO DA MEDIDA PSEUDO-ALEATORIA

fatorar E, = B\ ESVE ESY | onde

EY) =1+ 1psw(N)pla - Ap(z,2)

£ _ Ep
P (0) m 11—z —1—2z/, —1—z;—2/,
Ey jH1(1 —1pswm)P (A = Lpsw(n)p (A = Lpsw(n) P J
B = [10 = Lpcw ™ 7)1 = Lpwop™ 7)) T U= Lpcwmy o777 T)
j=1
B = [Ja-p =)@ —p (1 —p )
j=1
Seja G; = ] E,(,j). Entéo, como antes, F' = GoG1G2G3, e G3
p primo

/ m o (14 2z + Z})
¢ dado por jl;[1 C(1+25)C(1 + 27)

temos o seguinte analogo ao Lema 3.2.3:

, como antes. Para Gy, G1 e Ga,

Lema 3.3.2. Seja 0 < 0 < 1/30m. Os produtos de Euler ] Ez(f)

p primo
para ¢ =0,1,2 sao absolutamente convergentes no dominio D' . Em
particular, Gy, G1 e Gy podem ser continuados analiticamente a esse
dominio. Além disso, temos as estimativas sequintes:

10 R r mo—
IGollergy < Om(1) - (o) TI (14 OnGPm7™)
plA
p primo

1Gollcm(pmy < exp (O ((log R)Y/'))
I[G1llem(pmy < Om(1)
[|G2llcm(pmy < Omwvy (1)

Go(0,0)= J] (1+0unpY?)

plA
p primo

G1(0,0) =14 O0,(1)
G2(0,0) = (W/o(W))™.
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[SEC. 3.3: CORRELAGCOES DE ORDEM SUPERIOR DE Ag 109

Demonstragao. As estimativas para G; e G2 podem ser provadas
exatamente como no Lema 3.2.3 (os fatores adicionais \,(z,2’) que
aparecem no numerador e no denominador de EI()D se cancelam em
primeira ordem, e portanto nao criam dificuldades adicionais); vamos
portanto nos dedicar as estimativas sobre Gy .

Temos Gy = ] El(yo). O nimero de primos que dividem A é

plA
p primo

no méximo O(log A/loglog A) (ver apéndice). Usando a estimativa
grosseira
A= J[ Ini—njl<N™ < RO,

1<i<j<m

vemos que o numero de fatores no produto de Euler é

O(log R/loglog R). Diferenciando r vezes para 0 < r < m por meio
da regra de Leibnitz, obtemos uma soma de O,,((log R/loglog R)")
termos, cada um dos quais consistindo de O,,(log R/loglog R) fa-
tores, os quais sdo iguais a alguma derivada de 1+ X, (z, 2’), de alguma
ordem entre 0 e . Em D™ | cada fator é limitado por 1+0,, (p*™°~1)
(na verdade, os termos que contém um ndmero positivo de derivadas
serdo muito menores, pois o termo constante 1 é eliminado). Isso nos
d4 a primeira estimativa sobre ||Go||cr(pm)-

Para provar a estimativa seguinte, basta mostrar que

H (14 O (p*™ 1)) < exp (O ((log R)1/15)).

plA
p primo

Tomando logaritmos e usando a hipétese o < 1/30m, é suficiente

provar que Y. p~ 415 < O((log A)Y/1%), pois A < RO Para
plA

isso, como A tem no méaximo O(log A/loglog A) fatores primos (ver

apéndice), temos

Zp—14/15 < Z n—14/15 _ O((log A)1/15)’

plA 1<n<0O(log A/ loglog A)

como queriamos.
A estimativa para Gg(0,0) segue da estimativa grosseira

EX(z,2) =14 O (p~/2). m

“ColoquioMa
2007/6/29
page 109

— P



110 [CAP. 3: CONSTRUCAO DA MEDIDA PSEUDO-ALEATORIA

Aplicamos agora o Lema 3.2.4 com o := 1/30m e G := GyG1G> .
Ainda pela regra de Leibnitz, temos

|Gllem (D) = exp (Om o ((log R)'/1?)),
donde, pelo lema,

sz—i-z

A
27”/1‘1 FZZH 2,2 dzjg

< Om(l)(% logR H 1 + Om 71/2))"‘
plA

(log 7)™ )T (1 + Om(p™72)) + Opy (7200 ),

+ Om w(N)(
’ loglog R
og log N

e, escolhendo w(NN) que cresga de modo suficientemente lento em
relagdo a N (e logo também em relacdo a R), o primeiro termo dom-
inara os demais, o que conclui a prova da Proposicao 3.1.2.

Nota: De fato o argumento acima pode ser usado para dar uma esti-
mativa assintdtica para o lado esquerdo da desigualdade no enunciado
da Proposicao 3.1.2, em vez de fornecer apenas uma cota superior.
Para isso, basta estimar Go(0,0) mais cuidadosamente. Isto foi feito
em detalhes por Goldston e Yildirim no caso W = 1.

3.4 Prova do Lema 3.2.4

Provaremos agora o Lema 3.2.4. No que segue, R > 2, m > 1l e
o > 0 serao fixados. Usaremos § > 0 para denotar diversas constantes
pequenas, que podem variar de acordo com as retas verticais onde
faremos integracao.

Vamos recordar a regiao livre de zeros para a funcao ¢ de Riemann
obtida no (apéndice ao) Capitulo 1:

e
(log(|Tm z| +2))9°’

Z::{z€C|102Re221—
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[SEC. 3.4: PROVA DO LEMA 3.2.4 111

para um certo 5 € (0,1) pequeno é uma regido tal que ¢ é nao-nula
e meromorfa em Z com um unico pdélo simples em 1. Além disso,
temos as seguintes estimativas, vélidas para todo s € Z:

1 _ .1 _ 7
¢(s) — po] = O(|Im s| + 2); ) =O((Jlm s| +2)").
Temos ainda que, se Re s > 3/4, entdo ((s) — -5 = O((|Im s| +

2)1/4).

Podemos escolher 8 pequeno de modo que Z esté contido na regiao
onde max{l — 0,7/8} < Re s < 101. As constantes envolvidas na
notagao O( ) podem depender de e o, sem necessidade de mengao
explicita.

Além do caminho I'; dado por T'y(¢) = 1/ log R+it, —oo < t < 00,
definiremos dois outros caminhos:

B )
_ t, — t
(Qog(f[ + 27 /0 0SS

e TIy(t):=141it, —c0 <t < 0.

F() (t) =

Assim, I'g é a fronteira esquerda de Z — 1, situada & esquerda
da origem, enquanto I'; e I'; estao situadas a direita da origem. A
utilidade de I'; vem do fato de que (1 + z + 2’) nado tem nenhum
pélo quando z € Z — 1 e 2’ € Ty (mas nao estimaremos integrais em
Ts).

O préximo lema fornece estimativas para as integrais seguintes:

Lema 3.4.1. Seja B uma constante fizada. Temos as sequintes es-
timativas:

Rz dZ _ 1/10
[ 1| < e
R*d
| G0l +2)” |57 < On(iog )
1

onde 6 = 6(8) > 0 € uma constante independente de R.

Demonstragao. Como |[Tj(t)| = O(1) e |z| > ¢(|t| + ) em Ty para
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112 [CAP. 3: CONSTRUCAO DA MEDIDA PSEUDO-ALEATORIA
uma certa constante ¢ > 0, temos, para cada 7" > 2,
R*dz R—B/og([t|+2))° ;
t <
/. Srl<a I RS
<Oo)( R*B/(log(lt|+2))9 dt + > ﬂ) _
B 0 T $3/2/ —
< O(l)(T eXp(—B log R/Q(log T)g) + T—1/2).

Escolhendo T = exp((8log R/3)'/19), os dois termos da soma sao

iguais, e da ordem de O(1) exp(—3(Blog R/3)/10) = O (e~9(°¢ R)l/lo),

o que demonstra a primeira estimativa do lema.

Para a segunda estimativa, basta usar o fato de R* ser limitado em
I’y , donde, dividindo o intervalo de pardmetros em {|¢t| < 1/log R} e
{|t| > 1/log R}, obtemos a estimativa desejada, pois {|t| < 1/log R}
é um intervalo de tamanho 2/log R onde o integrando tem mddulo
O((log R)?), enquanto

/Oo (10g(t—|—2))B~%

1/log R
1
B dt
:/ (log(t+2))" - =
1/log R

B dt

+/100 (log(t +2)) e

booat
:OB(/l/logR 2) +OB( )
= Op(log R) + Op(1) = Op(log R).

O

O préximo lema estd relacionado com o caso m = 1 do Lema
3.2.4:

Lema 3.4.2. Seja f(z,2') analitica em D} e suponha que

‘f(2’7 2')‘ < exp (Om(IOg R)1/15)

“ColoquioMa
2007/6/29
page 112

— P



[SEC. 3.4: PROVA DO LEMA 3.2.4 113

uniformemente nesse dominio. Entao a integral

_ 1 N C(4z+2) R
omi / W E D Ty oy e

satisfaz a estimativa

af 1 dz
0z PEA 0)+% /G )§(1+z)§(1—z)z4
+ O ( —4( logR)l/lo),

para um certo 6 = §(o,3) > 0 independente de R.

= f(0,0)log R +

Demonstragao. Observamos que temos decaimento suficiente no in-
tegrando para trocar a ordem de integragao, e para mover caminhos
de integracao em cada variavel z, 2z’ mantendo a outra fixa, sem di-
ficuldades quando Im(z), Im(z’) — oo, pelas estimativas sobre ¢ na
regiao livre de zeros Z. Devemos apenas levar em conta o efeito de
mover caminhos de integracao através de um polo do integrando. Em
particular podemos mover o caminho de 2’ de I'y para I's, pois nao
passamos por nenhum pélo do integrando nesse processo. Considere-
mos o integrando para cada 2’ € I'y como uma funcao analitica de z,
e vamos tentar mover o caminho de integragao em z para I'g. Nesse
pI“OCbeO passamos por um tnico polo em z = 0. O residuo nesse pélo

2m /fOz

Ill

=1, + Iy, onde

/
z

dz e

[ 10 e

2mi
. C(1+z+ 2 )R+
b= (27Ti)2 /FQ T fz2) C(L+2)¢(1 + 2")222"2

Para estimar I;, movemos o caminho de integragao para I'y.
Como antes, hd apenas um pdlo, duplo, em 2z’ = 0. O residuo nesse

1 of
pélo é ﬁ(f(O 0)log R+ o =-(0,0)), e portanto

dzd?' .

’

B of 1 nE
5= f(0.0)log R+ 55(0.0) + 5= | f(O,z) 7 47 =
= £(0,0)log R + %(0 0) + Oy (708 R
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114 [CAP. 3: CONSTRUCAO DA MEDIDA PSEUDO-ALEATORIA

para um certo § > 0. A 1ltima igualdade é conseqiiéncia da primeira
estimativa para f no Lema 3.4.1 (com B = 0).

Para estimar I3 , olhamos o integrando como uma fungao analitica
de 2’. Movemos o caminho de integracao em z’ de I'y para I'g, o que
estd autorizado pelo decaimento em faixas verticais quando |Im 2/| —
oo do integrando. Fazendo isso, atravessamos exatamente dois polos
simples, em z/ = —z e em 2’ = 0. O residuo no primeiro é

e | 1) s
(2mi)% Jr, " L+ 2)G(L = 2)2t
o que fornece um dos termos em nossa formula para I.

O residuo em 2’ :06 / f(2,0) — dz, que é

(’)(e“mog R)l/w) - exp (O((log R)1/15)) = O(e—s(log R)l/lo)’

com 6 = §/2.
O valor de I> é a soma dessas duas quantidades com a integral
sobre o novo caminho de integragao I'g, que é

SO +z+ )R
/ro W@ Sy oy

dzd?'.

Nesse integrando temos |f| = exp(O,,((log R)*/*%)). Por outro lado,
temos

| | = O((log(|Im z|+2))7) | | = O((log(|Tm 2'[4+2))7)

e, como Re z, Re 2/ > —1/8 em Iy, Re (2 + 2') > 3/4, donde [¢(1 +
z+2) = O(([Tm(z + 2')| + 2)'/4), e portanto

’ ¢(1 + z+2') ‘ B
C(1+42)¢(1+ 2
= 0((log(|1m 2| +2))") (log(|Tm 2’| +2))7)
X (|Im z| +2)4(|[Im 2| + 2)1/4) =
= O((|Im 2| +2)"?([Im 2| +2)'/%) = O(|2|'/?|2'|'/?),
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pelas estimativas sobre a funcao ¢ descritas anteriormente. Assim,
usando duas vezes (para z e 2’) a primeira estimativa do Lema 3.4.1,
obtemos que a integral em questdo é O, (e"s(log R)l/m)
certo § > 0.

Obtemos assim estimativas para I; e I com erros que sao
O(e"g(log R)l/m). Somando essas estimativas, completamos a prova

do lema. O

, para um

Prova do Lema 3.2.4. Seja G = G(z,2’) uma funcao analitica de
2m varidveis complexas no dominio D} satisfazendo a hipdtese

|G|

om(pg) = exp(Om,o((log R)'/1?)).

No que segue permitiremos que as constantes implicitas no notagao
O( ) dependam de m, (8, 0. Queremos provar que a integral

I(G,m) : 27”2m/ Gzz)

m

1+zj+z) R#+%;
H(l—i—zJ C(L+25) 2327

/
dz;dzj,

satisfaz a estimativa
I(G,m) = G(0,...,0)(log R)™ + > O(||Gl|cs(py)(log R)™ )
i=1

+ O(e 0o YY),

A prova é por indugdo em m. O caso m = 1 segue do Lema 3.4.2,
pois

0
5 0.0] = 0(1Gllexcoy)
(§
1 dz
’% Ty Gla ==1) C(1+21)¢(1 — 21)2] |

= O(||G|lco(pry) = O(||Gllor (D))
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116 [CAP. 3: CONSTRUCAO DA MEDIDA PSEUDO-ALEATORIA

0 que, por sua vez, segue de

le _
/Fo ‘C(l +21)¢(1 — Z1)zf| =0@).

A ultima estimativa é uma conseqiiéncia simples de nossas estimativas
para ¢ em Z.

Suponhamos agora que vale o resultado para um certo m > 1.
Queremos prova-lo para m+1. Aplicando o Lema 3.4.2 nas varidveis
Zm+1, Zpy > Obtemos

I(G,m+1)
log R
= 20% 2m GZl?"'7zm?07zi""7Z;71’0)x
Yi[s
m 1—|—z]+2) R+
H G+ 25)C(L+ ) 2727 degdet
J J 77

/ !/
+Wn/Fl.../FI(H(Zh...,Zm,Zl,...,Zm)

A4z +2) R&*

m
.. dz;dz, =
+ (Z17 Zm7217 ) m E[ 1+ZJ (1+ZJ) Z?Z;Q Z] ZJ
=I(G(z1y- -y 2m,0,21,...,2.,0),m)log R+ I(H,m),
onde § > 0, H: D" — C é a funcéo definida por
oG
H (21, ooy Zmy 20 e ey o) = (21, ooy 2m, 0, 20, oo, 20, 0) +
8Zm+1
i. G(Zly~--azmvan-l—lvzia'”aZ/ a--'afzm+1)x
211 To m
dzm+1

8 C(L+ Zm41)C(1 = Zma1) 2 44

“ColoquioMa
2007/6/29
page 116

— P



[SEC. 3.4: PROVA DO LEMA 3.2.4 117

T(Zla”wzmvzia"'vZ;n)

1
(2772)2/p A G215y Zmg1, 210 e e v s 2 1) X
1 1

C(L+ 2zmr1 + 2py1) R Tomi

dzmi1dz,
CL+ 2m1)C(L+ 2041) Zmg12min "
— H(21, ey Zmy 21y ey 20
As fungoes G(21,...,2m,0,27,...,2,.,0) e H(z1,...,2m, 21, ., 20)

dz
aaraca—aa =9

sao analiticas em D" e, como (1), temos

HHHCJ'(D;,") = Om(HGchH(D;ﬂH)): para 0 < j < m,

donde (usando também o caso m=1) ||rl|ci(pm) =

On(||Gllgi41(pm+1y)- Além disso, |r| = O(e=9os R)l/w)7 pelo Lema
3.4.2. Temos portanto, usando a hipdtese de indugao,

I(G,m+1) = G(0,...,0)(log R)™ "+

m
+ Y On(lIG(-,0,-,0)|ci (py) (log B)™ )+

j=1

+ H(0,...,0)(log R)™ + ZOm(”H”Cj(D;n)(1ogR)m*j)+
j=1
+7(0,...,0)(log R)™ + > O (|[7]]cs (py (log R)™ ) =

j=1

3

= G(0,...,0)(log R)™ + 3 O (|G| s 1) (log R)™ )+
1

<.
[

+H(O,...,0)(10g B + 3" Opn(|[Gll s pyp+1, (log B ) +

H'MS

=

J
_§(log R)1/10 Ui e
+ O(e oo ) )+ ZOm(|‘G||cj+1(D;"+1)(10gR) )=

J=1
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118 [CAP. 3: CONSTRUCAO DA MEDIDA PSEUDO-ALEATORIA

m—+1
=G(0,...,0)(log R)™ ™ + >~ O (||Gllgs pyr1 (log R)™ )

j=1
+ 0(675(10g R)1/10)7

que é o que queriamos provar. O

Comentarios: Podemos evitar o uso do teorema de Dirichlet tro-
cando Wn + 1 por Wn + b na definicao de A(n), onde b satisfaz
mde (b)W) =1,1 <b< Weétal que #{1 <n < N | Wn +
b é primo} é méaximo, pois, de fato, sé precisamos da estimativa
/N\(n) > c- e N, para alguma constante positiva c. Esse
er N<n<2ep N
mesmo truque deve ser usado na prova da generalizacao do teorema
principal para a existéncia de progressoes aritméticas arbitrariamente
longas em conjuntos de primos com densidade positiva (tais conjuntos
nao necessariamente conterao primos congruentes a 1 médulo W). O
resto do argumento nao precisa de modificaces substanciais.
Olhando retroativamente para a prova, vemos que o termo de erro
no teorema principal ndo precisa ser o(1), mas basta ser, por exem-

1
plo, = ¢(k,d)+0(1), o que permite tomar w(N) uma constante grande

dependendo apenas de k. Isto faz com que a perda na proporgao de
primos devida a passagem de n para Wn+1 seja uniformemente lim-
itada em N, o que permite provar que existe uma constante (k) > 0
tal que o nimero de progressoes aritméticas formadaszpor k ntimeros

primos entre 1 e N é pelo menos (y(k) + o(1)) ;- Por outro

N
(log V)
lado, argumentos da teoria do crivo mostram que o niimero de tais
progressdes aritméticas é O (N?/(log N)¥), e logo a estimativa infe-
rior obtida difere do niimero correto apenas por um fator limitado.
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3.5 Apéndice ao Capitulo 3: dois resulta-
dos elementares de teoria dos numeros.

I) A féormula da inversao de Mobius.
Definimos a fungao de Mobius como a funcao p: N* — Z dada por
] 0 se existe p primo tal que p?|n
uin) = (=1)* sen =pipz...pr, com p; < py < --- < pj pPrimos
Em particular, u(1) =1 (1 é o produto de 0 fatores primos).

Obs.: A fun¢do p é multiplicativa, i.e., mde(mn) = 1 = p(mn) =
plm) - ().
E bastante comum associar a uma funcao f: N* — C outra funcao
g: N* — C dada por g(n) = > f(d). A férmula da inversao de
d|n

Mobius permite recuperar f a partir de g. Provaremos inicialmente
0 seguinte

0, > 1
Lema 3.5.1. > u(d) = sen
dln 1, sen=1

Demonstragao. Temos Y u(d) = p(1) = 1. Suponha agora que
a1

n > 1. Seja p um fator primo de n. Temos X = {d > 1;¢*lm = q=1

edn} =YUZ ondeY ={de X;ptdleZ ={de X;pld} =

{p-d,deY}. Sednepu(d) # 0 entdo d € X. Por outro lado, se

deY, ulp-d = —p(d), pois as paridades dos nimeros de fatores

primos de d e de p - d sdo distintas. Portanto,

Dould) =" pld) =D p(d)+ Y p(d)
d|n

dex dey dez

=D (u(d) +ulp-d)) =) 0=0.

dey dey
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120 [CAP. 3: CONSTRUCAO DA MEDIDA PSEUDO-ALEATORIA

Teorema A.2 (Férmula da inversao de Mobius): Sejam f,g: N* —
C fungoes tais que g(n) = Y. f(d), para todo n € N*. Entao temos

d|n
fln)=> u(%)g(d), para todo n € N*,
d|n

Demonstragao. Queremos provar que

Fo) =" n(5)g(d = Y- n(5) (3 F(@)).
din

din d'|d
mas
S () (S s@) =S p)- (3 u()
dn d'|d d'|n d’|d|n
=D _fd)(3_pd) =f
d'|n J|§
; 5 )0, se n/d >1,ie,sed <n
por c'[% wld) = {1, sen/d =1,1ie,sed =n.

II) A ordem méxima de d(n).

Seja d(n), para cada n € N*, o nimero de divisores (positivos) de

n. Temos entao o seguinte

Teorema A.3: Para todo € > 0 existe ng € N tal que n > ng =

d(n) < 2(1+€) log n/ log 10gn.

o, (2

Demonstragao. Seja n = pi"'ps*...pp*, p1 < p2 < -

primos a fatoracao prima de n. Temos entao

k
dn)=[[0+a)= [ @Q+ayx

j=1 p;<(logn)i=3

X H (14+«;), onded=¢e/2(1+¢).

pj>(logn)t=°

< Dk
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Para todo j, 1+ a; < 2%, donde

> aj;
[T (+ayommees
p;j>(logn)t—3

< 210g n/ log((logn)*~9%)

— 210g n/(1-48)loglogn

> @
i _ . ogn)l—19
(de fato, n > H pJOfJ > ((10gn)1 §)p1>(1 gn)t )
p;>(logn)l—9
lo .
Por outro lado, para todo j, 1 +a; <1+ % , pois n > pi? >

og

2% = logn > «ajlog2. Assim,

1 (logn)*~?
og
p;<(logn)l—9

Temos entao

k
d(n) _ H(l + aj) < 210gn/(175) log log n+O(log n/ loglog n)
j=1
< 2(1+s) logn/loglogn

1

1
e te
-6 1-25 F°¢ =

se n é suficientemente grande, pois

Corolario. Para todo ¢ > 0 existe ng € N tal que n > ny =

#{p primo, p|n} < (1 + ) logn/loglogn.
(De fato, temos 2#{P primo.pln} < q(n), para todo inteiro positivo

Nota: E possivel provar que, se p; < ps < --- < pg sao os k primeiros
nimeros primos e Ny = ]—kl p; entdo d(Ny) > 2%, para k su-
ficientemente grande. Dé:flato, pr < 2rlogr, para todo r grande,
donde log Ny, = .Xk:l logp; < O(1) + i(log? + logj + loglogj) =
j=

Jj=2
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O(1) + klog2 + klogk — k 4+ o(k) + kloglogk + o(k) = k(logk +
loglogk — (1 — log2)) + o(k), donde

log Ni./loglog Ny, < k(logk + loglog k)/ log(k(log k + loglog k))
< k =logd(Ny)/log2,

para todo k suficientemente grande.
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