10 PROBLEMAS - BRASIL

Carlos Gustavo T. de A. Moreira

PROBLEMA 1: Em que situacoes podemos trocar as posicoes dos pon-
teiros de um reldgio (que tem ponteiros das horas e dos minutos) e continuar
obtendo uma hora possivel? Mostre que esse é um fenémeno peridédico e cal-

cule seu periodo.

PROBLEMA 2: Seja Qo o quadrado de vértices Py = (1,0), P, = (1,1),
P, = (0,1) e P; = (0,0). Seja Ag o interior desse quadrado. Para cada
n € N, P4 é o ponto médio do segmento P, P, 1, Q, é o quadrildtero
de vértices P,, Ppy1, Phio € Pyig e A, é o interior de @,,. Encontre a

intersecao de todos os A,,.

PROBLEMA 3: Sejam a > 0 e P; P, P3P, P5 uma poligonal aberta contida
entre a reta P; P5 e a paralela a ela passando por P;. Prove que existem
pontos Ps e P7 no plano, com P5Ps = a, de modo que é possivel ladrilhar o

plano com infinitos ladrilhos congruentes ao heptagono Py P, P3Py PsPgsPs.

PROBLEMA 4: Considere um torneio de xadrez envolvendo brasileiros e
argentinos em que cada jogador joga contra cada um dos outros exatamente
uma vez. Ao final do torneio, cada jogador obteve metade dos pontos que
conquistou jogando contra brasileiros e metade jogando contra argentinos.

Prove que o nuimero total de jogadores do torneio é um quadrado perfeito.

Obs.: Cada vitéria vale 1 ponto, empate vale 1/2 ponto e derrota 0 ponto.

PROBLEMA 5: a) Prove que existe uma unica seqiiéncia ag, ay, . . ., ag, . . .

com ay, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} para todo k e ag = 6 tal que, para cada
n—1 )

inteiro positivo n, o nimero z, = > a;-10’ = ag+10a; +-- -+ 10" ta,_1
§=0

é tal que 22 — x,, é miltiplo de 10™.

b) Prove que a seqiiéncia (ax) acima nao é periédica.
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34 10 Matemadticos, 100 Problemas

PROBLEMA 6: Sejam (z,,) a seqiiéncia definida por z1 = 2, x5 = 2%,
Vn > 1 e (yn) a seqiiéncia definida por y; = 2001, y,pq = 20012,
Vn > 1. Prove que existe ¢ natural tal que y, < z,4+. para todon € N e

determine o menor ¢ com essa propriedade.

PROBLEMA T7: Prove que todo nimero natural n < 21000000 pode ser
obtido a partir de 1 fazendo menos de 1100000 somas; mais precisamente,
existe uma seqiiéncia finita de naturais zg,z1,...,xr com k& < 1100000,
xo =1, x = n tal que, paracadai =1,2,...,k, existem r,s com 0 < r < i,

0<s<iex; =z, + Ts.

PROBLEMA 8: Seja f uma funcao do plano no plano que satisfaz
d(P,Q) =1 = d(f(P), f(Q)) = 1 para todos os pontos P e @ do plano.
Mostre que d(f(P), f(Q)) = d(P, Q) para todos os pontos P e @ do plano.

Obs.: d(X,Y) denota a distancia entre X e Y.

PROBLEMA 9: Dois matematicos, perdidos em Berlim, chegam a es-
quina da rua Barbarossa com a rua Martin Luther, e precisa chegar a es-
quina da rua Meininger com a rua Martin Luther. Infelizmente eles nao
sabem para que lado fica a rua Meininger, nem a que distancia ela esta,
logo sao obrigados a ir e voltar ao longo da rua Martin Luther até chegarem
a esquina desejada.

Qual é o menor valor para um numero positivo K tal que eles podem ter
certeza de que, se hd N quarteirées (ou quadras) entre as ruas Barbarossa e
Meininger entao eles conseguem, andando sempre juntos, chegar ao destino

percorrendo no maximo KN quarteirdes (ou quadras)?

PROBLEMA 10: Determine todas as triplas (a, m, n) de inteiros positivos
tais que a™ + 1 divide (¢ + 1)™.

Notas: (sobre as origens dos problemas)

O Problema 1 apareceu originalmente em meu artigo “Ainda os ponteiros
do rel6gio”, na Revista do Professor de Matemética n® 15 (1989), p. 35-36.

O Problema 2 foi proposto na 132 Olimpiada Brasileira de Matemaética,
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Brasil 35

em 1991.

O Problema 3 é uma variagao de um problema que o Prof. Eduardo
Wagner me prop6s durante a VI Olimpiada Iberoamericana de Matemética,
em 1991 na Argentina, onde o Wagner foi lider e eu fui vice-lider do Brasil.
Acho que eu ganhei um gim-tonica do Wagner por té-lo resolvido na época.
Se nao me engano o problema foi proposto inicialmente pelo professor russo
Valery Vavilov.

O Problema 4 caiu na 142 OBM, em 1992. Ele me foi comunicado
originalmente pelo Marco Anténio Meggiolaro, e acho que o problema tem
origem russa.

O Problema 5 é uma extensao de um problema que caiu na IV Olimpiada
do Cone Sul, em Petropolis, 1993.

O Problema 6 foi proposto na Eureka 10 (2001).

O Problema 7 caiu na IX Olimpiada Iberoamericana, em Fortaleza, 1994.

O Problema 8 caiu na 192 OBM, em 1997. Eu o tinha visto pro-
posto e escrevi uma solucao dele no livro de problemas do Mathematisches
Forschungsinstitut Oberwolfach.

O Problema 9 é baseado em fatos reais, ocorridos comigo e com o prof.
Nicolau Saldanha durante o Congresso Internacional de Matemética de
1998, em Berlim. Ele caiu na 202 OBM, em 1998 (na verdade o enunciado
original foi ligeiramente alterado aqui para evitar uma dupla interpretacao
que ocorreu na prova).

O Problema 10 fez parte do banco da XLI IMO, realizada na Coréia
do Sul, em 2000. Este problema foi baseado numa pergunta de Andrés Ko-
ropecki, que foi meu aluno num curso de Introducao a Teoria dos Ntumeros,
no IMPA.
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36 10 Matemdticos, 100 Problemas

PROBLEMAS SUPLEMENTARES - BRASIL

PROBLEMA 11: Sejam n um inteiro positivo e A C Z/n?Z um conjunto
de n classes de congruéncia médulo n?. Prove que existe B C Z/n’Z,

também com n elementos, tal que

A+B={z+ylx € A, y€ B} CZ/n*Z tem pelo menos n*/2 elementos.

PROBLEMA 12: Uma prova de miiltipla escolha com n questoes é feita
por k alunos. Uma resposta correta na i-ésima questao vale p; pontos, onde
p; € um inteiro positivo, para 1 < i < n. A nota de cada aluno é a soma
dos pontos correspondentes as questoes que ele acertou. Apds a realizacao a
prova, foi observado que, mudando os pesos p;, as notas dos alunos podem
estar em qualquer uma das k! possiveis ordens (em que ndo hd duas notas

iguais). Dado n, qual é o maior valor possivel de k ?

PROBLEMA 13: Sejam a e b inteiros maiores que 1 tais que a™ — 1 divide
b” — 1 para todo inteiro positivo n. Prove que b = a* para algum inteiro

positivo k.

PROBLEMA 14: Prove que, para todo inteiro positivo n e para todo
inteiro ndo-nulo a, o polinémio £ +az"” ' +ax™ 2+ - -4ax—1 é irredutivel,
i.e., nao pode ser escrito como o produto de dois polinémios nao-constantes

com coeficientes inteiros.

PROBLEMA 15: Sejam ¢ a reta {(x,y) € R?|y = 0}, C; o circulo cen-
trado em (0, ) de raio & e C3 o circulo centrado em (1, %) de raio 3.

Seja F o conjunto dos circulos em R2? com as seguintes propriedades:

l) {01,02} Cc F

ii) Se C e C’ pertencem a F, sdo tangentes entre si e tangentes a £ entéo

o circulo C tangente aos dois circulos C' e C’ e a reta ¢ pertence a F.

ii) Se F' é um conjunto de circulos satisfazendo as propriedades i) e ii)

acima entdo F C F.
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Brasil 37

Determine o conjunto dos pontos de tangéncia dos circulos C € F

com a reta £.

PROBLEMA 16: Seja n > 2 um inteiro. Existem n pulgas numa reta
horizontal, nem todas no mesmo ponto. Para um dado niimero real positivo

A, define-se um salto da seguinte maneira:

e Escolhem-se duas pulgas quaisquer nos pontos A e B, com o ponto A

a esquerda do ponto B;

e A pulga que estd em A salta até o ponto C da reta, a direita de B,

tal que % =\

Determine todos os valores de A para os quais, dado qualquer ponto M
na reta e quaisquer posigoes iniciais das n pulgas, existe uma sucessao

finita de saltos que levam todas as pulgas para pontos a direita de M.

PROBLEMA 17: Seja a a maior raiz real da equacio x> — 322 +1 = 0.

2004J

Prove que |« ¢ multiplo de 17.

Obs: Dado um numero real z, |z] é o unico inteiro tal que |z] < = <
lz] + 1.

PROBLEMA 18: Prove que, para todo inteiro positivo n, existe um con-
junto A de inteiros positivos com n elementos tal que a soma dos elementos

de qualquer subconjunto nao-vazio de A é sempre uma poténcia nao-trivial.

Obs.: Dizemos que um inteiro positivo é uma poténcia nao-trivial se ele

b

pode ser escrito como a’, com a e b inteiros maiores que 1.

Notas: (sobre as origens dos problemas)
O Problema 11 fez parte do banco da 402 IMO, realizada em 1999, na
Romeénia.
O Problema 12 caiu na 272 Olimpiada Russa de Matemética, em 2001.
O Problema 13 é o Problema 10674 do American Mathematical Monthly

(vol. 105, 1998, p. 560), proposto por Marius Cavachi, de Constanta, Roménia.

O Problema 14 caiu na Olimpiada Romena de Matematica de 1992.
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38 10 Matemdticos, 100 Problemas

O Problema 15 é um problema classico. Os circulos do conjunto F sao
conhecidos como Circulos de Ford, e foram introduzidos no artigo “Frac-
tions”, de L.R. Ford, publicado no American Mathematical Monthly vol.
45 (1938), p. 586—601.

O Problema 16 caiu na 412 IMO, realizada em 2000, na Coréia do Sul.

O Problema 17 foi adaptado do banco da 292 IMO, realizada em 1988,
na Austrélia.

O Problema 18 foi adaptado do banco da 332 IMO, realizada em 1992,

na Russia.
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SOLUCOES DOS PROBLEMAS - BRASIL

SOLUQAO 1: Sejam a e B os angulos que os ponteiros das horas e dos
minutos, respectivamente, fazem com o eixo das 12 horas as h horas e m
minutos. Temos § = 6m e a = 30h + m/2. Note que h é um inteiro
com 0 < h < 12em é um real com 0 < m < 60. Temos entao 3 =
12 (a - 30 L?)O‘—OJ) Se pudermos trocar as posigoes dos ponteiros, devemos
ter a = 12 (5 —-30 {%J), ou seja, 30h + F = 12 (6m —30 L%J), ou seja,

= %. Sendo k£ = h + 12 L%J, temos entdo m = 8% ¢ b =

143
k—12 2| =k —12[125]. Como 0 < m < 60, devemos ter 0 < k < 143.
12k | _ | k e K 12k 12k k _ k 1
Note que, nesse caso, LEJ = LEJ’ pois i3 S 143 [§ 143 — 12 — 12.143 < 13

quando 0 < k < 143. Assim, temos as 143 solugbes: tal genémeno ocorre

as k —12 L%J =k—12 L%J horas e % minutos, para cada inteiro k com

0 <k < 143 (note que 0 < k — 12 L%J < 12 para todo inteiro k).

Para ver que esse é um fendmeno periddico, note que se 0 < k < 130, o

evento associado a k ocorre as k — 12 L%J horas e % minutos, enquanto

o evento associado a k + 12 ocorre as k + 12 — 12 L%J =k + 12 —

5 B k 60(k+12) . . 60-12 _ 720
12 (|5 +1) = k — 12 | {5| horas e ==}~ minutos, ou seja, 22 = 723

minutos depois.

Por outro lado, se 0 < h < 10 entao o evento associado a k = h + 12 -
11 = h + 132 ocorre as h 4 132 — 12 | 2432 | = h 4132 — 12| {5 + 11| =

h+132 — 12 = h horas e 221 +152) minutos, enquanto o evento associado a

143
k=h+1ocorre as h+1— L%J = h+1 horas e %;1) minutos, ou seja,

_ 60(h+132) | 60(h+1) _ 6012 _ 720 . - ; : 5
60 3~ T a3 = 143 = 113 Winutos depois. Assim, o fenémeno
é periddico com periodo % minutos = 5 minutos % segundos = 5 min-

utos 2,097902097902... segundos, associado & seguinte seqiiéncia de va-
lores de k: 0,12,24,...,132,1,13,25,...,133,...,10,22,34,...,142, 11,23,

35,...,131 (note que o evento associado a k = 131 ocorre as 11 horas e

60-131 __ _ 6012 _ - : 4 720 - 2
a5 = 60 143, minutos, isto €, {73 minutos antes do relégio marcar

novamente 0 horas 0 minutos, o evento associado a k = 0).
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40 10 Matemadticos, 100 Problemas

Obs. 1: Os ponteiros se superpoem as h horas e % minutos, para 0 <

h < 10. Esses casos correspondem a tomar k = 13h em nossa expressao das

solugoes.

Obs. 2: Podemos mostrar de outro modo que o fenémeno é periddico: de

60k
143>

as h horas e m minutos). Por outro lado, de 30h + 3 = 12(6m — 30| ])

segue que 30z = 360(12{z} — [12{z}]) onde {z} = = — |z| = &, onde

x = 12{12{z}} = 12(12{z} — [12{z}]|). Como 143z ¢ inteiro, segue que
143{z} e p = 143{12{z}} sdo também inteiros, donde x = 12p143. Como

0 <z <12, temos 0 < p < 142, e como o fendmeno ocorre exatamente 143

N 12 . N s
vezes, ele ocorre as 12£ horas para cada inteiro p com 0 < p < 142, e logo é

143
um fendémeno periédico de periodo % horas = % minutos.

m = segue que x = h + ¢ = h + % (z marca o tempo, em horas,

SOLUCAO 2:
Primeira solucao:

P, + P,
Temos P44 = %

. Portanto, P41+ 2P,42+2P,43+2P,14 =
P7L+2Pn+1+2pn+2+2pn+37 10g0 Pn+2pn+1+2pn+2+2pn+3 =P+
2P, + 2P, + 2P; = (3,4), para todo n € N, donde, como A, é sempre

convexo,

(3 4) Py 4+ 2Py + 2P0+ 2P 3

TT) 7 -

3/1 2 4 (Pypyo+ Pogs
=-(zZP,+ZP, Z(Int2 T n43
7(3 3 “)+7( 2

sempre pertence ao interior de A, . Se mostrarmos que o didmetro (maior

distancia entre 2 pontos) de A,, tende a 0, teremos mostrado que a intersegao

, 3 4
de todos os A4, é {<?, 7) }

Para isso, note que o diametro de ABC'D é diam(ABCD) = max {AB,

Pn+Pn+1
2

Pn+1 +Pn+2
2

Poyo+ Poys

3 Pn+5: 9

Pn+4: 3 Pn+6:

P Pris+ Poya 2Ppq3+ Py + Pog
n+7 — 2 - 4
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Brasil 41
e
P77,+4+Pn+5 Pn+2pn+l+Pn+2
Pn+8 = = '
2 4

Assim,

. Pois—P, 1

Prois5Prie = |Pn+6 - Pn+5| = ’% = ) P11 Prys,

Pn+5pn+7 = |Pn+7 - Pn+5| =

1 1
<_Pn‘_Pn _Pn_
_2| +3 +2|+4|

Pn+5pn+8 - |Pn+8 - Pn+5| -

Pn+6Pn+7 = |Pn+7 - Pn+6| =

2P,y 3+ Py — Pyy1 — 2P0 <

4 >
_ Pn+2Pn+3 PnPnJrl
Pn+1|— 4 2 )
Pn_Pn+2 :Pnpn+2
4 4 ’
Pn+Pn+l_2Pn+2

4

< |Pn_Pn+2‘ + |Pn+1_Pn+2‘

4 4

Poi6Prys = |Prts — Poys| =

1 1
=7 P,P,o+ 1 PoyiPoio,

Pn+2pn+1fpn+2*2pn+3
4

1 1 1 1
S§|Pn+lfpn+3|+Z|Pn*Pn+2|:5 n+1pn+3+zpnpn+2;

Pn+7Pn+8 - |Pn+8 - Pn+7| - ’

< | Prt2 — Prysl

Poio+ Py — 2Py

<

|P7L+17Pn+3| _ 1

4

- 4 4

1
Z n+2Pn+3 + Z Pn+1Pn+3 .

3
Portanto, diam(Pn+5Pn+6Pn+7Pn+8) S Z diam(PnP7,+1Pn+2Pn+3), donde

k k
. 3 .
diam(Psg Psk+1 Pskt2Psit3) < <Z> diam(Py Py Py P3) = v/2 - <Z) ,

3

que tende a 0, o que implica o nosso resultado.

Segunda solugao:

Podemos escrever P, = Qg + Q10" + Q20" + Q37", onde 1, o, 3 e

rz+1
2

~ sao as raizes de z* — (

= 0, ou seja, a, O e <y sdo raizes de
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42 10 Matemadticos, 100 Problemas

223 4+ 222 + 224+ 1 =0 (pois (z —1)(22° + 222 + 20 + 1) = 22* — 2 — 1).
Temos P(x) = 223 +22% +22x+1 = 2(z — ) (z — 8)(z — ). Como P(0) = 1,
P(-1)=-1e P< — %) = i podemos supor que —1 < a < —%, logo
By =-12a <lefB+v=—-1—ac (-1,0), donde (B + )% — 4By =
1+2a+a?+=<0poisa<0=a+—<-2elal <1=a?<1. Assim,
(B—7)? <0, dgnde B e sao complexosaconjugados, el =y =vBy<1.
Portanto, P, tende a @)y quando n cresce, e logo a intersecao de todos os

A, deve ser Q.

Para calcular ()q, observe que:

Qo+@Q1+Q2+Qs=51

Qo+ Qia+ Q28+ Qsy =P
Qo+ Q10 + Q2% + Q37* = P
Q1+ Q10° + Q2% + Q37° = P

= TQo+Q1 (14+2a+202+203)+ Q2 (14284262 +23%)+ Q3 (1+27+272+273)
= Py+2P+2P>+2P; = TQo = Py+2P1+2P>+2P; (pois «, 3 e 7y sdo raizes
de

Py + 2P, + 2P, + 2P;

3 4
22% + 222 +2x 4+ 1) = Qo = - :(?,?>

SOLUQAO 3: Trace a paralela a P3P, passando por P;. O ponto P;

pertencerd a essa reta e teremos Py Py = P3P,. O ponto Ps pertencerd a

paralela a P3P, passando por Ps; e satisfard PsPs = a, ou seja, PsPs =
e

Al P:P4| - P3Py.

Rodando o heptdgono H = P; P, P3Py P5PsP; de 180° em torno do ponto
médio de P P> obtemos o heptdgono H' = P PyP}{P,P.P;P; com P| = Ps,
Pj = Py, P; = P;, P, = P;. Transladando infinitas vezes os heptdgonos H

—_—
e H' por k. P3Ps, k € Z, cobrimos uma faixa dentada, que, transladada

—
infinitas vezes por m. P;Ps;, m € Z, nos permite cobrir o plano. Desta

forma, cobrimos o plano com os heptdgonos H + K - P3P +m - PyPs e
— —_—
H' +k-P3sPs+m-P,Ps, m € Z, de interiores disjuntos e todos congruentes

a H.
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Brasil 43

SOLU(}AO 4: Como cada brasileiro conquistou metade de seus pontos
jogando contra brasileiros e metade contra argentinos, o total de pontos
que os jogadores brasileiros conquistaram contra brasileiros é igual ao total
de pontos que os brasileiros conquistaram contra argentinos. Do mesmo
modo, o total de pontos que os argentinos conquistaram contra brasileiros é
igual ao total de pontos que os argentinos conquistaram contra argentinos.

Em um torneio com n jogadores onde cada jogador joga conra cada um

dos outros uma vez, hé w partidas disputadas, e em cada partida é

disputado um ponto, de modo que o nimero total de pontos do torneio é
n(n—1)
2

os argentinos conquistaram contra argentinos é

Assim, se hd a argentinos e b brasileiros, o total de pontos que

ala—1) .
=5 (que, como vimos

acima, ¢é igual ao total de pontos que os argentinos conquistaram contra

brasileiros). Do mesmo modo, o total de pontos que os brasileiros conquis-

b(b—1)
2

conquistaram contra argentinos). Por outro lado, o total de pontos do

torneio é %, donde

taram conra brasileiros é (igual ao total de pontos que os brasileiros

(a+b)(a+b—1) :2.a(a—1) +2.b(b—1),
2 2 2
elogo a+b = a? —2ab+ b*> = (a — b)%. Assim, o ntimero total a + b de

jogadores do torneio é um quadrado perfeito.

SOLUQAO 5: a) Temos 1 = 6 e, para cada k > 1, xp41 = = + ag - 10%,
donde xz_H — X1 = (2 +ap - 107)2 — (21, + ag - 10F) = 22 — xp, + ay - 10% -
(2zg, — 1+ ay, - 10%).

Suponhamos, por hipétese de inducao que xi — 1, = by - 10F. Assim,
mi_ﬂ — 2py1 = 10°(bg + ap(2z — 1 + ay - 10F)). Queremos mostrar que
existe uma unica escolha de ay que faz com que :C% 41 — Tk+1 seja multiplo
de 10%t!, mas isso equivale a mostrar que existe uma tnica escolha de ay
que faz com que by + ax (22, — 1 + ag - 10¥) seja multipoo de 10. Como
x3, é um nimero de forma 10my, + 6, temos by + ax(2zr — 1 + ay, - 10F) =
bi +ap +10(2my, +1+ay — 1071 - ay,, e portanto by, +ay (22 — 1+ ay - 10%)
é multiplo de 10 se e somente se by + ar ¢ multiplo de 10, mas, dado by,

existe um unico ay, € {0,1,2,...,9} com essa propriedade.
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44 10 Matemadticos, 100 Problemas

Obs.: De fato, x,, é o inico nimero de n algarismos terminado em 6 tal que

2 — 1, é multiplo de 10". Para mostrar isso, note que se 2 —z,, = (2, —

1) é multiplo de 10" com x,, terminando em 6 (e =, — 1 terminando em 5),

xT

entao x,, deve ser miultiplo de 2" e x, — 1 deve ser miltiplo de 5™. Assim,
se yp, € outro nimero com essas propriedades, ©, —yn, = (X, — 1) — (Y — 1)
é ao mesmo tempo multiplo de 2" e de 5™, e logo é multiplo de 10™. Como

T, € Yn tém n algarismos, eles devem ser iguais.

b) Suponha que existam um inteiro positivo P e um natural ng tal que
Gk4+p = ar, para todo k > ng. Entao xpy, — 10P2; = Tpy4p — 10P2,, para
todo k > ng. Assim, se m = xpy4p — 10Pxy,, temos xp4p — 10Pzy, = m, para
todo k > ng. Por outro lado, pela observagao acima, x, = 0( mod 2") e
T, = 1( mod 5"), para todo n > 0, donde x4, —10Pz; = 0( mod 2¥) para
todo k > 0. Assim, m = x4, — 10Px;, = 0( mod 2¥), para todo k > no,
donde 2%|m, Vk > ng, e logo m = 0, mas entdo terfamos Tpotp = 10Px,,,

donde 10|@y,+1, Mas Ty, +p termina em 6, absurdo.

SOLUCAO 6: Note que z5 = 22 = (216)2"" = 5536409 > 20014002 >
440222,  Vamos mostrar que Ty 4 > yéooz > 1y para todo k > 1,
por indugdo. Como y;d\/[:2001yiom,y,‘ig_of:20014‘002'?’%001<(211)4002'yi001 =
044022-y7°° 2440220;424 < 2%+4 = g5 (POiS Tpya > x5 > 440222 =
44022 - x,lcfi < Tg+4), O que prova nossa afirmagao. Assim, C' = 4 satisfaz
a condicao do enunciado. Vamos ver que de fato 4 é o menor valor de C'
com essa propriedade. Para isso, basta ver que x5 = w243 < y2: temos
Yo = 20012001°°" 5 9277 5 92'% _ o
Obs.: Mais geralmente, se 0 < a < 1 < e (Z,) é uma seqiiéncia ilimitada
de termos positivos tal que 27, < Zpt1 < 2Z5 entao existe C natural tal
que Tp—c < Zp < Tpyo para todon > C.

Para provar isso, sejang € N tal que Z,,, > max {(28)'/7, (2)%/}, e seja
b natural tal que z,,4p > Z?lf Mostraremos por indugao que Tp_(no—1) <
Z,?/Z < Zp < leﬁ < Zgip, para todo k > ng. De fato, 21 = 2 < 2/a <

2 . -
foo/ , €, por indugao, temos:

Z25 < (2Z§)2,@ — 22,6-2?< S 22ﬁ~93k+1,/zﬁ S 9Th+b

k+1 = = Tk4+b+1,
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e

2 o a go o, Lza/2
ZI?J/rl > (27K)*/2 = 257Kk > 25 Tr-(o-0ZK T > 9Th—(n0-) =gy 1y (0 7).

Assim, C' = max{b,ng — 1} satisfaz nossa afirmagcao.
Nota: Eu e o Artur Avila dizemos que uma seqiiéncia (Z,) que satisfaz
Tp—c < Zp < xpqco para algum C natural e todo n > C cresce torrencial-

mente. Esse tipo de crescimento aparece naturalmente num artigo nosso

sobre a dinamica da familia quadréatica.

SOLUQAO 7: A idéia é escrever cada natural n < 21000000 pa hage 2k

onde k é um inteiro positivo a ser escolhido: n = ag +a12* 4+az(2%)% 4 - -+

< 1000000
— k

a-(2%)", onde, para 0 < j < r, temos 0 < a; < 2¥ e r . Isso nos

da a seguinte construgao do ntimero n:
Primeiro criamos todos os algarismos entre 1 e 2 — 1: xy = 1, e, para
1<j<2K 9 xj =xj_1+1 = j+ 1. A partir dai, dado n = ag + a2F +
-+ a,(2%)7, fazemos xox_1 = a, + a, = 2 - a, e, para cada s e t com
0<s<r,0<t<ke(k+1)s+t>2, fazemos, se t > 0,
ToK 24 (k+1)s+t = T2k 24 (k+1)s+t—1 T T2k 24 (k+1)s+t—1

=2 Lok 24 (kt1)st+t—1>
e,set=0,s5>0,
ToK _o (k+1)s = T2k —24(k+1)(s—1)+k T Qr—s-
Assim,
Xoxk 1 =20, Tox =2 -Tox_1 =22 ay,... s Xok gy = 2*a,,
Tk oy (1) =25 - ar + ar_1, Tor oy (ki1)11
=202F ay +ar_1), o o oy gernyer = 2828 ar +ar_1),

zgk_2+2(k+1) = 2k(2k cQp + CLr_l) + Ap—2y...,
e, finalmente,

Tok o r(kt1) =2%(a; +2%(ax + -+ 2% - a,)) + ao
=ap+2" a1 +2%* ag+---+2"% .q, =n.
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21000000

Assim, todon € pode ser criado com no maximo 2¥ —24r(k+1) <

2k 24 &ZOOO -(k+1) somas. Tomando, por exemplo, k = 12, isso implica

21000000 13000000 <

com no maximo 4094 + 19

que podemos criar qualquer n <
1100000 somas.

Obs.: A melhor escolha de k é k = 13, que implica que podemos criar

qualquer n < 21000000 ¢om 1o méximo L8190 + %J = 1085113 somas.

SOLUQAO 8: Em primeiro lugar, observe que as imagens dos vértices de
um triangulo equildtero de lado 1 formam também um tridangulo eqiiildtero
de lado 1. Assim, dados dois triangulos eqtilateros de lado 1 com um lado
em comum, os vértices opostos ao lado comum podem ter mesma imagem
ou imagens diferentes distando v/3. Em outras palavras, se A e A’ sdopontos
tais que AA’ = /3. Entdo d(f(A), f(A")) € {0,+/3}. Vamosmostrar que, de
fato, d(f(A), f(A")) = V3. Se f(A) = f(A’), entdo tomando B com AB = 1
e A'B = /3, terfamos d(f(A), f(B)) =1 < d(f(A’), f(B)) = 1, o que seria
absurdo. Assim, d(A, A") = d(f(A), f(4A)) = V3 = d(f(A), f(A)) =
V3. Desta forma qualquer reticulado triangular formado por vértices de
triangulos eqiiildteros de lado 1 de interiores disjuntos e cobrindo o plano é
preservado por f, no seguinte sentido: a imagem deste reticulado também
serd outro reticulado do mesmo tipo. Em particular, pontos a distancia n

sao levados em pontos também a distancia n,n € N.

Este ultimo fato mostra que triangulos de lados 1, vn?2—n+1 e
VnZ +n — 1 que tém 4rea v/3/4 sdo preservados pela funcio f, ja que seus

vértices estao em reticulado triangular de lado 1.
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AB=+v/n?2-n+1
AC =+v/n?2+n+1

Utilizando um procedimento analogo ao anterior, vamos agora considerar
a imagem dos vértices de dois triangulos deste tipo com o lado de medida
vVn2 +n + 1 em comum. Sendo X e Y os vértices destes triangulos opostos
ao lado comum, temos novamente que XY = ¢, = d(f(X), f(Y))) =0 ou
d(f(X), f(Y)) = XY = ¢,, onde

R S R
"V n24n+1

é o dobro da altura dos triangulos donsiderados em relagao ao lado comum.
Vamos demonstrar que os pontos a distancia €, tém, de fato, imagens dis-
tintas. Seja k, tal que kye, > 1 < (ky, + 1)ep.

Sendo d(Ag, A1) = &4, considere pontos A;, 2 < i < k, + 1 tais que
d(Ai, Aiy1)=¢en para 0<i<k, e d(Ao, Ak, +1)=1. Temos d(f(Ao, f(Ak,,,))=1

e, portanto,

kn
<> dlf (Ait1)) < d(f(Ao), f(Ai)) + knen,

i=0
se d(f(Ao), f(A7)) fosse 0, entdo 1 < k,e, < 1, 0 que seria absurdo assim,
XY =¢, = d(f(X), f(Y)) = €,. Como antes, temos que XY = ke, =
d(f(X), f(Y)) = ke, para k € N.

Agora, suponha que existam X e Y tais que f(f(X), f(Y)) # d(X,Y).
Sejam n € N tal que 4e, < |d(f(X),f(Y)) —d(X,Y)| e P € R? com
U2X) e N, d(P,Y) < 2y

Tome Q € R? com d(P,Q) = d(Y,Q) = £, = d(f(P), f(Q)) = d(f(Y),
f(@Q)) =en=d(f(P), f(Y)) < 2e, ecomod(P, X)=d(f(P), f(X)), temos
A(F(X), F(YV) = d(X, V)| < |d(F(X), £(Y)) — d(F(X), F(P)| + |d(X, P) —
dX, V)| < f(F(Y), f(P)) +d(P,Y) < 4e,, absurdo.

Obs.: As funcdes f: R2 — R? que satisfazem as condicdes do enunciado sdo
chamadas isometrias, e sdo composigoes de translagdes com rotagdes e/ou

reflexoes.
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SOLU(}AO 9: Como os matematicos nao sabiam para que lado nem a
que distancia estava a Meiningerstrasse, deviam adotar uma estratégia do
seguinte tipo: andar a; quarteirdes para um lado (digamos o direito), depois
voltar ao ponto inicial e andar as quarteirdes para a esquerda, depois ag
para a direita, depois a4 para a esquerda e assim sucessivamente, onde
ai,as,a7 ... SA0 numeros inteiros positivos com a; < a3 < a5 < ... e
az < ay < ag < ... até encontrar a Meiningerstrasse. Os piores cassos
sao quando a Meininger estd a asi41 + 1 quarteirdes a direita ou agy, + 1 &

esquerda da Barborossastrass, com k natural (convencionamos ag = 0).

Nesses casos, temos que entre o ponto inicial e o destino ha a, + 1
quarteiroes, e os matematicos andam no total 2a; +2as+- - - +2a, +2a,4+1 +
an + 1 quarteirdes até chegarem ao destino (com n = 2k + 1 ou n = 2k).
Assim, devemos ter 2a; + 2as + - - - + 2ap, + 26541 +an +1 <k (a, + 1), ou
seja, Spi1 < (%) (an +1) para todo n € N, onde S, = a1 +ag + - + ay.

Para k = 9 existem estratégias que satisfazem as condig¢oes do problema,
por exemplo tomando a,, = 2™ para todo m € N. De fato, teremos S, +1 =
2 +22 4.4 2ntl = 2nt2 9 <4 (27 4+ 1) = 2L (a, + 1) para todo n € N.

Mostraremos que 9 é o menor k possivel. Seja k < 9. Entao ¢ = %
é menor que 4. Se k satisfaz as condigoes do problema, deve haver uma
seqliéncia (a,) como acima com S,41 < ¢(a, + 1) para todo n € N.

Como a,, = S, —Sp—1 teremos Sy, 11 < ¢(S, —Sp—1+1) para todon € N.
Definimos U,, = S,, —¢, temos U, 1 < ¢(U,, —U,—1) para todon € N. Como
¢ < 4,U, > 0 paratodon > 3, e, definindo V;, = U, 4+1/U, para todon > 3,
teremos V,, < ¢(1—1/V,,_1) para todo n > 4, onde V,, > 0 para todo n > 3.
Entretanto, V,, < ¢(1 — 12/Vn_1) implica V;, — Vi,o1 < ¢(1 = 1/V,,—1) —

o 2
174 o cVn,l—c—Vf—l - T_C_(Q n—l) < c(c—4)
n—1 = Vn-1 - Va-1 — 4Vy 1

todo n > 4. Por outro lado, para todo n > 4 temos V,, — V,,

<0=V, <V,_1 para
c(c—4)
-13v. =

Vo = Vi1 < C(:;;l) para todo n > 4, donde V,, < V3 + %&ic_@ para todo

2
n > 4, absurdo, pois o lado direito é negativo para n > 3 + 6(4%7) . 1

SOLUQAO 10: Usaremos algumas vezes o seguinte fato, que segue do teo-
rema fundamental da aritmética: se m divide n* entao m divide mdc(m, n)*,

para quaisquer inteiros positivos m,n, k.
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Observemos que, como 2" é par para todo inteiro positivo n e 2 =
1™ +1 para todo inteiro positivo m, (1,m,n) é sempre solugdo. Vamos entéo
considerar o caso em que a > 2. nesse caso, devemos ter m impar. De fato,
sem épar,a™+1=(—1)"+1=2 (mod a+1), donde mde(a™+1,a+1)|2
e, pelo fato acima, a™ + 12", e logo a™ + 1 = 2F, para algum k < n,
o que implica que a é fmpar, e logo a™ = (a”/?)? = 1(mod 4), donde
2% = 2(mod4) = k =1ea™ =1 = a = 1, absurdo. E fécil ver que
(a,1,n) é sempre solugdo. Vamos entdo supor que m > 1.

Seja agora p um primo (impar) que divide m. Escrevemos m = p - £,
e fazemos b = a’.
(a* +1)* = (b+ 1)", pois  é impar. Portanto, 2+1 divide (b + 1)"1,

Assim, b? + 1 divide (a + 1)", que, por sua vez, divide

b1
» n—1
donde, pelo fato acima, %L b+1 divide mdc (bbJr—ﬁl, b+ 1) , mas, como b =
—1(mod b+ 1),
bP +1
Fl oty
b+1

(=Pt = (=1)P2 4 ... —(=1) + 1= P(mod b+ 1),

P41
b+1

cular, P d1v1de b+1 , que divide (b+ 1)""!, donde P divide b + 1. Sejam
entao C' e r inteiros positivos tais que b+ 1 = C' - P" e P nao divide C.
Temos entdo b” +1= (C-p" — 1)’ +1=1+(-1)+P-C-P" — (V) (C-
P2+ ...+ (C-P")Y = C-Ptl(mod P*?). Assim, a maior poténcia
de P que divide b? +1 é P"t1 e como a maior poténcia de P que divide
++11 P, donde bb+—+11 = P,
mas Gl = ppml b2 p b 1 > P 0P = (b — )P > 202
Assim, 2P~2 < P. Entretanto, para s > 5, 2572 > s (de fato, por indugao,

23 =252 > 525172 = 2.25"2 > 25 > s+ 1, para s > 5). Assim,

bP4+1 _ b3 41 _
b+1 b+l

b> —b+1=3, donde b> — b —2 =0 e portanto b = 2. Como b = a’, temos
a’ =2, donde a =2ef=1. Assim, temosa =2em =P -{ =3, e, como
9 = 23 4+ 1 divide (2 + 1) = 3" para todo n > 2, as solucoes sao dadas por
{(a,m,n) e (N*)3|a=1loum=1ou(a=2,m=3en>2)}

donde & T +1 d1V1de p” 1 elogo = P7", para algum natural r. Em parti-

b+ 1 ¢é P", a maior poténcia de P que divide 7

como P é um primo impar, temos necessariamente p = 3, e
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SOLU(}AO 11: Vamos mostrar que, dado um conjunto X C Z/n?Z, existe
t € Z/n?Z tal que (A+ {t})N X tem pelo menos | X|/n elementos, onde | X|

é o nimero de elementos de X. De fato,

ST IA+HHNX[ =D Y [t € Z/n’Zla+t = x} = |A]-|X| = n-| X|,
tEZ/n?Z acAzeX
pois, para cada a € A e v € X, existe um tnico t € Z/n?/zb tal que

a+t =gz Assim, 5 > [(A+ {t})n X| = |X|/n, donde o nimero
tEZ/n?Z
médio de elementos de (A + {t}) N X é | X|/n, o que claramente implica a

nossa afirmacao.
Agora, dado k > 0 existem t1,ts,...,tx € Z/n?Z tais que n? — |A +
{t1,t2,...,tx}| <n?(1— 1)k De fato, por indugio, dados tais t1,ta, . . . , tk,

pela afirmacio acima existe ty 1 € Z/n?Z com
(A+ {ter1 ) N(Z/WZ) \ (A+ {tr, ta, ... t&}))

> = |(Z/n?Z)\ (A+ {t1,ta, ..., ts})],

S|

donde

(A+{t1t, .t DO = [((A+ {t, 2, -t }) U (A + {tiga )€

< <1_%> A+ {t1, tay -t DE

k k+1
1 1 1
< (1——> n?. (1——) =n? (1——)

n n n

(aqui X¢ denota (Z/n%Z) \ X; temos |X¢| =n? — |X|).
Assim, existe B = {t1,t2,...,t,} tal que n? — |[A+ B[ <n?- (1 - 1)" <

n?/2, donde |A + B| > n?/2.
Obs.: Paran > 1, ((1 - l)n)71 = (L) >(A+H">14 (1)L =2

n n—1 n
n
donde( n ) < %

n—1

SOLUQAO 12: Vamos mostrar que o maior valor possivel de k é n.
De fato, é facil ver que k pode ser igual a n: dada uma bijecao o =

{1,2,...,n} — {1,2,...,n}, e supondo que, para 1 < i < n, o i-ésimo
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aluno acertou a i-ésima questao e errou todas as outras, se atribuirmos peso
pi =n+1—0(i) & questdo ¢ para 1 <14 <n, temos que o aluno de nimero
o~ 1(i) obteve a i-ésima melhor nota, para 1 <i < n.

Suponha agora que k alunos tenham feito k provas como no enunciado.
Para cada i < k, denotamos por V(i) € {0,1}" o resultado da i-ésima
prova: V(i) = (Vi1,Via,...,Vin), onde V;; = 1 se o i-ésimo aluno acertou
a j-ésima questdo, e V;; = 0 caso contrdrio. Se k > n, os vetores V (i),

1 <1 < k, sao linearmente dependentes ou seja, existem constantes Cj,
1 < i < k, ndo todas nulas, tais que Z C;V (i) = 0. Assim, passando os

termos com C}; negativo para o lado dlrelto da igualdade, obtemos constantes

positivas ai,as,...,a1,b1,ba, ..., bscomr,s > 1, 7"Jrs<l<:e2aZ (r(@)) =

Z b;V(B(4)), onde 7(1),7(2),...,7(r),a(1),a(2),...,a(s) sdo os indices ¢

tals que C; # 0 (os 7(j) sdo tais que Cr(;y > 0 e os a(j) sao tais que
Ca(j) < 0).
Agora, se 0 peso da i-ésima questao é pi > 0, a nota da i-ésima prova é

n(V(i)) = ZVZ “p; Sejam)\—Zb Za“ =i e g = =%
Jj= o Jj=1 /izl > b i;afn

j=1

Podemos supor sem perda de generalidade que A > 1 (sendo trocamos

os lados da 1gualdade)

Como 330, V(3()) = 53 a5 - VIr(), temos 325 - V(3() = A-

Z V(7(i)) e, como n(v) depende linearmente de V, temos

HM
I
s
™
MQNI
<
=
=
o
s
! /;
™
El
=
A
=
N

i=1 i=1

mas como Y. b; = z = 1, temos que Zb n(V(B(G) e 3 a; -
= = j=1 i=1

n(V(r(i))) séo respectlvamente médias ponderadas dos n(V(8(j))) e dos

)
n(V(r(i)))

, e a desigualdade acima claramente implica que nao podemos
ter N(V(7(2))) > n(V(B(j))) para todo i < r e j < s, e potanto as notas
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nao podem ficar em qualquer ordem.

Nota: Se k>n entao quaisquer vetores Vi, Va, ..., VLER"={(z1, 22, ..., Tn);

x; € R, Vi < n} s@o linearmente dependentes, isto é, existem constantes

C; € R, 1 <4 < k néo todas nulas tais que zk: C;V,=C1Vi+---+CV), = 0.
Podemos provar isso por indugao em n. Sézrln < n podemos identificar R™
com {(x1,Z2,...,%m,0,0,...,0) € R"; z; € R, Vi < m}. SeV; =0 para
algum ¢, podemos tomar C; = 1e C; =0,Vj #4i Sek >n+1, e
Vi, Va,..., Vi sdo vetores em R com V; = (:vgi),...,xffl_l) para cada
1 < k, temos duas possibilidades:

i) zs)ﬂ = 0 para todo ¢ < k. Nesse caso V; € R™ para todo i < k e o

resultado segue imediatamente pela hipétese de indugao.

ii) zs)ﬂ # 0 para algum i. Podemos supor sem perdade generalidade que
- )
isso vale para i = k. Nesse caso temos V; = Vj — "LV, € R” para
xr

n+1
todo j com 1 < j <k —1 e, por hipétese de indugao, como k —1 > n,

~ ~ k=1 _
existem Ci,...,Ck—1 € R néo todos nulos tais que > C; -V, =
j=1
0, mas, como f/J =V;—aj Vg, onde a; = xfﬁrl/xfﬁzl, e portanto

k=1 _ k -
21 C;(V; —a;jVy) = 0, donde 21 C;V; = 0, onde C; = C; para
= =

k=1 _
1<j<k—-1eCyr=— 7> a;Cj, o que prova o resultado.
j=1

SOLUQAO 13: Suponha por absurdo que b ndo seja uma poténcia de

a. Entdo existe k € N tal que a* < b < a*T!. Consideremos a seqiiéncia

o0
xn:%GN,Vnzl. Comoﬁ:a%+a2%+~-: le%,temos
j=
o0 o0 n n n
b" 1 b b b b" 1
oD g () () (&) o7
j= j=
N b _ (b/ak+1)n 1
ote que como —mim—y = == —— tendem a 0 quando n cresce, se

k
dofinimos o = (2" + (&) ++++ ()" = 35 (&), temos aue 2~y =

a
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szl) — a%l tende a 0 quando n tende a infinito. Por outro lado, como
Y, ¢ uma soma de k progressdes geométricas de razdes b/a’, 1 < j < k,
yn satisfaz a equac@o de ecorréncia Coynir + C1Yntk—1 + - + Cryn = 0,

¥V n >0, onde

C()(Ek + CﬂL’kil +ooo+ O+ C

_ her)2 <x ~ b> <x _ ’)2> (z _ bk>
a a a

(vejam o artigo “Equagoes de recorréncia” na eureka! No. 9).

Note que todos os C; sao inteiros. Note também que
COxn-i-k + Clxn-ﬁ-k:—l R Ckxn

= Co(Tntk — Yntk) + C1(Tntk—1 — Ynyh—1) + - + Cr(@n — Yn)

tende a 0 quando n tende a infinito, pois z,4+; — yn+; tende a 0 para todo
jeom 0 <j <k (ek estd fixo). Como os C; e 0s x,, sao todos inteiros, isso
mostra que Coxpik + Ci1Zpik—1 + -+ + Crxy,, = 0 para todo n grande.
Agora, como
b \" b 1
Tn = Un ¥ (W) + alk+n(gn — 1) S an -1’

temos
k b n+k—j
Coznir +Crpyp—1 + -+ Cra, = ZO C; (W) + Zntk—j |
=

onde
I ™ 1
" gk Dm(gm — 1) gm — 17

k »
Note que 3 Ci (22:)" ™7 = P () - (o51)", onde
P=

P(z) = Coz* + C1a* ' + -+ + Crr2 + Gy,

oo (e 8)(-5) (- 2).
a a a

f
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donde P (ak—llrl) # 0. Por outro lado, para todo j com 0 < j < k,

b n B (b/akJrl)kfj 1
Zn+k—J'/ ab 1) T anth=i =1 (ak=i —a=")(b/ak)"’

k
que tende a 0 quando n tende a infinito, donde wn:( > C’jxn+k_j)/ (ak%)n
7=0
tende a P (#) # 0, o que é um absurdo, pois, como vimos antes, w,, é

igual a 0 para todo n grande.

SOLUQAO 14: Vamos mostrar que, se a > 0, P, ,(x) := 2™ + az"~ ! +
ar"~? 4+ ... 4+ ar — 1 tem uma raiz (real) de médulo menor que 1 e todas
as outras n — 1 raizes de mdédulo maior que 1. Isso implica que, se a é
um inteiro positivo, P, ,(x) é irredutivel, pois, se P, ,(x) fosse redutivel,
terfamos P, ,(7) = f(x) - g(z), com f(z) =2F +b,2* 1+ ...+ bz +1e
g(z) =" F+Cra" 1 4. 4 C,_p_12—1, donde o produto dos médulos
das rafzes de cada um dos fatores f(x) e g(z) é igual a 1, mas isso leva
a uma contradigdo, pois, como todas as raizes de P, () exceto uma tém
médulo maior que ¢, um dos dois fatores, f(z) ou g(z), tem apenas raizes
de moédulo maior que ¢, donde o produto de seus médulos nao pode ser 1.

Note também que isso implica que P_,,(x) é irredutivel para todo
inteiro positivo a, o que permite concluir o resultado desejado: de fato,
temos Py pn(z) = —a"P_q,(2), donde, se P_,,(z) = f(z) - g(x) com f e
g polinémios de coeficientes inteiros de graus k e n — k, respectivamente,
temos P, ,(z) = f(z) - §(z), onde f(z) = 2*f(L) e g(z) = —2"Fg(1) sdo
polinémios de coeficientes inteiros e graus k e n — k, respectivamente. Note
que, se a > 0, P_, () tem uma raiz (real) maior que 1 e n — 1 raizes de
modulo menor que 1.

Vamos agora, finalmente, provar nossa afirmacao inicial. Note que
Pon(z)=2" -1+ aaz%, donde (z —1)P,n(z) = 2" + (a—1)2" —
(a + 1)z + 1. Por outro lado, temos P, ,,(0) = —-1e P, ,(1) =(n—1)a >0
(supondo n > 2), donde existe 5 com 0 < 8 < 1 tal que Py, (8) = 0. Assim,
P, (), elogo (x—1)P, n(x) é divisivel por z — (. Dividindo (pelo lgoritmo
usual de divisdo de polindémios) (z—1) P, (z) = 2" +(a—1)2"—(a+1)z+1
por x — 3, obtemos Q(x) = 2"+ (a+L—1)a" 1+ B(a+B—1)z" 2+ % (a+

f

“Livro'OEI'E
2008/9/1
page 54

—&



Brasil 55

B—1)z" 3+ + 3" 2(a+ - 1)z — 1/8 (usando o fato de que, como a
divisdo d4 exata, o coeficiente cosntante do quociente deve ser —1/3). Note
que a + 3 —1 > > 0 usamos que a é um inteiro positivo, donde a > 1,
mas, e fato, mesmo que a > 0 seja um real positivo arbitrario, a+8—1 >0
pois P, p(l—a)=(1-a)" -1+ (a—1)((1 —a)" ' —1) = —a < 0, donde
l—a < B <1),donde, se |z| <1, |Q(z)] < %ﬁf|x"|—\(a+ﬂfl)z"71|f

1872(a+B—1)a] > 1/F—1—(a+B—1)—-— " 2(a+G—1) = ~Q(1) =0
valendo as igualdades se e somente se x = 1. Como (se n > 2) 1 néo é raiz
de P, »(z), segue que todas as raizes de P, ,,(x) distintas de 8 (que também

s@o raizes de Q(z)) tém moédulo maior que q.

Nota: Esta solucdo é baseada num argumento do Artur Avila, medalhista
de outo na IMO de 1995.

SOLU(}AO 15: O conjunto dos pontos de tangéncia serd o conjunto
{(z,0),z € QN [0,1]}. Cada racional z € [0,1] serd representado por
pq onde p é inteiro, ¢ é inteiro positivo e mde(p,q) = 1. Para provar isso

mostraremos os seguintes fatos por indugao:

i) O circulo tangente em (%, 0) tera raio %

ii) Se os circulos tangentes em % e - sao tangentes entre si entdo

lps — qr| = 1.

Para isso, notemos que dois circulos centrados em (z,71) e (y,r2) s@o
tangentes & reta £ e tangentes entre si entao (11 —12)? +d? = (11 +172)? =
d?> =4rry =d= 2,/rirz, onde d = |z — y|.

As afirmacoes i) e ii) sdo verdadeiras para os circulos iniciais Cy e Ca. Se
o circulo C é tangente a ¢ e tem centro (%, ﬁ), o circulo C’ é tangente a fe

tem centro (£, 515) e gr — ps = 1 entdo, se o circulo C' tangente a C' e C” e

? 2z2
a reta £ tem centro (z,y) com 2 < xr < L entdo,sed =z — Z ed' =% —u,
devemos ter d' = Qf e d” = f,ed +d' = g—% = 1 , donde
% % = q_s =Yy= (q+5)2 ed’ - q+8) - r= p+d p(q(izri):)rq - ziz
(pois ps = gr — 1). Assim, Cé tangente em pIZ,O) e tem raio m.
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Como q(p+r)—plg+s) =qr—ps=1e(qg+s)r—(p+r)s=qr—ps=1
vemos que C' satisfaz 1) e ii).
Esses fatos implicam que todosos circulos criados terao centro em pontos

racionais. Basta provar agora que para todo racional % € [0,1], o ponto

(%, 0) é ponto de tangéncia de algum dos circulos;, Faremos isto por inducao
em ¢ (para ¢ = 1 o resultado é ébvio): basta mostrar se mde(p,q) =1 e
q > 2 que é possivel escrever p = p' +p" e ¢ = ¢ + ¢ com p,p”,q¢,q"
inteiros, ¢/, p"’ > 0e ¢p" —p'q’" = 1.

Estas equagdes podem ser escritas como ¢’'(p—p')—p'(¢—q’) = 1, ou seja,
dp—pg=1,0onde0< ¢ <qge0<p <p. Como mde(p,g) =1 existem
x,y € Z com pr+qy = 1, e teremos para todo k € Z, p(x+kq)+q(y—kp) = 1.
Certamente podemos escolher k de modo que 0 < = + kg < ¢ (note que z

nao é miltipo de ¢, sendo 1 = px + gy também seria), e entdo tomamos

_ pd'—1
q

/

¢ =x—kqgep = kp—y (temos p’
0<p <p).

, mas 1 < ¢’ < ¢, donde

SOLUCAO 16: A resposta ¢ para £ >

Devemos demonstrar duas coisas:

1
(n—1

3
a) que, para £ > ﬁ, existe uma seqiiéncia infinita de movimentos
que vai levando as pulgas cada vez mais para a direita, ultrapassando

qualquer ponto prefixado M;

b) que, para £ < ﬁ

existe um ponto M tal que as pulgas em um numero finito de movi-

e para qualquer posicao inicial dada as pulgas,

mentos jamais alcangam ou ultrapassam M.
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Comegaremos pelo item b). Sejam x1, s, ..., %, as posi¢des iniciais das
pulgas, com 1 < 29 < -+ < x,, de tal forma que z,, é a posicao da pulga
mais a direita. Seja

1
P=(———
(1-=(n-=1)0

O ponto P claramente esta a direita de todas as pulgas.

>~($n€'x1€~x2~~€~xn_1).

Afirmamos que se apés alguns movimentos as novas posigoes sao 7, . . ., z,

e definimos
P = (%) @ =l =l — =02 ).
(I=(n-1)0) " "

Se P’ < P, isto conclui a demonstragéo.

Basta considerar o que ocorre apdés um movimento.

Se a pulga que estava em x; pula sobre a pulga que estava em x,, entao
ay —tp =40 (xp—x;)ex), — L -xp=0,—LC 2,6 PP=P.

Qualquer outro caso é ainda mais favoravel. De fato, se a pulga que pulou
continua atrds de z,, temos z, = x, e x) + -+l | >z + -+ Xp_1,
donde P’ < P. Se ela passa de z,,, teremos x,, = z;+{(z;—x;) = x, —lx, <

/
x, —lx; =x; —lr; < xp — L5,

Item a) Se P = x, — ¢(x1 + z2 + -+ + x,—1) se, em cada movimento,
a pulga mais & esquerda pula sobre a pulga mais & direita, temos x!, =
Ty + (2 —21) = 2}, — b2y, = 2y —lx1 e P’ = P, donde P é uma constante

positiva (escolhendo a origem, por exemplo, em x,,). Temos entao

n—1
1 Z 1
n—1j=1($n_$j):xn_n—l(x1+...+mn_1)
Za:n—f(:vl—l--“—i-:zn_l)zpé

1 n—1 P
xn—xlzmZ(xn—xj)zPéx;—xnzé(xn—xl)z

4 n—1
Jj=1

donde o ponto mais a direita caminha pelo menos % para a direita a cada
passo, logo tende a infinito. Como o ponto mais a direita, apés n — 1 passos
serd o ponto mais & esquerda, todos os pontos tendem a infinito (para a

direita).
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Nota: Na estratégia descrita na solugao do item a), o ponto mais & esquerda
se torna sempre o mais a direita, donde podemos definir z,4; = ] =
Zp + (x,, — 1), € teriamos simplesmente xz =41, Vj. Reduzimos entao
a analise dessa estratégia ao estudo da recorréncia linear 41 = (1+4)x, —
lx1, cujo polinémio caracteristico ¢ P(z) = 2" — (1 + £)a™ + ¢, do qual 1
é raiz, donde, como % =" —f(a" L+ 2" 2 +... + 2+ 1), a expressao
Ym = T — (-1 + Tp—2 + -+ + Ti—nt2 + Tm—nt1) € um invariante da
recorréncia, isto é, Y41 = ym Vm, donde y,, é constante. Dai vem nossa

férmula para P.

SOLUCAO 17: Seja f(x) = 2® — 322 + 1. Note que f(—%) = —% <0,
f(0)=1>0e f(3)=—-2 <0, donde f tem uma raiz 3 com —2 < <0
e uma raiz v com 0 < v < %. Além disso, como f(g) = —%7 < 0e
f(3)=1>0, temos % <a<3. Temos a+B+y=3ea?+3++% = (a+
B+7)?—2(aB+ay+By) = 32—-2-0 = 9. Assim, |y|—|8] = B+y=3—a >0,
donce |y > 18], e 7>+ |8]* < (%)2 + (%)2 = % <L

Seja agora, para cadan € N, S, = a™ + ™" + ™. Temos Sy = 51 = 3
e Sy = 9. Além disso, como o® = 3a? — 1, 82 =382 —1e > =372 — 1,
para cada n € N, temos a3 = 3a"t2 — o, "3 = 38712 — gn e j713 =
3,Yn+2
todo n € N. Além disso, como 0 < f+v =3 —«a < 1, e, para cada n > 2,
Bl A" = "B = = 1B]" > 0, e B+ < B+ Y] < [BP P < 1
temos a” < a4+ 0"+4" < a"+1, ouseja, S,—1 < o™ < §,. Como Sy, S e

— 7", e logo, somando as iguadades, temos Sy 3 = 3S,4+2 — Sy, para

So sao inteiros e S, 43 = 35,412 — 5, para todo n € N, segue que S, ¢é inteiro
para todo n € N, donde |a"] = S,, — 1, para todo n > 1. Assim, basta
provar que Sapos—1 é multiplo de 17, ou seja, que Sagps = 1(mod 17). Vamos
calcular S, (mod 17) para os primeiros valores de n, usando Sy = S; = 3,
Sy =9e S,t3(mod 17) = 35,,42(mod 17) — S)n(mod 17), V n € N; vamos
denotar S, := S, (mod 17) € {0,1,2,...,16}. emos entdo: Sy =3, S; = 3,
S9=9,83=3-9-3=7(mod 17), S, =3-7-3=1,55=3-1-9 =11,
S6=311-7=9,5,=39-1=9,8=3-9-11=16, Sy =3-16—9 = 5,
S10=35-9=6,511=36-16=2,5,=32-15=1,513=31-6 = 14,
Sy =314—2= 6, S15=36-1= 0, S16=3-0—14 = 3, S17=33-6=3
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e Sig =3-3—-0 =9 (todas as congruéncias sio médulo 17). Assim,
§n+16 = S, paran = 0,1 e 2 donde, como §n+3 = 3§n+2 — S, para
todo n € N, §n+16 =5, para todo n € N. Como Sy =581 = 1, temos
que §4+8k = 1 para todo k € N, donde Sapps = §4+8.250 = 1, e portanto
| @209 ] = Syp04 — 1 = Sap04 — 1 = 1 = 0(mod 17), que é o que queriamos

provar.

SOLUCAO 18: A = {4} é solugao paran =1, A = {9, 16} é solugao para

n = 2. Vamos provar a existéncia de um tal conjunto por inducao em n.

Suponha que A = {z1,...,2,} é um conjunto com n elementos e para todo

BCA B#0, > z= mg’{. Vamos mostrar que existe ¢ € N tal que o
zeB

conjunto A = {cxq, cxa, ..., cxy,c} satisfaz o enunciado.

Seja £ = mmel{kp, B C A, B # ()} o minimo miiltiplo comum de todos
os exponentes kpg.

Para cada B C A, B # () associamos um numero primo pg > £, de
forma que By # By = pp, # PB,, € associamos um natural r com rg = 0
(médulo p,), Vo # B, brg +1 =0 (mddulo pp) (tal rp existe pelo teorema

chinés dos restos), e tomamos

Cc = H (]_ + m%B)éTB.
BCA
BZ0
Como ¢ é uma poténcia f-ésima, ¢ é uma poténcia kp-ésima para todo
B C A, B # 0, portanto, para B’ C {cx1,cxa,...,cx,}, B # 0, teremos
B' = {cx | © € B} para algum B C A, B # . Logo ). x serd uma

rEB’
poténcia kp-ésima.
Além disso,
> w=crmpt)= | [T @amime ) pmpnrer,
XeB'U{c} XX;éC@AB

que é uma poténcia pp-ésima, pois rx é multiplo de pp para X # B e

Irg + 1 é multiplo de pp. O
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Solugao alternativa: O resultado segue do seguinte:

Lema: Dado um inteiro positivo r, existe um inteiro positivo k tal que
k,2k,3k,...,rk sao todos poténcias nao-triviais.
(De fato, basta tomar r = w e A={k,2k,...,nk}).

Prova do Lema: Sejam pi,po,...,ps todos os primos menores ou iguais
_ ) @) @) )
a r. Cada inteiro positivo j < r se fatora como j = p;' -py* ---- Spet

com az(j) € N, Vi,j. Vamos obter o inteiro k da forma k = pi"™* - py** -
-++ - pg's. Para isso, sejam qi,q2,...,q, primos distintos. Vamos escolher
mi,Mmsa, ..., Mg de tal modo que, para todo j < r, o nimero j-k = p(fgj)+ml~
pg‘gj)er? cee .p?2])+ms seja uma poténcia g;-ésima. Para isso, dado i < s,

()

escolhemos m; € N satisfazendo as congruéncias «;”’ +m; = 0(mod ¢;), ou

seja, m; = —az(-j)(mod gj), para 1 < j < r. Tais m; existem pelo teorema

chinés dos restos, o que prova o resultado.
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