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INTRODUCTION

Un ensemble de Cantor régulier est un ensemble de Cantor qui est maximal invariant pour
une application dilatante unidimensionnelle. La géométrie transverse du feuilletage stable d’un
fer a cheval pour un difféomorphisme d’une surface est ainsi décrite par un ensemble de Cantor
régulier.

Dans un article précédent [MY], nous avons montré que, si K, K’ sont des ensembles de
Cantor réguliers, définis respectivement par des applications expansives g, ¢’, dont 'intersection
est non vide et la somme des dimensions est > 1, alors on peut perturber de facon arbitrairement
faible g,g’ en des applications §,g de fagon que les ensembles de Cantor réguliers associés
K, K' s’intersectent stablement : pour tous g1, g) assez proches de g, §’, les ensembles de Cantor
réguliers associés K1, K | ont une intersection non vide.

Le but de cet article est de démontrer un résultat analogue dans le contexte des bifurca-
tions homoclines ou hétéroclines pour les difféomorphismes d’une surface, tant dans un cadre
conservatif que dissipatif.

Plus précisément, soit M une surface de classe C*° et Fy un difféomorphisme de classe C'*°
de M. Rappelons qu’on appelle fer a cheval de Fy une partie compacte non vide invariante A de
M qui est aussi hyperbolique, transitive, localement maximale, de type selle, et non réduite a
une orbite périodique. Considérons deux fers & cheval A, A’ de Fy. On n’exclut pas qu’on puisse
avoir AN A’ # (), ou méme A = A,

On suppose qu’il existe des points périodiques p € A,p’ € A’ tels que les courbes W*(p) et
W"(p') aient en un point g une tangence quadratique. On suppose de plus que ¢ est un point
d’intersection isolé de W*(A) et W¥(A').

Dans un voisinage suffisamment petit U de Fy dans Dif f*°(M), les fers & cheval A, A’ et donc
aussi les points périodiques p, p’, ont une continuation hyperbolique. La condition de tangence
quadratique entre W#(p), W¥(p’) prés de ¢ définit une hypersurface Uy de U, qui sépare U en
deux parties U_, Uy : dans U_, W*(p) et W¥(p') ne se rencontrent pas pres de ¢, tandis que,
dans Uy, W#(p) et W¥(p') ont deux intersections transverses au voisinage de q.

Choisissons des variétés locales W _(p), W} .(p’) et notons d (resp. d') la dimension de Haus-
dorff de ANWE. (p) (resp. A’ N W (p)), c’est-a-dire la dimension transverse de W*(A) (resp.



W*(A")). Ces dimensions transverses sont bien définies : d (resp. d’) est égal & la dimension de
Hausdorff de A N W (x) (resp. A'N W} (2')), pour chaque z € A (resp. ' € A').

Soient z € W .(p) NA, 2 € W (') NA’. Les points z, 2’ peuvent étre suivis hyperbolique-
ment dans U. La condition que W#(z), W¥(2') présentent au voisinage de ¢ une tangence quadra-
tique définit une hypersurface 7 (z, 2’) contenue dans I/ ; et méme dans U, saufsi (z,2') = (p,p)
car on a alors T (p,p’) = Up (strictement parlant, il ne faut pas considérer W#(z), W"(z') mais
F=NWg (FNz)) , FN(WE (F~NZ')), avec N assez grand). On posera

T=J T(2)cu ulh.

2,2

On prendra garde que les hypersurfaces 7 (z,2') (lorsque z, 2z’ varient) ne sont en général pas
disjointes. Pour comprendre le lieu de tangence 7T, il est raisonnable d’étudier comment des
familles a un parametre (Ft)lt\éto transverses a Uy le rencontrent. On supposera bien str qu’on a
F, € Uy pour t > 0 et Fy € U_ pour t < 0. On appelle densité inférieure (resp. supérieure)

du lieu de tangence dans une telle famille le nombre

liminf e ' Leb({t € [0,¢], F; € T}) (vesp. limsup e 'Leb({t € [0,¢], F; € T})).
=0 e—0
On appellera de méme densité inférieure (resp. supérieure) du lieu de tangence stable

le nombre

liran_jélf e ' Leb({t € [0,¢], F; € int T ) (resp. ligljélp e 'Leb({t € [0,¢], F; € int T)).

Supposons d’abord qu’on a d + d’ < 1. Il résulte alors des travaux de Palis et Takens [PT1]
que, étant donné d + d < D < 1, si U est suffisamment petit, toute famille transverse a U
rencontre 7 suivant un ensemble de dimension de Hausdorff < D.

A Textréme inverse, Hall [H] dans un cadre arithmétique et Newhouse [N] dans un cadre
dynamique ont introduit indépendamment des conditions (basées sur la notion d’épaisseur) qui
garantissent qu’on ait 7 = U, (si U est suffisamment petit). Par ailleurs, Palis et le second
auteur ont montré que, pour d+d’ > 1, la densité supérieure du lieu de tangence est strictement
positive pour presque toute famille (voir [PY] pour I"énoncé précis).

Notre résultat principal renforce ce théoreme :

THEOREME A - Supposons d + d’ > 1. Si U est assez petit, il existe une partie ouverte
et dense Ug de Uy telle que toute famille transverse a Uy en un point de U rencontre int T
suivant une partie de densité inférieure strictement positive. De plus, une telle famille rencontre
(int7) U (U — T) suivant une partie de densité totale.

On démontrera dans la suite ce résultat aussi bien dans le cadre dissipatif que conservatif :

dans ce dernier cas, on suppose que Fj préserve une forme d’aire w, on note Dif fS°(M) le



groupe des difféomorphismes de classe C°° qui préservent w, et on prend pour I/ un voisinage
de Fy dans Dif fS°(M).

Le plan général de la démonstration du Théoreéme A , ainsi que plusieurs concepts fondamen-
taux, sont identiques & ceux intervenant dans la démonstration du résultat principal de [MY].
Il y a cependant plusieurs difficultés spécifiques au cas présent, qui nécessitent de reprendre la
démonstration dans son ensemble; 'origine de ces difficultés est pour une grande partie liée
au fait suivant : on veut perturber le difféomorphisme initial dans la C'°° topologie, alors qu’en
général les applications expansives qui définissent les géométries transverses de W*(A) et W*(A')
ne sont pas de classe C2.

On commence par rappeler un certain nombre de concepts fondamentaux, en particulier celui
de géométrie infinitésimale. Ceci nous permet d’énoncer ce qui constitue en fait 1’énoncé central,
le théoreme B ci-dessous. On montre ensuite comment le théoreme A se déduit du théoreme B.
Le reste de I'article est alors consacré a la démonstration du théoreme B, qu’on présentera dans
ses grandes lignes avant d’en donner les détails.

Dans le cadre de premieres bifurcations, on peut utiliser le théoréeme A pour renforcer les
résultats de [PT1] et [M] sur la dynamique apres la bifurcation. On note Q(F') 1" ensemble non-
errant d “un difféomorphisme F'.

Nous disons que F' € Diff*®(M) est stablement hyperbolique s”il existe une voisinage U C
Diff>*(M) de F tel que Q(G) est hyperbolique pour tout G € U.

On suppose maintenant que A = A’, p = p' et Q(Fp) = AU O(q), ou A est un ensemble
hyperbolique dont A C A est une partie ouverte et fermée; on suppose aussi qu'on peut choisir
le voisinage U de Fj de telle fagon que Q(F') est hyperbolique pour chaque F' € U~. Alors on

demontrera la variante suivante du Théoréme A :

Théoréme A : Supposons d + d’ > 1. Il existe une partie ouverte et dense U de Up telle que
toute famille transverse a Uy en un point de U rencontre (int 7) U H suivant une partie de
densité totale, o H = {F € U, F est stablement hyperbolique}.

Dans le théoréme A* enoncé un peu plus loin on renforce les résultats précédents en montrant
que, pour un sous-ensemble ouvert et dense (et de “mesure totale”) de la région correspondante a
des tangences stables, on a en fait un ensemble de dimension de Hausdorff positive de tangences

simultanées entre les feuilletages stable et instable de A et A’.

La figure ci-dessous montre une tangence homocline isolée d’un fer & cheval (dans le cas
A=AN,p=p').



1 - GEOMETRIES INFINITESIMALES D’UN ENSEMBLE DE CANTOR
REGULIER.

1.1 - Ensembles de Cantor réguliers.

Soient A un alphabet fini et ¥ C A% un sous-décalage de type fini défini par un ensemble de
transition B C A2. On supposera toujours que X est transitif et utilise toutes les lettres de A.

Un mot de ¥ est une suite finie d’élements de A vérifiant les regles de transition données
par B.

Soit 7 € (1,400]; on dit qu'une application g de classe C" est dilatante de type X si :

- son domaine est une union disjointe |_| I(ag,aq), ou, pour chaque (ag,a1) € B, I(ag,a1)

est un sous-intervalle compact de I(ag) := 1[30, 1] x {ao};

- pour chaque (ag,a1) € B, la restriction de g a I(ap,a;) est un C"-difféomorphisme sur
I(ay), vérifiant |Dg(t)| > 1 pour tout ¢t € I(ag,aq).

On note Qf, I'espace des applications dilatantes de classe C" de type X, muni de la C"-

topologie. Une telle application définit ’ensemble de Cantor régulier

K= () g (|| I(ao, a1)).
B

n>0

La dynamique de g sur K est canoniquement conjuguée au sous-décalage unilatéral ¥+ c AN
défini par B.

1.2 - Linéarisation fibrée. Géométries infinitésimales.



Pour (ag,a1) € B, f(49,a,) désigne I'inverse de g|I(ag,a1). Pour un mot a = (ay,...,an) de
>, on pose

fQ: faoal ©0--+0 fanﬂan ;

c’est un difféomorphisme de I(a,) sur un sous-intervalle I(a) de I(ap).
On notera K (6p) := K N 1(6p) et, plus généralement, K(a) := K NI(a).
Notons X~ le sous-décalage unilatéral défini par B indexé par les entiers négatifs ou nuls.

Nous munissons ¥~ de la distance ultramétrique suivante : pour 0 # 0e 37, on pose

. 1 si 6y %6
3 Sl~07é0

|[I(@ A Q)| sinon

o OAf = (0_p,...,00) avec élj =0_jpour 0 <j<nmet 0_p1 #60_5, 1.
Pour 8 = (01)m<o dans £~ , n < 0, posons

k%:Bonn,

ouf" = (0_,,...,00) et B est 'unique application affine de I(9") sur I(6y) telle que K2 préserve
I’orientation.

La suite k% converge vers un difféomorphisme & € Dif f1(I(6o)) (cf. [Su]); la convergence
a lieu dans la C" topologie pour tout ' < r, et méme dans la C"-topologie si r est entier ou
+o00. La convergence est uniforme en § € ¥~ et dans un voisinage de g dans (5.

La géométrie infinitésimale de K associée a § est I’ensemble de Cantor
K% = k%K N 1(6y)).

Les difféomorphismes k%, € ¥, réalisent une linéarisation fibrée de la dynamique puisque
les applications k7 @ o fo_,00 © (k%) 7! sont affines.
On notera I%(a) := k%(I(a)).

1.3 - Opérateurs de renormalisation.
Pour a € A, on désigne par P"(a) l'espace des C"-plongements de I(a) dans R, muni de la
C"-topologie ; on pose P" = |_|Pr(a). On appelle A 'espace des paires (0, A), ou € ¥~ et A
A

est un plongement affine de I(6y) dans R; on a une application naturelle : A — P" qui associe
Ao k? 3 1a paire (6, A).
Soit a = (ao, . . ., an) un mot de X ; ’opérateur de renormalisation T}, : P"(ag) — P"(an)
est défini par
Ta(h) =ho fq.

Il possede un relevement a A (encore noté Ty); lorsque a varie parmi les mots de ¥ de
longueurs n + 1, les T, constituent les branches inverses de S™, 'application S : A — A étant

définie par



S(8,A) = (0719, Aoklog/I(0_1,60) 0 (k7 @)71).

1.4 - Configurations relatives. Intersections stables.
Soient (A, B,X, g), (A, B',%', ¢') deux données engendrant des ensembles de Cantor réguliers
K, K'. Soit r € (1, +00] tel que g, ¢’ sont de classe C", et soient P, P’ les espaces de plongements

associés ; on définit aussi A, A’ comme dans le numéro précédent.

Définitions 1. - Une paire (h,h') € P x P’ est une configuration d’intersection, si on a
(K NI(a)NKh(K'NI(d))#0 (ot hePla),h €P(d),ac Ad €A

2. - Une paire (h,h') € P x P’ est une configuration d’intersection stable si pour tout
7 € (1,7], toutes C™-applications dilatantes (§,§’) de types ¥, ¥’ suffisamment C™-proches de
(g,9'), tous les plongements (l~z, iz/) € P" x P'" suffisamment C”-proches de (h, k') forment pour
les ensembles de Cantor réguliers K, K’ définis par §,§’ une configuration d’intersection.

Le groupe affine Aff(R) agit par composition & gauche sur A, A', P, P’ et aussi diagonale-
ment sur les produits A x A’,P x P’; on notera C, Q les quotients de ces deux produits par
cette action diagonale. L’action diagonale du groupe affine préserve la propriété d’intersection,
et celle d’intersection stable. Elle commute avec les opérateurs de renormalisation. Un élément
de Q (resp. C) est appelé configuration relative (resp. configuration affine relative) de
K, K'

On peut introduire sur C les coordonnées naturelles suivantes : on dira que u = ((8, A)(¢§', A")) €
Ax A’ est normalisé si A(z,0y) = x; on écrit alors A'(z, 0f)) = sz’ +t et le quadruplet (0,8’ s, t)
correspond a I'image de u dans C.

Pour u comme ci-dessus, z € K (6p),z’ € K'(6), on aura
Ak (z)) = A (K (2!))

si et seulement si
t =kz) — sk ()

c =T s(z, ')

1.5 - Critere d’intersection stable.

La remarque suivante est élémentaire mais fondamentale. Soit (h,h’) € P x P’; c’est une
configuration d’intersection si et seulement si il existe une suite (hy,, hl, )n>0 dans P x P’ vérifiant :
(3) (ho, ) = (h,H)

(ii) pour tout n > 0, on a hy, = Tahn—1, h;, = T\ h!,_; pour certains opérateurs de renormalisation
(dépendant de n) T, TQ/, : B
(

iii) 'image dans Q de la suite (hy, h},) est relativement compacte.



Ceci suggere, pour les intersections stables, la définition suivante :
Définition - Une partie compacte non vide £ de C est récurrente si pour tout u € L il existe
0,0 >0 avec £+ >0 et v € int L tels que S¢S (v) = u.

On a alors [MY] :
Proposition - Une configuration affine relative qui appartient & une partie compacte récurrente

est une configuration d’intersection stable.

1.6 - Les ouverts Vy C V] C Qx X Qsy.

Notons C; (resp. Cs) I'ensemble des configurations affines relatives d’intersection (resp. d’in-
tersection stable). Notons V] I'espace des paires (g, ¢") € Qf, x QF, telles que Cs # 0); c’est une
partie ouverte de ()%, x Q5.

Si l'image de ((6,A), (0, A’)) dans C appartient a Cs c’est encore le cas des images de
(S(8,4),(0,4)) et ((8,A),S'(8,4")); il en résulte que lorsque Cs est non vide, Cs rencontre
toutes les fibres de C au-dessus de ¥~ x X'~

On note Vj C VJ lespace des paires (g,¢') € Vi qui ont la propriété suivante : pour
tous ((6,A), (¢, A") € Ax A, il existe une translation R; :  — x + t telle que l'image de
((8,A), (¢, Ry o A")) appartienne a Cs.

Remarque : on dit que g est orientable si on peut orienter les intervalles I(a),a € A
de fagon que g préserve l'orientation. Cela revient a dire que les multiplicateurs des orbites
périodiques de g sont positifs. Lorsque g, g’ sont orientables, on a une partition C = CT UC™
en deux parties invariantes par les opérateurs de renormalisation. Il est a priori possible d’avoir

CsNCT #0, CsNC™ = 0 mais nous n’en connaissons pas d’exemple.

Les propriétés suivantes de V{ sont démontrées dans [MY] :

1. V§ est une partie ouverte. Plus précisément, pour tout R > 1, pour tout (g,¢') € V{, il
existe § > 0, un voisinage Z de idg dans Diff'*(R), un voisinage W de (g, ¢') dans Qg X QIZJ,F,
tels que, pour tous § € ¥, ' € ', tout s vérifiant R > |s| > R, il existe un intervalle .J
avec |J| > § tel que, pour tous (g,§’) € W, h,h' € Z, la configuration

(hokl, Agpoh o k)

soit d’intersection stable pour tout ¢ € J, ol on a posé Ag(x) = sz +1t.

On a dans 1’énoncé précédent posé Qg = UQTE, qu’on munit de la topologie limite induc-
r>1
tive ; de méme pour Qg,r, et Diff' *(R).

2. Soit (g,¢') € Vi"; si g et ¢’ sont orientables, supposons de plus que Cs rencontre les
deux orientations. Supposons qu’il existe un point périodique p de g, de période n et un point

périodique p’ de ¢’, de période n’, tels que le rapport

Log|Dg"(p)|
Log|Dg™ (p/)|



soit irrationnel. Alors (g,¢') € V.
3. Soit (g,¢") € Vy. Alors il existe d < 1, localement uniforme, tel que, pour tout (h, h') €
P x P’, ’ensemble

T, = {t € R, (R; o h,h') est une configuration d’intersection stable pour (g,g')}
est (ouvert et) dense en
I ={tcR,(R;oh,h) est une configuration d’intersection pour (g,¢’)}

et, de plus, HD(Z \ Z;) < d (en particulier Z \ Z, est de mesure de Lebesgue nulle).

Pour R > 1 on pose Jg := [-R,—R™']U[R™!, R]. Le résultat suivant nous sera utile pour
démontrer le théoréme A :
Proposition : Soit (g, ¢') € V. Pour tous € > 0, R > 1 on peut trouver § > 0 et un voisinage VW
de (g,4") dans Qg X Q’;r, tels que, pour tout (8,6',s) € ¥~ x X'~ x Jg, il existe des ensembles
H,T C R tels que :

i) t e H=dist(K%,sK'? +t) >4,V (g9,9) €

i) teT= (0,0,51) €C,V(g.9) eW, &,

iii) Leb(R\ (HUT)) < e.

~/

7§7t~) € B5(Q7Q/7 Sat)'

Preuve : Soit u = (6,6',s) € ¥~ x ¥~ x Jg. Par la propriété 3. ci-dessus, et par le fait que deux
ensembles compacts dans R qui ne s’intersectent pas sont a une distance strictement positive, il
y a un voisinage W, de (g,9’), d, > 0 et des ensembles H,,, T,, C R vérifiant les propriétés i),
ii) et iii) ci-dessus pour cette valeur de u. Quitte a remplacer §, par d,/2, les mémes ensembles
Wi, Hy, T, ont encore ces propriétés dans un voisinage de u. La proposition suit par compacité
de X~ x X'~ x Jg. O

1.7 - Applications expansives associées a un fer a cheval.

Soit Fj un difféomorphisme de classe C*° d’une surface M, et soit A un fer & cheval de Fj.
Considérons une collection finie (R,)qca de rectangles disjoints de M induisant une partition
de Markov de A. L’ensemble B C A? des transitions admissibles est constitué des paires
(ag,a1) telles que Fy(Ry,) N Ry, # 05 la dynamique de Fy sur A est topologiquement conjuguée
au sous-décalage 3 défini par B.

On posera

WH(A,R) = () Fy"(JRa),

n>0 A
WA R) = () Fy (| Ra) -
n<0 A
Il existe un réel r > 1 et une collection (7, : Rq — I(a))sca de submersions de classe C”

vérifiant la propriété suivante : si z,2’ € Ry, N Fy *(Ry,) vérifient 7m0 (2) = 74y (2'), alors on a



Tay (F0(2)) = ma, (Fo(2')). En particulier, les composantes connexes de W*(A, R) N R, sont des
lignes de niveau de m,. On définit ensuite une application g de classe C", dilatante de type X,

par la formule
g(ﬂ'ao (Z)) = Tay (FO(Z)) )

pour (ag,a1) € B,z € Ry N F(;I(Ral). L’ensemble de Cantor régulier défini par g décrit la
géométrie transverse du feuilletage stable W#(A, R).

Quitte & réduire 7, si U est un voisinage suffisamment petit de Fy dans Diff>°(M), on
peut suivre dans U non seulement le fer & cheval A, mais aussi les submersions (74)acA, avec

dépendance C"' par rapport aux paramétres, pour tout ' < r.

1.8 - Enoncé du théoréme B.

Supposons maintenant que le difféomorphisme Fy possede deux fers & cheval A, A’ (disjoints
ou non). Choisissons pour chacun d’entre eux une partition de Markov et une collection de
submersions comme ci-dessus, a ceci pres que nous utilisons F{;~ L pour A’ de facon & décrire la
géométrie transverse de W*(A’, R’). Nous obtenons ainsi, pour un certain r > 1, deux applica-
tions ¢, ¢’ dilatantes de classe C" de types respectifs ¥, Y définis par B C A2, B/ c A2,

On observera que, 3, étant fixés, un choix différent de submersions produit des appli-
cations dilatantes qui sont C"-conjuguées aux précédentes, et ne change donc pas l’espace
des géomeétries infinitésimales des ensembles de Cantor réguliers considérés. En particulier, la
propriété qu’on ait (g,¢') € V4 ne dépend que de Fy et pas du choix des submersions qui
permettent de construire g et ¢'.

Théoréme B : Supposons que la somme des dimensions de Hausdorff des ensembles de
Cantor réguliers K, K’ définis par g, ¢’ soit > 1. Alors, si le voisinage U de Fy dans Diff>° (M)
est suffisamment petit, il existe une partie ouverte et dense U* de U telle que, pour F € U™,
il existe pour les applications dilatantes associées (g, ¢’) une partie compacte récurrente £ C C
(rencontrant les deux orientations quand (g, ¢’) sont orientables).

Remarques - 1. - L’énoncé fondamental de [MY] est le suivant : soit > 1; il existe dans
(% x Q% )N{HD(K)+HD(K') > 1} une partie ouverte (dans la C1* topologie) et dense (dans
la C"-topologie) pour laquelle il existe une partie compacte récurrente. Mais dans le théoréme B
la partie U* doit étre dense dans la C'*° topologie, alors qu’en général les applications dilatantes
ne sont pas de classe C>®°, et méme souvent pas de classe C2. Cette différence & premiere vue
peu significative entraine des changements non triviaux dans la preuve du théoréme.

2. - Comme pour le théoreme A, le théoréme B recouvre en fait deux énoncés, 'un dans le

cadre dissipatif et 'autre dans le cadre conservatif.
2 - DU THEOREME B AU THEOREME A.

2.1 - Configuration affine relative associée & une tangence homocline ou hétérocline.



On consideére comme en 1.8 deux fers & cheval A, A’ pour le difféomorphisme F de la surface
M. On introduit pour chacun d’entre eux une partition de Markov et des submersions permettant
de construire des applications dilatantes g, ¢’ décrivant respectivement les géométries transverses
de W5(A, R), W“(A', R).

On suppose de plus qu’il existe des points périodiques p € A,p’ € A/, et un point ¢ €
M\ (AUA’) en lequel W#(p) et W¥(p’) ont une tangence quadratique, ¢ étant qui plus est isolé
dans W3 (A) N WH(A).

Notons K, K’ les ensembles de Cantor réguliers définis par g, ¢’. Notons p (resp. 2/ ) le point

1 associé & p (resp. p') : on a Fi(p) € Ry, pour i <0

de ¥~ (resp. de X'7), périodique pour o~
(resp. Fo_i(p’) € R;; pour i < 0). Notons d’autre part p (resp. P’) le point de K (resp. K')
périodique pour g (resp. g') associé & p (resp. p').

Choisissons aussi une transversale v & W¥(p) (et W*(p’)) en q.

Nous définissons une configuration affine relative u par les propriétés suivantes :

(i) les géométries infinitésimales associées a u sont respectivement p et p';

(ii) soit ((p, 4), (p', A')) un élément de A x A’ représentant u; on a A(KE(p)) = AKY () .
De plus, lorsque y € K tend vers p , y € K’ tend vers p’ de fagon que d(y,p)/d(y’,p’) a une

limite finie non nulle, alors

Lo AT W) - AR (@)
(

A(kP(y)) — A(RE(D)) d(y,9)
ou vy, (resp. 7, ) désigne le point d’intersection de Wy (y) (resp. Wit (y')) avec la transversale

~ pres de q.

2.2 - Preuve des théorémes A et A (a4 partir du théoréme B)

2.2.1 - On suppose que le difffomorphisme Fy considéré dans le numéro précédent vérifie
HD(K)+HD(K') > 1.

On peut donc appliquer le théoréme B. On choisit le voisinage U de Fy dans Diff*° (M) (dans
Diff2°(M) dans le cas conservatif) suffisamment petit et on a alors une partie ouverte et dense
U* pour laquelle existe une partie compacte récurrente £ de C (rencontrant les deux orientations
lorsque g, ¢’ sont orientables).

2.2.2 - On observe que U* rencontre 'hypersurface de tangence Uy suivant une partie ouverte
et dense dans Uy. En effet, Uy est déterminé par la restriction de F' au voisinage de ¢ tandis
que U* est déterminé par les restrictions de F' & des voisinages de A et A’.

Pour des raisons similaires, ’ensemble des F' € Uy, tels que le rapport des logarithmes des
valeurs absolues des multiplicateurs des points périodiques p,p’ est irrationnel, est dense dans
Up.

D’apres la propriété 2. de 1.6, on conclut qu’il existe une partie ouverte et dense U de Uy

(contenue dans Uy NU*) pour laquelle on a (g,¢") € Vj.
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2.2.3 - Considérons une famille & 1-parametre (F})jy <y, transverse a Uy en un point de Ug.
Soient ((p, A), (p', A’)) un élément de A x A’ représentant la configuration affine relative définie
en 2.1. Notons Z (resp. Z) I'ensemble des t € R tels que le configuration (R; o Ao k2, A’ o k')
(out Ry est la translation z — x + t) soit une configuration d’intersection (resp. d’intersection
stable). D’apres la propriété 3 de 1.6, Z; est ouvert et dense dans Z, et Z \ Z; est de mesure de
Lebesgue nulle.

2.2.4 - Pour terminer la démonstration du théoreme A, il suffit de faire appel au théoréme 1.2
de [M], ou plutét a sa démonstration (qui donne une conclusion plus forte que I’énoncé présenté
dans [M]) : du fait que Zs est non vide, on conclut que la densité inférieure du lieu de tangence
stable est strictement positive (uniformément au voisinage de la famille considérée) ; du fait que

T \ Z; est de mesure nulle, on conclut qu’avec densité totale, on a F; € int T ou F; ¢ T.

2.2.5 - Finalement, on peut terminer la démonstration du théoréme A. Soit (g,¢') et (F})
comme ci-dessus.

Si (g9,9") € V{§, on peut utiliser la proposition de la section 1.6 et les démonstrations des
théoréemes 1.2 et V.1 de [M] pour montrer l'existence d’ensembles H ,T C R tels que HUT a
densité totale en t = 0 et

e pourt € H , F} est stablement hyperbolique,

e pourt € T, F; appartient au lieu de tangence stable.

Cela démontre le théoréme A.

2.3 Tangences multiples

En utilisant la notion d’intersection d-stable de la Section 2.5 de [MY], qu’on rappelle ci-

dessous, on peut énoncer un résultat plus fort :

Théoréme A* : Supposons d + d' > 1, et soit 0 < d < d + d’ — 1. Posons T = {Fel|
HD({z € W . (p)NA, F € T(z2),32'}) >d}. SilU est assez petit, il existe une partie ouverte

et dense Z/léd) de Uy telle que toute famille transverse & Uy en un point de Z/léd) rencontre int T(CZ)

suivant une partie de densité inférieure strictement positive. De plus, une telle famille rencontre
(int TW@) U (U — T) suivant une partie de densité totale.

Définitions (de la Section 2.5 de [MY]) :

1. Une paire (h,h') € P x P’ est une configuration d’intersection d-stable si pour tout
7 € (1,7], pour toutes applications dilatantes (g, §’) de classe C” et types ¥, ¥’ suffisamment
C"-proches de (g, '), pour tous plongements (iz, il/) € P" x P suffisamment C™-proches de
(h,h") on a HD(h(K N1(a))NA (K'NI(a')) >d (ot h € P7(a),h) € P7(d'),a € A,d € A').

2. Une partie compacte non vide £ de C est d-récurrente si pour tout (8, A), (¢’, A’)) dont
I'image dans C appartient a £, il existe des paires (a',a’!), ..., (a¥,a’*) telles que

i) la premiere lettre de a’ (resp. Q,i) est g ;
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ii) les intervals I(a’) sont disjoints;
i) (T,:(0,A),T.,(¢, A’)) représente un point de int £ pour tout 1 <i < k;
k o
iv) 3 [I2(a)|¢ > 1.
i=1
Remarque - Dans la section 2.5 de [MY] on a remarqué qu’une configuration affine relative
qui appartient a une partie compacte d-récurrente non-vide de C est une configuration d’intersec-
tion d-stable. C’est une consequence du fait suivant, qui pet étre démontré avec des techniques
usuelles de géométrie fractale :
Considérons une famille I}, ;, . ;. d’intervalles compacts tels que, pour chaque j1, jo, ..., Jr, Jr41,
on a Ijj,...j. D Ljjs..jrjrir, POUr chaque ji, jo, ..., jr les intervalles I j,. j,4,., sont disjoints, de

géometrie borné dans le sens que sup,. ;, 5, o AL g g |/ [ Ly ja.giejesa |} < 00 €t tels que, pour
chaque ji1, j2, ..., jr er+1(|lj1j2~--jrjr+1 |/|Ij1j2~~-jr|)d > 1. Alors HD(ﬂr Ujl,jg,...,j,« Ij1j2~--jr) > d.

En fait, le théoréme A* est une conséquence du résultat suivant :

Théoréme B*. Soient g, ¢’ les applications dilatantes associées a Fy. Supposons que HD(K) +
HD(K') > 1, ou K et K’ sont les ensembles de Cantor réguliers définis par g et ¢’. Soit
0<d< HD(K)+ HD(K') — 1. Alors, si le voisinage U de Fy est suffisamment petit, il existe
une partie ouverte et dense U @) de U telle que, pour F' € Z/l(‘i), il existe pour les applications
dilatantes associées (g,g’) une partie compacte d-récurrente £@ < ¢ (rencontrant les deux

orientations quand g, ¢’ sont orientables).

On peut définir des parties ouvertes V7' (d) et V' (d) comme ci-dessus : V' (d) est I'espace
des paires (g,9') € QF x QFf, telles que l'ensemble Cs(d) des configurations affines relatives
d’intersection d-stable est non-vide, et VJ(d) C V7 (d) est I'espace des paires (g, ') telles que
pour tous ((6, A), (¢',A")) € A x A, il existe une translation R;: x — z +t telle que 'image de
((8, A), (¢, Ry 0 A")) appartient a Cs(d). Ces ensembles satisfont des propriétés analogues a celles
de 1.6 : V7 (d) est ouvert ; de plus, si (g,¢') € V' (d) (tel que Cs(d) rencontre les deux orientations
lorsque g et ¢’ sont orientables) et 8’il existe des points périodiques p de g et p’ de ¢, de périodes
n et 7, tels que log |Dg™(p)|/log|Dg"™ (v')| ¢ Q alors (g,¢') € VJ(d).

Pour un tel (g,¢’) et pour (h,h') € P x P, Pensemble Z,(d) = {t € R, (R; o h, ') est une
configuration d’intersection d-stable pour (g, ')} est dense dans Z = {t € R, (R; o h, h') est une
configuration d’intersection pour (g, g¢’)}; de plus il existe d* < 1 (localement uniforme) tel que
HD(Z\ Z; (az)) < d*. Ces propriétés peuvent étre démontrées comme leurs analogues de 1.6, en
utilisant les résultats de la section 2.5 de [MY].

La preuve du théoréme A* & partir du théoreme B* est analogue a la preuve du théoréme
A a partir du théoréeme B. Comme U @ n Uy est ouvert et dense dans Uy, on peut montrer qu’il
existe une partie ouverte et dense U (d) cud NUy avec les propriétés suivantes. Pour Fy € Ll(g ),
la paire (g,¢’) définie en 2.1 appartient & VJ(d). De plus, si ((p,A), (p/,A")) est un élément de
Ax A’ représentant la configuration affine relative définie en 2.1, Z,(d) = {t € R, la configuration
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(Ryo Aok2, A' o k'®) est une configuration d’intersection d-stable} est ouverte et dense dans
T={teR,(RioAokP A ok'E) est une configuration d’intersection}, et la différence T \ Zy(d)
est de mesure de Lebesgue nulle (et méme de dimension de Hausdorff plus petite que 1).

Pour terminer la démonstration du théoréme A* on observe que dans le théoréme 1.2 de [M] on
peut changer dans I’hypothese (et dans les conclusions) “intersection stable” par “intersection
d-stable”. En fait tout ce qu'on utilise sur les configurations d’intersection stable est le fait

qu’elles forment un ouvert dans (21; X leJ,r x P xP. O

Pour démontrer le théoreme B*, il faut modifier un peu la démonstration du théoreme B.

On indiquera ces modifications au cours de la preuve du théoreme B.

3 - PLAN DE LA PREUVE DU THEOREME B.

On explique ici les grandes lignes de la preuve qui sera détaillée dans les prochains chapitres.

3.1 - Réductions préliminaires.

On commencera par ’observation suivante.

Proposition. - Supposons qu’il existe des sous-fers & cheval A; C A, A} C A’ tels que
I'ensemble C; associé & A; , A} posséde une partie récurrente £;. Alors C contient une partie
récurrente £ (qui contient I'image de £; par l'application canonique de C; dans C).

Ceci va permettre, apreés une petite perturbation initiale et par des choix appropriés de
A1, A de se ramener, dans la démonstration du théoréme B, aux cas particuliers suivants :

a) les fers & cheval A, A’ sont disjoints;
b) dans le cadre conservatif, I’invariant de Birkhoff de F a un signe constant (non nul) sur
A et un signe constant (non nul) sur A’.

L’invariant de Birkhoff est discuté dans ’annexe A.

c) dans le cadre dissipatif, la fonction log |det DFy| a un signe constant (non nul) sur A et un
signe constant (non nul) sur A’.

Ceci permet de distinguer deux cas :
cl) Fy est contractant au voisinage de A et F; ! est contractant au voisinage de A’.
c2) Fj est dilatant au voisinage de A ou F; ! est dilatant au voisinage de A’.

Dans le premier cas, les feuilletages W*(A) et W*(A’) sont en effet transversalement de classe
C?*8 pour un certain 3 > 0. Cela permet de fournir une démonstration du théoréme B tres
proche du cas unidimensionnel [MY].

Dans le deuxiéme cas, la régularité des feuilletages n’est a priori plus si bonne et il faudra

modifier plus en profondeur la démonstration de [MY].

3.2 - La propriété de récurrence d’échelles.

3.2.1 - Posons S = ¥~ x ¥~ x R*; cet espace est considéré comme un quotient de C de la
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fagon suivante : pour (9, 4) € A, (¢, A") € A, on pose s = %—’: ; Papplication

((6,4), (0, 49) — (©, ¢,s)

définit par passage au quotient une projection de C sur S.

Pour R > 1, on a posé Jg = [-R,—R™U[R™', R] et on définit Sp = X~ x &'~ x Jj.

Le théoreme B affirme ’existence d’une partie compacte récurrente dans C. Une premiere
étape est d’obtenir une propriété de récurrence au niveau de S, formulée de facon a pouvoir

dans une étape ultérieure remonter a C

3.2.2 - La formulation de la propriété de récurrence d’échelles fait intervenir, outre diverses
constantes, un parametre o € (0, 1] qui jouera un réle important dans la suite. Dans le cas
unidimensionnel de [MY], on avait o = 1. Dans le cas présent, on choisit a de la fagon suivante.

Dans le cas dissipatif c1) de 3.1, on prend o = 1.

Dans le cas conservatif b) de 3.1, on choisit arbitrairement o € (0, 1).

Dans le cas dissipatif ¢2) de 3.1, on choisit « € (0, 1) de fagon a vérifier la propriété suivante :

pour une métrique riemannienne appropriée sur M, on a
[T Fo/ps|| < [[T2Fo/e= |,

ITo 5t pull < | TorFy s |7

pour tous z € A, 2/ € A’
Dans tous les cas, ceci garantit qu’il existe o' > « tel que les feuilletages W*(A) et W*(A')

!/ . . . 7’ . 19’ /’
sont transversalement de classe C1T% . Les applications linéarisantes k2, k¢ seront également de

/
classe 1o,

3.2.3 - On choisit une fois pour toutes une constante ¢y > 1. Pour tout 0 < p < 1, on note
alors X(p) 'ensemble des mots a de X tels que c; 'p < |I(a)| < cop. On définit de méme ¥'(p).

La propriété de récurrence d’échelles s’énonce alors comme suit :

Les constantes ¢y, R ayant été choisies assez grandes, il existe ¢, ca,c3 > 0,p9 € (0,1) tels

que, pour tout 0 < p < po, et pour toute collection d’ensembles (E(a, a’ ) (a,a)ex(p) x5 (p) Vrifiant
E(a,d') C Jr,

Leb(Jr — E(a,a')) < c1 ,

on puisse trouver une collection d’ensembles compacts non vides (E*(a,a’))q.a/e5(p) x5 (p) Vérifiant
(i) E*(a,d’) est contenu dans un cap®-voisinage de F(a,a’) dans Jg;
(ii) pour chaque (a,a’) € B(p) x X'(p), et chaque s € F*(a,d’), il existe au moins czp~(¢+4)
paires (b,b) € X(p) x X'(p) telles qu’on ait, pour chaque § € £7,6' € ¥~ se terminant respec-
tivement par a,d,

T, T;(0,9,5) = (0,4,3)
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avec [§ — p®, 5+ p*] C E*(b, V).

Remarque - Il est clair que I’action des opérateurs de renormalisation sur C passe au quotient
sur S. Par ailleurs les paires (b,b’) intervenant dans (ii) doivent bien siir avoir pour premiéres
lettres les derniéres lettres de (a,a’).

3.2.4 - On verra que la propriété de récurrence d’échelles est conséquence de la propriété
(Ha) suivante.

Propriété (Ha) : Il existe n > 0, p; € (0,1) tels que, pour tous 0 < p < p;, 1 << p™@
et toute partie X de X(p) vérifiant

#(S(p) — X) <np™?,

on peut trouver a’,a! € X tels qu’on ait, pour tout ® € R et tous 8° € ¥, 9! € Y se

terminant par go, al

1 %
sin [55 log‘ (b —I—<I>] ‘ > n} >np 2.

#{b € X(p), )

Lorsque a = 1, et donc les k2 sont de classe C?, il est facile de voir que (H1) résulte de la
propriété beaucoup plus simple

(H'1) Il existe 0%, 01 € =, se terminant par la méme lettre 6, et 2o € I(6y) tels qu’on ait
D log D [k o (k2)7Y] (o) #0 .

Ceci étant, la premiere étape de la preuve du théoréeme B (apres réductions préliminaires)
est d’effectuer si nécessaire une premiere perturbation du difféomorphisme de fagon & vérifier la

propriété (Ha) (ou (H'1) lorsque o = 1). Ceci garantira la propriété de récurrence d’échelles.

3.3 - Définitions des ensembles F(g,da’).

3.3.1 - Le théoreme de Marstrand.

On rappelle que, pour u = ((8, A)(#', 4")) € A x A’ normalisé, z € K(bp),z’ € K'(6}), on
aura

A(K(z)) = A'(K? (2"))

si et seulement si
t=k(z) - sk (') = Ty g s(z,2').

Munissons chaque K(a) (resp. K'(a’)) de la mesure de Hausdorff d-dimensionnelle (resp.
d'-dimensionnelle) et notons j o 5 (pour (8,6',s) € S) 'image par my o ; de la mesure produit
sur K(0y) x K'(6}). C’est une mesure finie sur 'image de K(6y) x K'(6;). D’apres le théoréme
de Marstrand, ([Ma]), la mesure g o ; est, pour chaque § € ¥, § € ¥'~, absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue pour presque tout s. On notera x, ¢ ¢ la densité (définie

pour presque tout s). D’apres la preuve de Kaufman ([K], [PT2]), on a méme

/ IXg@sll22 ds < es(R) |
Jr
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avec une constante c4(R) indépendante de 6,6’.

Soient a, a’ deux mots tels que les longueurs | I(a) |,| I(a') | sont comparables ; on aura aussi

| .ol ds < c®)
iz,

3.3.2 - Les ensembles F(a,d’)

Fixons 0 < p << 1. On se donne aussi un entier m > a~! assez grand (la perturbation de
Fy quon effectue dans la suite étant petite dans la C™/ 2_topologie).

Pour § € ¥7,6 € ¥'~, on définit d’abord un ensemble E(0,0') formé des s € Jg vérifiant

(pour ¢ assez grand ; voir ci-dessous)

Ixg.gsll7z < cs5,

2 e (dt+d’
S gy .0 30 < 5 570D
oY -
ol dans la deuxiéme inégalité jp prend les valeurs p = pt/™, p2/™ . . pm=D/m ot la somme

seffectue sur les b € X(p) , b/ € ¥'(p), commengant respectivement par 6, 6}.
Compte-tenu des inégalités de 3.3.1 ci-dessus, on peut choisir c5 assez grand pour qu’on ait,
pour tous @ € ¥, # e '~
Leb(Jr — E(8,8')) < c1,

ou c; est la constante intervenant dans la propriété de récurrence d’échelles.

On posera ensuite, pour a € X(p),d’ € ¥'(p),
E(a,d) = UE(9,9') ,

. , . / . .
I'union étant prise sur les §, 8’ se terminant respectivement par a,a’.

3.3.3 - Une partie de S avec de bonnes propriétés de récurrence.

La propriété de récurrence d’échelles, appliquée aux ensembles E(a,a’) C Jg , fournit des
ensembles compacts E*(a,a’) C Jg, pour a € X(p) ,d' € X(p), qui vérifient les conclusions (i),
(ii) de 3.2.3.

1l est alors naturel de définir une partie £ C Sg de la facon suivante : £ est constitué des
triplets (6,6, s) tels qu'il existe a € X(p) ,a’ € ¥'(p) terminant respectivement 0,0 et vérifiant
s € E*(a,d). Pour des raisons techniques, nous imposons & # une condition supplémentaire
de non-récurrence dans sa partie terminale : on demande qu'il existe un mot b € X(pPt1/2)
terminant (ot D > 2a7! est fixé) et vérifiant
(i) aucun mot de Z(pﬁ) n’apparait plus d’une fois dans b;

(ii) un mot de Z(pﬁ) qui termine b n’apparait nulle part ailleurs dans b.

On notera 3~ ’ensemble des mots 8 qui vérifient ces conditions.
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1l est clair que £ est une partie compacte de Sg.

3.4 - Construction de la partie récurrente £ de C.
Ce qui suit est une version simplifiée, dépouillée de certaines complications techniques, de la

construction de L.

3.4.1 - Les ensembles L(0, ¢, s).
L’ensemble £ C C a pour projection dans S I'ensemble £ défini en 3.3.3. Les ensembles
L(8, 9, s) seront les fibres de £ au-dessus de L.

On choisit une constante 0 < cg << 1 et on pose
N = LCG pf%(der’,l)J )

L’ensemble L(6,0', s) (pour (8,8',s) € L) est alors constitué des ¢ € R pour lesquels il existe

suivantes (en posant T} Té,i(ﬁ, &, s,t) = (0,07, 5:,t;)) :

N paires (Qi,b/i)lgig ~ dans X(p) x X/(p), commencant par (6y,0), et vérifiant les propriétés

(i) pour i # j , b’ et b’ n’ont pas de mot initial commun dans 2(pt/m);
(ii) pour 1 <i < N, |5 — s/ < 3 p*, on a (0°,8"%,5;) € L (et donc ¢ € ) ;
(iii) pour 1 <i < N,on a |[t;] <1+ R.

La propriété (i) exprime une “indépendance” des divers opérateurs T); employés qui sera
mise & profit dans la suite; la propriété (ii) exprime une récurrence au _niveau de § qui est
permise par la conclusion (ii) de la propriété de récurrence d’échelles. La propriété (iii) exprime
qu’a défaut d’un retour dans L(Qi, Qli, s;), la coordonnée t; ne s’en trouve pas trop loin.

Gréace 4 la définition des E(a, '), et & la conclusion (i) de la propriété de récurrence d’échelles,
nous serons en mesure de démontrer le résultat suivant :

Proposition. - Si cg a été choisi assez petit, il existe c; > 0 tel qu’on ait Leb(L(8,8’,s)) > c7
pour tout (6,6',s) € L.

3.4.2 - Un argument heuristique.

La fin de la démonstration consiste a rendre correct I’argument heuristique incomplet qui
suit. On a construit £ et on dispose d’opérateurs de renormalisation T,_,iTI:,i , 1 <i¢< N qui
vérifient les conclusions (i), (ii), (iii) du numéro précédent (dont on conserve les notations).

Comme on a |t;| < 14 R d’apres (iii) et Leb(L(6,8", s;)) > ¢7 d’apres la proposition et (i), il
y a une “probabilité” au moins égale & c7(1+ R)~! que t; appartienne & L (6", 0 si), c’est-a-dire
que T,_,inr,-(Q, 0, s,t) appartienne & £ (3 ce niveau de discussion, il est inutile de distinguer £ de
son intérieur!). Si ces éveénements, lorsque 1 < i < N, étaient “indépendants” (cf la conclusion
(i) de 3.4.1), la “probabilité” pour qu’aucun indice i n’ait la propriété de récurrence dans L
serait :

(1—er(1+R)™HY <exp [~es p m @D
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Ceci représente la “probabilité d’échec” pour un élément fixé (6,6’,s,t) € L. On choisit
ensuite une partie finie A de £, qui est pP-dense et de cardinal de 'ordre p?’, D' = D(d+d +2);
la “probabilité” qu’au moins un point de A ne puisse étre ramené dans £ par renormalisation
est alors inférieure a

cpP' exp [~cs p-m (@]

Si p est assez petit, cette “probabilité” est extrémement faible; on est donc essentiellement
slir que tous les points de A peuvent étre ramenés dans L par des opérateurs de renormalisation
appropriés. Comme A a été choisi pP-dense dans £, on vérifie par continuité des opérateurs

qu’en fait tout point de £ peut étre ramené dans L.

3.4.3 - Pour la preuve du théoréme B*, nous allons modifier la définition des ensembles L(0, 0, s).
Soit d < d+d' —1. On prend d < d* < d+d' —1 et m assez grand de facon que (1-L)(d+d'-1) >
d*. Soit M = [p~%"|. L’ensemble (4,8, s) (pour (8,8',s) € L) est constitué des t € R pour
lesquels il existe des paires (bf,bY), 1 < £ < N, 1 < k < M dans %(p) x ¥/(p) telles que les
conditions (ii), (iii) de 3.4.1 sont satisfaites pour tous ¢, k. La condition (i) est remplacée par

(i’) pour tout 1 < k < M et pour i # j, QZ et l_ﬂﬁ n’ont pas de mot initial commun dans
S(pt/™).

(i) pour (£,k) # (¢, k), I(by) N I(b) =0 -

On aura encore une estimation du type Leb(L(6, 8, s)) > ¢ pour tout (8,6, s) € £. On note
L Vensemble dont la fibre au dessus de (0,6’,s) € £ est L(6,6', s).

On modifie 'argument heuristique de 3.4.2 comme suit : pour chaque point d’une partie finie
pP-dense A de L, et pour chaque k < M, on veut qu’il existe £ < N tel que TQﬁT;;f 9,0, 5,1)
appartienne & £. Par rapport & 3.4.2, la “probabilité d’échec” est multipliée par M S_ p~ % mais

reste tres petite. On peut alors conclure que £ est une partie compacte d-récurrente de C.

3.5 - La famille de perturbations.

Il s’agit de rendre correct I’argument heuristique ci-dessus en construisant une famille de
perturbations aléatoires dont on montrera qu’avec grande probabilité le compact £ construit
ci-dessus est récurrent.

On considére une partition 2; de A en rectangles dont les deux cotés sont approximativement

2/m_Un rectangle désigne ici une partie de A formée des points ayant un itinéraire

de taille p
prescrit durant un certain intervalle de temps ; le mot de ¥ prescrivant ’itinéraire est dit associé
au rectangle. Parmi les rectangles de $1, on ne conserve que ceux pour lesquels aucun mot
€ E(pl/ 2m) n’apparait plus d’une fois dans le mot associé. On appelle ¥; I’ensemble des mots
associés.

Pour chaque a € ¥, on désigne par R(a) le rectangle associé; on construit un champ de
vecteurs X, qui a les propriétés suivantes :

1+1/m

- sur R(a), X, est constant, de taille de I'ordre de p approximativement dirigé dans la

direction instable ;
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- X, est de taille p/™ dans la C™/%-topologie.
Bien sir la derniere condition nous garantit que le temps un du flot de X, sera, si m est
assez grand et p assez petit, dans un voisinage prescrit a I’avance de idy; dans la C'°°-topologie.

On munit Q = [~1,41]** de la mesure de Lebesgue normalisée ; pour w € 2, on pose

Xy = —cx Z w(a) Xy,
a

F2=Fod¥,

ol cx est une grande constante qui sera choisie ultérieurement et ®% désigne le temps un du
flot de X,, . On notera que la “somme” définissant X, ne comporte en chaque point de | J R(a)
qu’au plus un terme non nul.

Il s’agit maintenant d’examiner soigneusement comment le fer a cheval A, I’ensemble de
Cantor régulier K et ses géométries infinitésimales dépendent des parametres de perturbation
w.

L’argument probabiliste suit de tres pres ’argument heuristique de 3.4.2; la variante la plus
importante est la suivante. Il s’avére que prendre une partie £ indépendante des parametres de
perturbation w ne fonctionne pas tout & fait. Il est nécessaire, dans la définition de L(8, 6, s) de
3.4.1, de faire dépendre L(6, ', s) de certaines (pas toutes!) des coordonnées de w (le choix de
ces coordonnées dépendant lui méme de (6, 8', s)); par contre, la base £ de £(w) est indépendante

de w.

4 - REDUCTIONS PRELIMINAIRES.

4.1 - Passage a un sous-fer a cheval.

Considérons un fer a cheval A muni d’une partition de Markov permettant d’identifier A & un
sous-décalage de type fini ¥. Considérons un sous-fer & cheval A ¢ A. Comme A est localement
maximal, il existe un entier M et une partie A de I'ensemble (M) des mots de ¥ de longueur
M tels que Iensemble 3 des éléments de X associés aux points de A est exactement constitué
des suites dont tous les sous-mots de longueur M appartiennent a A. L’ensemble A constitue
’alphabet permettant de voir ¥ comme un sous-décalage de type fini.

On a alors une application canonique j : = — ¥~ qui associe & une géométrie infinitésimale
de K (ensemble de Cantor régulier associé & la géométrie transverse de W*(A)) une géométrie
infinitésimale de K ; on notera aussi j : A — A lapplication naturelle déduite de la précédente.

Considérons d’autre part un autre fer & cheval A’; notons C (resp. é) I’espace des configura-
tions affines relatives de K, K’ (resp. de K, K').

Proposition. - Soit L une partie compacte récurrente de C ; il existe une partie compacte
récurrente de C qui contient j(L).

Preuve : Pour 0 < ¢ << 1, on définit £ comme I’ensemble des paires ((8, A), (§', A")) telles
qu'il existe § € X~ vérifiant d(6, jO) < e et ((6 ,A) , (', A")) € L. Cest une partie compacte
contenant j(£) (On a fait Pabus de langage sans danger d’identifier C et C & Ax A’ et A x A').
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Il existe N > 1, des compacts £; C £, 1 < i < N, vérifiant Uﬁz = L et des opérateurs de
renormalisation T@i T; i » 1 <4< N qui envoient L; dans int L.

Soit ((8, A), (8', A")) € £, § comme ci-dessus, et i € [1, N] tel que ((4, A), (¢, 4")) € L;; no-
tons a’ le mot de ¥ associé au mot @ de 3 . Il est clair que 'image dans C de Téi T, (8, A), (¢, A))
est égale a I'image T T;,i ((j, A), (¢, A")). Comme d(fa’,jfa’") < d(0,j6) _S e, il est alors
immédiat, par compacité, qu’on aura Ty T(;,i ((8,A),(0',A") € int L si € a été choisi assez petit.

Remarque : On peut démontrer de facon analogue que, si £ est une partie compacte d-

récurrente de C alors il existe une partie compacte d-récurrente de C qui contient j(£).

4.2 - Réduction au cas hétérocline.
4.2.1 - Rappelons une estimation tres utile pour évaluer la dimension de Hausdorff d d’un
ensemble de Cantor régulier K, défini par une application dilatante de type .

Soit a € A. Supposons qu’on ait une partition finie
K(a) = UK(d'),
ott les a’ sont des mots de ¥ commencant par a. On a alors :

cl<M 1) "< C,
ou C ne dépend que de K.

4.2.2 - Proposition - Soit A un fer a cheval et soit L C A une partie fermée invariante
distincte de A. Il existe alors, pour tout € > 0, un fer & cheval A C A vérifiant ANL = 0 et
HD(K)> HD(K) —¢.

(On a noté K, K les ensembles de Cantor réguliers qui décrivent la géométrie transverse de

W*5(A), W3(A)).
Preuve : Soient M > 0et a® = (a_p,...,a0,...,ap) un mot de X tel que le rectangle associé
ne rencontre pas L. Fixons M >> M et définissons X (et donc A) comme Iensemble des suites
de ¥ dont tous les sous-mots de longueur M contiennent a®. 11 est clair que A est transitif et
localement maximal, disjoint de L. Notons d (resp. CZ) la dimension de Hausdorff de K (resp.
K ). Fixons M > M ; étant donné un mot a de I, de longueur M, on lui associe un mot @ de ¥ de
méme longueur qui ne differe de @ que sur au plus |20 /M | intervalles de longueur < 2(M +C),
intervalles ne dépendant que de M et de la premiére lettre de a.

Chaque mot @ est alors associé a au plus

(#A) 4 MM~ (M+C)

mots distincts a, et les longueurs des intervalles correspondants vérifient :

— 4 MM~ Y(M+C

(@) < T 1) .
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On obtient donc
C' <Y ()

< 64‘1HM71(M+C)(#A)4 M (M+C) Z |I(@)|d

IS}

< (max |1(@))*~4(C Ay MM MO N 1(g)|d

IS}

< O (max |I@)|)"9(C Ay MMHOIHO)

Dans cette formule, on a max |[I(a)| < 9—FM pour une constante 8 > 0. On en déduit, en
a

faisant M — +o0, qu’on a

d-d<B M (M+0)<e

si M est assez grand. 0

4.2.3 - Soient A, A’ les fers a cheval de ’énoncé du théoréme B, et soient K, K’ les ensembles
de Cantor réguliers décrivant respectivement les géométrie transverses de W*(K), W*(K’). On
veut se ramener au cas ou A, A’ sont disjoints.

SiANA =0, il n’y arien a faire. Si ) # AN A’ # A, on applique la proposition précédente
avec L = AN A’ et ¢ suffisamment petit; on aura alors ANA’ = () et HD(K) + HD(K') > 1.
S’il existe une partie compacte récurrente pour (1~\, A’), il en existe aussi, d’aprés la proposition
4.1, pour (A, A).

Si) £ ANA # A, on procede de méme. Si enfin A = A’; on choisit une partie fermée
invariante non vide L C A distincte de A (par exemple une orbite périodique) ; on applique une
premicre fois la proposition précédente pour trouver A € A — L avec HD(K) > HD(K) — e,
puis une seconde (avec A comme L) pour trouver A’ ¢ A’ — A avec HD(K') > HD(K') —&. On
aalors ANA =0 et HD(K) + HD(K') > 1 si € est assez petit, ce qui permet de conclure.

4.3 - Réductions dissipative et conservative.
4.3.1 - Sommes de Birkhoff sur un sous-fer a cheval.
Proposition. - Soient A un fer a cheval, p un point périodique de A, m sa période et ¢ une

fonction continue sur A. On suppose qu’on a

> (Fi(p) #0

0<i<m

Pour tout & > 0, il existe un fer & cheval A C A et un entier N > 0 tels qu’on ait

HD(K) > HD(K) — ¢
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et la somme de Birkhoff Z ¢ o F' ait un signe constant sur A.
0<i<N
Preuve - Fixons M >> 1 et une partition

= U E-I—(Qi)
1<i<s
de facon qu’on ait
o™ < 1@ <27 M

pour 1 < i < s; notons A(a') le cylindre associé &4 ¥+ (a'). Distinguons 3 cas.

a) Supposons que l’ensemble I* des indices i tels qu’on ait

Z o Fi(z) > MY? VzeAd)
0<j<|a’|

ait au moins s/3 éléments. On dit alors qu'un mot w de ¥ de longueur M? est bon s’il possede
des sous-mots disjoints w!,...,w" de la forme a’,i € I et dont la somme des longueurs est
> M2 — M*/3. Le fer & cheval A est alors associé au sous-décalage ¥ C X formé des suites dont
tous les sous-mots de longueur M? sont bons. Il est immédiat de voir que A est transitif et
localement maximal, et donc un fer & cheval. Il est aussi clair qu’on a, par définition de IT et
1~X, pour tout z € A

Z po F](z) > e IMB3/2 A > % L p3/2

si M est assez grand. On a

= wlw

(avec d = HD(K)). Donc, pour M >> M2, il y a au moins

(c~12Md) e

mots a de ¥, vérifiant 2~ M < |I(a)|, et dont tous les sous-mots de longueur M? sont bons.
On obtient alors Md o
N —c
HD(K)> ——— >d —
(K) 2 M+ — y
si M est assez grand.

b) Si Pensemble I~ des indices 7 tels qu’on ait

Z o Fl(z) < —MY? |V z e Ald)

a au moins s/3 éléments, on procede de fagon symétrique.

22



¢) Supposons enfin qu’au moins s/3 indices 4 n’appartiennent pas & It UI~. Notons I° ’ensemble

de ces indices. Pour i € Iy, z € A(a’) on aura

(car T'oscillation de cette somme de Birkhoff sur un A(a?) est o(M)). Cette fois-ci, on dit quun

Moot .., &", dont

mot w de longueur M? est bon s'il possede des sous-mots disjoints w',...w
la somme des longueurs est > M2 — M*/3, et vérifiant :

(i) pour 1 < ¢ <r, @ est de la forme a*,i € I?;

(ii) pour 1 < k < M , w" est le mot QE2M, ol p est le mot de longueur m associé au point
périodique p, QEZM est sa répétition e2M fois. (On peut toujours supposer que ¢ est l'inverse
d’un entier ; on choisit alors M comme un grand multiple du carré de cet entier).

A nouveau, il est facile de vérifier que le décalage 3, constitué des suites de ¥ dont tous les
sous-mots de longueur M2 sont bons, définit un sous-fer & cheval A de A.

Supposons par exemple que ®g := Z Yo F’(p) > 0. Pour tout z € A, on aura alors
0<i<m

. 1
Z poF'(z) > §E2M2‘I)o
0<i<M?
si M est assez grand. Par ailleurs, on a
119 > s/3 > ¢ 12Md
par conséquent, pour M >> M2, il y a au moins
™M 1752m

(C_l2Md) Mt

mots a de ¥, vérifiant 2= < |I(a)|, et dont tous les sous-mots de longueur M? sont bons. On

conclut qu’on a

o )
>(Md (1 5m)>d_€
- M+ -
si M est assez grand (et e assez petit).

HD(K)

4.3.2 - Réduction dissipative.

Soient A, A’ des fers & cheval disjoints vérifiant 'hypotheése HD(K) + HD(K') > 1 du
théoreme B. Choisissons une forme d’aire w sur M et considérons par rapport & cette forme, la
fonction ¢ = Log|det DF'|. Soit p (resp.p’) un point périodique de F dans A (resp.A’); notons
m (resp.m’) sa période.

Quitte & effectuer une perturbation arbitrairement petite, nous pouvons supposer que | det DEF™(p)|
et | det DF™ (p')| sont différents de 1. Les hypotheses de la proposition précédente sont alors

vérifiées et on peut trouver des sous-fers & cheval A € A, A’ C A’ vérifiant encore

HD(K)+ HD(K') > 1
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ainsi qu’un entier N tel que log | det DF| soit de signe constant sur A et aussi sur A’
Les fonctions log | det DF'| et % log | det DFY| étant cohomologues, et ’addition d’un cobord
a log | det DF| étant équivalente & un changement de forme d’aire, on peut donc choisir la forme

d’aire de facon que les signes de log|det DF| sur A et A’ soient constants (non nuls).

4.3.3 - Réduction conservative.

Soient & nouveau A, A’ des fers & cheval disjoints vérifiant 'hypothese HD(K)+HD(K') > 1
du théoreme B. On suppose maintenant que F' et ses perturbations préservent une forme d’aire
w.

Comme rappelé dans 'annexe A, on peut alors trouver une famille continue de cartes
C>® (V,),ep de (R2,0) dans (M, z) telle que
(i) Yiw=dxAdy,Vzel,

(i) ToV.(&) € BY, ToV.(%) € E: ;
(ii

i) pour tout z € A, on a
Uity 0 FoW.(a,y) = (A(2)z(1 +a(z)zy), A(z) y(l — a(2)zy)) + O(a" +¢) .

De plus, si (‘i’z)zeA est une autre famille vérifiant les mémes propriétés, le changement de

coordonnée est de la forme

(#,§) = (p(=)x(1 + b(2)zy), (1(2)) " y(1 = b(2)ay)) + Oz + y*)
de sorte qu’on a
Az) = w(F(2)A2)u(2)""
a(z) = a(z) +b(F(z)) — b(z) .

L’invariant de Birkhoff a(z) € C(A) joue maintenant dans le cas conservatif le role de la
fonction log |det DF'| dans le cas dissipatif. Aprés une premiére perturbation arbitrairement

petite qui garantit, pour un point périodique donné a I’avance, qu’on a

—_

m—

Z a(F*(p)) #0,

1=

on applique la proposition de 4.3].\[1.1Celle—ci fournit un fer & cheval A C A et un nombre entier
N tels que la somme de Birkhoff E_: ao F' est de signe constant sur A et on a encore HD(K) +
=0 N—1
HD(K') > 1. On procéde de méme pour A’. Comme & nouveau la somme de Birkhoff Z aoF!
est cohomologue a a, on peut choisir la famille continue de cartes (\i/z) sei de fagon qué:E(L) ait un

signe constant sur A.
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5 - MESURE DES FIBRES L, (0,9, s).
5.1 - Nous rappelons la construction de la partie £ de S introduite en 3.3.2, 3.3.3.

Pour (6,6',s) € S y Xo,0',s €St la densité de la mesure image par
n _ 1.0 0 (1
T g s(T,2') = k*(z) — sk* (2)

de la mesure de Hausdorff produit sur K (6y) x K'(6}). On définit E(6,8') comme 1'ensemble des

s € Jg vérifiant :

(1) Ixgg sllie < cs,

(2) > IxXz17, 009172 < c5 pldrd)
(b.b') B

otl, dans (2), p prend les valeurs p'/™, p2/™ . pm=1/m et (b, b') décrit les paires de $(p) x X/ (p)

commengant par (6o, 6;). On pose ensuite

(3) E(a,d)= ] E@©.9),
(6.8

otl a € X(p),d €X(p)et (9,8) décrit les paires de £~ x X'~ se terminant par (g, a’). L’entier
]

!/

).
m est fixé une fois pour toutes, et doit vérifier m >3, m > a~!. Le réel a € (0, 1] désigne ici
le parametre intervenant dans la propriété de récurrence d’échelles.

On observera que les hypotheses 3.2.2, 3.2.4 qui permettent de démontrer la propriété de
récurrence d’échelles sont moins restrictives lorsque le parametre « est plus petit. Cela veut dire
qu’on peut toujours choisir le parametre « au plus égal & 1/2, ce que nous faisons dans la suite.

Ceci étant, en choisissant c; assez grand, on garantit que la condition
(4) Leb(Jr — E(a,d')) < 1

qui intervient dans la propriété de récurrence d’échelles est satisfaite. Celle-ci nous fournit donc,
pour a € X(p),a’ € ¥'(p) des ensembles compacts non vides E*(a,a’) C Jg qui vérifient les
conclusions (i), (ii) de 3.2.3.

On a d’autre part en 3.3.3. défini une partie 3. de £~ ; la seule chose qui nous concerne
pour I'instant est la propriété évidente suivante :
Lemme : - Soit § € ¥, le nombre de mots b = (bg, b1,...,bx) € X(p) tels que 6y = bo, et
O=1(..0_...,00="0o,by,....,by) & S~ est o(p~%) (quand p — 0).

L’ensemble compact £ C S est constitué des triplets (8, ', s) tels que § € X et s € E*(a,d’),

ot a € X(p), a' € ¥'(p) terminent respectivement @, §'.

5.2 Contrairement & la base £ C S, la fibre de £ au-dessus de £ dépendra du paramétre de
perturbation w € [—~1,+1]* =: Q.
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Il est cependant préférable de traiter d’abord le cas non perturbé w =0 .

Avec une constante cg qui sera dans la suite choisie assez petite, on pose
(5) N = LC6 pf%(der’,l)J‘

La fibre L(0,8’',s) C R (pour (8,8',s) € L) est constitué des ¢ pour lesquels il existe N paires
@0 ..., N, 0N) € B(p) x ¥'(p) qui (en posant Ty Tb’,i(Q,Q’,s,t) = (6,07, s;,t;)) ont les

propriétés suivantes :

(6) pour i # j, b’ et ¥’ n’ont pas de mot initial commun dans $(p'/™) ;
. 3 o i gli oz A i -

(7) pour |§; — s;| < g Pona (0',6%,8,) € L (et donc 9" € X.) ;

(8) til <1+R.

Le but de ce chapitre est de montrer la :

Proposition - Si ¢cg est assez petit, il existe ¢y > 0 tel qu’on ait
Leb(L(0,8,5)) > e

pour tout (8,6,s) € L .

5.3 - Preuve de la proposition
5.3.1 Fixons (0,6,s) € L. Par définition de £, il existe (a,a’) € B(p) x ¥'(p) terminant
(0,9") tel que s € E*(a,a’). Par la conclusion (i) de la propriété de récurrence d’échelles, il existe

5 € E(a,d) tel que
(9) |s — 3] < 2 p%

Vu la définition (3) de E(a,d'), il existe (8,8') € £~ x ¥’ se terminant par (a,a’) tel que
(10) seE@0,0).

Les relations (1), (2) ci-dessus sont donc vérifiées par (9,0’, ).
D’apres la conclusion (ii) de la propriété de récurrence d’échelles, il existe au moins c3 p*(d”,)

paires (b,b') € X(p) x X'(p) (avec by = Oy , by = 0}) telles que, si on pose
TQT,/(Q,Q,, S) = (éaéla §) )

on ait [§—p®, §+p*] C E*(b,b'). Si on tient compte du lemme sur ¥, ci-dessus, on conclut qu’au
moins la moitié des paires (b,b’) précédentes vérifient de surcroit fe ¥, et donc (é, 9’ s1)el

pour |§ — §1| < p®.
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On notera I';, 'ensemble de ces paires (b,b"). On a donc
1 "
(11) #I')y, > 363 pld+d)

5.3.2 - Nous définissons maintenant, par récurrence descendante sur 1 < ¢ < m, une partie
Iy de Z(p'/™ x 5'(pt/™) . Nous venons de définir I',,. Pour £ < m, la définition dépend d’une

constante ¢ assez grande : I'y est constituée des paires (b,b') qui vérifient

(12) |’XTQTZ;/(Q~7Q~’5)H%2 <5

(13) il existe au moins c;_l p*%(‘”dl) paires dans [y commengant par (b,b') .

Compte-tenu de la relation (2) (pour (é, Ql, §)), il existe au plus ccs ci{l p~Ud+d)/m haires
dans X(p™) x %'(p*™) qui ne vérifient pas (12). D’autre part, il existe au plus cp~(@+d)/m
paires dans X (p(+D/m) x 5(p+1)/m) prolongeant une paire donnée de X(pt/™) x %/ (p*/™). On

conclut que si ¢ est assez grand, on aura par récurrence descendante & partir de (11) :
(14) #Ty > co p @) |

5.3.3 - Pour des mots ¢,c de ¥, ¥’ commencant respectivement par 6y, 6, notons J(c,c’)
(resp.J(c,¢')) Vintervalle de R image du rectangle I(c) x I'(¢') par Ty g s (Tesp. par Tré,é/,ﬁ)'

Pour 1 < ¢ < ¢ < m ,(bb) € 'y, notons T'y(b,b') 'ensemble des paires (c,c’) € 'y qui
commencent par (b,b'); notons K (b,b) C J(b,t') 'union sur Ty, (b, ') des intervalles J(c,c’).

Lemme : Il existe cig > 0 tel qu’on ait, pour 1 < £ <m, (b,t/) €Ty :

|K (b,0)| > c10] T (b, V)]

5.3.4 - Les deux résultats élémentaires qui suivent sont utilisés dans la preuve du lemme et
prouvés en [MY, p. 70].
Sous-Lemme 1 - Soient (Ju)ac4, (J),)aca deux familles d’intervalles et € > 0, A > 1, > 0 des

constantes vérifiant :

(i) Pour tout « € A, onae < |J| <Aeete <|J))|.
ii pour tout a € A, les centres de J,, J! sont distants d’au plus ve;
(0%
On a alors

Leb (| ) J7h) = (A\(4v+4) 7" Leb (| Ja)

Sous-Lemme 2 - Soient (J,)aca une famille d’intervalles, et 0 < v < 1; pour chaque a € A,
soit K, une partie de J,, vérifiant Leb(K,) > vLeb(J,). On a alors

1
Leb(LaJ Ko) > 5 v Leb(g Ja) .
5.3.5 - Preuve du Lemme
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Elle se fait par récurrence descendante sur £; le cas £ = m est tautologique (avec cjg =
c10(m) = 1) et on suppose donc £ < m.

L’inégalité de Cauchy-Schwartz donne, pour toute partie X ¢ K x K’
Leb (my y (X)) > [a % iyl 5 172

Soit (b, b') € T'y. On applique I'inégalité précédente en remplacant (6, Q~/, 5) par TyTy (0, é/, 3)
et en prenant pour X la version renormalisée par T} 7}, de I'union des rectangles I(c) x I(c),
lorsque (¢, ') décrit Ty 1(b, V). D’apres (12) et (13) on obtient

(15) ! J(c,d)| > el J(b, V)] -

On va ensuite comparer les mesures de UJ(c, ) et UJ(c,¢/) en utilisant le sous-lemme 1.
Comme on a d(f,8) < cp, la C'-distance entre k2 et k? est au plus de Pordre de p°.

~ / 5 . ~ .
De méme entre k'% et k'¢ . On a aussi |s — 5| < ¢z p®. La C'-distance entre To9.s €6 T5 5 -

est donc au plus de 'ordre de p®. On rappelle que o > % Le sous-lemme 1 (avec & ~ oY/ my

donne donc;

(16) U Jedlzcl | Jed),

(17) ! J(c, )| > eyl J (b, 1)) -

(18) 1K (¢, )| > cro(€+ 1) (e, )]

ce qui donne, d’apres le sous-lemme 2 :

1 1
(19) U K= 5 cw(f+1) | U Jedl= 3 i e+ 1) [TV,
Trp1(l, b)) Trpa(, b)
soit I'inégalité du lemme avec c19(€) = 5 cf; c1o (£+1) . -
5.3.6 - Fin de la preuve de la proposition
On observe d’abord que si un réel ¢ appartient & au moins N ensembles K (E’ ,ﬁ’i) , avec
(E",Ei) €Ty ,alors t € L(0,0,s). En effet par définition de K(ﬁZ ,ﬁli), il existe (b* ,Q,") S

commencant par (b% ,b'), tel que t € J(b? ,b"?); cette derniére propriété implique la relation (8).

La relation (7) est conséquence de la définition de I',. La relation (6) résulte du fait élémentaire
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suivant : pour s€ Jp,0 e X, ' €X', p>0,tcR, be ¥(p), le nombre de b’ € ¥'(p) tels
que 7r9_;, ,(t) rencontre I(b) x I'(Y) est universellement borné; donc, quitte a remplacer N par
une fraction de lui-méme, on peut supposer que les b’ sont distincts. Il reste & voir que, lorsque

ce est assez petit, ’ensemble ou la fonction
X= Z XE(@bY)
I

1
—L(d+d-1)

est > cgp est de mesure > c7 > 0.

1/m

Considérons une partition de la droite réelle en intervalles (Jo)aca, de longueur p'/™. Avec

¢ << 1, considérons la partie A1 C Ag formée des a tels que J, contienne le centre de J(b, Q/) S

1
L(d+d'-1)

'y, pour au moins cg p~ paires (b,b') € ', et notons I'; 'ensemble des paires (b, b') € I'y

telles que le centre de J(b,b') appartienne & I'un des J,, a € A;. On a
(20) #(01—T) S ccpp ™),
et donc, au vu de (14)
* 1 — L (d+d)
(21) #Fl 2 5 Cgp m ’

si ¢ est assez petit. On procéde maintenant comme en 5.3.5 pour montrer

(15") U Jbb)| > én
i

(17) U 7@ b)) = ey
i

Comme les J(b,b') sont des intervalles de longueur approximative pl/ ™ estimation (177)

entraine

(22) U Jal >

ac€Aq

Pour chaque o € Ay, désignons par X, la somme des x K(by)» lorsque (b, b') décrit les éléments

de T’y tels que le centre de J(b, V') appartient & J,. On a d’apres le lemme

| xo =K@y
>c10 ) T (B,

(23) > c ey ¢y p_%(der,) .
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D’autre part le support de x. est localisé dans un intervalle J, de méme centre que J, et
de rayon c,o#. Si on prend ¢ << cig ¢4, on aura Xo > N sur une partie K, de ja de mesure

>k p%. On combine finalement (22) et le sous-lemme 2 pour obtenir ’estimation recherchée

UKol =er.
Aq
O
5.4 Le cas général w # 0
Rappelons que 'espace des parameétres est Q = [—1, +1]21 , ou X7 est une collection de

rectangles disjoints dont les deux c6tés sont de taille approximative p/™ (cf. 3.5).

Soit 8 € ¥ ; on associe a § le morceau de variété instable

= m FZ(ROﬂ)

i>0

Soit alors r un entier tel que F~"(W¥(8)) soit approximativement de longueur p'/™. On note
Y1(0) 1’ensemble des rectangles de 31 qui rencontrent F~"(W*(€)). A la partition de ¥; en

¥1(@) et son complémentaire est associée une décomposition :

Q =[-1,413©@

QO — [_1,+1]E1\21(Q) )

La fibre Ly (0,8, s) ne dépend en fait que de la composante w” de w; nous posons w* =
(0,w") . Ceci étant, on définit L, (8,8’, s) comme en 5.2, & ceci pres que 'opérateur Ty (1 < i <
N) doit étre pris pour la valeur w* (au lieu de 0) du parametre.

Il s’agit alors a nouveau de montrer, lorsque cg est assez petit, qu’on a
Leb(Lg(Qa Q,a 8)) 2 cr > 0.

5.5 - Un lemme de perturbation.

Pour minorer la mesure de L (6,8, s), on va suivre la méthode exposée en 5.3, en vérifiant
que le passage de 0 a w n’affecte pas les étapes successives. Le lemme ci-dessous justifie cette
démarche ; sa démonstration est repoussée a un chapitre ultérieur.

Lemme - Pour § € ¥~ , weQ, z€I(0y) NK, p>p,ac X(p) (commengant par 6p), on

a .
(1) | R22(z2) — k(2) | < cr2 ex Pl
(i) | Logltmrfell | < iy ex pt o
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(On a désigné par cx la constante (assez grande) qui intervient dans la construction de la
famille de perturbations; on a désigné par z% la continuation hyperbolique de z € K ; enfin, la

constante cjo est bien stir indépendante de cx, 0, w, z, p, D, a).

5.6 - L’estimation de mesure pour w # 0 .
Comparons les s-composantes de TpT}, (6,6, s) pour les valeurs 0 et w* du parameétre; en

vertu du lemme ci-dessus, partie (ii), on aura

15(0) — s(w")] < cerp ex p

1

Rappelons qu’on a choisi a < % <l--—

Comme on avait (pour les bonnes paires (b,1))
[‘§ - pa, s+ pa] - E*(bab/)
(avec $ = s(0)), on aura

3 3
[S(g*) - Z paas(ﬂ*) + Z Pa] - E*(b7b,) )

des que p est assez petit.

L’ensemble 3 ne dépend pas du parametre. Il en est de méme pour les ensembles I'y , 1 <
¢ < m. Considérons ensuite I’estimation (15) dans la preuve du lemme 5.3.3 ; quand on remplace
I’'intervalle j(g, ) avec (c,c/) € Tpy1(b,b') par sa version perturbée Je (¢,c'), on change d’apres
la partie (i) du lemme de perturbation les positions relatives dans J(b,b') des extrémités par au
plus c c13 cx pl_%. D’apres le sous-lemme 1, on obtiendra pour les J*~ (¢, ¢') la méme estimation
(15), avec une constante c¢1; un peu moins bonne. Le reste de la démonstration du lemme 5.3.3
est inchangée et on obtient donc ’estimation de ce lemme avec une constante cigp un peu moins
bonne.

Dans la partie finale (5.3.6) de la preuve, on conserve le méme I']. Les extrémités des in-
tervalles J(b,b') , J(b,b') (pour (b,b') € I'1) peuvent étre d’apres le lemme de perturbation
déplacées par au plus c c12 cx pI*# lorsqu’on remplace 0 par w*, mais ceci n’affecte pas 'argu-
ment grace au sous-lemme 1. O
5.7- Pour le théoréme B*, on a expliqué en 3.4.3 comment modifier la définition de L(0, €', s)
pour obtenir un ensemble L(f,§’,s). Pour w € €, on définit de facon analogue un ensemble

fg (0,6, s). On veut maintenant montrer que, si cg est assez petit,

Leb(T(0,8', )

v

cr >0

et plus généralement
Leb(Ly (0,8, 5)) > ¢ > 0.
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On va indiquer comment modifier la preuve de la proposition de 5.2 pour la premiere estimation.
La seconde est prouvée de la méme fagon, cf. 5.4, 5.5, 5.6.

On définit, pour chaque (¢,¢’) € 'y, 1, 1"ensemble J(c, c') des t € J(c, ') qui appartiennent
&4 au moins cﬁp_mrrlfl intervalles J(b,b), pour des paires (b,b') € T';, commencant par (c,c’).
Pour 1 < j <m —2, (a,a') € T, on définit inductivement 1 ensemble J(a,a’) des t € J(a,a’)
qui appartiennent a au moins c()-pf%/il ensembles J(c,c) pour des paires (¢, c) € I'j41 com-
mengant par (a,a’). En appliquant (m — 1) fois Pargument expliqué en 5.3.6, on montre qu on

a, pour tout 1 < j <m—1,(a,d) €T}
[T (a,d)| > €10(j) - | (a, ).

En appliquant une derniére fois cet argument, on montre que ensemble J des t qui appartiennent

/

N . _dtd -1 - . o
& au moins cgp~  m  ensembles J(a,a’), pour des paires (a,d’) € T'y, vérifie
|J| > > 0.

Montrons que J C L(6,8,s). La constante d* définie en 3.4.3 vérifie % < %l_l, donc

__da* _d4d' -1 . 7 : 3 i
p ™1 < cgp m pour p assez petit. Pour ¢ € J, on construit donc comme suit les paires

(Qi,b}f) de la définition de L(6,#’,s) : on associe les paires (a,a’) € T telles que t € J(a,a’)
aux indices £, 1 < £ < N = |cgp~ dﬁnilj ; pour chaque tel (a,a’), on trouve par construction

M=|p %= L(pfﬁ)mflj intervalles J(b,b") contenant ¢ tels que (b,b") € ', commence par
(a,d); ces paires (b,b) sont les (bY,bY). Les propriétés (i’),(i”) de 3.4.3 sont alors clairement

vérifiées.

6 - CONSTRUCTION D’UNE PARTIE COMPACTE RECURRENTE.

6.1 - On a défini en 3.4.1 ou 5.2, pour (8,6’,s) € L, une partie L,(8,8',s) (cf 5.4 pour la
dépendance en w). On aura aussi besoin d’un agrandissement Lz (0,0',s) de L, (8,0, s), défini
de fagon analogue a L, (0, 0’, s) ou les relations (ii), (iii) de 3.4.1 ((7),(8) de 5.2) sont remplacées

par les relations plus faibles

(ii)’ pour |[§; — s8] < %pa, on a (Qi,Qli,éi) eL;
(iii)’ lt:i| <2(14+ R) .

Nous définissons alors
L) =1{0,0"st)eLxR,teL;(00 )},
LL=1{(0.0"s1t) € LxR|3 (80 s0,t0) € L,
tel que d(0,0°) < 2p” , d(¢,0°) < 29",
ls—sol < p, [t —to] <p},

oit D est I'exposant > 2a~! intervenant dans la définition de X, (cf 3.3.3).
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Parallélement, pour u = (6,8',s,t) € £ x R , nous définissons :
Q) = {w e |3 (b ¥) € (o) x () tel ane by = 6,

- - - ~ - ~ 1
b=00, T2 Ty u=(0,0,5%) €Ly et (6,0,5) € L pour |5 — 5] <5},

Q) ={we | 6,651 eLl}.

La proposition qui suit contient ’estimation cruciale de probabilité et sera démontrée dans
la fin de ce chapitre.
Proposition - Supposons que la constante ¢y intervenant dans la famille de perturbations

est assez grande. Il existe alors c¢g > 0 tel qu’on ait, pour tout u € £ x R

(ou P est la mesure de Lebesgue normalisée sur 2).

6.2 - On choisit dans £ x [~2(1 + R), 2(1 + R)] une partie A quiestp”-dense et vérifie
HA < ¢ pDld+d+2)

D’apres la proposition, si p est assez petit, il existe w? € Q tel qu'on ait, pour tout u € A,
soit w® € Q0(w), soit w® ¢ Q' (u). On fixe un tel w°.
On définit
L={0,0"s1)elxR|3 (0,07 s0,t) € L

tel que d(8,6°) < p” , d(¢/,6°) < pP s —sol <5 [t —to] < £},

On a donc Ego CLC Ei}o . On va montrer que L est une partie compacte récurrente pour
. w W

F<

6.3 - L est récurrente pour P,

6.3.1 - Soit u = (0,8’,s,t) € L. Soit ug € Ego proche de u comme dans la définition de
L; soit up = (01,01, s1,t1) € A, pP-proche de u. Comme D > 1 , on aura uj € Ei)o, c’est-
a-dire w® € Q'(uy). Ceci entraine, d’apres le choix de w®, qu'on a w® € Q0(wy) : il existe donc
(0,1) € B(p) x X'(p) tel que

~1 ~r1 . ~ ~ . 1
(8,01,3,) € L pour |5; — 5| < = p*.

TE T (w) = = (@',0",51,01) € £, 2

w0

6.3.2 - Vérifions que @ := Tbgo T, u = (Q, 9.3, 1) €int L.

On compare les coordonnées de ii et 41 . On a
d(0,6") < pP = d(@,8') < c pP+,
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et de méme d(é’,éll) < ¢ pP*! . Comme l'appartenance & ¥ ne dépend que d’un mot final
dans 2(pPt1/2) on a 6 € X puisque 8! € X . La C'-distance & l'identité de k£ o (k‘gl)_1
K2 o (KL 1)*1 est < cpP?, avec Da > 2. On a donc

|5 — 51| < cp™®

[t — 1] < epPo L,

On obtient donc, d’aprés la propriété de @; ci-dessus, qu'on a (91,01, 5) € £ pour |5 — §| <
3 p* , donc aussi (0,0',8) € L pour |5 — 5| < 1 p* (cf. définition de L£). On conclut finalement

- . . . 0
qu'on a 4 € intL. Ceci termine de prouver que L est récurrente pour F< .

6.3.3- Pour le théoréme B*, on a défini en 3.4.3 (voir aussi 5.7), pour (8,6',s) € £ une partie
L,(0,80,s). On définit ZL(Q, 0,s) D L,(0,¢,5s) de facon analogue a L;(Q, @', s) : on remplace

ii), iil) par ii)’, iii)’ de 6.1. Nous définissons alors, comme en 6.1,

s,t)e Lx R, teL)(0,0,s)}
s,t) € £LxR|3(6°60°, s0,t0) € Zi tel que
< 2PD7 d(Q/aglo) < 2pD7 ‘S - SO| < 2 |t - t0| < P}

L, =1{(0,0
1{(

ICb

=

(QQ)

Pour u = (8,6, s,t) € £ x R, nous définissons ﬁl(u) ={we Q] (8¢, s1t) e Z;} et ﬁo(u) =
{we Q3,0 e(p) x¥(p), 1 <i<M=|p¥] tels que by = b, bi = 6}, Tb%TI;,iu

(éz,é’l,éi,fi) € E& et (é, é/, s*) € L pour |s* — 5| < %pa}. On a alors la proposition suivante,

analogue a celle de 6.1 :

Proposition. Supposons que la constante cx intervenant dans la famille de perturbations est

assez grande. I existe alors g > 0 tel qu’on ait, pour tout u € LxR
P (1 (u) \ Qo(u)) < exp(—csp i(d+d’—1))

Si I'on prend un w, (comme en 6.2), pour lequel on a, pour tout u € A, soit wy € Qp(u),
soit wy ¢ Q1 (), il est facile de voir que Z := {(0,8,s,t) € L x R | 3(8°,0°,s,t) € Zio tel que
d(9,0%) < pP,d(0',6°) < pP, |s—so| < p/2, [t —to] < p/2} est une partie compacte d-récurrente
pour F<° (on utilise ici d* > d).

6.4 - Preuve de ’estimation de probabilité.

6.4.1 - Soient u € (8,0’ ,s,t) € L xR et w € Q(u). 1l existe donc (8%, 8'°,s0) € L et
to € L+(90 09, s0) tels que d(8,8°) <2pP , d(@,0'°) <2pP, |s—so| < p, |t—to| <p.

Comme d(6,0°) < 2p” , on a %1(8) = £1(8%) ; la decomposition Q= Q x Q" est donc
la méme pour @ et 6°, et I'ensemble LJ(QO,Q 9 s0) ne dépend que de la composante w” de

w. On conclut qu’on a Q' x {w”’} C Q'(u). On fixera donc dans la suite u et w” € Q" tels
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e (0,w") = w* € Q(u). Il s’agira de montrer que l'ensemble Q'(u) des W' € Q' tels que
( W") € QO(u) vérifie

Py (' \ @ (u)) < exp(—cg p~m @ 7D)

6.4.2 - Soit ug = (QO,QIO, S0, to) comme ci-dessus. Il existe donc des paires (Ql,bll), e, (QN,Q/N) IS

Y (p) x X/(p) telles que les images
T T, (ug) = = (870" 5. 1)
vérifient les conditions (i), (ii)’, (iii)’ de la définition de L;r* (0°,8'°, sp) .

Pour W’ € €, on pose (avec w = (w',w"))
u'(W) =TTy (u) = (€, 0", si(W), ti(W)) -

De d(0,60°) < 2P, on déduit d(6,0°) < ¢ pP+ << pPT2, et de méme d(0'%,0"1) < c pP+1
Comme §% € ., on a aussi § € ¥ ; de plus, les fibres de £ au-dessus de (8,0'%) et (87,67
sont égales.

La distance dans la Cl-topologie entre k%<" et £%°«" drune part, entre ke ot k9% de

lautre, est au plus de Pordre de pP® << p?; on a donc
13i — 5i(0)] < |s — so| + o(p?) -

Par ailleurs, d’apres le lemme 5.5., partie (ii), on a :

15:(0) — si(w)| < crzex p ™

Comme ona o < 1—1 et (07,87, s)) € L pour |s; — 3| < % p%, on aura aussi (si p est assez
petit) (8%,8'%, s}) € L pour |5, — s;(w')| < 5 p* (quel que soit w' € ).

On aura donc w’ € Q' (u) si t;(w') € L+(9’ 0% si(w')) pour au moins un indice i € [1, N].

6.4.3 - Rappelons que 31 est une collection de rectangles formant une partition de A,
dont les c6tés sont de taille approximative p>/™; que ¥, est constituée des rectangles de 3

1/2m) napparait plus d’une fois dans le mot associé ; et que

pour lesquels aucun sous-mot de X(p
Y1(0) est constitué des rectangles de 31 qui rencontrent F~"(W*(§)), lentier r > 0 étant tel
que la longueur de F~"(W"(8)) soit approximativement p'/™

A chacun des mots b’,1 < i < N, est associé un segment IZ(b') € W*(8); on notera a’ le
rectangle de ¥ qui contient F~"(IZ(5")) (segment de longueur ~ p't1/™ << p2/™) Comme on
af ey,

i) de 3.4.1. On notera simplement w; la coordonnée w,: de w.

on a a' € ¥ et donc aussi a' € $1(0); pour i # j on a @' # a’ d’aprés la propriété

Nous écrivons

W' = (wi,...,wN, &)
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et fixerons @’ € [—1, +1]21(Q)\{917""9N}. Nous poserons
w:=((0,&),w"),
Lt = Ly(0',0", s:(@))
= Lu(0',0", 5i(@))

6.4.4 - Lemme de perturbation
Par définition de X

., nous pouvons choisir un élément § de ¥~ qui vérifie d(8, 0) < cp? et

tel que le mot final de 6 (et de 8)(6_, ,...,0) n’apparait pas autre part dans 0.

Nous posons alors, pour 1 <i¢ < N :

Tb%‘TI;’i(EaQ/a Svt) = (Eivgliagi(ﬂ/)ati

—
€
~
~—
~—

(on " est fixé).

Le lemme suivant, comme le lemme 5.5., sera démontré ultérieurement.

Lemme - Pour w” fixé, la coordonnée t;(w’) ne dépend que de w; (ni de @' ni de wj,j # i).
On a de plus ~
dt;
dwi

Cl_glcx < | <cizex

6.4.5 - On a d(6°,8) < cpP, d(@°,0) < cp®, |s—so| < p, |t —to| < p donc apres application
de Tb%* T',; on obtient
i [ —%(0)| < cR.

Par la propriété (iii)’ des (6°,b7), on a
lti| <2(1+ R),

d’ou

[t:(0)] <2(1+ R) +cR.

D’autre part, on a montré au chapitre précédent que |L‘| > c;. Comme L’ ne dépend pas

de w;, on déduit du lemme de perturbation 6.4.4, si cx est assez grand, qu'on a
P(ti(w;) € L) > .
Dans la fin de la démonstration, nous allons montrer que
Ti(wi) € L' = () € LH(07,0", si(w")).
Ceci entrainera alors

P(Q1(u) — Qo(w) < (1 )™
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soit ’estimation probabiliste requise.

6.4.6 - Supposons que W' = (w1, ...,wn,&') vérifie #;(w;) € L*. 1l existe donc N paires (c, ')

dans 3(p) x X(p) telles que les images

A

TEO 1,807, 5:(@), Ti(wi)) = (€, €/, 8, T)

vérifient les conditions (i), (ii), (iii) de la définition de L¢ dans 3.4.1.
Le parametre &(4) est ici celui obtenu & partir de & en annulant les coordonnées dans X (6%).

Pour voir que t;(w') € L} (07,07, si(w')), on va considérer les images
TEO T (08,07, 5i(w)), ti(w)) = (©,6,8,T)
(ot w(i) est obtenu & partir de w en annulant les coordonnées dans ¥1(6%)) et vérifier les pro-
priétés (i), (ii)’, (iii)’ de la définition de L.
6.4.7 - On applique une premiere fois le lemme de perturbation 5.5. pour obtenir
54(@) = silw)] < cexp' ™™
puis une seconde fois pour conclure que :

N 1
IS — 95| < chpk# << Epa ,

ce qui garantit (ii)’ pour S & partir de (ii) pour S,

6.4.8 - Il reste a comparer 1" et T', ce que nous allons faire en comparant successivement les

t-composantes de :

que nous notons respectivement T, T , T, T.
Le lemme de perturbation ci-dessous sera démontré ultérieurement :
Lemme - On a
— — /A 1+L
[5i(w) = 5i(@)| < cexp' T,
~ 1
T —T|<cecxpm .

Ceci étant, comme on a d(8,0) < cp, la C'-distance de k2, K2 est au plus de Iordre de pPe.
On a donc
i(wi) — ti(W))| < epP>t
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De la premiere relation, on tire
T —T| <epP?;
les deux suivantes, avec le lemme, donnent
[sifw) = si(@)] < cexp' T,

d’ou

T — T| < cexp/™ .

Compte-tenu de la deuxiéme relation du lemme, on obtient |T'— 7| = o(1) : la relation (iii)’
pour T est donc conséquence de la relation (iii) pour T. Ceci termine (modulo la preuve des
lemmes de perturbation) la démonstration de la proposition 6.1. 0
6.4.9 - On va indiquer maintenant comment démontrer la proposition 6.3.3, qu’on a utilisée
pour démontrer le théoreme B*.

Soient u € (0,0',s,t) € LXR et w € ﬁl(u). Il existe donc (8%, 8'0,s9) € L et ty €
fz(ﬁo, 00, 50) tels que d(6,0°) < 2pP , d(@,0'°) <2pP, |s—so| < p, |t —to] < p.Comme
ci-dessus, on a Q' x {W"} C ﬁl(u) I s’agira de montrer que l'ensemble Q (u) des w’ € € tels
que (@' ,w") € ﬁo(u) vérifie

Po (2 \ 0 (1)) < exp(—ag p~m @Dy

Soit ug = (8°,8'°, s0,t0) comme ci-dessus. Il existe donc des paires (b5, b’) € (p) x ¥'(p),
1</l < N,1<k< M telles que les images

* ~ 0 ~ 19 _ ~
TS T, (uo) = (O 0k 55,10
2 2k

(avec w* = (0,w”)) vérifient les conditions (i)’, (i), (ii)’, (iii)’ de la définition de fz* (8°, 8’0, s0) .

Pour w' € 7, on pose (avec w = (w/,w"))
TI_’? ég(u) = (@Za @/E ) Si(ﬂ/)ﬂfi(gl)) .

Pour chaque k < M, on appelle X}, 'ensemble des ' € €' tels que ¢4 (w') € IZ (@Z, @w st (W)
pour au moins un indice ¢ € [1,N]. On a €'(u) D Mk<ar Xk- Or, on peut montrer comme ci-
dessus que P(Q'\ X;) < exp(—fgp_%(d+d/_1)) pour chaque k < M, ce qui permet de conclure
au vu de la taille de M.
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6.4.10 - Remarque. L’argument précédent permet de montrer que les ensembles de
difféomorphismes ne satisfaisant pas les conclusions des théorémes A ou B sont non seulement
d’intérieur vide, comme 'affirment ces théorémes, mais de codimension infinie. Considérons en
effet une famille (F},),c[—1,1- dans Diff**(M). On suppose que F,, posséde deux fers & cheval
Ay, A;L auxquels on associe des ensembles de Cantor réguliers K,,, K //t définis par des applications
(9u> g,,) comme ci-dessus. On suppose qu’on a, pour tout p, HD(K,) + HD(K,) > 1.

Considérons une partie A de [—1,1]" qui est pP-dense , avec #A < Cp~Pr. Pour chaque
w € [—1,1]", on consideére une famille de perturbations F, ﬁ comme ci-dessus ; les familles y — Fﬁ
sont lisses et proches de la famille initiale. Mais I’estimation de probabilité exponentielle permet
encore trouver wg de facon que pour tout u € A p € A, on ait soit wg € Qg(u), soit wo ¢
Q}L(U ). On peut alors, pour chaque g € A, construire une partie compacte récurrent ﬁuo pour
(950 g:i%o). Cette partie est encore récurrente pour (g:", gﬁd—o) si |u— po| < pP. On conclut que
dans I’ensemble des familles (F},) comme ci-dessus, la propriété d’avoir un compact récurrent
non vide £, pour tous les valeurs du parametre u, est ouverte et dense.

Dans le cadre du théoreme A, on observe que pour une famille générique, il existe pour
tout parametre ;1 des points périodiques de g, 9;& tels que le rapport des logarithmes de leurs
multiplicateurs soit irrationnel. On conclut que le complémentaire Uy \ U; de I'ensemble U

apparaissant dans le théoréeme A est de codimension infinie.

7 - PREUVE DES LEMMES DE PERTURBATION.
7.1 - Nous présentons dans ce chapitre la preuve des lemmes de perturbation 5.5, 6.4.4 et
6.4.8. Il s’agit d’évaluer l’effet de la perturbation sur la géométrie du systeme.

Rappelons qu’on a
FY .= Fod¥,

®% étant le temps 1 du flot d’'un champ de vecteurs X< défini par

X% = —CXZ w(a) Xg -
31

Dans cette formule, w = (w(a))uex, € 2 := [—1,+1]*1 est le paramétre, cx est une constante

assez grande (cf. 6.4.5) ; pour chaque a € ¥1 , X, est un champ de vecteurs s’écrivant

)
Xz, y) = L+ o, y) — .
a(z,y) = p T xe(z,Yy) 3y

On a désigné ici par (x,y) des coordonnées dans le rectangle de la partition de Markov
qui contient a, telles que a% soit essentiellement dirigé dans la direction instable, et en tous
cas partout transverse a la direction stable. La fonction x, est identiquement égale a 1 dans
un 79p?/™- voisinage de R(a), et identiquement nulle en dehors d’un n; p?/™-voisinage de R(a)
(avec 0 < 19 << m1 << 1); on impose aussi que sa C7-norme soit de I’ordre de p_Qj/m. Ceci

entraine que F¥ sera C’-proche de F tant que j < mTH
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7.2 - Commencons par des résultats préliminaires.

7.2.1 - Lemme - Soient w € Q,q € K et g(w) la continuation hyperbolique de ¢g. On a

d(q(w),q) < cexp'tHm™,

Preuve - C’est un cas particulier du lemme de poursuite. 0

7.2.2 - Lemme - Soient w € 2, § € ¥~ |, p € W*%(0). Notons p(w) le point de W*(8,w)

qui a méme ordonnée que p. Pour tout n > 0, on a
d((F9) ™" (pw)), F"(p)) < cexp' /™.

Preuve - C’est a nouveau une conséquence facile du lemme de poursuite.

7.2.3 - Lemme - Soient w € Q@ , 0 € X7, p e W*(@) , p € W“0,w),q € W*“(@) N A.
Supposons qu’on ait
d(p,q) < p*™ , d(p,p) < cexp' ™

(avec ¢’ assez petit). Alors, on aura
|D,F — DsF2 || < cexpttt/m

et une méme estimation pour I’angle entre les tangentes & W*(0) et W*(0,w) en p, p respective-
ment.

Preuve - L’hypothése sur p, p entraine qu’on a

d(F~"(p), (F£)™(5)) < cexp!™m

2/m proche de A, on aura que F

pour tout n > 0 . Comme 'orbite négative de p par F reste c/p
au voisinage de (F£)~"(p) est égal a F ou a la composition de F' par une translation verticale.

On aura en particulier
|Dy F = Dy, P2 | < coxp/m

(avec pp = F~"(p), b = (F*)7"(P)) pour n > 0 ce qui entraine les deux estimations du lerpe.

7.3 - Preuve de l’estimation (i) dans le lemme 5.5.

Il s’agit de montrer qu’on a
[KE(22) — k(2)| < cexp! ™

pour € X7, w € Q,z € I(§y)NK ; on a désigné par z¢ la continuation hyperbolique de z. Notons
(Z,9) les coordonnées de I'image de z dans W*(0), (z, y) et (z',y’) celles des images des extrémités

de I(6p). Notons (&, Jn), (Tn,yn), (z),,y,) les coordonnées des images par F~" des points
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précédents (images appartenant & W*(o~"(6)) ; notons enfin (2, (w), Jn(w)), (Tn(w), yn(w)), (2, (W), v, (w))
les mémes quantités pour F<.

Définissons

de sorte qu’on a

E9(z2) = lim A, (w) .
D’apres le lemme 7.2.1, on a, pour w € {2 :

| — @n(w)| < coxp /™,

lin — Gn(w)| < cexp™H/™,

D’apres le lemme 7.2.2, la méme majoration vaut pour |z, — z,(w) | , |z, — 2/, (w)]| ,

[y —yn@) [, |95 = yn(w) |- On aura donc
|An(w) = An| < cexp!Hm

tant que |y, — v,,| est au moins de l'ordre de p?/™. Pour les valeurs supérieures de n, notons
{z = n(y)} Péquation de W*(c7"(8)) et v, (y) la seconde coordonnée de F~1 (v, (y),y). On a

Ant1 _ [ Dn(yn + (G — yn))dt
An fol Doy (yn + t(yl, — yn))dt

et une formule similaire pour A, ;1(w)/Ay(w). D’apres le lemme 7.2.3 qui permet de comparer

Yn et iy, on a
| Dpn(yn + t(n — yn)) — Do (yn(w) + t(Gn(w) — yn(w)))| < CCXP1+1/m

et la méme estimation avec y/,,y,,(w) au lieu de Jp, Jn(w). On a donc (dés que |y, — y,,| est au

plus de Pordre de p/™) :
Ant1 Ap(w)

- <
An D) P

Ceci entraine qu’on a maintenant

1+1/m

|An(w) — Ap| < CCXpl_l/m
tant que n < p*2/m. Comme on a par ailleurs, pour tout ng
[Ang —Hm An| < ¢ |yng — Ypol »
|Ang (@) = im Ap(@)] < € [yng (@) = Yy (@) ,
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avec les membres de droite décroissant géométriquement, on obtient 1’estimation recherchée.

7.4 - Preuve de l’estimation (ii) dans le lemme 5.5.
Il s’agit maintenant de montrer, pour § € £~ ,w € Q, et |I(a)| > c;'p (avec a commengant

par 6p) qu'on a :
ke ( | -1
‘log | ka ‘ - "
On désigne toujours par (z,y), (z’,y) les coordonnées des images des extrémités de 1(6y) dans
!/

W(8), et on désigne par (u,v), (u’,v’) celle des extrémités de I(a) dans W"(8). Les conventions

pour (Up, vp), (un(w),vn(w)),... sont les mémes que précédemment. On pose
Bo(w) = D) —tnle),
Yn(w) = yn(w)
de sorte qu’on a

Re@)] @] Baw)
()]~ @) o B,(0)

D’apres le lemme 7.2.2, on a

/
n

1+1/m

[0 (w) = vn| < cexp ,

avec la méme estimation pour |y, (w) — yn|, |y, — v (W), |vn(w) — vnl ,

On aura donc

|vn (@) — vn(w)

1 1-1/m
(*) | log o _Un‘

‘|<66p :

tant que |v/, — v,| est au moins de ordre de p?/™ ; lorsque |v/, — v,,| est au contraire petit devant

p*/™ on obtient comme en 7.3 :

‘717/1-1-1 — Unt1]
vy, — Vn|

| < CCXlerl/m ]

— log
On obtient donc encore (*) pour n < p~2/™

De la méme facon, pour n < p~2/™_ on obtient

g Yn, (|g) Yn(w)

1-1/m
!/ _ ‘ :
Yn

| | <eexp

Par ailleurs, on a, pour ng > 0

| lim Ap(w) — Ang(@) | < ¢ ] gy (@) — yno ()]

| lim Ap(0) = Any(0) | < ¢ | Yny — Unol »

n—oo

ce qui aboutit a I’estimation désirée.
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Remarque - Il n’est pas difficile de voir que I’hypothese |I(a)| > ¢, 'p est en fait inutile et
que Pestimation (ii) est valable pour tout a.

7.5 - Preuve du lemme 6.4.4 - On se donne € ¥7,0' € ¥'~,s € Jg,t € R,w € Q,
be X(p), b € ¥(p) (avec by = Oy, by = 0)) ; on s’intéresse & la t-composante de

T=TET, 8,0, 5,1)

qu'on note t(w). On suppose qu’il existe un mot final Ef = (0_,,...,0y) de @ dans %(p"/™)
qui apparait exactement une fois dans la ¥~ -composante § de w. On fixe la composante w”

de w dans [—1, +1]E1721(Q) et on étudie la dépendance de t par rapport & l'autre composante
w' e [-1, +1]21@. Comme w” est fixé, on omettra dans les notations la dépendance en w”.

L’hypothese sur Ef signifie qu’aucune variété instable W*(o~"(6)),n > r, ne rencontre un
rectangle @ € ¥1(0) ; comme on a (F)™! = (®2)~1 o F~1, cela montre que les variétés instables
W (o~"™(8)),n > r, sont indépendantes de la coordonnée w' de w.

Notons ¢(w'), ¢ («') les images des extrémités de I(fp) dans W¥(8,u'), k entier tel que
o75(0) = 07(0), et I(w') le segment de W* (0" (6)) délimité par (F<)~*(g(w')), (F¥)~*(¢'(W)).

Dans un 79p% ™-voisinage de I, (@)~ coincide avec la translation verticale 7 de longueur
cxwopl /M

Au vu de ’hypotheése sur Ef et de la définition de X1, on a au voisinage de q, ¢’

,wo étant la coordonnée associée au rectangle a® € El(é) qui contient I.

(FYT=F7 si 0<j<k,
(Fgl)_k —roF 7k,

Notons Ty, I", les images par F~* de petits segments horizontaux contenant respectivement
q(w'), ¢ (W)

Les points (F<) 7% (q(w)), (F¥)~%(¢'(w’)) sont donc respectivement les points d’intersection
de 7(T), 7(I",) avec W*(c~"(@)). Observons qu’aussi bien ', I, que W*(o~"(8)) sont indépendantes
de w', 7 ne dépendant de w’ qu’a travers wp. On conclut que les coordonnées verticales y(w'), v (w)

de ces points d’intersection ne dépendent que de wy et vérifient bien

d
clex < |—dy | <cex .
w0

Il reste & itérer par F~"/W¥(0~"0) et laisser n tendre vers I'infini; mais cette itération est

indépendante de w’. On obtient donc

dE()
wo

¢ lex <| | < cex
avec t(w') ne dépendant que de wp. Ceci termine la preuve du lemme 6.4.4.

7.6 - Preuve de la premiére assertion du lemme 6.4.8

43



Le contexte est le méme qu’au numéro précédent ; il s’agit maintenant d’évaluer la dépendance
par rapport & w’ de la s-composante 5(w’') de .
La méme preuve que dans le numéro précédent montre qu’en fait 5(w’) ne dépend que de wy.

1+1/m

D’autre part, comme on a o > %, les courbes I's, I, sont p proches dans la C'-topologie.

Cela fournit ’estimation

[8(wo) —3(0)] < cexp' ™,

c’est-a-dire la premiere assertion du lemme 6.4.8.

7.7 - Preuve de la deuxiéme assertion du lemme 6.4.8
Le contexte est le méme qu’en 7.5, 7.6 On se donne de plus un élément § € X~ tel que d(6, ) <
¢pP. On note (resp. Q’) la ¥~ -composante (resp. la X' ~-composante) de T, Tj, (9, 9, s,t). On
se donne § € Jp,t € R, et ¢ € B(p), ¢ € ¥'(p) (avec co = g, ¢y = 6)). Tl s’a_git d’évaluer la
dépendance de la t-composante de
T2 70,05,

par rapport & la composante w’ de w (coordonnées dans Y1(0) = 31(8), pas dans X1(0) =

21(6) !). On note T'(w') cette t-composante. On considere aussi la t-composante T'(w') de

w =T Ty(0,0',5,1) .
Comme on a d(é, Q) < ¢pPHL 1a CO-distance entre K et k2 est < cpPH) et on a donc
|T(£/) - T(gl” < Cp(D-l-l)a—l )

On compare ensuite 7'(0) et T'(w’). On procéde exactement comme en 7.5. Dans le contexte
de 6.4.8, on sait que la ¥~ -composante §* de u* contient exactement une fois le mot Ef. On en
déduit que T'(w’) dépend uniquement de wy.

Pour évaluer cette dépendance, on introduit entier k* tel que o~ %" (8*) = o~ "(d), puis la
courbe I'* image par F~*" du segment horizontal dont I'intersection avec W*(8*) constitue une
des extrémités de I(0§) dans W*(0*). (Voir la définition de I'y,I", en 7.5).

Notons z(w'), 2/ ('), 2*(w') les intersections respectives de 7(Ts), 7(I',), 7(T'%) avec W¥(o~"(0))

cf. 7.5). Ces intersections ne dépendent que de wg. Comme I'y ,I". ,I* sont p'*1/™ proches
S S p
dans la C'-topologie, le théoréme des fonctions implicites garantit que j—ui), j—u'f;, :ii_ci) sont p2t2/m

proches ; les points z, 2, z* sont eux-mémes le/ ™ proches; la position relative de z* par rap-
port & z, 2’ ne varie donc que de 'ordre de le/ ™ Jorsque w’ change. C’est aussi le cas, pour tout
n > 0, de la position relative de F~"(z*) par rapport & F~"(z), F~"(z'). En laissant tendre n
vers l'infini, on obtient

I7(0) = T(wo)| < cexpt/™

ce qui donne, au vu de 'estimation de T' — T obtenue plus haut :

IT(Q) - T(W)| < cexpt/™,
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c’est-a-dire la seconde estimation de 6.4.8.

8 - DE LA PROPRIETE (Ha) A LA PROPRIETE DE RECURRENCE D’ECHELLES.
8.1 - Dans [MY, p. 85-95|, on trouvera la preuve de la propriété de récurrence d’échelles
pour a = 1 sous ’hypotheése (H'1) de 3.2.4; il est facile de vérifier que (H'1) n’est exploitée qu’a
travers sa conséquence (H1).
Passer du cas @ = 1 au cas général a € (0, 1] n’exige que des modifications minimes que nous

allons indiquer en reprenant les grandes étapes de la preuve de [MY].

8.2 - On suppose que g ou ¢’ a un point périodique dont la valeur propre est négative

(Pautre cas est plus simple). On pose
Z =%(p) x ¥'(p) x {~1,+1},

A=A x A" x {—1,+1};
pour (a,d’,u) € Z, on pose

OL(Q,Q/,U) = (GO aa6 , U w)

CU(Q,Q/,U) = (an 7a;~/ ,’LL) )

oll ag ,ag sont les premieres lettres de a,a’ , ay ,al, en sont les derniéres, et on a w = +1 ou

—1 suivant que f, et f/, ont ou non la méme orientation.

On introduit, pour ¢ € A
N,=#{Xe Z, a()) =i} .
On considére ensuite la matrice stochastique
N 0 si w(A) # a(N)
p>\ o -1 . / .
N; sio wA)=a(N)=1

)

Notons (p*)xcz le vecteur propre positif & gauche de cette matrice, normalisé par ¥ p* = 1;
toute ses coordonnées sont d’ordre pdte .
Pour A = (a,d’,u) , N = (b,¥,v) € Z tels que w()\) = a()\'), posons

a) =log | I ()| —log | I(1)) |

otl on a choisi arbitrairement § € £~ , ¢ € '~ se terminant respectivement par a, a’. Ayant

muni CZ de la norme hermitienne

212 =" p* 1A,
Z

45



on considere, pour > 1, opérateur w = Ug(z) défini par

1 2\
wyi= 3 @€z,

NeZ

qui est de norme < 1.

8.3 - La premiere étape [MY, prop. p. 87, cor. p. 89] est le résultat abstrait suivant, o on
désigne par V5(E) le d-voisinage d’une partie £ C R
Soient 0 < kg < 1, p € (0,1). Supposons qu’on ait

(H(p)) |Uell < ko pour 1<¢<pt.

Il existe alors 0 < kg < 1,61 >0, 0<7<1, A>0dépendant uniquement de kg
(pas de D) tels que, pour toute famille (E))x ez de parties mesurables de R vérifiant

|VA5(E)\)‘ <e , VYieZ
quand on pose, pour A € Z avec w(A) =1 :
ﬁ)\(l‘) = Niil #{)\,,OL()\,) =1 ) [J,‘ - 2? , T+ 2:0] (EX - a)\ ) 7& (D }

By = {2,7(z) > 7}
alors on a

S P VapB) < ki 3 9 [Vap(En)] -
Z Z

Par rapport a [MY], on s’est contenté de fixer Ag =1, A; =2 et d’écrire p au lieu de p; la

preuve est inchangée.

8.4 - Revenons dans le contexte (cf. 3.2.3) de la propriété de récurrence d’échelles. Posons
r = log R et donnons-nous une collection d’ensembles F(a,da’) C Jg, pour (a,a') € X(p) x X' (p).
Pour A = (a,d/,u) € Z, posons

F(\) ={z,ue” € E(a,d")} C [-r,+7r],
Eo(A) = [=r, +r]\ Vap(F(})) -
On définit ensuite inductivement (pour c3 > 0 assez petit)
Eni1(A) = Eo(A) U En(A) ,

ou l% (\) est formé des € [—r, +7] pour lesquels moins de c3 p~ (@) indices X' € Z vérifient
a(X) = w(X) et
[w+ay =27, z+a} +25] C[—r, 7]\ Es()) .
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(Les l%n()\) sont une version “4 bord” des E,())). Comme en [MY , lemme 6.6. , p. 91], on
obtient

~
~

S P VasBaN) < 15 3 P Vas(Ea V)]
A A

avec une constante k5 € (0,1). Il suffit alors de poser

n>0
Foo(A) = [=1,+7]\ Ex(A)
E*(a,d) ={e", v € Fxo(a,d,+1)}U{—¢", x € Fxo(a,d’,—1)},

pour obtenir Foo(A) C Vaz (F(N)) et
> P Vag (Beo(V)] < (1= 5) ™" max |[Vaz (Bo(A)]

<(1—rs) "' (2Ap+71)

avec
¢ = mZax|[—r, +r]— F(\)]|.

On prend p = p®. La propriété (i) des E*(a,a’) dans 3.2.3 résulte de Foo(X) C Vaz(F(N)).

Pour la propriété (ii), on observe d’abord que par construction de Fuo(A)
#{N € Z,a(N) =w(\), [z — 20%, 2 + 2p°] C Fos(N) —a} } > ezp~ 44 .

D’autre part, si 8°,0' € £~ se terminent par le méme mot a € X(p), on a, pour tout mot

b € X(p) commencgant par la derniere lettre de a) :
1
[log |12/ (b)| ~ log| I* (B)]| < 5"

(sous la condition 3.2.2), et une estimation similaire sur K’. On obtient donc les deux propriétés

requises pour les E*(a , d).

A~

8.5 - Il reste & montrer comment la propriété (H (p)) de 8.3 se déduit (avec p = p®) de (Hy).
On suit ici [MY, p. 92]. On raisonne par I’absurde. Supposons qu’il existe 1 < § < p™@ | z €
C% , ny << 1 tels qu’on ait, avec w = Ue(z) :

1= |2l = Zpan?

1—np < [|w|? = Sp*fwy [

Comme on a toujours

lwAl2 < T pd |za|?
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et que tous les p* sont du méme ordre pd+d,, il doit exister n; = n1(ny) << 1, Z C Z tels qu’on
ait

#(Z —Z) <m p~ @)

lwAl2> (1 =n)E Y |zv]?, VA€ Z.

Lorsque w(A) = a(\'), posons Zf\‘, = exp(i€ aﬁl) Zy ; on a, pour tout \ € Z

, 1
oA Y Al =5 Y
a(N)=w(X) a(Ay)=w(N)
a(A)=w(})

Il doit donc exister 172 << 1 tels qu’on ait, pour A € A

Ao, A1) A A1 2
pPAIZN — 23

Al A — /
o120 - 2P < mp7H D
(Ap)=w(N)
(D=3

e
e

en effet, tous les pY sont d’ordre pd+d/ .
A
On introduit la moyenne

=Ny Y A
a(NM)=w(A)

et on écrit

Zv =exp(—ifad )7+ Z3 .

On voit que |Z)| est d’ordre 1 et qu’il existe n3 << 1 tel qu’on ait, pour A € Z :

Yo B P < pgp )
a(N)=w(N)

Finalement pour Mg, \; € Z , X € Z tels que w()\g) = w(\1) = a()\), on compare les deux
expressions pour zy: ci-dessus : il existe 4 << 1 tel qu’on ait

v Z N o
> lew(iagg) - le exp(i a}, &) < nap™ (T
a(N)=w(Xo) Ao

Il existe donc ® € R, n5 << 1 tels qu’on ait

. 1 ’ ’
[sin (5 € (X, — X)) + )] < s

pour tout X vérifiant a(\) = w(\g) sauf au plus n5p~(4t%) d’entre eux. On peut choisir Ao, A;
de la forme

M=, d,u,\=(>@,d,u

et on contredit alors (compte-tenu de la définition des a} ) la propriété (Ha).
9 - LA PROPRIETE (Ha) DANS LE CAS CONSERVATIF.
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9.1 - Nous allons montrer dans ce chapitre que, dans le cas conservatif, si I'invariant de
Birkhoff hyperbolique de F'/A a un signe constant, alors la propriété (Ha) est satisfaite pour
tout a € (0,1).

Pour ceci, il va nous falloir estimer précisément les quantités log %%, pour certains ° , 0! €

Y7 ,b € ¥(p); la proposition qui suit a exactement cet objectif.

9.2 - On se donne un systeme de cartes locales (¢p)pca de type II (cf. annexe A) : c’est une
famille continue de cartes locales centrées en p de classe C* dans lesquelles F}, = ¢;%p) oFog,

est de la forme

Fp(z,y) = Ap)z(1 + zy up(z,9)), AMp) y(l —zy vp(z,y)))

I'invariant de Birkhoff hyperbolique étant alors u,(0,0) = v,(0,0). La forme d’aire préservée est
dx N dy.
On se donne 0 < p << 1, puis 0 < § << 1 tel que § > plog p~!. On se donne aussi
0" ,6' € = tels que
dg° ,8') <9,

ainsi que deux mot b ,b’ dans ¥(p), ayant pour premiere lettre la lettre finale (commune) de
0° et 9. On note p,p les extrémités de I'image de I(b) dans W*(8°), p/, p' celles de I(b'), et
4,4, ¢, les mémes extrémités dans W*(9!).

Proposition - Notons (X’,Y”) les coordonnées de ¢’ dans la carte ¢,. On a

N-1
11 ()| TS -
log 7)) —log T 2X'Y z% u; + 0(9) ,

ot N est le plus petit entier tel que 8°,, # 6%, et u; est I'invariant de Birkhoff en F~(p).

—m»

Nous montrerons d’abord comment la propriété (Ha) résulte de estimation précédente,

avant de donner la preuve de cette proposition.

9.3 - Preuve de la propriété (Ha).
Onsedonne 0 < a<1,0<n<<1,0< p<< 1,1 <&<p® On choisit et fixe § tel que

n<<&dlog 6 t<<1.
Soit X C X(p) une partie vérifiant

#(Z(p) = X) <np .
On peut trouver §°, 8! € £~ tels que

cté<d@’, 8') <4
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et dont les mots finaux respectifs a’, a' dans ¥(p) appartiennent & X.
Soient b, b’ des mots de ¥(p) qui commencent par 98 = 0(1] ; supposons de plus que la partie

initiale commune & b, b’ est de longueur bornée. Quand on applique la proposition de 9.2, on a
alors

cl< Y| <ec

et aussi, comme F préserve les aires et d(6°, 8') ~ ¢ :
16 < |1 X'|<ecéd.

Comme de plus I'invariant de Birkhoff a par hypotheése un signe constant sur A, la proposition
9.2 donne (comme N ~ log 6 1) :

QO 90

c o log 6L < — log ——=
|12 (b)| IIel( )]

|log ——
Au vu du choix de ¢, on a donc

|I°<b>| 112 ()]
<< 1€ (log g~ o8 g )| <<

(
(pour toute paire (b,t') telle que I(b),I(b') ne sont pas trop proches), ce qui permet bien de
conclure que I'hypothese (Ha) est vérifiée.

9.4 - Preuve de la proposition 9.2

Pour 0 < i < N, les coordonnées des points F~i(p), F~4(p), F~*(p'), F~4(p'), F~*(q),
F~9q),F~%(¢),F~%(¢’) dans la carte locale ¢p-i(p) sont respectivement notées (zi,y;:),
(&0, i), (@, 0h), (&, 97), (X5, Y5), (X3, Ya), (X, Y7), (X{,Y7). On a bien siir

(2] 177

/

xi:.f:i:xz Lf? 0,

yi=Yi=0.

Nous allons d’abord estimer les birapports :

Y - Y 4 — v
Cr(i) = i SV
Vi~ Y% Yi-Y

et pour cela introduire
Cr(i)
Cr(i—1) ’

Comme Fpi(, est linéaire sur {x = 0}, on a

A; = 0<i< N.

Yi—Y _ i1 —Yi-1
Ui — Y Ui 1~ Y1 ’
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Posons . .
/ /
T, — Y;—Al Yii T = Y;—Al —Yi
Y; _ Y; Y*i/ _ Y;/

En écrivant \; = A F-i(p) » Vi = Up—i(p), IOUS avons :

1 XiV2v(Xi, V) — XiV2 vi(Xi, Y)) >

= ( Y- Y;

Notons { = 4;(y)} 'équation de W*(F~*(¢)) dans la carte ¢p—i,) et posons

5i(y) = y* ¥i(y) vi(¥i(y),y) -

On a donc
I =)' (1 - Di(Y7))

pour un certain Y; entre Y; et Yi; de facgon similaire, il existe 171-’ entre Y/ et Yi’ tel que
;=11 = Diy(Y))) -

1l nous faut maintenant estimer D#;(Y;) et Do;(Y/). La dérivée de 9; est donnée par :

Dii(y) = 2y vi(y) vi(¥i (), y) + y* D ¥i(y) vi(¥i(y), )
+ y*0i(y) Dy vi(vi(y), y)
+ y?i(y) Di(y) Da vi(vi(y), y) -

Or le feuilletage instable W*(A) est de classe C! et on a donc Di); = O(X;), d’out
1Di(y) — 2y ¥i(y) vi(i(y), )] < eXiy®
En posant X; = ¢;(Y;) , X! = ;(Y/), on a alors :
log(A\ L) = —2X,Y; Ui(Xi , ffz) + O0(X; }722) )
log(AT}) = —2X] V] vi(X], V) + O(X; ¥} %) ,

car X; ,X; , X/, X/ sont du méme ordre.

On a d’une part, comme Y; =0,Y; = O(p) :



D’autre part, on a

S X2 = 0(Xo(¥g + 13)2) = 00) |

0<i<N

Z X7 V] = O(X3-1 (Yo + Yi-1)) = 0(5)
0<i<N

Y (XY -X[Y])=0(p),
0<i<N

d’ou on conclut

Y log (LT =-2 ) X[ ¥/ v:(0,0)+0(5),

0<i<N 0<i<N
= —2X5Yy > 0i(0,0)+0(9),
0<i<N
car | X! V! — X} Y| < ci X2 pour N > i > 0.

On obtient finalement

1ngz Z log A,

cr(0) oSy
= > log TyT;
0<i<N
=2X,Y] > 0i(0,0)+0().

0<i<N

Comme X = O(d), on a
Cr(0)=1+4+0(9),

et donc

log Cr(N—1)=2X,Y] > 0i(0,0)+0().
0<i<N

Il suffit maintenant d’observer qu’on a, comme Y5, _; = O(9) :

12" (b)| _ [Yn_1— Yn_1
12 ()| YN 1 — Yyl

(1+009)),

|IQO(Q)| _ lUN—1 — Yn—1|
|IQO(Q/)| 19N -1 — Yn_1l ’

pour obtenir la conclusion recherchée.

10 - LA PROPRIETE (Ha) DANS LE CAS DISSIPATIF.
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10.1 - Nous considérons d’abord le cas (le plus délicat) ou F est dilatant sur A. Soit « € (0, 1)

tel qu’on ait, pour tout z € A
T F/E®|| < ||T: F/E*||™*.

On choisit un point périodique p de A de période n et un point ¢ € A homocline a p, qui
appartient & la méme feuille W¥(6*) que p, mais tel que F(q) ¢ W¥(oc— (=1 (g*)).

On choisit un systeme de cartes semi-locales (¢g)gex- de type III (cf. Annexe B) : pour
chaque § € £, ¢ est un plongement de classe C* d’un voisinage de {0} x [-1,+1] C R?
dans M envoyant {0} x [—1,+1] sur W*(@); ce plongement dépend continument de § dans la

(C*°-topologie ; la représentation
Byl = ¢, 0 F oy

de F~! dans ce systeme vérifie (pour § € ¥~ , y € [-1,+1])

0 0

9 9 9
_1 -_ = — —_—
Doy By~ (57) =m0 5o+ B@) 5

D(O,y) Fél (

ou B est affine en y, de pente 5(€) et on a |u(@)] > 1, |[A(@) (@) <1 pour § € ¥~

Lorsque ¢ (0,y) = z € A, on a défini dans I’annexe B , formule (16), une quantité

E(z) = E(6,y) = Y BE(m)) A (O(m))(n™ (8(m))) ™"
m>0

ot F™(z) € W*(@(m)) pour m > 0 et u™(8(m)) = u(@(1))...u(@(m)). Cette quantité
représente la vitesse de variation de la direction stable dans le systeme de cartes considéré
(Annexe B , formule (15)).

Nous allons voir successivement que

Proposition 1 - La propriété “E(p) # E(q)” est ouverte et dense par rapport & F.

Proposition 2 - Si on a E(p) # E(q), alors la propriété (Ha) est vérifiée.

10.2 - Preuve de la proposition 1

On commence par observer qu’en vertu de la section B.6 de I’annexe B, la propriété “E(p) #
E(q)” est intrinseque, c’est-a-dire qu’elle ne dépend pas du systéme de cartes semi-locales de
type III considéré.

Il en résulte que la propriété “E(p) # E(q)” est ouverte : si F’ est un difféomorphisme proche
de F' (dans la C*-topologie), on peut trouver pour F” un systeme de cartes semi-locales (¢p)pes-
de type III tel que, pour tout § € X, les plongements ¢y , ¢, sont proches dans la C*°-topologie ;
les fonctions N'(8) ,/(8) ,B'(8) sont alors C°-proches res_pectivement de \(@) ,u(8) ,B(8) et

E'(p'), E'(q") sont proches de E(p), E(q) (ou p',q" sont les continuations hyperboliques de p, q).
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Pour prouver la densité, nous supposons que E(p) = E(q) et construisons une perturbation
F’ de F telle que E'(p) # E'(q).
Soit § € £~ 'élément tel que F(g) € W*(6). Fixons une fonction x : R — R telle que
(i) on a x(z,y) = 1 au voisinage de {0} x [—1,+1];
(ii) le support de x est compact et contenu dans le domaine (ouvert) de qbé :
(iii) I'image ¢4(suppx) ne rencontre aucune feuille W* () ,0 # € contenant un point de
I'orbite de p_ou de l'orbite gq.

Pour b assez petit, on définit alors :

F-1 hors de ¢, (supp x)
F1o ¢g0 K o (¢é)*1 dans ¢, (supp x) -

Pour b assez petit, K est un difféomorphisme arbitrairement proche de l'identité et F’ est

(F/)fl —

donc un difffomorphisme arbitrairement proche de F. D’aprés la conclusion (iii) et la forme de
K, le point p est encore périodique (de méme période) pour F’, le point g est encore homocline
a p pour F’, et les feuille W*(8) qui rencontrent l'orbite de p ou ¢ sont les mémes pour F et F’;
de plus F' et F’ coincident au voisinage de chacune de ces feuilles sauf pour § = Q

Au vu de I'annexe B , on en déduit qu’on peut trouver pour F’ un systéme de cartes semi-
locales de type III (d)lg)QeZ* tel qu’on ait d)’Q = ¢ pour tout § € X~ tel que W*(@) rencontre
I'orbite de p ou 'orbite de q. Quand on calcule par rapport a ce systéme, pour ces valeurs de @ ,
les quantités X (0) , 1/ (0) ,3'(0) relatives & F’, on obtient

N (@) =),

1'(0) = n@),

B0 =80, si 0+£0
B'(0) = B(0) + b \(B)

ce qui termine la preuve de la proposition 1.

10.3 - Preuve de la proposition 2.
Nous supposons E(p) # E(q) et voulons montrer que la propriété (Ha) est vérifiée.
Donnons-nous donc 0 < << 1, 0<p<<1l,1<¢<p? etune partie X C X(p)

vérifiant

#(Z(p) - X) <np?.
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Soient V,, V; des voisinages respectifs de p, ¢ dans A tels qu’on ait, pour w € V,, ,w’ € V :
|E(w) — E(w')|>c¢>0.

Choisissons dy > 0 tel que
ng~h << dp << &7,

puis 0°,0' € ¥, proches de 6%, de facon que les mots terminaux de 6°,6' dans Y.(p) apparti-
ennent & X et que la distance de W*(8°), W*(8') soit de 'ordre de 8y. Considérons ensuite des
mots b,b" de X(p) tels que les images de I(b) dans W*(8°),e = 0, 1, soient contenues dans V,, et
celles de I(b') dans V4. On observera que Vj, V; sont indépendants de 7, p, £, X et que le nombre
de paires (b, ') considérées est donc > cp~2¢

On notera w,w les extrémités de I(b) dans W*(8°),w’, w0’ les extrémités de I(b') dans

( 0%) et z,%,2',% les mémes extrémités dans W%*(@'). Pour i > 0, les coordonnées de

“H(w), F(w), F~(w'), F~4w'"), F~%(2), F~%(2), F~4(2'), F~%(¢') dans la carte semi-locale
<Z5gfi(g0) seront respectivement notées (tant qu’elles existent) (xi,v:), (Zi,9i), (z},ys), (2}, 9.),
(Xz,Yz)a(thfz) (levyz/) (levyz/)

On a bien sur

~ / N
Ti=Ti=x;=2; =0,

pour tout i > 0 et Xo, Xo, X, X'(’) sont d’ordre §y. Comme F' est dilatant sur A, on peut trouver
k > 0, ne dépendant que de F, et M > 0 tels que Xpr = O(0§), ymr — Yoy = O((SéJ”‘). On va
alors montrer ’estimation suivante.

Proposition 3. - Il existe k > 0 ne dépendant que de F' tel qu’on ait

g —ym| O =Yl T 14k
log = log =~ — = —Xo(E(w) — E(w') +0(5,™") .
Yy — Y| Yar = Yyl

En admettant momentanément cette estimation, on conclut la preuve de la proposition 2

comme suit. D’apres l'estimation de yar — y,, on a

2°0) . lom — yul
99 (11 = 1o ~ /
112 (1) |90 — Vil

log

1 A
2 ®) _,,, o =Y

log = log — + O(d”“) ,
Sl Vi -yl
et donc 50 o
1% (b)] 112 ()] ) 1+
1 -1 = —Xo(F —F +0(6:7F) .

Le terme Xo(E(w) — E(w')) est d’ordre dg; vu le choix qu’on a fait pour dg, ceci termine la
preuve de la proposition 2. O

10.4 - Preuve de la proposition 3.
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Choisissons un entier L > 0 tel que y; — yr, et X, soient du méme ordre. Comme F est
1
. g ) la
dilatant sur A, il existe x > 0 ne dépendant que de F' tel que X, = 0(55( —M)).
On va montrer que :

Lemme 1 :

9 —yel 19 —wrl _

—L —Ly, 1 2
|YL—YL| g |}>£—Y£| _XL(E(F (w)_E(F (’w ))+O(XL) .

Lemme 2 : ) .
Yy - Y] Y, - Y]
log T = Yurl _ |AL—L|+O(X3).
Yar =Yl Y =Y
Comme g&:g& est indépendant de ¢, on en déduira que
N N
tog 12 =l _yo0 Wy =0l _ e, (pptu) - B(FRul)) + O(XE) |
Yar — Y| Y = Yl

D’apres la formule (17) de ’annexe B , on a
E(F " w) — B(F ') = (uM(8) H(E(w) — B(w)) .
Comme on a d’autre part
Xo = X1 (uP (@) + 0(X7)
on obtiendra I’estimation de la proposition 3.

10.5 - Preuve du lemme 1.

Dans la carte ¢, g0y, notons {z = ¢(y)} I'équation de Wt (e~L(8Y)); notons aussi
y=yr+Wz+¢(z),
y=iL+Wz+¢),
les équations respectives de W*(F~L(w)), Ws(F~%(w)), les fonctions ¢ et ¢ s’annulant & ’ordre
2 en 0. Comme les feuilletages stables et instables sont de classe C*, on a
Dy = O(XL) )
D*=0(Xy),
D*($ —¢) =O(jr — y1) -
On a donc
(& = ¢)(X1) = O(XL (L — y1)) ,
et

A~

$(XL) — ¢(X1) = O(XL(XL — X1))
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= O(X(jr —yr)) ,

d’ou
YL - YL =91 —yr —i—WXL - WXy, +O(X%(@L —yL)) .
On écrit
WXL —-WX = (W— W)XL + W(XL —XL) ,
avec

Xp — X = Dy(V)(Yr — Y1),
pour un Y7, entre Y7, et Yi, et, d’apres la formule (15) de annexe B :
W —W = (g — yo)(E(F~"(w)) + O(p™)) -

Comme on a &g >> np® et dop = o(X1), on a p® = o(Xr). On obtient donc

(1- Wsz(ffL))YL -y + Xy E(FL(w)+0(Xx2),

YL — YL

et de fagon analogue

. Y —Y! ,
(1-=W'Dyp(Y]))=2—F =1+ X7 E(F ")) + O(XP) ,

YL — YL
avec Y} entre Y] et Y/. Or on a
W_W/:O(ylL_yL) )
Dy(Yz) = O(X1)
Dy(¥;) = O(X1) ,
Dp(Yz) — DY(Yy) = O(X1(y, — y1)) ,
X1 - X1 =0Xr(yr —yr))
donc on obtient I'estimation du lemme 1 en divisant 'une par 'autre les deux estimations ci-

dessus. 0

10.6 - Preuve du lemme 2.
Pour L < i < M, on va comparer les rapports

r Vipr —Yin I Yig - Y,
i Y. v, » L }/i/—Y;,

Notons ici {z = ;(y)} 'équation de W*(c—*(8!)) dans la carte Py-i(e0y €t Gi(z,y) la y-

(x,y). Posons aussi

gi(y) = Gi(vi(y),y) ,

composante de Fa_fl @)
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de sorte qu’on a
Yit1 =g(Yi) , Yita = g(Yi) ,

1
T = / Dg(Y; + (Vs — Y))dt |
0

et de méme

1
= [ Dol (¥ - )i
0
Comme le feuilletage instable est de classe C*, on a
Dy = O(X;), D*; = O(X;) .

D’autre part, soient Y | 171-’ des points respectivement situés entre Y; , Y; pour le premier,

Y/, Y/ pour le second. On a

0 0
Dg; = DYi—Gi + 7—Gi
g (0 &vG + 8yG
avec
L Gius(T), V1) — 5-Gulwn(F)), T = OV ~ ¥y
8$ (2 1 1)y +1 ax (2 (2 /)Y * 1 1)

Dyi(Y;) — Di(Y]) = O(X(Y - V7)),
0
Ay

ou on a, dans la derniére estimation, utilisé que a%Gi(x, y) = XNo~0) + B(c70)x + O(2?) .

Giln(T0), ¥ — %Giwi(ﬁ'), ¥) = 0(X:(Y! — Y3) ,

En rassemblant ces estimations, on obtient

Dgi(Y;) - Dgi(Y{) = O(Xi(Y{ — Y))

(2

log I'/T; = O(X;(Y{ — 7)) .

1
Il suffit maintenant d’observer que, comme F' est dilatante, on a
> XY -Yi=0(x1),
L<i<M

pour que la preuve du lemme 2 soit compleéte.

10.7 - Le cas ou F est contractant sur A

10.7.1 - On dispose alors d’une propriété (H'1) (cf. 3.2.4), plus forte que (H1) et plus simple
a énoncer.

Soient p un point périodique de A et ¢ € W} (p) un point de A homocline & p distinct de p.
Notons W*(8°) (resp. W*(8)) la feuille instable qui contient p (resp. q).

Soit (¢g)gex- un systéme de cartes semi-locales de type I (cf. Annexe B) et

T WEEO) N A = W@ N A
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I’application d’holonomie. Soit yg tel que

$g0(0,%0) = p -

Comme F' est contractant sur A, 'application v définie par

Pgr 0,9(y) = TQSQO (0,9)

est C? au sens de Whitney. On veut montrer que la condition ouverte

D*(1p(yo)) # 0

est aussi dense.
On suppose donc D?9(yp) = 0 et on perturbe F en un difféomorphisme F’ pour lequel la
condition requise est satisfaite. On procede de facon similaire a 10.2.
Soit x : R? — R une fonction telle que
(i) ona x(z,y) =1 au voisinage de (0,yo) ;
(ii
(iii) limage ¢q1(supp x) ne rencontre aucune feuille W*(0),0 # 9%, contenant un point de

I'orbite de p ou de 'orbite de gq.

) le support de x est compact, contenu dans le domaine (ouvert) de ¢g ;

Pour b assez petit, on définit alors
K(z,y) = (z,y + by — v0)* x(z,9)) ,

F1 hors de  ¢g1 (supp x)
F~logg oK o(pg)™' dans ¢y (supp x) -

Pour b assez petit, K est un difféomorphisme arbitrairement proche de I'identité et F’ est

(F/)—l —

donc un difféomorphisme arbitrairement proche de F'.

D’apres la condition (iii) et la forme de K, le point p est encore périodique (de méme période),
pour F’, le point g est encore homocline & p pour F’, et les feuilles W*(§) qui rencontrent ’orbite
de p ou ¢ sont les mémes pour F et F’; de plus F et F’ coincident au voisinage de chacune de
ces feuilles sauf pour 8 = 9.

On peut donc trouver pour F’ un systéme de cartes semi-locales de type I (¢y)gex- tel quon
alt ¢y = ¢go et B

¢:91 = ¢g1 0 Kt

Soit ¢’ un point de A homocline & p dont 'orbite est distincte de celles de p et g. On peut
supposer dans (iii) que ¢y (supp x) ne rencontre aucune feuille W* (@) qui contient un point de
lorbite de ¢'. L’orbite de_q’ pour F est alors aussi une orbite de F’. De plus, pour N >> 0 tel
que F~N(¢') soit tres proche de p, l'orbite positive du point homocline 7(F~(¢')) pour F est

aussi une orbite positive pour F”'; si y(N) est tel que
b0 (0,y(N)) = F~N(q'),
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on aura

et donc D2’ (yg) = 2b .

10.7.2 - La propriété (H1) est conséquence de la propriété D% (yg) # 0 .
Donnons-nous en effet 0 < n << 1,0< p<<1, 1 <€ << pl et X C XB(p) vérifiant

#(S(p)\ X) <mp™?.

La propriété D2 (yg) # 0 entraine D log D(k2' o (k2")~1)(y) # 0.
Soient Vp, Vi des voisinages respectifs de 8,0 dans £~ et V un voisinage de o tels qu’on
ait
0" 0°\—1
|D log D(k% o (k* ) " )(y)|>c>0
pour y € V, % € , 9! € Vi. Soient b,b' des mots de X(p) tels que la distance entre les
intervalles I(b), I(b/) vérifie :

max(né~", p) << dist (1(b),1())) << ¢7".

Pour 69 € Vo ,él € V1, on a alors

~0 ~0
2 (b 2
| (Jl_bg\ ()] B

775_1 << |log ———= ~
118" (b)| 18 (1))

ce qui implique la propriété (H1).

Annexe A

Invariant de Birkhoff hyperbolique

A.1 - Soient M une surface orientée, w une forme d’aire de classe C'°°, F' un difféomorphisme
de M, de classe C*°, qui préserve w et A une partie compacte de M, invariante par F' et
hyperbolique.

Nous appellerons carte locale en p € A un difféomorphisme de classe C™ de [—1, +1]> C R?
sur un voisinage de p dans M qui envoie (0,0) sur p et dz A dy sur w. Un systéme de cartes
locales est une famille (®,),ea oll, pour tout p € A, ®, est une carte locale en p qui dépend
continument de p dans la C*°-topologie. Deux tels systemes (@), (®;,) sont dits équivalents
s’il existe ¢ > 0 tel que pour tout p € A on a &, = <I>;, sur [—¢,+€]?; une classe d’équivalence

est un germe de systéme de cartes locales.
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Le groupe C(A,G) des applications continues de A dans le groupe G des germes de C°°-
difféomorphismes préservant les aires et 1’orientation de (R?, (0,0)) agit transitivement par com-
position a droite sur 'espace des germes de systeme de cartes locales. On recherche des systémes

de cartes locales dans lesquels la représentation de F', c’est & dire la famille (F})pca définie par

F,=a,!

Fp) oFod,

soit la plus simple possible.

A.2 - On dira qu’'un systeme de cartes locales (®,),ca est de type I si pour tout p € A on a
Dp([-1,+1] x {0}) € W*(p)

®,({0} x [-1,+1]) € W¥(p) .

On peut toujours trouver un tel systeme. Notons G le sous-groupe de G formé des germes
qui préservent chacun des axes passant par l'origine. Alors C(K,G1) opére transitivement sur
I’espace des germes de systemes de type 1.

A un systéme de type I, on associe le multiplicateur p — A(p) € R* défini par

0 0
D(o,o)Fp(a—x) = A(P)% :

De méme, a H € G; on associe u(H) € R* :

0 0

D(o,o)H(%) = M(H)% :

Le noyau de 'homomorphisme H +— p(H) de G sur R* est noté G). Si deux systémes de

type I (®p), (®p) se déduisent I'un de I’autre par 1'action d’une famille (Hp)pen :

b, =d,0H, ,VpeA,

on aura

On peut toujours choisir le systéme de type I de facon & avoir, pour tout p € A

0<Ap) <1.

A.3 - On dira qu’'un systéme de cartes locales (®p)pca est de type II s’il est de type I et si de
plus, pour tout p € A, on a

Fp(x,0) = (A(p)z,0),
Fp(0,9) = (0, (Mp) " 'w)
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pour z,y assez petits (uniformément en p). Notons G2 le sous-groupe normal de G formé des
germes dont la restriction & chacun des axes passant par l'origine est l'identité. Le résultat
suivant est bien connu.

Proposition - Soit (®,)pea un systeme de type I. Il existe une famille continue (Hp)pen €
C(A,G"), uniquement déterminée modulo G, telle que (®, 0 Hp)pea soit de type II.

Esquisse de preuve - Représentons implicitement
(X,Y) = Hp(z,y)
par une fonction génératrice Sp(z,Y") reliée & Hy, par :
Y= a% Sp(@,Y)
X =% Sp(z,Y).
Dire que H, € G revient & dire qu’on a
Sp(,Y) = zY (1 + O(|z| + [Y])).

Si on prend
Sp(z,Y) = 2(Y + 55(Y)), 5p(Y) = O(Y?),

on aura
y=Y +5(Y)
X =z(1+5,(Y))
et en particulier X =z si Y = 0. De méme, si S,(z,Y) = (z + 5,(x))Y, on aura
X =x+ 5,(x)
y =Y 1+ sy(x))

et donc y =Y si x = 0. En appliquant le théoreme de linéarisation fibrée des contractions sur
chacun des axes, on peut donc choisir les applications linéarisantes fibrées dans G (i.e préservant

les aires!). L’unicité est immédiate.
A.4 - Soit (®,)pca un systeme de cartes locales de type II. Une fonction génératrice Sp(x,Y)

pour F), doit s’écrire
Sp(m, Y) = Ap)(zY + ;vZYQsp(m, Y))

ce qui donne

X = Ap)z(l+ 22Ysp + mYQ%sp)

y=AP)Y(1+22Ys, +2°YLs,),

62



soit encore
X = Ap)z(1+ 2y up(z,y))

Y = Xp) ty(L - ay vp(z,y))
avec up(0,0) = v,(0,0) = 2X(p) ~1s,(0,0).
La fonction continue p — u,(0,0) est I’invariant de Birkhoff de F'/A associé au systeme

de type II (®p)pea.

A.5 - Invariance linéaire

Considérons F'p = Hg(lp) o F), o H}, avec

-1

Hy(z,y) = (u(p)x, u(p) " y) -

On aura

avec  A(p) = u(F(p)) " Ap)u(p) ,
ap(‘%ag) = up(u(p)[é?ﬂ(p)ilg) s
(%,7) = vp(u(p), n(p) ') -

En particulier, I'invariant de Birkhoff n’a pas changé.

A.6 - L’invariant de Birkhoff comme cocycle
On consideére encore ﬁ'p = Hg(lp) o F,,0 Hp, mais (Hp)pea est maintenant une famille continue

a valeurs dans G2. Comme en A.3 et A.4, on pourra écrire Hy, sous la forme

z = &(1+ &jay(,9))
y=g(1 —zgbp(2,7)) ,

avec a,(0,0) = b,(0,0). Quand on écrit F), sous la forme

bt
I

Ap)Z(1 + Eg,(%,9))
Y = XNp) (1 - 2§9,(7,9)) ,

on aura
ﬂp(oa O) = ,Dp(ov 0) = up(oa O) + ap(O, 0) — Qp(p) (07 0) s

c’est-a-dire que la différence entre les invariants de Birkhoff par rapport & (®,,)pca et (®p0Hp)pen

est le cobord de I'application continue p — a,(0,0).
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Annexe B

Forme normale fibrée dissipative

B.1 - Soient M une surface, F' un difféomorphisme de M de classe C°°, A un fer a cheval de F',
¥ C A? le sous-décalage de type fini associé & une partition de Markov (R,)qca de A.

Nous appellerons carte semi-locale en § € >~ un plongement de classe C*° d’un voisinage
de {0} x [-1,+1] dans M qui envoie {0} x [—1,+1] sur W*(@). Un systéme de cartes semi-
locales (¢p)ges- est une famille de cartes définies sur un méme voisinage de {0} x [—1,+1],
dépendant continument de § dans la C"°°-topologie, telle que ¢y est pour chaque § € ¥~ une
carte semi-locale en §. Deux systemes (¢g), (¢y) sont dits équivalents s’il existe un voisinage de
{0} x [=1,+1] sur lequel ¢y et ¢ coincident p_our tout @ € X7 ; une classe d’équivalence est un
germe de systéme de cartes semi-locales.

On cherche des systemes de cartes dans lesquels la représentation de F~1, c’est & dire la
famille (Fy 1)Q627 définie par

Fy' =6, 90 F " o dg
soit la plus simple possible.

On notera G le groupe des germes de C*°-difféomorphismes de R?, définis au voisinage de
{0} x [—1,+41] et préservant cet intervalle.

Le groupe C(X7,G) des applications continues de ¥~ dans G opére transitivement par

composition a droite sur ’espace des germes de systemes de cartes semi-locales.

B.2 - On dira qu’un systeme de cartes semi-locales est de type I si, pour chaque § € ¥, la
restriction de F, ' & {0} x [~1, +1] est affine.

Notons Gy le sous-groupe normal de G formé des germes dont la restriction a {0} x [—1, +1]
est 'identité. Le résultat bien connu de linéarisation fibrée des contractions garantit qu’étant
donné un germe de systeme (¢g)gex-, il existe une famille (Hp)ges- € C(X7, G), uniquement
déterminée modulo G1, telle que les ¢ = ¢g 0 Hy forment un germe de systeme de type I et Hy
restreint & {0} x [—1,+1] préserve Porientation.

Lorsque (¢g) est un systeme de type I, on écrira :

1,0 0
(1) Do,y 1(8_31) = )\(Q)a—y ,
0 0 0
-1,9\ _ o 9

B.3 - On dira qu’un systeme de cartes semi-locales est de type II s’il est de type I et si de plus
la fonction p(,y) ne dépend pas de y € [—1, +1].
Soit (Hp)gex- une famille dans C(X~, G1) ; écrivons

0 0 0
(3) Do) HQ(%) = a(f, y)% + b(Q,y)a—y :
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Soient (¢g), (d;Q) des systemes de type I reliés par d;Q = ¢g 0 Hg, V0 € ¥~
On a

4) (8, y) = a0, y)u(8 y)aloc "0, Fy ' (y)) !

D og 1il(0.) - 2 o 20 oglel(o- 10, B
(5) 8y10g|ul(ﬁ,y)—8yloglal(ﬁ,y)+ayloglul(ﬁ,y) A(Q)ayloglal(a 0, Fy (y)) -

On aura donc 8% log || = 0 si et seulement si :

0 —n
(6) 8—log|a| @,y) Z Al —10g|ﬂ|( "0, Fy " (y))

n>0

avec

A (@) = Mo ™"H(9)) ... A1 (@) M)

- -1 —1
FQ":FU,”+1 o---oFy.

©
La formule (6) définit une fonction de classe C*° par rapport a y qui dépend continument de
0 dans la C* topologie. Pour reconstituer complétement a(, y), il suffit de connaitre la fonction
continue 0 — a(g,0) de ¥~ dans R*.
On notera G2 (resp. G5) le sous-groupe de G; formé des germes H tels que la composante
a(y) de D) H(5; 0 —) sur 88 ne dépende pas de y (resp. soit égale a 1). La discussion qui précede
garantit qu’étant donné un systeme (¢y) de type I, il existe une famille continue (Hp)gpex,~ dans
C(X7,G1), uniquement déterminée modulo G, telle que le systéme dBQ = ¢y o Hyp soit de type
II.
B.4 - On suppose dorénavant que F' est dilatant sur A. On pourra alors trouver un germe de

systeme de cartes semi-locales de type II vérifiant
(*) A@)u@)] <1, voex.

On dira dans ce cas qu’un systeme de cartes semi-locales est de type III s’il est de type II
et si de plus, pour tout § € ¥, 'application y — B(0,y) est affine (ou B est définie par (2)).
Soit (¢g) un systeme de type I1, (Hp) une famille continue dans C(X~, G%), g = ¢g o Hp .

Ecrivons
1,0 0 0
D(07y)F0 (%) N(Q)% + B(Qv y)a_y )
- 0 0 ~ 0
_1 —_— pr— — —_—
0 0
Do y)Ho(5-) = 75— +b(l, y)% ,
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de sorte qu’on a

(7) B(0,y) = B(0,y) + MO)b(8,y) — u(@)b(c(0), Fy () ;

en dérivant 2 fois, on obtient

2 92 92 0?2
®) By =55B09) A7 506y) ~ N Qub)z 550 0). Fy ()

2 -~ . .
on aura donc %B = 0 si et seulement si

0? 0?
9 —b(0 A ™ ()™ ()= B(c7 "8, F; ™
(9) oy 'Y) 7;) (@)pt™(9) 92 (c7"0, Fy " (y)) ,
ot A, u("),Fé " ont le méme sens que dans la formule (6). Désignons par G35 le sous-groupe
de GY formé des germes H tels que lapplication y — b(8,y) soit affine pour chaque § € X~
La formule (9) définit pour chaque § € ¥~ une application %b de classe C'° qui dépend
continument de ¢ dans la C*°-topologie. On conclut qu'’il existe une famille continue (Hp) dans

C(X7,GY), uniquement déterminée modulo Gs, telle que le systeme &Q o Hy soit de type IIL

B.5 - Directions stables
On suppose toujours que '’hypothese de dissipation (*) est vérifiée; on se donne un systéme

de cartes semi-locales de type III (¢g)gex— et on écrit

0 0 0
-1/ 9 _ o 9
en notant 5(0) = 5 B(0,y) le coefficient de l’apphcatlon affine y — B(0,y).
En un point (0, y) tel que ¢¢(0,y) € A, notons % +W(8, y)a% la direction stable normalisée.
On a donc
1,0 0
DoowFy (g5 + W E.v)5.)
= () 5+ (B6,) + XOW (6,1) 5
- /"L = 81‘ = y = L) y 8y
= W)+ W8, Fy () 5)
- /"L = 8£E = Q y 8?/ )
soit
(10) W(o™'0, Fy (y)) = p () AMOW (8, y) + B(6,y)) -

Notons (8(m),y(m)), pour m > 0, le couple tel que
F™(6(0,y)) € WH(@(m)) ,
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On a alors

(11) W(@y) = > BOm),y(m)A™ D (0(m — 1)) (™ (@(m)) " .

Considérons maintenant, pour le méme § € ¥~, deux ordonnées y, 7 telles que ¢4(0,y) et
¢9(0,9) appartiennent & A. Définissons (é(m), g(m)) pour m > 0 relativement a 6,y. Notons N
le plus petit entier tel que §(N) # 0(N) (en supposant y # 7).

On a donc :
(12) CHANI@ON — 1)) < Jy — g < CANTD @O - 1)),
puis, pour 0 < m < N

(13) y(m) — j(m) = (A™(9(m)) "y —9)

(14) B(9(m),y(m)) — B(8(m), #(m)) = BOm))A™ @(m)) " (y — ) .

On obtient donc, a partir de (11) :

a5 WEw) - ;‘“Q’ 9 _ S pa(m)A (@(m) (u™ (@(m)) " + O (V) )
m>0
On posera
(16) E@,y) = >_ B0(m)A~(@(m)) (™ (@(m)) ",
m>0

quantité qui représente la vitesse de variation de la direction stable dans le systeme de cartes de
type III considéré.

Soient y' # y tel que ¢g(0,y') € A, (6'(m),y'(m)), pour m > 0 la suite relative a 0, y/, et soit
M le plus petit entier tel que §(M) # ¢'(M). La variation de E(8,y) est donnée par :

E(0,y) — E0.y) =

- -1
(17) = |uMD@O(M 1)) (BO(M —1),y(M — 1)) = E(Q(M — 1),y (M — 1)) .

B.6 - Pour conclure, nous examinons comment FE(f,y) change lorsque nous remplagons un
systeme de cartes de type III par un autre.

Un tel changement s’effectue par composition de 3 types de difféomorphismes :

a) changement d’orientation des feuilles
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On a d;Q = ¢g 0 Hyp, avec
Hy(z,y) = (z,e(Q)y) ,

e:X7 — {—1,+1} étant continue. On vérifie immédiatement qu’on a

E(9,e(0)y) = E(6,y) -

b) dilatation transverse

On a ¢g = ¢9 o Hy, avec maintenant

Hg(ar,y) = (a(Q)xay) )

a: X~ — R* étant continue. On vérifie immédiatement qu’on a

E@9,y) = a(®)E(8,y) .
c) changement dans Gg

On a finalement qBQ = ¢g 0 Hp, avec

Hy(0,y) = (0,y) ,

0 0 0
Y = (0. ) —
833) Ox + (_’y)ay ’

et y — b(f,y) est pour chaque § € ¥~ une application affine dont la pente est notée 3*(6).

On obtient dans ce cas

D(O,y)HQ(
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