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No possivel faremos uma definicdo de triangulacao de
Delaunay sem ter usar os conceitos de diagrama de Voronoi.



Definicao (Triangulacao)
Colegao de tridngulos, arestas e vértices. Seja S um conjunto
de pontos em R".

S={p1,...,pm}

A triangulagdo K triangula S se os tridngulos de K decompéde o
fecho convexo de S e o conjunto de vétices de K é S.

Definicao (Triangulo de Delaunay)

Sejam p;, p; e px € S. pj, pj, Px S&o vértices de um tridngulo de
Delaunay se e s6 se o circulo que passa por p;, pj, px € vazio
(isto é nao contém outro ponto de S).

Definicao (Aresta de Delaunay)

pip; € K € uma aresta de Delaunay se pertence a um ou dois
tridngulos de Delaunay.



Definicao (Localmente Delaunay)
pip; € K € uma aresta localmente Delaunay se:
1. Pertence a um tridngulo entao pertence a fronteira do
fecho convexo.

2. Pertence a dois tridngulos pip;px € pipjp; e p; esta fora do
circuncirculo de p;p;pk.

Teorema

A colegéao de triangulos de Delaunay com vétices em S e com
suas arestas e vertices formam uma triangulagao K de S
chamada triangulacdo de Delaunay.



Teorema
Se toda aresta de K é localmente de Delaunay, entdo K é uma
triagulagdo de Delaunay.



Observacao

Dois pontos p;, p; formam uma aresta de Delaunay se so se

existe um circulo que passa por p;, p; € ndo contem outro ponto
de S em seu interior.



» Sejam K uma triangulagao de S, com m triangulos,
> a1, a2, .., azm 0S anglos dos tridngulos de K ordenados em
forma crescente tal que o; < ajsei<je
» AK) := (aq,ap, .., agm) 0 vetor dngulo de K.
» Dada outra triangulacado K’ de S e
A(K') := (o], ap, .., o) seu vetor angulo, temos que
» A(K) > A(K') se existe 1 < i < 3mtal que o; = a; para
todoj <iea;> aj.

Definicao (Triangulacao de angulo 6timo)
K é de angulo otimo se A(K) > A(K') para toda triangulagao
K’ de S.



Teorema ( de Thales (O menor angulo definido entre 3
pontos))

Seja um C circulo, I linha que instesecta C ema,bp,q,r e s
do mesmo lado de I. Suponha que p, q estao sobre C,
r € intC, e s fora do C entao

Larb > £apb = Laqgb > Lasb.

Demonstragao.
Demostrado em aula.



Definicao (Aresta ilegal)
Uma aresta e = p;p; € uma aresta ilegal se

min_«; < min o}
1<i<6 1<i<6



Definicao (Flip de Aresta)

Seja e = p;p; aresta ilegal de uma triangulagdo K de S, tal que
e esta contida nos tridngulos p;p;pk, pip;p; de K. E que formam
um quadrilatero convexo. A operagdo que remove a aresta e, e
insire a aresta pxp; € conhecida como flip de arestas e cria
uma nova triangulacao K'.



Observacao

O flip sera utilizado para modificar arestas ilegais
transformando-as em arestas legais.

Observacao

As arestas consideradas legais sdo arestas localmente de
Delaunay.

Definigao (Triangulagao legal)
Uma triangulagdo é considerada legal se todas suas arestas
sao legais.



Lema

Seja a aresta p;p; da fronteira dos triangulos p;p;px, Pip;p; e
seja C o circulo que passa por pipjpx. Entdo a aresta e = pip;
é ilegal se so se p; € intC.
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pk illegal



Definicao (Degeneracgao)
Dado conjunto S quatro o mais pontos sobre um circulo
formam uma degeneragéo.

Definicao (Posicao Geral)
Se néo existe degeneracgao.




Observacao

1. Pequena perturbacao é suficiente para eliminar a
degeneracio, reduzindo assim o caso degenerado para o
caso geral.

2. Em posigao geral existe triangulagao de Delaunay, e além
disso é unica.
3. Se nao temos posicao geral, entao é possivel consequir

uma triangulagdo do diagrama de Delaunay considerando
0s pontos de S com uma perturbagao.



Teorema

S um conjunto de pontos no plano. Uma triangulacdo K de S é
legal, se e sO se, K é uma triangulagao de Delaunay.

Demonstracao.
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Perturbagao simbdlica

A técnica computacional de perturbacao simbdlica de uma
entrada geométrica justifica a escolha matematicamente
conveniente de posicao geral dos dados. Descreveremos uma
perturbagao em particular chamada "Simulagao de
Simplicidade” (SoS).



Teste de orientacao

Sejam a = (ay, a2),b = (b1, b2), € ¢ = (¢4, C2) trés pontos do
plano. Consideramos a, b, ¢c degenerados se eles sao
colineares, incluindo o caso em que dois deles ou até mesmo o
trés sejam coincidentes. No caso degenerado temos

c=ta+ (1 —t)b. Assim t existe se e somente se 0
determinante A é 0.

a1 Q2

B1 B2
M2
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Lema

Dados os pontos a, b, ¢, d do plano. O ponto d esta dentro do
circuncirculo de a, b, ¢ se e somente se o ponto d’ esta
verticalmente embaixo do plano determinado por &, b, ¢/, onde
x" = (X1, X2, X2 + x2) quando x = (X1, X2).




Para testar pontos cocirculares, vamos utilizar pontos no
paraboldide, a = (a1, a2, az) com as = a? + a§, conforme
utilizado na prova do teorema anterior. Segundo o teorema
anterior os pontos a, b, ¢, d estdo no mesmo circulo se e
somente se &, b/, ¢/, d’ sdo coplanares em R3. Isto quer dizer
que d’ é uma combinacao afim de &, b/, ¢/, o que é equivalente
aterdetl =0.
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Lema (incircle)

O ponto d esta dentro do circuncirculo de a, b, c se e somente
se detA - detl < 0, e d esta fora do circuncirculo de a, b, ¢ se e
somente se detA - detl’ > 0.



Seja S um conjunto de n pontos, p; = (¢; 1, ¢i2), para

1 < i < n. Enumerando as 2n coordenadas numa seqiiéncia,
podemos pensar S como sendo um ponto no espacgo 2n
dimensional. Mais especificamente, S é mapeado em

Z =((1,02,C3,---,C2n) €R", 0nde (oi_1 = ¢ 1 € (21 = Pj2,
para1 < i< n. Oponto Z é degenerado se e somente se

LN TR CY
det | 1 (o1 ¢ | =0
1

Cok—1 Gok



Seja Z pertence R?", e para cada ¢ > 0 definimos

Z(e) = (C1 +e€1,(2+ €2,...,Con + €2n),

onde ¢; = fi(e) com f; : R — R continua e f;(0) = 0. Se 0s ¢; sé@o
diferentes o suficiente, temos as seguintes propriedades dadas
por e quando é suficientemente pequeno

» |. Z(¢) é nao degenerado.

» Il. Z(e) mantém todas as propriedades nao degeneradas
de Z.

» Ill. O computo adicional para simular Z(¢) é desprezivel.
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Boolean LEFTTURN (integer i, j, k):
Asset i < j < K;

Case det A # 0: return det A > 0;
Case det A4 # 0: return det A1 < 0;
Case det A, # 0: return det A > 0;
Case det Ag # 0: return det Az > 0;
Otherwise: return FALSE.






5.1 Algoritmo

Algorithm 5 Delaunay

Require: Um array de n pontos S
Ensure: Um array de triangulos D
createArtificialPoints(S,n) {Cria os triangulo artificial}
. for i < n do
t «— findTriangle(v;,DAG)
split(p;, t) {Adiciona p; a p,pp., dividindo-o em trés triangulos}
legalizeEdge(p;, ¢1)
legalizeEdge(p;, ¢2)
legalizeEdge(p;, t3)
end for
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Anélise



Analise

Lema
Esperamos que o nuemero de triangulos criados por algoritmo
€ no maximo 9n + 1

Demonstracao.

» Depois da insergao de p, no passo r do algoritmo, existem
k arestas incidentes em p;, seja deg(p) o grau de py, e
deg(p) = k.

» pela insercao de p,

» 3 novos triangulos pelo spliting
» 2(k —3) pelo flip
total temos 2(k — 3) + 3 novos triangulos



Demonstracgao.

» Qual é o valor esperado do grau de p,?
» 3(r + 3) — 6 numero de arestas do diagrama de Delaunay
» mais 3 do tridngulo p_1,p_2,p_3
total 3(r + 3) — 9 arestas
2(3(r + 3) — 9) = 6r vértices no paso r do algoritmo.
» Logo para os r pontos temos que na media ficam 6
arestas por vértice.

» O numero de triangulos no paso r do algoritmo é como
segue:

v

v

E[n_de_novos_/A\'s_no_paso_r] < E[2deg(p;) — 3]
= 2E[deg(pr)] —3 =2(6) -3 =9

» Numero total de triangulos = 9n + 1



[@ P.C.P Carvalho e L. H. de Figueiredo, Introdugdo &
Geometria Computational, 18° Coléquio Brasileiro de
Matematica, IMPA, 1991.

A M.de Berg, M. van Kreveld, M. Overmars, O. Schwarzkopf,
Computational Geometry:
Algorithms and Applications, Springer-Verlag, 1997.

[§ H. Edelsbrunner,Geometry and Topology for Mesh
Generation,Cambridge,2001.



	Implementação
	Análise

